Poglavlje 5

Zbirne osobine sluc¢ajnih
velic¢ina

5.1 Uvod

U hidrotehnici, a svakako i u drugim granama tehnike, postoji veliki
broj procesa u kojima na njegovo formiranje i razvoj uti¢u dve ili vide
velicina stohastickog karaktera ili sa stohasti¢kom komponentom os-
novne veli¢ine, koja je deterministicka. U ovu grupu spadaju i slu¢ajevi
kada se izucava jedna veli¢ina koja se od jedne do druge tacke u pros-
toru menja stohasticki, pri ¢emu su vrednosti u posmatranim tackama,
manje ili vise, medjusobno zavisne. Druga veli¢ina koja nas interesuje
predstavlja zbir (integral) vrednosti posmatrane veli¢ine u prostoru, u
ravni ili duz neke linije. Slede neki od ovih primera:

1. Fluktuacija dve komponente brzine u isto] tacki gde se kao veli¢ina
od interesa razmatra proizvod njihovih fluktuacionih dodataka u!
i u}, tj. proizvod

] !
ui * u]
2. Transportni (i difuzioni) procesi u kojima dominantnu ulogu ima
proizvod fluktuacione komponente brzine (v;) i fluktuacionog do-

datka, skalarne ili vektorske veli¢ine () koja se transportuje
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Slika 21. Odredjivanjem vremenskih intervala At u kojima je zadovol-
jen uslov da su vrednosti i ¢ i ¥ u unapred definisanim vrednosnim
intervalima.

3. Dinamicko opterecenje fluidom na posmatrani deo (AA;) &vrste
konture A

p'AA; -y

gde je n; jediniéni vektor spoljne normale na povrsinu AA;.

U svim prethodnim i sli¢nim sluc¢ajevima za bolje poznavanje
procesa neophodno je izufavanje zbirnih osobina posmatranih
slu¢ajnih veli¢ina kao §to su: zbirna gustina i zbirna raspodela
verovatnoée, kros korelaciona i kros spektralna i funkcija koheren-
cije.
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5.2 Funkcije koje definisSu zbirne osobine

5.2.1 Funkcija zbirne gustine verovatnoce

Ovom funkcijom se za dve posmatrane veli¢ine ¢ i 1) izrazava verovat-
noca da se vrednost veli¢ine ¢ nalazi u unapred definisanom intervalu
izmedju ¢ 1 ¢ + A, a da se u isto vreme vrednost veli¢ine ¢ nalazi u
unapred definisanom intervalu ¥ + Av.

Praktican nacin za odredjivanje ove verovatnoce prikazan je na slici

21.

Funkcija zbirne verovatnocle se definise na sledeci na¢in

. 1 . Ty
plp, ) = lim [hm 4 ]
‘ ( ) Ap —o Ap A [T=oo T
AYp —o

U opstem slué¢aju oblik ove funkcije je zvonast kao na slici 22.
U merenjima u tokovima sa dominantnim pravcem kretanja ”zvona”
postaju iskosena u nizvodnom pravcu.

plo, w)

g

_ S

1

Slika 22. Opsti oblik funkcije zbirne gustine verovatnoce

5.2.2 Funkcija zbirne raspodele verovatnoce

Ova funkcija definise verovatnoéu da su trenutne vrednosti (t) i 9 (t)
manje ili jednake unapred definisanim vrednostima ¢ 1 9.
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» g
P(o,9¥) = Prob[p(t) < o, (t) <] = /_oo /_mp(so,zb)dso dyp

Za slutaj kada su posmatrane veli¢ine ¢ i 1 medjusobno nezavisne tada
vazi izraz:

ple,¥) = ple) p(¥)

Primer za funkciju raspodele vise medjusobno korelisanih
veli¢ina

Kao primer za primenu funkcije raspodele vise medjusobno koreli-
sanih veli¢ina prikazace se funkcija raspodele sile usled delovanja pri-
tisaka na ravnu horizontalnu plocu, koji fluktuiraju. Radi odredji-
vanja funkcije raspodele verovatnoée za vertikalne sile pritiska na plocu
napisatemo izraz za nju

P. = [ —pn.da,

gde je
p - pritisak,
n, - ort spoljne normale na povrs u pravcu Z,
dA, - elementarna povriina.
Ako se integral zameni konaé¢nom sumom tj.

N
Pz:z:pi AA;

i=1

gde je
pi - reprezentativni pritisak na povrsinu AA;, |
AA; - elementarna povrsina i-tig dela povrsine 2. |
Posto je AA; konstantna vrednost, a pritisak fluktuira (stohasticka
veli¢ina), sila ée takodje biti stohasticka veli¢ina ¢ija Ce se srednja vred-
nost 1 standardna devijacija odrediti na sledeci na¢in
srednja vrednost

. N
P, =) p AA;
i=1

odnosno standardna devijacija
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N
= Z o2
=1

Posto je ploca podeljena na N, delova kao pojedinacne promenljive koje
ulaze u sumu pojavljuju se osrednjene vrednosti standardne devijacije
pritisaka u polju, kovarijanse pojedinih tac¢aka C;; i njihovih parova Cj;
prema sledecem

pi = pi = Elpi(k)]

gde je P; srednja vrednost pritiska u tacki (7), a E je matematicko
oc¢ekivanje

Pojednostavljenja radi, pretpostavicemo da se svaka od fluktuacija pri-
tisaka u tacki pokorava Gausovoj! raspodeli, tj.

N (i —p)?
0= e o

pt
Posto sila predstavlja sumu sila na elementarne povrsine, od kojih se
svaka pojedina¢na veli¢ina moze izraziti zbirnom verovatnocom koja se
pokorava N- dimenzionalnoj Gausovo] (normalnoj) raspodeli, funkcija
raspodele verovatnoce za silu moZe se napisati na slede¢i nacin

(leszQaFZBa v F ):

exp (=55 =N, 1C351(p: — B0)(p; — B)))]
(2m)N/2|C|1/2

U gornjem izrazu koriscene su sledece oznake

1U stvarnosti su fluktuacije funkcije raspodele verovatnoée pritisaka razlicite od
Gausove
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C - matrica kovarijansi od Cj;
|C] — determinanta matrice C
|Ci;| - kofaktor od C;; u determinanti |C].
B 3 Fluktuacija sile
Z > ¢
G e
[ Popredni presek

povrsine na koju se odredjuje sila

v
_ a4 i=1,..N
£ Elementarna
4 { povrsina

Fluktuacija pritiska u tagki
koja reprezentuje elementarnu
poviSinu AA;

Slika 23. Elementi za definisanje dinamicke sile pritiska na plo¢u
Neki aspekti prakti¢ne primene rezultata merenja i pribliznog nacina
odredjivanja karakteristika dinamicke sile prikazani su u radovima C.

Maksimovi¢, [8], i A. Spoljari¢, C. Maksimovié i G. Hajdin [9].

5.2.3 Kros korelaciona funkcija

‘Ova funkcija definise vezu izmedju jedne fizicke velic¢ine ¢ u trenutku ¢
1 druge fizicke veli¢ine ¥ u trenutku ¢ + 7.

Pojednostavljeno govoreéi ova funkcija posredno definiSe vreme u
toku koga poremecaj, kojim veli¢ina ¢ deluje na velicinu 1, putuje
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kroz sistem.
Definisana je izrazom

Ryy(7) = Jim —/ (£)(t + 7)dt

Ako se posmatra proizvod veli¢ina ¢ 1 ) u istom vremenskom tre-
nutku (7 = 0) onda se tako dobijena vrednost naziva kovarijansa Cy

1 (T
Roy(r =0) = Co = lim = [ gltyp(t)a

2]

5.2.4 Kros spektralna funkcija

Slicno kao §to se spektralna funkcija dobija Furijeovom transformaci-
jom autokorelacione funkcije tako se kros spektralna funkcija dobija
Furijeovom transformacijom kros korelacione funkcije.

Kros spektralna funkcija je kompleksan broj

Swli(f) = Ctmb(f) —1 wa(f)

Prvi (realni) deo funkcije Cyuy(f) naziva se funkcija koincidentne
spektralne gustine, a drugi deo funkcije Quy(f), kvadratura spektralne
gustine.

Analiticki izraz za S,y (f) je

S‘m/’(f)‘" lim _i— l:hm T‘/;T‘lo(tafaAf)'1/}(t+7-’faAf)dt

Af=o Af |T—oo

Funkcija kros spektralne gustine se, zbog dalje analize, moze izraziti
u kompleksnom polarnom koordinatnom sistemu

Seu(f) = 1Spu(f)leCwn

u kojoj je moduo

1o (F)l = \JO2(F) + Q24 (F)s,

a fazni ugao
outs) = s [ G207

Funkcija kros spektralne gustine moze se izraziti slede¢im izrazom

1Seul O < So(£)Su(f)
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5.2.5 Funkcija koherencije

Ova funkcija predstavlja koli¢nik kvadrata modula kros spektralne funk-
cije i proizvoda autospektralne funlcije za velicine ¢ i 9, tj.

72 — |S¢¢(f)|2
T 5,()Su(f)

Funkcija koherencije koristi se za analizu prekidnih procesa.



