Statisticka analiza u hidrologiji

Uvod
o Statisticka analiza se primenjuje na podatke osmatranja
hidroloskih veli¢ina (najé¢esce: protoka i kisa)

o Cilj: opisivanje veze izmedu veli¢ine i verovatnoce njene pojave

veli¢ina verovatnoca pojave
X P

Statisticka analiza u hidrologiji

e Veza izmedu velic¢ine i verovatnoce =
raspodela verovatnoce

raspodela verovatnoce

velic¢ina verovatnoca pojave
X P




Statisticka analiza u hidrologiji

Cilj statisticke analize:
e pronadi raspodelu verovatnoce (“model”) koja dovoljno dobro
opisuje vezu X-P u osmotrenom nizu podataka

e uz pomoc¢ odabrane raspodele, odrediti:
= verovatnocu pojave zadatog ekstrema, P(X)
= veli¢inu ekstrema zadate verovatnoce pojave, X(P)

raspodela verovatnoce

veli¢ina ekstrema verovatnoca pojave
X P

Statisticka analiza u hidrologiji

Rezultati statisticke analize koriste se za:

e projektovanje objekata i sistema za zastitu od poplava
= analiza maksimalnih protoka, ki$a (analiza velikih voda)
¢ analizu raspolozivih koli¢ina vode za potrebe svih vidova
koriséenja voda (vososnabdevanje, hidroenergetika,
navodnjavanje)
= analiza srednjih godisnjih protoka (analiza srednjih voda)
e analizu dugotrajnih susnih perioda za potrebe vodosnabdevanja
ili poljoprivrede
= analiza minimalnih protoka, maksimalnih beski$nih perioda
(analiza malih voda)
o analize kvaliteta voda i garantovanih ekoloskih protoka

= analiza minimalnih protoka (analiza malih voda)




Osnovni pojmovi iz verovatnoce

Sluc¢ajna promenljiva
o veli¢ina koja se ponasa po nekom zakonu verovatnocde, tj. uzima
odredene vrednosti sa nekom verovatno¢om

Ishodi ili realizacije

o vrednosti koje uzima sluc¢ajna promenljiva
Skup svih mogucih ishoda

o oblast definisanosti sluc¢ajne promenljive
Slucajni dogadaj

e podskup skupa svih mogucih ishoda

Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao slucajna promenljiva X

o Skup svih mogucéih ishoda: 0 < X < w0

Skup svih mogucih ishoda




Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao slucajna promenljiva X
o Skup svih mogucih ishoda: 0 < X <0

o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 mm

Jedan ishod
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Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao slucajna promenljiva X
o Skup svih mogucih ishoda: 0 < X <0
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 mm

e Slucajni dogadaj:
X >20 mm

Dogadaj X > 20
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Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao slucajna promenljiva X
o Skup svih mogucéih ishoda: 0 < X < w0
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 mm
e Slucajni dogadaj:
X>20mm, X <10 mm

Dogadaj X < 10

Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao slucajna promenljiva X
o Skup svih mogucéih ishoda: 0 < X < w0
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 mm
e Slucajni dogadaj:
X>20mm, X <10 mm, 30 < X <60 mm

Dogadaj 30 < X < 60




Osnovni pojmovi

Sluc¢ajne promenljive:
o prekidne ili diskretne: skup svih mogucih ishoda = skup celih
brojeva
= broj dana u godini sa kiSom ve¢om od 10 mm
= broj dana u godini sa temperaturom ispod 0°C
= broj talasa velikih voda u godini sa maksimalnim protokom ve¢im
od neke vrednosti
o mneprekidne ili kontinualne: skup svih mogucih ishoda = skup
realnih brojeva
= protok
= visina kise
= nivo vode
= zapremine talasa velikih voda
= nivo podzemnih voda

Zakon raspodele verovatnoce

Ishodi ili realizacije i dogadaji se desavaju sa odredenom
verovatno¢om, prema RASPODELI VEROVATNOCE




Zakon raspodele verovatnoce:
diskretna slu¢ajna promenljiva

X .(Xl X, X3 j
Py P2 Ps
p; =P{X =x}

PP+ Ps+...=2p=1

Zakon raspodele verovatnoce:
diskretna slu¢ajna promenljiva

Primer:
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bacanje kock X11is 116 s 11s 1s 1)
e bacanje kocke ‘\1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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e ocena na ispitu X:
0.30 0.10 0.18 0.25 0.12 0.05]




Zakon raspodele verovatnoce:
diskretna slu¢ajna promenljiva
Graficki prikaz

e ocena na ispitu
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Zakon raspodele verovatnoce:
diskretna slu¢ajna promenljiva

Primeri dogadaja
e ocena na ispitu

= verovatnoca da se padne ispit: P{X = 5} = 0.30

= verovatnoca da se poloZi ispit:
P{X>5}=P{X26}=P{X=6iliX=7ili X=8ili X=9ili X =10} =
P{X=6}+P{X=7}+P{X=8}+P{X=9}+P{X=10} =
0.10+0.18 + 0.25 + 0.12 + 0.05 = 0.70
ili
P{X#5}=1-P{X=5}=1-030=0.70

= verovatnoca za odli¢nu ocenu:

P{X29}=P{X=9}+P{X=10}
0.12 +0.05=0.17

0.30 4
0.25 §
g 0.20 §

]
3 0.15

Nl

10




Zakon raspodele verovatnocde:
kontinualna slu¢ajna promenljiva

Raspodela verovatnoce za

kontinualnu slu¢ajnu promenljivu )
F(x) = P{X <x}

o funkcija gustine verovatnoce f(x)

[ f(uydu=1

o funkcija raspodele verovatnoce F(x)

F(x)

- — - - - =

F(x)=P{X <x}= | f (U)du

FX)|[— — = = =

<k = — =

Zakon raspodele verovatnoce:
kontinualna slu¢ajna promenljiva

Verovatnoce dogadaja "
P{X<x}=F(x)

P{X <x} = F(x)

- — - - - =

FX)|[— — = = =

<k = = =




Zakon raspodele verovatnocde:
kontinualna slu¢ajna promenljiva

Verovatnoce dogadaja "
P{X>x}=1-F(x)

P{X>x}=1-P{X<x}=1-F(x)

F(x)

F— — — x

ﬁ(x)

F()

X —_-— -

Zakon raspodele verovatnoce:
kontinualna slu¢ajna promenljiva
Verovatnoce dogadaja

f(x)

Plx, < X <x,} = PG <X <6} = Fx) —Fx)

=1-P{X<x}-P{X>x)}=
=1-P{X>x,} - P{X <x} =
=P{X <x} - P{X <xy}

= F(x,) - F(xy) !

Feo !

|
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Zakon raspodele verovatnoce:
kontinualna slu¢ajna promenljiva

Primeri dogadaja:

e eksponencijalna raspodela: 12

f(x)=e™, x>0 08

0.6

f

=1-¢™*

X
0 04

F(X)=P{X <x}= Jx.e’“du =—e™"

0.2

P{X <B}=F@)=1-e*=1-0.368=0.632

P{l< X <2}=F(2)-F()=1-e? -1+e™ = o 1 2 3 ) 4 s
=0.368-0.135=0.233 U;
P{2<X <3}=F@)-F(2)=1-e°-1+e?= o0

0.7
0.6
05
0.4
0.3

P{X <+ P{l< X <23+ P{2< X <3}+P{X >3}= 02

0.1

=0.632 + 0.233 + 0.085 + 0.050 =1.000 0

=0.135-0.050 = 0.085
P{X >3}=1-F(3)=1-1+¢7 =0.050

F(x)

Populacija i uzorak

uzorak je deo populacije

raspodela populacije moze biti poznata ili nepoznata
(u hidrologiji: nepoznata)

na osnovu osobina uzorka zaklju¢ujemo o populaciji




Populacija i uzorak

Populacija

Uzorak

verovatnoca

ucestalost (frekvencija), empirijska
verovatnoca

apsolutna frekvencija: broj
podataka u klasi f

Pla<X <b} = F(b) - F(a)

relativna frekvencija: broj
podataka u klasi u odnosu na
ukupan broj podataka f* = f/N

funkcija raspodele:
P{X <x}=F(x)

kumulativna relativna frekvencija:
broj podataka < x u odnosu na
ukupan broj podataka F* =X f*

empirijska funkcija raspodele

Uzorak
(a) Relativne frekvencije

L1 )

'
B
|

— Ax

(b) Kumulativne relativne frekvencije

11 Fre)

Populacija

(c) Funkcija gustine raspodele

(x)




Empirijska raspodela verovatnoce,
F,(x)

“Pandan” funkciji raspodele F(x) tj. verovatnoci P{X < x}
koji se odreduje na osnovu uzorka

e kao kumulativna relativna frekvencija:

J <
F.(x,)=P{X <x,}= k _ bf(_JJ podataka < )_(k
N  brojpodataka u nizu

X, - k-ti podatak u nizu uredenom u rastuéi redosled

Xk

e primer (N =51):

2680

2996

3190

F.(x;) = P{X < x.} = P{X <3360} = % =0.098

3310

3360

|G| =]

Empirijska raspodela

Kumulativna relativna frekvencija kao empirijska raspodela

N =40
k X k/N
1 X1 = Xmin 1/40 P{X < Xmax} = E =1
2 X, 2/40 N
3 X3 3/40 @
4 X, 4/40
: . " P{X > X, }=1— P{X <X, }=0

sigurno ¢e X biti manje od x,,,
38 Xa 38/40 tj. nemoguce da X bude vece od x,,,

39 X 39/40
20 | xp=x @4031/




Empirijska raspodela

“Korekcija” kumulativne relativne frekvencije kao empirijska

raspodela
N =40
k % *-1)/N
1 | x=xm (Lo/0=0_p P{X Sxmin}:%:o
2 x 1/40
3 x 2/40 @
S i PEX > X} =1 P{X <X }=1
5 x5 4/40
nemoguce je da X bude manje od x_;,
tj. sigurno ¢e X biti vece od x,;,
38 g 37/40
39 b 38/40 ?
40 | xp=xm, | 39/40

Empirijska raspodela

Kumulativna relativna frekvencija kao empirijska raspodela

1.07 F(X)

k
09 P{X <x.}= N
0.8

0.7

os N PX gxk}=—k,\jl
05

0.4

03 “nesto izmedu” = kompromisna verovatnoca ||

0.2

0.1

0.0
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Empirijska raspodela

Kompromisna verovatnoca po Hejzenu kao empirijska raspodela

N=40
k X (k-05)/ N =G
P{X <x }=——"
1 X1 = Xpnin 0.5/40 { o+ N
2 X 1.5/40
3 X3 25/40
4 xy 3.5/40
05 05
5 x5 4.5/40 P{X < Xpin}= ~ - 20 =0.0125
38 37.5/40 B .
— P{X < Xmax}: M = 39.5 =0.9875
39 X3 38.5/40 N 40
P{X >x_.}=1-P{X <x_ . }=00125
40 X40 = Xpmax 39.5/40 { max} { max}

Empirijska raspodela

Kompromisna verovatnoca po Vejbulu kao empirijska raspodela

N=40
k A k/(N+1) .
P{X <x, }=——
1| m= 1/4 X<xd=§
2 x 2/41
3 X 3/41
4 X 4/41
i = o PIX < Xpin} = L 100044
N+1 41
38 38/41 N 4
— P{X < Xmax}: — = 0 =0.9756
39 Xa9 39/41 N+1 41
P{X >x_. }=1-P{X <x_. }=0.0244
40 X40 = Xpmax 40/41 { max} { max}




Osobine raspodela verovatnoce

Momenti raspodele

o momenti oko koordinatnog pocetka

W= X" (X

-0

¢ momenti oko sredine

i, = [O=p)" f (0

-0

Osobine raspodela verovatnoce

Mere centralne tendencije

f(x)
e srednja vrednost

= teziSte gustine raspodele:

wy=p= [x f(x)dx

—0

= iz uzorka:

1N
X= 2%
i=1
f0q)
e medijana:

F(Me)= | f(dx= | f (x)dx=05




Osobine raspodela verovatnoce

Mere odstupanja od srednje vrednosti

o disperzija (varijansa):

Hy =02 = [ (x=1)? f ()

-0

= iz uzorka:

U

= standardna devijacija:

*\/mé(x X

= koeficijent varijacije:

C, =

malo o

veliko o

Osobine raspodela verovatnoce

Asimetrija raspodele

e tredi momenat:

Mo = [(x—p)* f (¥)dx

-0

= koeficijent asimetrije:

= iz uzorka:
N

f(x)

1 3
ST INC 1)(N 273Z % =X)

pozitivna
asimetrija
C,>0

\

negativna
asimetrija
C, <0

/
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