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Rezime

Matematicko modeliranje hidrotehnickih pojava i procesa, u danasnje
vreme, predstavlja nezaobilazni korak kako u inzenjerskoj, tako i u nauc¢noj
praksi. Siroki spektar problema koje je moguée opisati matematic¢kim mo-
delima usmerio je praksu modeliranja u pravcu projektovanja i programi-
ranja deterministickih modela, tj. modela koji za ulazne vrednosti i parame-
tre imaju jedinstvene i navodno tacne vrednosti, pa je i rezultat proracuna
jedinstvena vrednost. Ne ulaze¢i u procenu tacnosti i preciznosti rezultata
modela, intuitivno se moze zakljuciti da je ideja o deterministickoj postavci
hidrotehnickog problema neadekvatna. Razlog se krije i u varijabilnosti i
neodredjenosti ulaznih vrednosti i parametara modela, kao i u aproksima-
tivnom konceptu samog matematickog modela. S obzirom na to da je korisnik
modela zainteresovan za rezultat za koji ¢e znati kolika je njegova neodre-
djenost, neophodno je na neki na¢in uskladiti deterministicki oblik modela
i tu potrebu za procenom neodredjenosti rezultata. Upravo ova tema pred-
stavlja put pomirenja deterministickog nacina modeliranja i varijabilnosti i
neodredjenosti prirode.

U modernoj hidrotehnickoj praksi matematicki (numericki) modeli pred-
stavljeni su u obliku kompjuterskog koda. Ova teza se bavi iskljucivo tzv.
zatvorenim deterministickim modelima, tj. modelima koji se nalaze u ob-
liku iskompajliranog engine-a sa dostupnim ulaznim podacima, parametrima
modela, formatom izlaznih rezultata i sa dokumentacijom o tome sta i kako
softver radi. Sam kompjuterski kod, jednacine matematickog modela ili
metode njihovog resavanja se u ovoj tezi smatraju nedodirljivim.

U radu se prikazuju i kratko objasnjavaju metode koje se direktno mogu
primeniti kod zatvorenih hidrotehnickih modela u skladu sa nac¢inom na koji
je ulazna veli¢ina ili parametar modela predstavljen u modelu. Akcenat
je stavljen na koncepte ve¢ prihva¢ene u hidrotehnickoj praksi, pa je izbor
primera prilagodjen adekvatnom izboru softverskih resenja. Takodje, dati su
i komentari na rezultate primera.

Ovim radom je zapoceto istrazivanje u jednoj obimnoj oblasti kao $to je
propagacija neodredjenosti pregledom postoje¢ih metoda i postupaka. Na-



stavak istrazivanja se moze usmeriti u pravcu pronalazenja najefikasnijih ili
najtacnijih metoda za svaki tip hidrotehnickog modela.

Kljucne reci: Neodredjenost modela, Zatvoreni modeli, Monte Karlo me-
toda, Tejlorov red, Rasplinuti skupovi



Abstract

Mathematical modeling of hydraulic and hydrologic processes is nowa-
days inevitable in both engineering and scientific practice. Due to a wide
spectrum of problems that can be described through mathematical models,
modeling practice is oriented towards projecting and programming determin-
istic models, i.e. models that use unique and supposedly crisp values as input
data and parameters and thus have unique values as the result of the cal-
culation. Notwithstanding the estimates of accuracy and preciseness of the
model results, it can intuitively be concluded that the idea of a deterministic
modeling of hydraulic and hydrologic problems is not adequate. The reason
for this can be found in variability and uncertainty of model’s input data
and parameters, as well as in the approximate character of the used model’s
concept. Considering that the model user is primarily interested in the result
with the value of its uncertainty, it is necessary to provide a way to balance
deterministic form of the model with the need for uncertain result. It is this
topic that represents a way to reconcile deterministic way of modeling and
variability and uncertainty of the nature.

In contemporary hydraulic and hydrologic practice, mathematical (nu-
merical) models are presented by computer codes. This thesis deals ex-
clusively with so-called closed deterministic models, i.e. models in form of
compiled engines with available input data, model parameters and results
and with documentation on what and how the software is working, while the
computer code itself, equations of the mathematical model or methods of
their processing remain untouchable.

The thesis presents and briefly explains methods which can be applied
directly to hydraulic and hydrologic closed models without intervening in
the code itself, and in a manner compatible with the way in which the input
value or parameter is presented in the model. The emphasis is on the concepts
already accepted in hydraulic and hydrologic practice, so the examples were
adjusted to the adequate choice of software solutions. Commentaries to the
results of the examples were also given. This paper presents the beginning of
research in a complex area such as propagation of uncertainties by reviewing



the existing methods and procedures. Continuance of the research can be
directed towards finding the most efficient or most accurate methods for each
type of hydraulic and hydrologic models.

Key words: model uncertainty, closed models, Monte Carlo, FOSM, fuzzy
sets
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Glava 1

Uvod

Kratak pregled Glave 1:

Matematicko modeliranje u hidrotehnici predstavija opisivange
prirodnih pojava matematickim jednacinama.  Parametri 1
ulazne velicine matematickih modela su u stvarnosti retko egza-
ktne i tacne wvelicine. Medjutim, klasican pristup modeliranju
hidrotehnickih procesa, pretpostavlja th kao takve.  Modeli-
ranje kod koga se ulazne velicine i parametri modela prihvata-
Ju kao egzaktne, a preslikavanje ulaza w izlaz iz modela kroz
odredjene jednacine je jedinstveno, naziva se deterministicko
modelirange.  Nasuprot deterministickom pristupu, ukoliko je
stohasticka komponenta ulaznih velicina 1 parametara modela
1zuzetno izraZena, moguce je model predstaviti 1 u stohastickom
obliku sto je zbog komplikovanog nacina resavanja izuzetno retka
praksa. Ukoliko je model deterministickog tipa, a ulazni po-
daci 1 parametri modela nisu egzaktne prirode, potrebno je pri-
meniti postupke propagacije neodredjenosti, da bi se dobio ade-
kvatan (neodredjen) rezultat. Posto moderan pristup modeliranju
podrazumeva matematicke modele u obliku zatvorenog kompju-
terskog koda razvoj postupaka propagacije meodredjenosti pred-
stavlja dodatni izazov jer se kod takvih (zatvorenih) modela doz-
voljava jedino pristup ulaznim vrednostima, parametrima i rezul-
tatima modela.

1.1 Matematicko modeliranje i neodredjenost

Matematicko modeliranje se moze predstaviti kao niz postupaka koji pre-
slikavaju ulazne, najcesée osmotrene velicine u rezultate modela. Primena
matematickih modela ima niz aspekata, pre svega ekonomskih (u najveéem
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broju slucajeva je modeliranje jeftinije od eksperimenta ili merenja), ali ne
smeju se zaboraviti ni ostali, od kojih su neki: prognosticka uloga modela,
nemogucénost da se neki eksperimenti uopste obave, edukativna uloga mode-
la, itd. Razvoj matematickog modela neke fizicke pojave se moze sagledati
iz vise uglova. Jedan od uglova posmatranja se odnosi na genezu modela
preko sagledavanja pojave koja se zeli opisati kroz prizmu trenutnog znanja,
formiranja skupa matematickih zavisnosti, kalibracije, verifikacije i upotrebe
modela. Drugi pogled na modeliranje se odnosi na razvijanje konceptu-
alnih pogleda na razmatranu pojavu i njenu aproksimaciju matematickim
jednacinama. Kako pratece grane nauke napreduju (kao sto su metrologija,
matematika, programiranje, elektronika, itd.), zahtevi prakse i teorije i u
pogledu matematickog modeliranja rastu i menjaju se.

Matematicki model se moze simbolicki predstaviti u obliku M (S, ©), gde
S predstavlja strukturu modela, a © skup parametara modela. Ova stru-
ktura preslikava skup ulaznih podataka X u skup rezultata modela Y. U
modernoj hidrotehnickoj praksi (isklju¢ujuéi nauéna dostignuéa) struktura
modela koji opisuje specificnu hidrotehnicku pojavu je uglavnom utkana u
softversko resenje koje predstavlja numericki model. Prema tome, gotova
softverska resenja otvaraju prostor sve ve¢im i komplikovanijim zahtevima
hidrotehnicke prakse, ali onemogucava potpunu kontrolu nad koriséenim so-
ftverskim paketom.

Veliki nedostatak gotovih hidrotehnickih softverskih resenja je odsustvo
kontrole kvaliteta resenja. Tako moderni gaficki interfejsi daje sve bolji uvid
u rezultate, ¢ime se moguénost greSaka smanjuje, ostaje nepopunjen prostor
kontrole kvaliteta rezultata u odnosu na kvalitet ulaznih podataka. Jedan
od nacina da se docara i opiSe kvalitet nekog podatka je upravo njegova
predstava u nekom od oblika neodredjenih veli¢cina. Ukoliko se ulazni podaci
predstave kao neodredjene veli¢ine, neodredjeni rezultati (takodje u obliku
neodredjenih veli¢ina) dali bi upotrebljivu informaciju o kvalitetu i tako bi
se otvorio prostor njihovom kvalitativno boljem tumacenju.

Jedna od osnovnih uloga modela je podrska kod donosenja odluka. U
praksi, onaj ko pravi modele, uglavnom ne donosi odluke, a onaj ko donosi
odluke koristi samo rezultate modela (i najéesée nije zainteresovan za proces
modeliranja). Standardna praksa ne podrazumeva proces propagacije neo-
dredjenosti ulaznih veli¢ina i parametara modela, ve¢ se procene egzaktnih
vrednosti ulaza i parametara modela obavljaju pre modeliranja. Donosilac
odluke nije uklju¢en u proces procene egzaktnih vrednosti koje su koriséene
u modelu, pa ostaje uskra¢en za informacije koje se odnose na blisku okolinu
reSenja.

Na slici 1.1 prikazana su dva moguca puta za upotrebu modela u procesu
odlucivanja. Prvi, bez propagacije neodredjenosti, ne vidi dodatne informa-
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Bez propagacije neodredjenosti

Sa propagacijom neodredjenosti

10

Neodredjene Neodredjene
ulazne vrednosti ulazne vrednosti
i i
parametri parametri

Egzaktne vrednosti Model
(MODELAR)
Model Neodredjeni

rezultati

Egzaktni Egzaktni

rezultati rezultati

¢' (DONOSILAC ODLUKE)

Odluka 4’

Odluka

Slika 1.1: Proces odlucivanja na osnovu rezultata modela

cije koje bi se dobile ukoliko bi se neodredjene ulazne vrednosti ili parametri
zadrzali kao neodredjeni i tokom modeliranja. Na taj nacin se gubi uvid u
ponasanje modela u okolini dobijenog resenja. Drugi put, sa propagacijom
neodredjenosti, daje kao rezultat neodredjenu veli¢inu koja pokriva i odredje-
nu oblast oko neke najverovatnije vrednosti ulaznih vrednosti i parametara.
Na taj nacin, ne samo da se odluka donosi na osnovu rezultata koji u sebi
nosi dodatne informacije, nego se stice i utisak o gresci koja se pravi.

1.2 Grupe neodredjenosti

Neodredjenosti, koje direktno uti¢u na matematicko modeliranje, se mogu
podeliti u dve velike grupe [11], [19], [24], slika 1.2:

1. Prirodna neodredjenost i varijabilnost, kojom se predstavlja slucajnost
prirodnih procesa, i

2. Neodredjenost koja se odnosi na nedostatak znanja o nekoj pojavi. Ova
grupa neodredjenosti se dalje moze podeliti na:



GLAVA 1. UVOD 11

(a) neodredjenost matematickog modela, koja postoji zbog konceptu-
alizacije opisanog prirodnog procesa (npr. prevodjenje kontinu-
alnog procesa u diskretan proces prostor-vreme),

(b) neodredjenost parametara matematickog modela, i

(¢) neodredjenost ulaznih podataka, koja se odlikuje greskama merenja,
finansijskim i realnim ogranic¢enjima ili necim trec¢im.

Slika 1.2: Podela vrsta neodredjenosti usled nedostatika znanja

Prirodna neodredjenost i varijabilnost je neizbezni pratilac svakog priro-
dnog procesa. Nju je nemoguce ukloniti, ve¢ se prevazilazi konceptualizova-
njem problema i pribliznim modeliranjem pojave. Najbolji primer prirodne
varijabilnosti je turbulencija koju je nemoguce odrediti egzaktno, ali ade-
kvatni modeli daju potrebne informacije o njenom intenzitetu, rasporedu u
prostoru, energiji, itd. Prirodna neodredjenost predstavlja deo prirode za
koju se slobodno moze re¢i da mozda nikad necée postojati aparat za njeno
potpuno razotkrivanje (prema Hajzenberg-ovom principu neodredjenosti i
kvantnoj teoriji). Kvantna teorija, trenutno jedna od vazec¢ih teorija fizike,
polazi od postulata da u jednom vremenskom trenutku nije mogucée odrediti
i polozaj neke cCestice i njenu koli¢inu kretanja vec¢ se te karakteristike cestice
opisuju upotrebom verovatnoce.

Nasuprot neodredjenosti koja se odnosi na varijabilnost prirode, postoji i
neodredjenost koja nastaje usled nedostatka znanja o nekoj pojavi ili proble-
mu. Ni nju nije moguée potpuno otkloniti, ali ju je moguée smanjiti. Razlog
se u ovom slucaju ne krije u prirodnim ogranicenjima, kao kod prirodne va-
rijabilnosti, ve¢ u ekonomskim faktorima. Smanjenje neodredjenosti usled
nedostatka znanja se postize metodama kao Sto su dodatna merenja, de-
taljno shvatanje nekog prirodnog procesa ili upotrebom sofisticiranije opreme
ili metoda pri modeliranju. Medjutim, najc¢esée se zrtvuje detaljnost modela
zarad neke koristi. Ta korist se ogleda pre svega u formiranju modela upotre-
bom ogranicenih resursa koji se mogu obezbediti za izradu modela, ali i od
trenutnih moguc¢nosti nauke i tehnike.
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1.3 Propagacija neodredjenosti kroz matema-
ticke modele

Ukoliko se prirodne veli¢ine (koje predstavljaju ulaze i parametre mo-
dela) prihvate kao neodredjene, potrebno je da se matematicki aparat koji
se u modeliranju koristi njima i prilagodi. To dovodi do formiranja tzv.
stohastickih modela. Oblasti fizike, kao Sto je kvantna mehanika, zasno-
vane su na ovom tipu modela, dok je u hidrotehnickoj praksi zaziveo nesto
drugaciji na¢in modeliranja. Deterministicki modeli, modeli kod kojih su
ulazne vrednosti i parametri jedinstvene veli¢ine, prepoznati su kao prakticni
i primenljivi u velikom broju modeliranih situacija. Osnovni problem dete-
rministickih modela je $to on moze da funkcionise iskljucivo ako su ulazne
veli¢ine i parametri odredjeni, a oni to u sustini nisu. Zbog toga je potrebno
napraviti sponu koja bi pomirila neodredjene veli¢ine i deterministicke mo-
dele. Ta spona se ogleda u metodama propagacije neodredjenosti koje su
primenljive kod deterministickih modela.

Pored toga sto se ova teza bavi iskljuc¢ivo deterministickim modelima,
potrebno je naglasiti da se oni posmatraju u zatvorenom obliku. To je model
u obliku iskompajliranog koda kod koga nije moguca intervencija ni u pogledu
formiranja i izmene jednaé¢ina (nije moguée menjati matematicki model), a ni
u pogledu numerickog resavanja (nije mogucée menjati ni numericki model).
Kod ove klase modela moguca je promena samo ulaznih veli¢ina i parame-
tara modela. Posto je veliki broj hidrotehnickih modela u modernoj praksi
dostupan bas u ovom obliku, pogodno ih je posebno razmatrati sa gledista
neodredjenosti.

1.4 Pregled sadrzaja teze

U literaturi je mogucée naéi brojne podele matematickih modela. U po-
glavlju 2 ove teze predstavljena je kratka klasifikacija matematickih mod-
ela relevantna za temu kojom se teza bavi. Detaljnije su predstavljeni sto-
hasticki i deterministicki modeli. Zatim, u istom poglavlju predstavljen je
koncept zatvorenih modela sa primerom gde je neodredjena ulazna veli¢ina
u vidu intervala uvedena u model pre formiranja numerickog modela. Nakon
toga, predstavljena je podela modela prema nacinu kako se ulazi preslikavaju
u rezultate modela, koncentrisano na hidrotehnicke modele. Pored toga,
predstavljeni su i ciljevi propagacije neodredjenosti ilustrovani prigodnim
primerom.

U poglavlju 3 navedeni su i objasnjeni oblici neodredjenih veli¢ina. Osno-
vne odlike intervala, statistickih raspodela i rasplinutih (fuzzy) skupova pre-



GLAVA 1. UVOD 13

dstavljene su u ovom poglavlju.

U poglavlju 4 izdvojene su metode koje se mogu primeniti kod zatvorenih
hidrotehnickih modela. Na pocetku je objasnjena analiticka propagacija neo-
dredjenosti, dok su potom metode podeljene u tri velike grupe: neprobabili-
sticke, probabilisticke i posibilisticke metode.

Poglavlje 5 daje informacije o osnovama intervalske matematike, predsta-
vnika neprobabilistickih metoda. poglavlje 6 predstavlja najpopularniju te-
hniku propagacije neodredjenosti, tehniku Monte Karlo (eng. Monte Carlo)
sa popularnim varijacijama. Brojni primeri koji se odnose na razne vrste
zatvorenih hidrotehnickih modela predstavljeni su u ovom poglavlju.

Naredno, poglavlje 7, uvodi ¢itaoca u metodu momenata, metodu za brzu
i efikasnu procenu propagacije neodredjenosti. U poglavlju 8 predstavljena je
metoda a-presek koja je predstavnik posibilistickog pristupa, dok poglavlje 9
¢ini zakljucak istrazivanja.



Glava 2

Podele matematickih modela

Kratak pregled Glave 2:

Matematicki modeli se mogu podeliti na vise nacina. Za temu
kojom se bavi ova teza presudna je podela na stohasticke v de-
terministicke modele. Pored ove podele ova teza se ogranicava
samo na tzv. zatvorene modele.

Jedna od podela matematickih modela je podela na stohasticke i dete-
rministicke. Ove dve grupe se razlikuju u mnogo aspekata. Osnovni aspekt
je da deterministicki modeli koriste odredjene (jedinstvene) vrednosti ulaza
i parametara, dok su stohasticki modeli bazirani na neodredjenim vredno-
stima, i jednacine ove grupe modela su prilagodjene neodredjenim ulaznim
veli¢inama i parametrima, slika 2.1.

jedinstvene ulazne veli¢ine neodredene ulazne veli¢ine
AL
RN X@%\\\.i\e
9 o
e N\ o° &\?’0 o
¥ & S S
‘blg‘bz %Oé ({\@\
9 AR
Q‘b
jedinstveni rezultati neodredeni rezultati

Slika 2.1: Deterministicko i stohasticko modeliranje

14



GLAVA 2. PODELE MATEMATICKIH MODELA 15

2.1 Stohasticki modeli

Matematicki modeli kod kojih je dominantan neki stohasticki proces nazi-
vaju se stohasticki modeli. Ovi modeli se obi¢no predstavljaju jedna¢inama
sa dodatnim ¢lanovima koji modeliraju stohasticki (slucajni) deo opisivane
pojave. Dominantna su dva procesa: Viner (eng. Wiener) kontinualni sto-
hasticki proces i Poasonov (eng. Poisson), koji je diskretan. U praksi se u
zavisnosti od problema primenjuju oba ili samo jedan [2]. Metode resavanja
stohastickih matematickih modela se uglavnom svode na Markovljeve modele
koji se odlikuju korelacijom narednog koraka u odnosu na prethodni.

Jednac¢ina 2.1 predstavlja tzv. Levijev (eng. Levy) proces R; koji je
razlozen na deterministicku komponentu D;, komponentu predstavljenu Vi-
nerovim procesom W, i komponentu Poasonovog procesa P;. Prema tome,
obi¢na diferencijalna jednacina pomocu koje se moze predstaviti neki model:

dX = p(X)dt (2.2)

u stohasickom obliku je [2]:

dX = p(X)dt + o(X)dW; + €(X)dgn (2.3)

gde su dW, - infinitezimalna verzija Vinerovog procesa, dq, infinitezimalni
Poasonov proces, u(X) predstavlja deterministicku komponentu dok o(X)
i €(X) predstavljaju stohasticke komponente modela. Potrebno je podvuéi
da je ovo jedini nacin da se stohasticka diferencijalna jednacina zapise jer ni
Wiener-ov ni Poasonov proces nisu diferencijabilni.

Postoje brojni primeri primene stohastickih diferencijalnih jednacina u
hidrotehnici, pre svega u oblasi podzemnih voda, ali i u drugim kao sto je
proces difuzionog Sirenja zagadjenja ili turbulencija. Na slici 2.2 prikazan
je rezultat modela eksponencijalnog rasta populacije resenog Monte Karlo
metodom [33]. Model je predstavljen diferencijalnom jednac¢inom:

du(t)

T k(t)u(t) =0 (2.4)

sa pocCetnim uslovom u(0) = 1000. Parametar k(¢) predstavlja stohasticku
komponentu koja stohasticki karakter prenosi i na zavisno promenljivu u(t)
koja predstavlja stanje populacije. Ako se pretpostavi da stohasticki parame-
tar k zavisi od slucéajnog broja &, k = k(t,€), onda stohasticka diferencijalna
jednacina glasi:
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Slika 2.2: Graficki prikaz Monte Karlo resenja stohastickog modela rasta
populacije i deterministickog resenja (puna linija)

du(t, §)

Jedan od nacina da se jednacina 2.5 resi je svakako Monte Karlo metoda.

U ovom primeru, za vremensku uniformnu raspodelu parametra 0 < k < 1,

diferencijalna jednacina je resena Ojlerovom metodom prvog reda tacnosti sa
vremenskim korakom At = 1:

u' =t R AL (2.6)

Na slici 2.2 je prikazan razultat Monte Karlo simulacije za viSe scenarija
promene parametra k kroz vreme.

Pored stohastickih diferencijalnih jedna¢ina u klasu stohastickih modela
spadaju i pojedini sistemski modeli. Naime, statisticka obrada hidroloskih
serija podrazumeva modeliranje osobina osmotrenih serija statistickim pa-
rametrima (srednje vrednosti, varijanse, koeficijenti korelacije, itd.) i stati-
stickim raspodelama.
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2.2 Deterministicki modeli

Zmnatno brojniju grupu u hidrotehnickoj praksi ¢ine determisnisticki mo-
deli. Razlozi su brojni. Jedan od njih je svakako ekonomski aspekt. Rad sa
neodredjenim vrednostima, kako to zahtevaju stohasticki modeli izuzetno je
skup, kako u ljudskim resursima tako i u potrosenom racunarskom vremenu.
Zatim tu je i nemogucénost primene brojnih matemetickih tehnika u resavanju
postavljenih matematickih modela. Ukoliko bi se prethodni primer gledao
kao deterministicki:

du(t)
—ku(t) =0 2.7
22— k) 27)
postoji analiticko resenje, koje glasi:
u(t) = uge® (2.8)

koje je u diskretnim vrednostima vremena za parametar £ = 0.5, prikazano
na slici 2.2.

Cak iako model nije analiticki resiv, primena brojnih numerickih pos-
tupaka ili ne moze biti primenjena kod stohastickih modela, ili zahteva
znacajne modifikacije. Treci, ali vazan razlog popularnosti deterministickih
hidrotehnickih modela je Sto su i rac¢unari, koji se kod modeliranja neizostavno
koriste, deterministicke masine, pa se i kod resavanja stohastickih modela
mora primeniti neki metod diskretizacije, Sto dovodi do pribliznog resenja.

Povrh svega, pre pojave racunara razvijeni su brojni hidraulicki i hidroloski
postupci resavanja problema, koji bi se morali napustiti, sto iz ¢isto socijalnih
razloga nije moguce.

Osnovna odlika deterministickih modela, za razliku od stohastickih je da
¢e za isti skup ulaznih vrednosti i parametara, model pri svakoj simulaciji
dati isti rezultat. To znatno pojednostavljuje tumacenje rezultata modela,
ali i unosi znacajno pojednostavljenje kod procene, prirodno varijabilnih,
ulaznih vrednosti i parametara modela.

Na ovom mestu se moraju razgraniciti termini egzaktne i jedinstvene
vrednosti. Egzaktna veli¢ina je ona veli¢ina koja je apsolutno ta¢na i ima
jednu jedinstvenu vrednost Intuitivno je jasno da sve veli¢ine sa kojima se
racuna su samo najverovatnija procena egzaktne veli¢ine i da nose u sebi neku
dozu greske. Ako se proracun sprovodi sa velicinom koja nije apsolutno tacna
ali je predstavljena jednim brojem, tada se govori o jedinstvenoj vrednosti
(eng. crisp value).

Uz pretpostavku da su jednacine modela ispravno postavljene i reSene, i
da je model konceptualno adekvatan problemu kog opisuje, rezultat modela
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zavisi isklju¢ivo od ulaznih vrednosti i parametara modela. ITako jedinstve-
nost ulaznih podataka i parametara modela dozvoljava upotrebu slozenog
matematickog aparata, ona sprecava uvid u ponasanje modela ukoliko se nji-
hove vrednosti za malo promene. To znaci da model vidi rezultat koji se
odnosi na jedinstvene ulazne vrednosti i parametre, ali je "slep”u odnosu na
slucaj kada se oni ne mogu predstaviti jedinstvenim vrednostima.

jedinstvene ulazne veli¢ine
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Slika 2.3: Modeliranje sa jedinstvenim i neodredjenim ulaznim veli¢inama i
parametrima

Na slici 2.3 prikazane su sve moguce kombinacije modeliranja sa jedin-
stvenim i neodredjenim parametrima i ulaznim vrednostima. Kod klasicnog
pristupa, jedinstvene ulazne vrednosti i parametri daju jedinstven rezultat
modela. Ukoliko postoji zelja da se dobije varijabilnost kod rezultata modela
potrebno je da ulazne veli¢ine i/ili parametri modela budu varijabilni.

U analizi uticaja neodredjenosti ulaznih podataka i parametara modela
potrebno je definisati oblike u kojima ih je moguce predstaviti, a zatim i
postupke kojima je moguce, preko modela, preslikati ih u rezultate. Ukoliko
su u pitanju deterministicki modeli sa neodredjenim ulaznim vrednostima i
parametrima zahteva se specifican matematicki aparat. Naime, potrebno je
neodredjene velicine najpre na specifican nacin razloziti na jedinstvene vre-



GLAVA 2. PODELE MATEMATICKIH MODELA 19

dnosti koje je deterministicki model spreman da primi, a zatim iz rezultata
koji su takodje u obliku jedinstvenih vrednosti izvuéi informacije o neodre-
djenosti. Sve to je dodatno otezano ukoliko jednac¢ine modela nisu dostupne,
tj. ukoliko je model zatvoren.

Preslikavanje neodredjenih ulaza i parametara modela u neodredjene re-
zultate naziva se jos i propagacija neodredjenosti (eng. uncertainty propaga-
tion ili sensitivity analysis).

Pored propagacije neodredjenosti, informaciju o neodredjenosti rezultata
moze dati i analiza osetljivosti. Ona predstavlja matematicke postupke
za procenu reakcije modela ukoliko se ulazne veli¢ine ili parametri malo
promene. Medjutim, analiza osetljivosti ne daje dovoljno informacija da
se odredi neodredjenost rezultata ve¢ samo moze uputiti eksperta na uticaj
pojedinih veli¢ina na izlazni rezultat i okvirnu veli¢inu neodredjenosti.

2.3 Koncept zatvorenih deterministickih mo-
dela

Tokom 20. veka, sa pojavom racunara koji su usli u masovnu upotrebu,
postavljen je standard o obliku u kom se koriste matematicki modeli. Taj
oblik zahteva prevodjenje jednacina matematickog modela u neki programski
jezik i izvrsavanje koda na racunaru. Zatvaranjem (kompajliranjem) koda,
dobija se izvrsni kod koji je razvijen tako da je u najveéem broju slucajeva
prilagodjen sli¢nim hidrotehnickim problemima (tecenje vode u otvorenim
tokovima, tecenje pod pritiskom, strujanje podzemnih voda, itd.). Bez obzira
na vrstu modela, zatvoreni matematicki modeli omoguc¢avaju interakciju sa
korisnikom iskljucivo preko ulaznih vrednosti i parametara.

Ovde je potrebno naglasiti razliku izmedju ulaznih vrednosti i parame-
tara modela. Osnovna uloga modela je da, nakon kalibracije i verifikacije,
verno predstavlja opisivanu pojavu. Tome najvise doprinose pravilno izabra-
ne jednac¢ine modela i dobro podesene vrednosti parametara. U velikom broju
slucajeva, parametri predstavljaju konceptualizovane vrednosti (ponekad ¢ak
i bez fizickog znacenja) kojima se model kalibracijom podesava da daje sto
tacnije rezultate. Oni znacajno uticu na tac¢nost rezultata modela i njihovim
adekvatnim izborom moze se uticati ¢ak i na osetljivost modela. Dakle,
parametri su komponente modela koje su stalnijeg karaktera i menjaju se
samo u procesu kalibracije ili redizajniranja modela.

Nasuprot parametrima, ulazne vrednosti predstavljaju podatke koji se
unose u model pri njegovoj eksploataciji i nesumljivo je da ta¢nost rezultata
modeliranja zavisi od ta¢nosti ulaznih vrednosti. Njihova uloga je da unesu
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pocetne i granicne uslove u model, a rezultat proizilazi njihovim preslikava-
njem preko jednacina modela pojacanih parametrima. Ukoliko su parametri
modela podjednako dostupni kao i ulazne vrednosti (pri ¢emu se ne misli
samo na moguc¢nost ubacivanja u model ve¢ se misli i na fizicka ogranicenja
kao §to je g = 9.81 m/s?), kod analize neodredjenosti je moguce neki para-
metar proglasiti ulaznom velicinom za razmatrani model.

U ovom radu na slici 2.3 nije razmotrena mogué¢nost da jednacine modela
imaju neodredjen karakter. Sam konceptualni pristup formiranja jednacina
modela (jednac¢ine predstavljaju samo pribliznu sliku pojave koja se mod-
elira) ve¢ unosi neodredjenost (prelaz kontinualnog u diskretni domen, pri-
blizno resene jednacine, empirijske jednacine, itd.). lako je uticaj koncep-
tualizacije problema i na¢ina resavanja matematickog modela cesto izuzetno
znacajan, ovaj rad se fokusira iskljuc¢ivo na uticaj ulaznih veli¢ina i param-
etara modela ukoliko se oni ne mogu predstaviti u jedinstvenom obliku.

Primer zatvorenog hidrotehnickog deterministickog modela

Razlog zbog koga je neophodno naglasiti da se model posmatra kao za-
tvoreni ilustrovan je primerom matematickog modela krutog udara [21], [35]
primenjenog na proces uspostavljanja ustaljenog isticanja kroz cev iz reze-
rvoara sa fiksiranom pijezometarskom kotom II;:

aQ gA 2N,

pria (IL; = II;) — D¢ (2.9)
gde su @) - protok, A - povrSina poprecnog preseka cevi, L - duzina cevi, D -
precnik cevi i A - koeficijent trenja cevi.

Na kraju cevi, nakon potpunog otvaranja zatvaraca, je omoguceno slo-
bodno isticanje na koti Z = II;, slika 2.4.

]_lv
A4
— I~

Slika 2.4: Skica isticanja iz rezervoara

Parametri modela (duzina cevi L i precnik cevi D i gustina vode p)
su usvojeni potpuno proizvoljno i to kao egzaktne velicine, L. = 100 m,
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D = 200 mm uz zanemarivanje lokalnih gubitaka. Koeficijent trenja A\ je
predstavljen kao neodredjena veli¢ina i to u obliku intervala! [\, — ¢, \, + €],
gde je )\, sredina intervala i iznosi A\, = 0.02, a € podatak o neodredjenosti
koji je pretpostavljen da iznosi ¢ = 0.002 (10 % od nominalne vrednosti).

Kod zatvorenih modela pretpostavljaja se da je na¢in reSavanja diferen-
cijalne jednacine krutog udara zatvoren u kompjuterskom kodu i da se model
posmatra u skladu sa numerickim postupcima i nacinom reSavanja mate-
matickog modela (¢ime se dobija numericki model). Ukoliko to nije slucaj [12],
tj. ukoliko se jednacine udara prilagode neodredjenosti ulaznih veli¢ina, moze
se javiti razlika u interpretaciji neodredjenih rezulatata. Da bi se ilustrovala
ta razlika, u nastavku ¢e se uporediti ¢etiri varijante resenja krutog udara.

Numericki postupak odabran za resavanje navedenog matematickog mo-
dela krutog udara je eksplicitni Ojlerov metod prvog reda ta¢nosti. Numericki
model A se moze predstaviti jednacinom 2.10:

. Ot _ on gA 2\ ny2
A Q" =Q +At(f(ﬂi—ﬂj)—E(Q)> (2.10)
Bez ulaska u analizu stabilnosti, uz ¢injenicu da je koeficijent trenja
(A) neodredjena veli¢ina i protok (@) isto mora biti neodredjena veli¢ina
(ovde se posmatra samo kao rezultat numerickog modela od druge iteracije
pa nadalje). U zavisnosti od predstavljanja protoka iz iteracije u iteraciju,
moguce su i sledeCe varijante numerickog modela:

B: QU= Qe At (% (I~ 11;) — 2o @)Q) 211

I -~ Do
.ol _ 9A oy 2 oy
R - ~C IECAE)
ili
. n+l _ An % - ._ﬂ_n?
D: Qe =@ ar (o) - S@F) e

gde Q" predstavlja sredinu intervala dobijenog kao rezultat u (n — 1)-voj
iteraciji.

Nakon reSavanja numerickog modela? rezultati su prikazani na slici 2.5.
Prva varijanta (varijanta A), predstavljena jednac¢inom 2.10 (metoda bez

1Za informaciju o intervalima kao na¢inu predstavljanja neodredjenih veli¢ina pogledati
poglavlje 5, o intervalima kao neodredjenim veli¢inama i intervalskoj matematici.

2Resenje je u vidu tri niza vrednosti protoka koji predstavljaju sredinu intervala, gornju
i donju granicu.



GLAVA 2. PODELE MATEMATICKIH MODELA 22

osrednjavanja), ukazuje na stalno povecavanje neodredjenosti. Cak i kada
model konvergira u stabilno stacionarno resenje, neodredjenost nastavlja
da raste tako da model pocne u jednom trenutku da divergira. To se do-
gadja usled superponiranja neodredjenog trenja i neodredjenog protoka iz
prethodne iteracije.

Druga varijanta (varijanta B, jednacina 2.11), sa jednim osredjenim pro-
tokom iz prethodne iteracije, dovodi do stabilnog resenja. Medjutim, iz ko-
raka u korak, cak i kada se resenje ustali, neodredjenost nastavlja da raste
oko ustaljene vrednosti. Tako se neodredjeni protok i neodredjeno trenje su-
perponiraju, sredina rezultata u obliku intervala ostaje stabilna jer je propa-
gacija u obliku sabiranja neodredjenih veli¢ina.

Treca varijanta, (varijanta C, jednacina 2.12), daje stabilno resenje i sta-
bilnu fiksnu neodredjenost kad se resenje ustali. Ovo se dogadja zbog prirode
problema. Naime, kad se uspostavi stacionarni protok, izjednace se sve sile
koje deluju na posmatrani deo fluida. Zbog toga izvod (d@/dt) postaje jed-
nak nuli i u narednoj iteraciji neodredjenost iako potice i od koeficijenta
trenja i od protoka biva ravnomerno rasporedjena oko sredine intervala.

Cetvrta varijanta (varijanta D, jednacina 2.13), predstavlja varijantu sli-
¢nu trec¢oj pri cemu se neodredjenost prenosi samo od strane neodredjenog
koeficijenta trenja (protoci su u oba ¢lana jednacine gde se pojavljuju osre-
dnjeni). Protoci su osrednjeni i moze se primetiti da je neodredjenost (sto je
bilo i o¢ekivano) najmanja.

Na slici 2.5 prikazan je i rezultat analize propagacije neodredjenosti kada
bi model bio zatvoren (dole desno) pa nije moguée menjati nac¢in osrednja-
vanja protoka u iteracijama. Pretpostavljeno je da je neodredjeni koeficijent
trenja moguce ubaciti kao parametar modela samo u vidu jedinstvene vre-
dnosti i to za ceo period ustaljivanja protoka. Propagacija je sprovedena
tako Sto je model resen dva puta za krajeve intervala neodredjenog koefici-
jenta trenja, za A — e i A + €. Vidi se da je neodredjenost nesto veca nego
kod varijante C'i D .

ati primer predstavlja deo analize neodredjnosti koja zahteva otvorene
modele i nece biti razmatrana u ovom radu. On samo ilustruje razlike izmedju
otvorenih i zatvorenih modela. Bilo bi interesantno ispitati razli¢ite modele
kako se ponasaju kod primene numerickih metoda viseg reda tacnosti ili
implicitnih numerickih metoda. Takodje, ovim primerom je pokazan uti-
caj razlicitog predstavljanja neodredjenih ¢lanova numerickog modela, kao
i razliciti rezultati koji se mogu dobiti. Dalje ¢e biti razmatrani iskljucivo
zatvoreni deterministicki modeli i moguénosti primene razlicitih tehnika propa-
gacije neodredjenosti nad njima.



GLAVA 2. PODELE MATEMATICKIH MODELA

Uspostavljanje ustaljenog tecenja, deterministicki model
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Slika 2.5: Rezultat propagacije neodredjnosti za model krutog udara

2.4 Karakteristike hidrotehnickih modela

Hidrotehnicki modeli se mogu podeliti prema prirodnim procesima koje
opisuju. Svaka hidraulicka i hidroloska pojava koja se modelira ima odredjena
pojednostavljenja i konceptualni pristup koji donosi, za posmatrani proces,
specificne rezultate. Kod razvoja modela, prva provera se odnosi na logi¢nost
dobijenih rezultata. Naknadno, podesavanjem parametara, u procesu kali-
bracije, rezultati se mogu pribliziti osmotrenim vrednostima.

Posto propagacija neodredjenosti predstavlja preslikavanje neodredjenih
ulaza i parametara preko modela, izuzetno je vazno kako funkcija preslika-
vanja, tj. kako model izgleda, slika 2.6. Po situacijama koje opisuju, modeli
hidrotehnickih procesa se mogu podeliti u nekoliko grupa (tipova modela) sa
razlicitim i karakteristicnim funkcijama preslikavanja:

1. Modeli ustaljenih procesa bez ekstremuma u razmatranom prostoru
regenja (monotoni modeli), slika 2.6, gore levo

2. Modeli ustaljenih procesa sa ekstremumima u razmartanom prostoru
resenja (nemonotoni modeli)
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Slika 2.6: Primeri modela razli¢itih procesa

3. Modeli kvaziustaljenih procesa

4. Modeli neustaljenih procesa (blago promenljivi procesi), slika 2.6, gore
desno

5. Modeli neustaljenih procesa (procesi sa naglim, tranzijentnim prome-
nama), slika 2.6, dole

6. Modeli visestepenih procesa (modeli sa vise stanja koja se opisuju ra-
zli¢itim jednacinama)

7. Modeli sa diskretizacijom i u prostoru i u vremenu

Osnovna odlika prve grupe modela je da je reSenje modela monotono u
odnosu na parametre i ulazne velicine modela. Pretpostavka da se radi o je-
dnom ovakvom modelu moze znacajno olaksati proces analize neodredjenosti
pre svega kod metoda intervala i metoda rasplinutih skupova (eng. fuzzy a-
cut metoda). Primer jednog monotonog modela u hidrotehnickoj praksi se
moze naci kod zavisnosti pritiska od potrosnje u modelima vodovodnih di-
stributivnih mreza. Naime, ukoliko potrosnja raste, pritisak opada i obrnuto.
Ne postoji nacin da se povecavanjem potrosnje poveca i pritisak jer bi to bilo
u suprotnosti sa energetskom jednac¢inom postavljenom za svaku cev u mrezi.

Drugi tip modela pretpostavlja da prostor resenja ovakvog modela sadrzi
lokalne ekstremume. Ova odlika upuéuje na primenu posebnih dodatnih alata
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u vidu specificne intervalske matematike kod metode intervala ili optimiza-
cionih metoda kod metode rasplinutih skupova. Ukoliko se opet posmatraju
modeli vodovodnih distributivnih mreza, apsolutna vrednost protoka u ce-
vima kod prstenastih mreza predstavlja nemonoton rezultat u odnosu na
potrosnju [6]. Zbog karakteristika prstenastih mreza voda moze promeniti
smer, pa se samim tim apsolutna vrednost protoka moze smanjivati do nule,
a zatim povecati.

Tredi tip modela posmatra neustaljenost razmatranog fenomena kao niz
ustaljenih stanja, povezanih dodatnim jednac¢inama (obi¢no jednac¢inama bi-
lansa mase). Analiza neodredjenosti kod ovakvog tipa modela pretposta-
vlja zajednicko pocetno stanje, medjutim reSenje modela zavisi od resenja
ustaljenih stanja u medjukoracima. Ovakvi modeli imaju odlike Markovlje-
vth stohastickih modela gde naredno stanje zavisi od rezultata prethodnog.
Zbog toga je potrebno voditi racuna i o generisanim slucajnim brojevima
koji bi sluzili za Monte Karlo tehniku propagacije neodredjenosti. Ukoliko
se opet koncentriSemo na modele vodovodnih distributivnih mreza, najceséi
nacin modeliranja produzenog rada sistema je upravo kvaziustaljen princip.
Sukcesivnim ponavljanjem simulacija ustaljenog tecenja, pri cemu se za svaku
narednu simulaciju uzimaju kao ulazni podaci rezultati iz prethodne, postize
se efekat simulacije neustaljenog tecenja.

Neustaljeni procesi sa blagim promenama predstavljaju tip modela koji
kao rezultat ima blage prelaze resenja iz jednog vremenskog koraka u drugi.
Jedan od ociglednih primera je primena dinamickog talasa primenjenog na
modelu kanalizacionog sistema. Osnovna razlika modela blago promenljivih
neustaljenih procesa i modela brzo promenljivih ustaljenih procesa (hidrauli-
¢ki udar) je razlika u uticaju inercije i ostalih komponenti procesa kao sto su
otpori. Kod blago promenljivih procesa uravnotezeni su inercijalni i uticaji
otpora, dok su kod modela pojava sa naglim promenama inercijalni uticaji
istog reda veli¢ine ili dominantniji od uticaja otpora. Modeli koji opisuju
procese ovog tipa zahtevaju poseban tretman u propagaciji neodredjenosti
koji se, za razliku od ostalih tipova modela, odlikuje i specificnim tumacenjem
rezultata. Razlog tome je, pre svega, uticaj neodredjenih ulaza i parametara
na vremensku komponentu rezultata (promena je izrazena i u amplitudi i u
fazi).

Visestepeni procesi u hidrotehnickoj praksi predstavljaju se specificnom
vrstom modela. Kod viSestepenih modela, razlicite situacije za koje se formira
jedinstven model, prikazuju se razlicitim jednac¢inama. Na taj nacin dolazi
se do modela koji nije diferencijabilan, pa zahteva specifican tretman kod
analize propagacije neodredjenosti. Model upravljanja ustavom, kada dolazi
do potapanja ustave od strane nizvodnog grani¢nog uslova, moze se uzeti kao
primer ovog tipa modela.
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Pored gore opisanih tipova modela, poslednji na spisku je tip modela
koji je diskretizovan i po vremenu i po prostoru. Ovakvi modeli imaju
osobinu da se specifiéni fenomeni mogu pratiti na nivou jedne (ili grupe)
¢elije diskretizovanog prostora, ali da se pri tumacenju rezultata mora voditi
racuna o fenomenima koji se javlju u celokupnom strujnom polju. Uko-
liko se razmatrana veli¢ina na nivou jedne ¢elije nalazi pod uticajem nekog
fenomena, rezultati propagacije neodredjenosti mogu biti razli¢iti od onih
koji se dobijaju ako fenomena nema. Osnovni primer predstavljaju mod-
eli racunske mehanike fluida (eng. Computational Fluid Dynamics) koji se
reSavaju specificnim numerickim postupcima.

2.5 Ciljevi propagacije neodredjenosti

Propagacija neodredjenosti predstavlja Sirok pojam u procesu upotrebe
deterministickih modela sa neodredjenim ulaznim vrednostima i parametrima.
Ono §to se oc¢ekuje kao rezultat propagacije je svakako rezultat modela u neo-
dredjenom obliku. U zavisnosti od toga koja je komponenta neodredjenog
rezultata od najveceg interesa, propagacija neodredjenosti moze imati tri
cilja:

e Sto tacnije i efikasnije racunanje jedinstvenog reprezentativnog resenja,

e procena neodredjenosti rezultata (rezultat se moze predstaviti u vidu
raspodele, intervala, rasplinutog skupa i sl.), ili

e racunanje optimalnog resenja u odnosu na neki unapred postavljen kri-
terijum.

Ponekad je velicina neodredjenosti rezultata modela u drugom planu, a
ono §to se od analize ocekuje je jedinstveno (reprezentativno), Sto tacnije
deterministicko reSenje iako su ulazne vrednosti ili parametri modela neo-
dredjeni. Zato je potrebno odabrati takave metode proracuna koje ne povecavaju
neodredjenost veé je po mogucénosti smanjuju. Primer jednog takvog proracuna
je proracun linije nivoa kod mirnog tecenja [26]. Na slici 2.7 je prikazano kako
greska prorac¢una linije nivoa zavisi od smera proracuna. Ukoliko se racuna
u nizvodnom pravcu (suprotno od smera uticaja) greska se akumulira, dok
ukoliko se rac¢una u smeru uticaja greska se koriguje u toku proracuna.

Drugi cilj propagacije neodredjenosti podrazumeva uvodjenje novih para-
metara modela koji ¢e predstavljati njegovu meru neodredjenosti. To moze
biti standardna devijacija svake od ulaznih veli¢ina, Sirina baze rasplinu-
tog skupa ili Sirina intervala. Reprezentativna vrednost se moze izraziti kao
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Sracunata linija nivoa Sracunata linija nivoa
Tacna linija nivoa Tacna linija nivoa

<= Smer uticaja <= Smer uticaja
i Smer proraduna <= Smer proraduna
(greska raste) (greska opada)

Slika 2.7: Smer proracuna linije nivoa kod mirnog tecenja [26]

srednja vrednost ako je rezultat u obliku raspodele verovatnoce ili sredina
intervala ako je rezultat u obliku intervala.
Ukoliko se oéekivananvrednost racuna iz niza rezultata modela kao arit-

meticka sredina p = — E f(z;), standardna greska ocene srednje vrednosti
n
i=1
se moze izracunati pomocu izraza:

Sz = N (2.14)
Kada se izracuna jedinstveno (reprezentativno) resenje modela u formi
srednje vrednosti, ona se mora navesti zajedno sa apsolutnom greskom sred-
nje vrednosti, u obliku p + Sz kako bi se dobio neki uvid u veli¢inu neodre-
djenosti rezultata. Zbog toga je izuzetno bitno kod ispunjavanja drugog cilja
da se, ukoliko je to moguce, sto visSe smanji standardna devijacija, a zadrzi
nepristrasna ocena ocekivane vrednosti.
Treci cilj podrazumeva da se u okviru neodredjenog resenja nalazi neka
optimalna vrednost rezultata. Na zalost, ovaj cilj u velikom broju slucajeva
nema resenje.

Ciljevi propagacije neodredjenosti na primeru Tompsonovog preli-
va

Prva dva cilja prikazana su na modelu zavisnosti protoka od visine pre-
livnog mlaza na Tompsonovom (eng. Thompson) prelivu. Ova zavisnost je
teoretskog karaktera i zbog specificne izrade preliva ¢esto je potrebno popra-
viti koeficijent prelivanja kalibracijom. Za Tompsonov preliv, odnos protoka
i visine prelivnog mlaza se moze opisati jednac¢inom:
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Q = 1.441n°"* (2.15)

Q: p=1.4421 m's, 6,=0.1053 m’/s

Q(u,)=1.44 m’/s

| h:p=1m, 6,=0.03m

\
1 Il Il Il Il I Il Il Il Il
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1
0.948 h [m] 1.052

Slika 2.8: Zavisnost protoka od visine prelivnog mlaza kod Tompsonovog
preliva

Pretpostavlja se da je visina prelivnog malaza neodredjena veli¢ina koja
prati uniformnu raspodelu sa parametrima raspodele p, = 1 mioj, = 0.03 m.
Ukoliko se izracuna protok, a neodredjena visine prelivnog mlaza se predstavi
kao srednja vrednost, dobija se Q(uy,) = 1.44 m3/s.

Propagacija neodredjenosti je obavljena Monte Karlo metodom. Nakon
1000 simulacija modela, protok u obliku raspodele verovatnoc¢e ima srednju

vrednost pg = 1.4421 m®/s sa standardnom greskom ocene srednje vrednosti

0.1053
z = ——— = 0.0033 m®/s, jer je standardna devijacija rezultata o =

V1000

0.1053 m?/s. Finalni rezultat se moze napisati kao @ = 1.442140.0033 m?/s

Prvi cilj predstavlja racunanje srednje vrednosti neodredjenog protoka.
lako je razlika mala, jasno se vidi da simulacija modela sa srednjom vred-
nosti ulaznog podataka, visine prelivnog mlaza, daje drugacije reSenje nego
kada se odluka o reprezentativnom protoku odlozi do posle propagacije neo-
dredjenosti. U slucaju bez propagacije neodredjenosti dobijen je protok
Q(uy) = 1.44 m3 /s, dok je protok koji je dobijen analizom rezultata Monte
Karlo metode pg = 1.4421 m*/s. Velicina razlike pre svega zavisi od neli-
nearnosti modela, ali i od neodredjenosti ulazne vrednosti (visine prelivnog
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mlaza). Takodje se na slici 2.8, gde je ceo postupak graficki prikazan, moze
primetiti da se uniformna raspodela visine prelivnog mlaza ne preslikava u
uniformnu raspodelu protoka $to je takodje posledica nelinearnosti modela.
Drugi cilj propagacije neodredjenosti je odredjivanje vrednosti standardne
devijacije i dobijanje informacije o veli¢ini neodredjenosti izracunatog pro-
toka. Kao reprezent se moze uzeti standardna devijacija og = 0.1053 m?/s.
Da bi treéi cilj imao resenje, model mora biti nemonoton, tj. mora imati
lokani ektremum u oblasti neodredjenih ulaznih vrednosti i resenja. Primer
ostvarenja treceg cilja propagacije neodredjenosti je prikazan u radu [9].

Analiticko resenje propagacie neodredjenosti na primeru Tompso-
novog preliva

Ukoliko se zavisnost protoka i nivoa prikaze funkcijom g(z), dobija se:

g(z) = 1.442°/2 (2.16)

Matematicko ocekivanje rezultata propagacije neodredjenosti na funkciji
g(x) za ulaznu sluc¢ajnu promenljivu z po uniformnoj raspodeli sa parame-
trima pu, =1 mi o, = 0.03 m iznosi:

b /2 . 7/2
1 2.88b
Elg(x)] = / 1.442° ——dx = ¢

= 1.4424 m? 2.17
b—a 7 b—a mifs )
gde su a = 0.948 i b = 1.052 granice uniformne raspodele.

Na slican nac¢in se moze dobiti i matematicko oc¢ekivanje kvadrata funkcije
koje je onda jednako E [g(:p)ﬂ = 2.0923. Standardna devijacija rezultata
propagacije neodredjenosti na funkciji g(z) se zatim moze izracunati kao

o= \/E [9(x)2] — E [g(2)]> = 0.10804 m®/s.




Glava 3

Nacin predstavljanja
neodredjenih veli¢ina

Kratak pregled Glave 3:

Da bi mogle biti proucavane, neodredjene wvelicine se na
neki nacin moraju matematicki zapisati. Najjednostavniji
prikaz neodredjene velicine je svakako interval. On predstavlja
granice u kojima se neka velicina nalazi. Za razliku od interva-
la, nagsloZeniji je prikaz pomocu raspodele verovatnoce. Ona
preslikava neodredjenu velic¢inu u interval verovatnoce [0, 1].
Ukoliko je memoguce formalno opisati neodredjenu velicinu,
najpodesniji prikaz bi bio opisni ili lingvisticki. U tom slucaju,
moguce je primeniti © posibilisticki pristup i koncept rasplinu-
tih (fuzzy) skupova.

Razlika izmedju jedinstvenih i neodredjenih veli¢ina se moze opisati na
slededi nac¢in: jedinstvene veli¢ine se mogu napisati jednom vrednoséu (bro-
jem), dok je, u zavisnosti od nivoa informacija kojima raspolazemo, moguce
na vise nac¢ina predstaviti neodredjene veli¢ine (slika 3.1):

e pomocu intervala,

e raspodele verovatnoce,

e rasplinutog (fuzzy) skupa, ili

e drugi nacini (npr. teorija slucajnih skupova).

Prva tri oblika se sustinski razlikuju pre svega po matematickoj interpre-
taciji, a zatim i po vrsti i koli¢ini informacija koje u sebi poseduju [9], [19].

30
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Interval Funkcija gustine verovatno¢e Funkcija pripadnosti

Povr§ina=1.0

S

y

& S

< . v rd n cw * e . v d
Neodredjena veli¢ina Neodredjena veli¢ina Neodredjena veli¢ina

Slika 3.1: Intervali, raspodela verovatnoce i rasplinuti skup kao neodredjene
veli¢ine

Treba biti svestan da su informacije utkane u neodredjenu velic¢inu, pa je za
predstavljanje neodredjene veli¢ine odredjenim oblikom potrebno u startu i
obezbediti razli¢itu kolicinu informacija, a i specifican matematicki aparat
za manipulaciju i analizu.

Najmanju koli¢inu informacija u sebi cuva interval, a najve¢u raspodela.
Rasplinuti (fuzzy) skup predstavlja alternativni, tzv. posibilisticki pristup
kojim je moguce opisati pristrasnost i nejasnost neke velicine. Svaki od tri
navedena oblika predvidja specificne postupke za procenu propagacije neo-
dredjenosti koji zahtevaju poznavanje i nekih dodatnih matematickih alata,
kao sto su: analiza osetljivosti, optimizacione metode, intervalska matemati-
ka, Bajesovo (eng. Bayes) zakljucivanje, itd.

3.1 Interval

Ukoliko je neodredjenost velicine nepoznata ali se znaju njene granice,
najjednostavniji nac¢in prikaza neodredjenih velicina je pomocu intervala.
Kako interval ne daje vise informacija o neodredjenoj veli¢ini do granica
u kojima se ona moze nalaziti (slika 3.2), ne moze se postaviti pitanje Sta
se desava unutar intervala (ne treba mesati interval sa uniformnom raspode-
lom).

7

granice intervala
Slika 3.2: Neodredjena veli¢ina kao interval

Granice intervala mogu biti otvorene ili zatvorene u zavisnosti da li se i
same granice uklju¢uju u niz vrednosti koje veli¢ina moze posedovati. Rezolu-
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cija intervala takodje moze biti proizvoljna (ukoliko je promenljiva diskretna),
ali ne sme biti rupa unutar intervala (interval mora biti kontinualan). Ukoliko
se formira interval koji se mora posmatrati samo kao skup relativno razli¢itih
vrednosti, dolazi se u opasnost da se u tom slucaju radi o varijabilnosti neke
veli¢ine, a ne o neodredjenosti velicine, jer neodredjenost predstavlja kontin-
ualnu pojavu.

3.2 Raspodela verovatnoce

Potreba da se verovatnoca neke pojave prikaze matematicki proizvela je
pojam raspodele verovatnoce. Raspodela verovatnoce je funkcija koja presli-
kava neki dogadjaj A iz skupa svih moguéih dogadjaja €2 u interval [0, 1].

Postoje empirijske i teorijske funkcije raspodele. Osnovna razlika je u
tome Sto se empirijske dobijaju obradom merenih ili osmotrenih podataka,
dok su teorijske raspodele unapred date funkcije. Modeliranjem empirijskih
raspodela teorijskim omogucava se stohasticki prikaz neke veli¢ine, ¢ime se
daje mogucnost da se generisu sluc¢ajni brojevi koji bi sluzili u metodi Monte
Karlo .

0.025 7 T 1

09t 1
0.02} 1 08} 1
0.7} |
0.015} 1 0.6} 1
E Zost |
0.01F il 0.4k J
03} J
0.005 | J 02k J
0.1} 1

2 0 50 100 20 0 50 100

X X

Slika 3.3: Normalna raspodela

Pored funkcije raspodele postoji i funkcija gustine raspodele (slika 3.3),
gde funkcija raspodele predstavlja integral funkcije gustine raspodele.
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3.3 Rasplinuti skupovi

Teorija rasplinutih (fuzzy) skupova [36] predstavlja prosirenje klasi¢ne
teorije skupova dodavanjem svakom ¢lanu skupa takozvane funkcije pripa-
dnosti. Funkcija pripadnosti, koja se uglavnom obelezava sa p, omogucava
clanu skupa da prevazidje ogranicenje klasice teorije skupova koje mu do-
zvoljava samo pripadnost ili nepripadnost skupu, ve¢ daje mogucénost da
neka veli¢ina ima i odredjeni stepen pripadnosti. Funkeija pripadnosti u(x)
definise se kao:

1, ako x €A
p(r) =< 0,akox €A (3.1)
0 < p <1, ako je delimicno €A
Koris¢enjem funkcije pripadnosti se u teoriju rasplinutih skupove ukljucuje
i klasi¢na teorija skupova. Oblast koju pokriva klasi¢na teorija skupova je
za oblast vrednosti funkcije pripadnosti © = 01 g = 1, koje oznacavaju pri-

padanje i/ili nepripadanje odredjenom skupu. Za vrednosti x4 izmedju nule i
jedinice neka vrednost ima delimi¢nu pripadnost skupu.

an

Trougaomi oblik Trapeznd oblik Chlik Cransove ke

wx) H(x) u(x)

L L

Slika 3.4: Tipovi fuzzy skupova funkcije pripadnosti

Rasplinuti skup daje odredjenu dozu fleksibilnosti koja omoguc¢ava predsta-
vljanje velicina koje nemaju definisanu granicu, veli¢ina u koje treba uneti
odredjenu dozu pristrasnosti ili predrasude, a $to je slucaj i sa neodredjenim
velicinama. U delu matematike koji se odnosi na fuzzy skupove postoje
definisane sve osnovne operacije nad njima, pa su, na primer, negacija, unija
i presek rasplinutih skupova definisani jednacinama:

() = 10 = pua(e)
tang(x) = min(ua(z), pp(x)) (3.2)
praup(x) = max(ua(z), pp(w))

Ukoliko se za prikaz neke neodredjene veli¢ine ne raspolaze sa dovoljnom

koli¢inom informacija za formiranje statisticke raspodele, alternativu daju
tzv. rasplinuti (fuzzy) skupovi. Oni, pored o¢igledne impresije o neodredjenoj
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veli¢ini daju i moguénost predstavljanja konceptualnih velic¢ina sa koje je ne-
jasno kako uopste i prikupiti podatke za formiranje statisticke raspodele (na
primer, ¢vorna potrosnja kod modeliranja distributivnih vodovodnih mreza).

Funkcija pripadnosti rasplinutog skupa moze biti razli¢itih oblika. Najje-
dnostavniji je oblik trougla, dok moze biti i u obliku trapeza, ili neke druge
krive linije, kao sto je prikazano na slici 3.4. Kada je funkcija pripadnosti
u normalizovanoj formi, maksimalna vrednost ove funkcije je 1, dok je mi-
nimalna jednaka 0. To znaci da postoji jedna ili vise vrednosti za koje vazi
p(x) = 1. Te vrednosti (vrednosti za koje je u(x) = 1) se zovu najverovatni-
je vrednosti ili najverovatniji intervali (slika 3.5). Pored vrednosti/intervala
kod kojih je p(z) = 1, postoje intervali kod kojih je p(z) > 0. Najveéi od
njih, za p(x) = 0, se zove baza skupa.

Interval koji se dobija za odredjenu vrednost pripadnosti (odredjenu vre-
dnost u) zove se a-presek rasplinutog skupa za p(z) = « (slika 3.5). To
znaci da se rasplinuti skup moze predstaviti kao niz a-preseka koji u sustini
predstavljaju intervale. Slozenost predstave rasplinutog skupa, na ovaj nacin,
zavisi od broja a-preseka, dok je najslozenija predstava pomocu funkcije
pripadnosti (kada ona predstavlja kontinualnu funkciju).

1.0 [ ,
o presek
0=0.6 f------- ! najverovatnija
/ )( vrednost
i veli¢ine x
baza skupa 9X

Slika 3.5: Primer a-preseka za o = 0.6

Definisanjem « preseka dolazi se do zakljucka da je rasplinuti skup moguce
prikazati i posmatrati kao niz intervala sa definisanim atributom u vidu
vrednosti funkcije pripadnosti. Na taj nacin se analiza neodredjenosti ras-
plinutim skupovima svodi na analizu propagacije neodredjenosti pomocu in-
tervala za razlicite vrednosti funkcije pripadnosti.

Ne postoje formalna uputstva o nac¢inima kako se mogu odrediti nivoi pri-
padnosti neke vrednosti rasplinutom skupu (tj. kako se moze odrediti funkcija
pripadnosti rasplinutog skupa). Uglavnom svi predloZeni nacini zavise od
subjektivnog osecaja i pretpostavki. Prema tome, subjektivnim delovanjem
se dolazi do funkcije pripadnosti koja predstavlja egzaktni i upotrebljiv ele-
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ment, Sto je i glavna prednost oblasti matematike koja se bavi rasplinutim
skupovima. To je i osnova fuzzy nacina razmisljanja: kako matematicki
opisati nesto $to je najlakse opisati lingvisticki, npr. MALO, PUNO, PO-
LAKO, BRZO, ...



Glava 4

Metode propagacije
neodredjenosti koje se mogu

primeniti kod zatvorenih
hidrotehnickih modela

Kratak pregled Glave 4:

Metode propagacije neodredjenosti predstavljaju napredne po-
stupke preslikavangja neodredjenih ulaznih vrednosti i parame-
tara preko deterministickih modela u neodredjene rezultate.
Neki od postupaka zahtevaju da su jednacine modela dostupne
1 moguce th je menjati, dok se neke mogu primeniti © na mo-
dele zatvorenog tipa. Osnovna podela je na neprobabilisticke,
probabilisticke 1 posibilisticke metode. Prva klasa predstavija
upotrebu metoda intervalske matematike i procene neodredje-
nosti na osnovu osetljivosti modela, dok se druge dve klase
odnose na statisticky pristup 1 postupke prilagodjene rasplinu-
tim skupovima. Primena i uspesnost metoda zavisile kako od
raspoloZivih ulaznih podataka tako i od vrste modela.

Osnovni zadatak, koji obezbedjuje ispunjenje svih ciljeva iz odeljka 2.5, ana-
lize neodredjenosti kod deterministickih zatvorenih modela je svakako proi-
zvesti rezultat u neodredjenom obliku iz neodredjenih ulaznih podataka i/ili
parametara modela. Ukoliko su jednacine i postupak njihovog resavanja do-
stupne (nisu sakrivene u kompjuterskom koédu) moguce je pristupiti anali-
tickoj propagaciji neodredjenosti. U tom slucaju, pored nacina resavanja,
potrebno je omoguciti i efikasan postupak pronalazenja izvoda velicina u
modelu.

36



GLAVA 4. METODE PROPAGACIJE NEODREDJENOSTI 37

4.1 Analiticki postupak propagacije neodre-
djenosti
Neodredjena ulazna veli¢ina X predstavljena je funkcijom raspodele Fx (z).

Model je predstavljen deterministickom funkcijom sa jednom promenljivom
Y = g(X). Za svako x moze se naéi oblast Q, takva da je:

Qy ={z:9(z) <y} (4.1)
Opste resenje funkcije raspodele slu¢ajne Fy promenljive Y moze se dobiti
iz:
Fr(p) = PIY <y = Ply€ ) = [ fxlapto (12)
Qy

Postupak je prikazan i na slici 4.1.

vyl g

1
Fly<Y<y+dy]=f,(y)dy—jgr----*------------------ | gTy | 1_(1_; |
dy

£

g—’; | dy=F [x<X<x+dy| 3—’; | ]

£ (y)dy=f(dx)=f(x)

Slika 4.1: Propagacija neodredjenosti kroz transformaciju raspodele jednodi-
menzionalne funkecije sluéajne promenljive (modela) [32]

Ukoliko se problem prosiri na funkciju vise promenljivih, potrebno je
odrediti visedimenzionalnu raspodelu rezultata modela. Za funkciju dve
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promenljive Z = g(x,y), sa datom dvodimenzionalnom raspodelom ulaznih
vrednosti X 1Y i ako se za svaku tacku u prostoru funkcije g(x, y) moze naci
oblast:

statisticka raspodela slucajne promenljive Z se moze odrediti iz:

Fz(2) = P|Z < z] = P|(x,y) € Q] = // fxy(z,y)dzdy (4.4)

Vazno je uvideti da je za racunanje gore navedenih integrala potrebno
poznavanje svih tacaka funkcija Y = g(z) i Z = g(x,y). Njihovo odre-
djivanje je u principu jako neefikasno, pogotovu kod zatvorenih modela gde
je onemogucena analiticka integracija. Takodje, izuzetno je vazan i efikasan

metod racunanja izvoda inverznog oblika modela koji se zahteva u postupku,
(slika 4.1).

Analiticka propagacija neodredjenosti na primeru tecenja sa slo-
bodnom povrsinom

Jednacina jednolikog teGenja u otvorenom kanalu, Sezi-Maningova (eng.
Chezy-Manning) jednacina je primer jednodimenzionalne monotone zavisno-
sti protoka od dubine:

Q= ARPVT, (1)

gde su Q-protok, n-Maningov koeficijent otpora, A-povrsina popreénog pre-
seka za normalnu dubinu, R-hidraulicki radijus pri normalnoj dubini i /4
nagib dna kanala. Zbog jednostavnosti pretpostavlja se trougaoni oblik
poprecnog preseka kanala, nagiba stranica 1 : 1, jer je u tom slucaju moguce
dobiti eksplicitno, analiticko resenje za normalnu dubinu. Sredjena jednacina
za nagibe stranica 1 : 1 se moze predstaviti u obliku:

11
Q= iﬁhg/g\/f_d (4.6)

Ukoliko se pretpostavi da su parametri modela, nagib dna kanala i Ma-
ningov koeficijent otpora konstante, a ulazna veli¢ina h (normalna dubina)
neodredjena veli¢ina, u pitanju je jednodimenzionalni model koji preslikava
normalnu dubinu u protok u kanalu. Monotonost modela se ogleda u ¢injenici
da kad nivo raste, raste i protok, §to se, za parametre modela n = 0.014 m~1/3s,
I, = 0.002, i promenu dubine od 0 do 5 m moze videti na slici 4.2.
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Slika 4.2: Zavisnost protoka od dubine u trougaonom kanalu preko Sezi-
Maningove jednacine sa gustinama raspodele dubine i protoka

Pretpostavlja se da je normalna dubina neodredjena veli¢ina sa odredje-
nom raspodelom. Za potrebe primera odabrana je normalna raspodela sa
parametrima pp, = 3 m i o, = 0.5 m, ¢ija se funkcija gustine moze videti na
slici 4.2. Za srednju vrednost dubine p, = 3 m, dobija se protok koji iznosi
Q(un) = 29.901 m?/s

Jednacina gustine normalne raspodele sa gore navedenim parametrima se
moze izraziti jednacinom 4.7.

_ (h—pp)?
1 o

fn(h) = \/2_—7T0h6 *7h (4.7)

A izvod modela 4.6, jednacinom:
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d 4+/1
49 _ AvTayss (4.8)
dh 3 n

Jednacina gustine raspodele rezultata modela, tj. protoka se moze izracu-

nati jednac¢inom:

folQ@) = % < ful) (4.9)

Rezultat propagacije je prikazan na slici 4.2.

Ovim primerom prikazano je analiticko odredjivanje propagacije neodred-
jenosti kada je neodredjena ulazna velicina u obliku raspodele verovatnoce.
Da bi dosla do izrazaja efikasnost ovog postupka, pre svega je potreban difer-
encijabilni model i ukoliko je moguce eksplicitno resiv. Ukoliko to nije slucaj,
potrebno je sprovesti numericko racunanje izvoda koje je prikazano u jednom
od narednih poglavlja.

4.2 Metode analize neodredjenosti kod zatvo-
renih modela

Metoda analiticke propagacije neodredjenosti nije podesna u slucaju zatvo-
renih modela. Za to postoji vise razloga. Osnovni razlog je sto kod slozenih
modela koji se dugo resavaju nije realno ocekivati da se mogu odrediti svi
parovi ulaznih vrednosti i rezultata modela koji su nam potrebni za dovoljno
tacno diferenciranje. Zbog toga je potrebno izdvojiti metode koje su posebno
podesne za zatvorene modele.

Metode analize neodredjenosti koje su podesne kod zatvorenih hidro-
tehnickih modela mogu se podeliti u nekoliko grupa:

1. Metode neprobabilistickog tipa. U ovu klasu metoda se mogu svrstati
intervalna matematika i analiza neodredjenosti procenjena na osnovu
parametara osetljivosti modela.

2. Metode probabilistickog tipa, koje se dalje mogu podeliti na dve grupe:

(a) statisticke metode, i

(b) nestatisticke metode.

Od statistickih metoda najpoznatija je Monte Karlo metoda, dok se
od nestatistickih mogu izdvojiti metode bazirane na razvoju modela u
Tejlorov red.

3. Posibilisticke metode ili metode bazirane na rasplinutim skupovima.
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4.2.1 Metode neprobabilistickog tipa

Prvu grupu obuhvataju metode bazirane na predstavi neodredjenih velici-
na intervalima (poglavlje 3.1). Intervali, iako nose informacije samo o maksi-
malnoj i minimalnoj vrednosti neodredjene veli¢ine uz neophodna ogranic¢enja
nude izuzetno brz i elegantan pristup proceni granica neodredjenosti. Naime,
ukoliko je model neprekidan i ukoliko u oblasti neodredjenih ulaznih veli¢ina i
rezultata ne egzistiraju ekstremumi, intervalskom matematikom se na izuzetno
jednostavan nac¢in moze do¢i do neodredjenog resenja modela u obliku inter-
vala. Ukoliko to nije slucaj i ukoliko u oblasti neodredjenih ulaznih veli¢ina
i parametara postoje ekstremumi, neophodne su dodatne analize, pre svega
u pogledu pronalazenja i odredjivanja tih ekstremuma (u poglavlju 2.4 je
navedena podela hidrotehnickih modela u kojoj se razdvajaju grupe modela
sa ekstremumima i bez ekstremuma).

4.2.2 Metode probabilistickog tipa, statisticke metode

Druga grupa metoda, probabilistickog tipa sa statistickim pristupom, je
bazirana na kontrolisanom generisanju ulaznih veli¢ina bez cilja da se iscrpe
sve moguce kombinacije parova ulaznih vrednosti i rezultata modela. Na
ovaj nacin je mogucée analizom dobijenog niza rezultata dobiti informaciju
o neodredjenosti izlaza. Obicno se to obavi predstavljanjem rezultata koji
se posmatra kao slucajna velicina nekom teorijskom raspodelom ili se samo
racunaju momenti koji se odnose na neodredjenost (varijansa, standardna
devijacija ili koeficijent varijacije). Osnovni predstavnik ovakvih metoda je
Monte Karlo (eng. Monte Carlo) metoda, koja ¢e se u ovom radu uzimati i
kao referentna pri evaluaciji ostalih tehnika.

4.2.3 Metode probabilistickog tipa, nestatisticke metode

Primer druge grupe metoda, probabilistickog tipa sa nestatistickim pris-
tupom, predstavlja upotreba postupaka lokalne linearizacije modela, najcesce
razvojem modela u Tejlorov (eng. Taylor) red. Izvode za potrebe formiranja
Tejlorovog reda je moguce odrediti u diskretnom obliku. Ova grupa metoda
bazirana je samo na lokalnoj analizi neodredjenosti sto znaci da su kod mod-
ela koji imaju znacajne vrednosti izvoda moguce i znacajne greske. Zbog
toga ova grupa metoda nije preporucljiva kod modela sa ve¢om osetljivoscu i
vecom propagacijom neodredjenosti. Glavni predstavnici su metode FOSM,
SOSM, itd.
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4.2.4 Posibilisticke metode

U novije vreme postaju veoma popularne metode bazirane na rasplinutim
skupovima predstavjaju okosnicu analize neodredjenosti. Ove metode su
posebno pogodne u sluc¢ajevima gde se neodredjenost javlja usled nedostatka
znanja o nekom procesu ili veli¢ini. Predstava pomocu rasplinutog skupa
omogucava da se u analizu neodredjenosti unese neka ¢injenica koja unosi
neodredjenost. lako ova grupa metoda mozda nije najefikasnija u opstem
sluc¢aju,u pojedinim, ne tako retkim slucajevima moze znatno pojednostaviti
i ubrzati proces propagacije neodredjenosti (pre svega kod monotonih mode-

la).

4.3 Metode propagacije koriséene u ovoj tezi

U odeljku 2.4 predstavljeni su tipovi hidrotehnickih modela. Podela je
napravljena pre svega na ustaljene i neustaljene procese. Ustaljeni hidro-

tehnicki procesi predstavljaju procese koji ne zavise od vremena, tj. Eri 0

za svaku veli¢inu koja ima svoju ulogu u pojavi. Neustaljeni procesi imaju
odredjenu dinamiku vezanu za vreme (imaju odlike procesa drugog reda).
Modeli, podeljeni na isti nacin u svojoj strukturi, ukoliko su ustaljeni, ne-
maju parametar vezan za vreme, dok ga neustaljeni imaju. Kod analize neo-
dredjenosti neustaljenih modela postoji pravilo da se neodredjenost rezul-
tata modela neustaljenih procesa ne mogu posmatrati pojedinacno, veé¢ se
mora voditi racuna o celoj vremenskoj seriji rezultata. Samo u pojedinim
slucajevima gde ne postoji fazni pomak kod resenja moguce je podeliti vre-
menski domen na vremenske preseke i svaki presek posmatrati posebno.
Odstupanje od pravila je moguée i u slucajevima kada se posmatraju izdvo-
jeni fenomeni u vemenu (na primer vrh poplavnog talasa ili minimalni pritisak
kod hidraulickog udara). Kod ustaljenih procesa vremenska zavisnost ne pos-
toji pa je moguce ne gledati vremenski aspekt procesa i moguce je fokusirati
se na neodredjenost u u jednom vremenskom i prostornom preseku.

U skladu sa podelom modela na tipove, korisno je izdvojiti i karakteristike
tih modela koje direktno uticu na izbor i nacin primene odredjene metode
propagacije neodredjenosti:

1. Modeli ustaljenih procesa

e diferencijabilni nemonotoni (model profila brzina izmedju dve ploce)

e diferencijabilni monotoni (tecenje u otvorenim kanalima, tecenje
u rekama, ... )
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e nediferencijabilni (modeli sa prekidom, dvostepeni modeli - usta-
va, hidraulicki udar)

2. Kvaziustaljeni modeli (nivo u rezervoaru kod modela vodovodne distribu-
tivne mreze)

3. Modeli neustaljenih procesa

e modeli sa brzim promenama (hidraulicki udar)

e modeli sa sporim promenama (poplavni talas, tecenje u kanaliza-
ciji)

Matematicki modeli ustaljenih procesa daju jedno resenje za jedan skup
ulaznih podataka i za jedan vremenski presek. Kod ovakvih modela moguce
je zamisliti i predstaviti zavisnost rezultata od neodredjene ulazne velic¢ine
ili parametra. Ta zavisnost odredjuje rezultat propagacije neodredjenosti
i upravo preko nje se ulazna neodredjena veli¢ina preslikava u neodredjeni
rezultat. To je upravo slucaj sa veé¢ prikazanom zavisnosti () — h kod primera
teCenja u otvorenom kanalu (u ovom poglavlju).

Kod analize neodredjenosti ovakvih modela postoje razlike u tretiranju
monotonih i nemonotonih zavisnosti. Osnovni problem je postojanje lokalnih
ekstremuma koji utice i na izbor metode kao i na rezultat. Pre svega tu je
problem koji se javlja kod upotrebe intervalske matematike, a zatim i problem
gomilanja resenja kod Monte Carlo metode. Ne sme se zanemariti ni ¢injenica
da je izvod u lokalnom ekstremumu jednak nuli §to moze znacajno uticati na
rezultat momentnih metoda.

Promena rezima tecenja ili grani¢nih uslova cest su problem upravljanja
u hidrotehnici. Opisivanje takve vrste procesa najpodesnije je funkcijama
sa prekidima gde do neke granice vazi jedan zakon, a nadalje drugi. Ovakvi
modeli se mogu smatrati nediferencijabilnim. Kao primer, u ovom radu je
prikazana analiza neodredjenosti na modelu upravljanja ustavom uz posto-
janje nizvodnog grani¢nog uslova.

Modeli neustaljenih procesa uvode novu nezavisnu promenljivu - vreme.
Oni se mogu podeliti u dve velike grupe: kvaziustaljene i neustaljene pro-
cese. Kvaziustaljeni procesi imaju tu odliku da se resavaju od prethodnog
do narednog vremenskog koraka kao niz ustaljenih procesa. Ulazne vred-
nosti narednog vremenskog koraka zavise od rezultata prethodnog, ali se ne
vidi uticaj koraka pre prethodnog kao ni narednog koraka. Kod neustaljenih
hidrodinamickih procesa jednacine se moraju reSavati simultano. Bilo koji
grani¢ni ili pocetni uslov utic¢e na ceo proces. U sluc¢aju ove dve grupe modela
potrebno je uzeti u obzir cele nizove resenja, a ne samo clanove od interesa
za analizu.
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Prikazane tri metode (Monte Karlo , metoda momenata i a-presek metoda
kod rasplinutih skupova) spadaju u grupu probabilistickih (prve dve) i posi-
bilistickih (tre¢a metoda). Osnovna varijanta Monte Karlo analize, bazirane
na velikom broju simulacija modela predstavlja baznu metodu za analizu
neodredjenosti, dok su brojne varijacije ove metode prilagodjene odredjenim
zahtevima i modelima. Da bi metode bile prikazane, u ovoj tezi je napra-
vljen izbor hidrotehnickih modela u skladu sa njihovom primenom i oblikom
u kom se dobijaju rezultati.

[ako su neki modeli u obliku analitickih izraza, za potrebe ovog rada su
tretirani kao zatvoreni modeli. To je sluc¢aj sa svim jednostavnim modelima
koji imaju za cilj da prikazu neku metodu i deluju ilustrativno. Jasno je da
se nakon razmatranja na jednostavnom modelu ista metoda moze primeniti i
na nekom znatno komplikovanijem, ali slicnom po navedenim kriterijumima.
Zbog toga, kod izbora primera nije se ulazilo u sustinu modela ve¢ samo u
oblik rezultata modela.

Potrebno je jos naglasiti da su prikazane metode analize neodredjenosti
potpuno opsteg tipa, nezavisne od vrste i tipa modela uopste. Hidrotehnicki
modeli su samo jedna grupa kod koje se mogu primeniti prikazane metode i
postupci.



Glava 5

Intervalna matematika

Kratak pregled Glave 5:

Intervalna matematika predstavija oblast matematike koja se
bavi racunom sa promenljivama u obliku intervala. Razvi-
jeno je niz pravila intervalske matematike i ona predstavlja-
Ju osnovu alata koji je potreban u analizi neodredjenosti sa
velicinama u obliku intervala. Pored pravila racunanja sa
intervalima, moguéi su 1 brojni izuzeci. Neki od njih nave-
deni su u ovom poglavlju. Pored opisa izuzetaka, predloZeni
su 1 nacini kako da se problemi koje oni nose u sebi prevazidju.

Intervalna matematika je alat koji, kada je ulazna veli¢ina predstavljena
intervalom, u najveéem broju slucajeva resava problem propagacije neodre-
djenosti kod hidrotehnickih modela. Za to je prvo potrebno prikazati neo-
dredjenu velicinu u obliku intervala. Osnovne operacije intervalne matema-
tike daju moguénost izracunavanja granica intervala resenja modela, ali ne
i informacije o uzroku ili vrsti neodredjenosti. Isto tako, ne postoji, niti se
propagira, informacija o vrednostima unutar intervala. Zbog toga je potrebno
da ulazni intervali budu kontinualni, jer se tako omogucava da se prenese
kontinualnost na neodredjeno resenje u istom obliku.

Ogranicenje intervalne matematike je Sto se ona odnosi samo na monotone
modele, (slika 5.1 primer na slici levo), kod kojih u intervalu ne postoje ek-
stremumi. U slucaju nemonotonih modela (primer na desnom delu slike 5.1)
mora se pribe¢i optimizacionim metodama za pronalazenje granica neodre-
djenih rezultata zato $to minimum i maksimum funkcije u okviru intervala
ne moraju odgovarati granicama intervala neodredjene ulazne veli¢ine. Na
slici 5.1 se vidi da ako se krajevi intervala ulazne veli¢ine uzmu u proracun,
dobija se interval reSenja koji ne obuhvata lokalne ekstremume funkcije un-
utar datog intervala.

45
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f(x) f(x)
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Slika 5.1: Propagacija intervala na monotonom i nemonotonom modelu

5.1 Osnovni principi intervalne matematike

Za velicine u obliku intervala postoje specifiéne aritmeticke procedure. Na
primer, ukoliko su [a;, a,] 1 [by, b,] dve veli¢ine u obliku intervala, osnovne op-
eracije intervalske matematike primenjene na njih bi se mogle izraziti formu-
lama:

sabiranje: a + b = [a; + by, a,, + b,
oduzimanje: a — b = [a; — by, a, — b

mnozenje: a X b = [min(a;by, a;by, a, by, a,b,), max(a;by, aiby, a,by, a,by)]

delenje: a/b=a x 7 = [a, a,] X [i, lﬂ ;0 ¢ [by, by]

Ukoliko je model na kome se primenjuje intervalska matematika monoton,
tj. nema ekstremuma u prostoru ograni¢enom granicama ulaznih vrednosti
u obliku intervala, postupak je pravolinijski. Dovoljno je preslikati granice
intervala preko monotonog modela. Medjutim, navedena pravila treba shva-
titi kao specijalne slucajeve. U opstem slu¢aju mora se voditi racuna i o
obliku u kom se funkcija nalazi. Recimo da se posmatra jednostavan eksplic-
itni model u obliku funkcije (slika 5.2):

Tty
koja se moze predstaviti i u obliku:
_ )
fale,y) =1+ (52)

Funkcije f; i fo bi trebalo da budu ekvivalentne za x razlicito od nule.
Ukoliko su ulazne vrednosti modela f(z,y) neodredjene veli¢ine u obliku
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intervala i to u granicama x = [1,2] i y = [0, 1], potrebno je preslikati granice
preko funkcija fi i fo:

f(x.y)

Y X

Slika 5.2: Izgled funkcije f(z,y) = ¥

x

Ukoliko se primeni intervalska matematika na celim intervalima moguéih
vrednosti promenljivih x i y, dobijaju se slededi rezultati:

AL 10.1) = g = fin(1,3. 5. 5 mex(1.3,5. 9] = (3.3 (59
f2([17 2]7 [07 1]) = [17 2] (54)

Crtanjem funkcije f(z,y) (slika 5.2)moze se videti da funkcija f daje
prave rezultate, dok funkcija f; daje resenja za granice intervala koja ne
odgovaraju. Jedan od nacina da se izbegne pravljenje ovakvih gresaka je
reformulisanje samog modela tako da se svaka promenljiva pojavljuje samo
jednom u ¢lanu jednacine.

Drugi veliki problem svodi se na dobijanje intervala koji u sebi imaju
vrednosti u kojima modeli nisu definisani. Na primer funkcija sledeé¢eg oblika
(slika 5.3):
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f(z) = (5.5)
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Slika 5.3: Izgled funkcije f(z,y) = —

1422

je definisana za x u intervalu [—2,2]. Ista funkcija, da bi mogli primeniti
ve¢ navedena pravila intervalske matematike, treba biti prikazana u obliku:

1

flz) = 17752 (5.6)
Resenje u datom intervalu je:
_ [1,1] _ L1
f=2.2)) = 1,1+ [-2,2] x [-2,2]  [-3,5] (5.7)

Medjutim, dalji racun nije mogu¢ iz razloga $to mora da se iskljuci nula iz
intervala [—3, 3] jer resenje sa nulom u imeniocu nije definisano. Posmatra-
juéi originalnu funkciju, potpuno je jasno da je funkcija definisana na celom
intervalu promenljive z (slika 5.3). Resenje ovakvog problema moze se naéi u
definisanju unarnog operatora kvadriranja (koji bi isklju¢io vrednosti manje
od nule), i koji bi dao sledeéi rezultat:
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1 [1,1] 1

=22 =170 = [1,1]+[0,4] 51 (58)

Treci veliki problem javlja se kod nemonotonih modela. To su modeli
koji u posmatranom intervalu imaju neki ekstremum, bilo minimum ili ma-
ksimum. U slucaju funkcije f(z) = z2, slika 5.4, i intervala [—0.5, 1] presli-
kavanjem granica intervala dobijaju se granice [0.25, 1], dok je tacno resenje
[0, 1].

0.8 B

Slika 5.4: Izgled funkcije f(x) = 2?

Do tacnog resenja jedino je mogucée doci ispitivanjem ekstremuma i nje-
govo odredjivanje na posmatranom intervalu. Kod jednostavnih funkcija
to je moguce posti¢i nekom od analitickih metoda i analizom prvog i dru-
gog izvoda, medjutim kod komplikovanijih modela, mora se pribec¢i upotrebi
optimizacionih metoda prilagodjenih za pronalazenje ekstremuma.

5.2 Prednosti i mane intervalne matematike

Glavna prednost pristupa analizi neodredjenosti pomocu intervalske ma-
tematike je jednostavnost postupka. Medjutim, mora se primetiti da interval
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ne nosi neke odredjene informacije o neodredjenoj veli¢ini ve¢ samo one najos-
novnije koje se ogledaju u granicama veli¢ine. Ako postoje dodatne informa-
cije o neodredjenoj ulaznoj veli¢ini, postupak propagacije primenjen inter-
valnom matematikom bi te podatke sakrio. Povrh svega, nemonotoni modeli
zahtevaju drugaciji pristup cak i kada je neodredjena veli¢ina predstavljena
intervalom, pa je pre analize neodredjenosti potrebno sprovesti i analizu pos-
tojanja ekstremuma.

Propagacija neodredjenosi intervalskom matematikom na primeru
profila brzina laminarnog tecenja izmedju dve ploce

Jedan od teoretskih hidrotehnickih problema je i odredjivanje rasporeda
brzina kod tecenja izmedju dve ploce [18] (slika 5.5). Laminarno tecenje
omogucava teoretsko izvodjenje jednacine tecenja koja u bezdimenzionalnom
obliku glasi:

% _ 2% _ (%)2 (5.9)

gde su 2h - rastojanje izmedju ploca, u - brzina na rastojanju x5 od jedne od
ploca i u,, - maksimalna brzina koja se dobija za x5 = h.

u, 2h

‘max

Slika 5.5: Laminarno tecenje izmedju dve ploce

Ukoliko je potrebno proveriti brzinu toka u merenjima, u blizini mesta
gde se javlja maksimalna brzina u,, javlja se problem pozicije mernog uredja-
ja. Prikazano u neodredjenom, bezdimenzionalnom obliku u vidu intervala,
moguée je da se merna sonda nalazi bilo gde u intervalu xo/h € [0.90, 1.1].
Standardnim postupkom, bez analize da li postoji ekstremum u pretposta-
vljenom intervalu, dobila bi se bezdimenzionalna vrednost za brzinu u/u,, €
[0.96,0.96], odnosno, interval neodredjenosti je nula - §to rezultuje apsolutno
tacnim merenjem brzine iako ne znamo bas u kojoj se tacki nalazila sonda.
Naravno, analiza postojanja ekstremuma govori da jedna od granica intervala
bezdimenzionalne brzine u preseku mora biti u tacki gde je u/u,, = 1, pa je
ispravno resenje u/u,, € [0.96, 1].
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Posto kod zatvorenih modela nije moguca intervencija u okviru jednacina
modela, celokupna analiza je znatno otezana dodatnim ispitivanjem rezulta-
ta modela pre svega u pogledu monotonosti modela, postojanja i broja ek-
stremuma i definisanosti modela u granicama intervala.
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Monte Karlo metoda

Kratak pregled Glave 6:

U sirok spektar problema koji pokrivaju metode sa ovim
imenom (Monte Karlo je opsti naziv za sve matematicke i
numericke postupke gde se koristi generisanje slucajnih bro-
jeva) spada i propagacija neodredjenosti. Monte Karlo pred-
stavlja osnovnu metodu propagacije neodredjenosti i zbog toga
se koristi kao referentna za proveru i validaciju drugih metoda
[16]. Princip ove metode je generisanje nizova sluc¢agnih bro-
jeva koji predstavljaju ulazne vrednosti modela, simuliranje
modela sa generisanim ulaznim podacima @ analiza dobijenih
rezultata. Analiza rezultata se uglavnom svodi na statisticku
obradu v utvrdjivanje statistickih parametara koji u sebi nose
informaciju o neodredjenosti.

Monte Karlo (eng. Monte Carlo) metoda [16] je masovno usla u upotrebu
krajem II svetskog rata na projektu razvoja prve atomske bombe. U isto
vreme su se pojavili i prvi racunari sto je preduslov za njenu efikasnu primenu.

[ako ne postoji jedinstven Monte Karlo algoritam, postupak se svodi na
nekoliko osnovnih koraka: najpre definisanje domena ulaznih vrednosti ili
parametara modela, generisanje niza slucajnih brojeva koji ih predstavljaju,
simulacije modela sa generisanim vrednostima i analiza rezultata simulacija.
Analiza rezultata zavisi od cilja propagacije neodredjenosti i podrazumeva
racunanje statistickih parametara niza rezultata [27] i izvodjenje zakljucaka o
veli¢ini njihove neodredjenosti, propagirane srednje vrednosti ili optimalnog
resenja.

Ukoliko generisane slucajne brojeve koji odgovaraju ulazu modela f(§)
ozna¢imo sa (&1, &2, &3, &4, .., En], niz rezultata modela f;(&;) takodje predsta-
vlja niz slucajnih brojeva sa matematickim ocekivanjem p. Matematicko

52



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 33

ocekivanje se moze racunati kao aritmeticka sredina, koja ujedno predstavlja
i prvi statisticki momenat raspodele niza rezultata modela:

_ 1 &
u:f:E;fi (6.1)

Srednja vrednost daje odgovor na drugi cilj propagacije neodredjenosti,
poglavlje 2.5, iako on nije kompletan: nedostaje jos podatak o gresci.
Standardna devijacija, Sto je statisticki momentat, najcesce se upotrebljava
kao pokazatelj neodredjenosti odnosno greske u poznavaju tacne vrednosti
velicine. Standardna devijacija niza rezultata simulacija modela se moze
izraCunati pomocu izraza:

o= | S (62)

=1

Ona govori da, ukoliko niz rezultata prati npr. normalnu raspodelu, 68%
¢lanova niza ¢e biti u okviru intervala [u — o, u + o] i ¢ak 95% u intervalu
— 20, 1+ 20].

Cesto se kao pokazatelj neodredjenosti koristi i koeficijent varijacije koji
predstavlja vrednost standardne devijacije (o) u odnosu na srednju vrednost

(1):
Co=" (6.3)

Ostali momenti niza slucajnih brojeva dobijenih Monte Karlo simulaci-
jama ne koriste se ¢esto, mada bi se morao izdvojiti koeficijent asimetrije
zbog potrebe za asimetricnim raspodelama koje su Siroko rasprostranjene kod
prirodnih, pogotovu hidrotehnickih procesa (log-normalna raspodela, itd.):

nod

(6.4)

6.1 Monte Karlo metoda za analizu neodre-
djenosti

Monte Karlo metoda je nasla primenu u mnogim oblastima nauke. Tu su
pre svega probabilisticke metode racunanja integrala, analiza rizika, analiza
finansijskih tokova, itd. Ukoliko se Monte Karlo metoda koristi za analizu
neodredjenosti, postupak osnovne metode se, kao Sto je ve¢ receno, moze
opisati u nekoliko koraka prikazanih na slici 6.1:
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Formiranje raspodela verovatnoce

2

Generisanje serije od N slu¢ajnih brojeva

v

Simulacija modela: Nputa

v

Racunanje statisti¢kih parametara
i provera njihove konvergencije

v

Analiza i zakljucci

Slika 6.1: Koraci Monte Karlo metode

1. formiranje raspodela ulaznih veli¢ina i/ili parametara modela,

2. generisanje sluc¢ajnih brojeva iz raspodela ulaznih veli¢ina (parametara)
generatorima slucajnih brojeva,

3. simulacije modela i cuvanje rezultata,

4. racunanje statistickih parametara niza rezultata modela i odredjivanje
teorijske raspodele niza rezulatata, i

5. analiza i zakljucci.

Gore predstavljeni koraci Monte Karlo propagacije neodredjenosti odgo-
varaju takozvanom osnovnom ili Grubom (eng. Crude) Monte Karlo algo-
ritmu. Cesto, zbog specificnosti matematickih i numerickih modela, ova vrsta
Monte Karlo propagacije neodredjenosti predstavlja krupan zalogaj cak i za
savremene racunare pre svega zbog spore konvergencije, a pod konvergen-
cijom Monte Karlo metode se podrazumeva postizanje stabilnih vrednosti
momenata iz niza rezultata simulacija. Zbog toga su razvijene varijacije
Monte Karlo metode koje su predstavljene u narednim poglavljima.
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6.2 Karakteristike Monte Karlo metode pro-
pagacije neodredjenost i nacin poredjenja
sa varijacijama

Indikator uspesnosti nekog Monte Karlo algoritma je angazovanje racuna-
ra tokom analize. Uspesnost se moze proceniti merejem vremena potrebnog
za konvergenciju nekog od statistickih momenata ili brojanjem potrebnog
broja simulacija modela. Ukoliko je cilj propagacije da se odredi veli¢ina neo-
dredjenosti rezultata modela, prati se konvergencija drugog momenta (stan-
dardna devijacija o, varijansa o?) ili koeficijenta varijacije C, = o/u, ali
je moguée posti¢i konvergenciju i nekog viseg momenta (npr. koeficijenta
asimetrije) ukoliko je on izrazen (Sto zavisi od fizike problema i osobina mod-
ela). Ukoliko je cilj da se odredi srednja vrednost veli¢ina rezultata, korisno
je smanjiti standardnu gresku. To se postize ili ve¢im brojem simulacija
ili smanjenjem standardne devijacije niza rezultata algoritmima prikazanim
dalje u tekstu.

Rangiranje varijacija Monte Karlo analiza se moze obaviti uporedjivanjem
kako utrosenih racunarskih resursa, tako i uporedjivanjem rezultata simulaci-
je. Najcesci obrazac za uporedjivanje dve varijante Monte Karlo propagacije
neodredjenosti je svakako:

2
m = 2L (6.5)

o3 ny

gde su oy i 0y standardne devijacije dobijene pomoc¢u dve razlic¢ite varijante
Monte Karlo analize na istom modelu, a n; i ny broj simulacija modela.
Ukoliko je m > 1 prva varijanta se bolje rangira od druge. Ukoliko se pak
zeli proveriti efikasnost jedne varijane Monte Karlo metode, onda su oy i 09
dobijene standardne devijacije za n; i ny simulacija modela.

Prikaz konvergencije moze se dobiti ukoliko se kao mera konvergencije
Monte Karlo analize prihvati veli¢ina o;/0,, gde o; predstavlja standardnu
devijaciju niza od ¢ rezultata, a o, standardnu devijaciju ukupnog niza rezu-
Itata. Napominje se da se samo pretpostavlja da je o,, konvergirana vrednost
standardne devijacije niza rezultata. Stvarna konvergencija se postize tek
kada n = oc.
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Slika 6.2: Matricni dijagram za potrebe prikaza podataka Monte Karlo
propagacije neodredjenosti

6.3 Prikaz rezultata Monte Karlo propagacije
neodredjenosti

Glavna karakteristika Monte Karlo propagacije neodredjenosti je veliki
broj generisanih ulaznih vrednosti, parametara i rezultata modela. Sve
te podatke je korisno prikazati na zajednickom dijagramu. Medjutim, ve-
liki problem predstavlja dimenzionalnost koja se ogleda u broju tipova po-
dataka. Dovoljno je imati dve ulazne vrednosti i jedan rezultat pa je za
njihov zajednicki prikaz potrebno upotrebiti trodimenzionalni dijagram, a to
je i granica vizuelizacije svih podataka odjednom.

Ukoliko se podaci Monte Karlo propagacije prikazu specificnim, matri¢nim
dijagramom, prikazanim na slici 6.2, dvodimenzionalni prikaz omogucava ne
samo uvid u raspodele ulaznih vrednosti, parametara i rezultata (histogrami
na glavnoj dijagonali), ve¢ i utisak o korelaciji na dvodimenzionalnim dija-
gramima ostalih polja matri¢nog dijagrama, koristeéi tackaste dijagrame.

Delovi matri¢nog dijagrama, levo i desno od dijagonale, rezervisani su
za dijagrame odnosa svih veli¢ina koje igraju neku ulogu u Monte Karlo
propagaciji neodredjenosti. Glavna dijagonala predstavlja ujedno i osu simetrije,
pa se dijagrami nalaze u simetri¢noj formi.

Gruba Monte Karlo metoda na primeru ustaljenog tecenja u pri-
rodnim kanalima

Gruba ili osnovna Monte Karlo propagacija neodredjenosti je prikazana
na primeru propagacije neodredjenosti kod modela ustaljenog tecenja u otvo-
renim prirodnim tokovima. Poznato je da neodredjenost Maningovog koefici-
jenta otpora, pored geometrije i ostalih parametara, znatno utice na izracunatu
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Slika 6.3: Graficki prikaz modelirane deonice reke Jadar

dubinu/kotu vode u toku. Za potrebe ovog primera koriséen je model reke
Jadar, slika 6.3, modeliran u programskom paketu HEC2. Racunaju se du-
bine u unapred definisanim poprec¢nim presecima korita, u kojima se definise
geometrija toka. Definisani su ulazni podaci o geometriji kanala, grani¢cnom
uslovu (nizvodna dubina vode, posto se radi o mirnom rezimu tecenja) i
protoku, dok su pretpostavljene razlicite raspodele Maningovog koeficijenta
trenja za glavno korito i inundacije. Raspodele Maningovih koeficijenata ot-
pora su unifomne sa parametrima j, = 0.1 m™"?s i ¢, = 0.0055 m~/3s
za inundacije, dok je za glavno korito p, = 0.4 m~*3s i o,, = 0.023 m~/3s.
Vrednosti odgovaraju niskom zbunju i rastinju za inundacije i sljunku srednje
krupnoce za glavno korito.

Reé¢na deonica je modelirana u duzini od 1650 metara sa 12 recnih profila,
dok je nizvodni grani¢ni uslov na mostu kod Osecine u vidu kritiéne dubine.
Srednja vrednost protoka je odredjena hidroloskom analizom i ona iznosi
147 m3/s. Rezultat hidraulickog modela je kota nivoa usvakom od popreénh
preseka.

Za srednje vrednosti raspodela Maningovih koeficijenata rezultati, kote
nivoa za cetiri odabrana poprec¢na preseka, su prikazani u tabeli 6.1.

Tabela 6.1: Rezultati nivoa za srednje vrednosti Maningovog koeficijenta
] \ presek 3 \ presek 6 \ presek 9 \ presek 12 ‘

| kote u razmatranim presecima [m] [ 505.14 | 510.22 | 514.22 | 518.93 |

Monte Karlo simulacija obavljena je uz pomo¢ generisanih 100 sluc¢ajnih
Maningovih koeficijenata za glavno korito, levu i desnu inundaciju. Pretpo-
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Slika 6.4: Rezultati Monte Karlo analize za presek broj 3

Tabela 6.2: Statisticki parametri ulaznih vrednosti i rezultata za presek 3 iz
100 simulacija

n leve inundacije | n desne inundacije | n glavnog korita | kota nivoa
[m—"%s] [m /5] [m—"%s] [m]
1 0.10 0.10 0.40 505.09
o 0.01 0.01 0.02 0.03

stavlja se da su vrednosti Maningovih Kkoeficijenata isti za sve profile duz
obala i glavnog korita. Za trec¢i poprecni presek, rezultat Monte Karlo propa-
gacije neodredjenosti je prikazan na slici 6.4. Na njoj su, van glavne dijago-
nale, prikazani dijagrami svih ulaznih parametara (tri Maningova koeficijenta
otpora) i rezultata (kote nivoa u preseku 3). Na glavnoj dijagonali prikazani
su histogrami generisanih slucajnih ulaznih veli¢ina, prema unapred odredje-
nim raspodelama i histogram dobijenih rezultata.

Statisticki parametri Maningovih koeficijenata i kote nivoa, posle 100
simulacija, mogu se videti u tabeli 6.2.

Standardna devijacija kota nivoa iznosi 03 = 0.03 m, dok apsolutna greska

0.03
srednje vrednosti za tre¢i profil iznosi Sz = — m, pa je srednja vrednost

V100



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 99

nivoa tre¢eg profila us = 505.09 + 0.003 m. Tok Monte Karlo propagacije
neodredjenosti je prikazan na slici 6.5. Iz dijagrama se vidi se da je potrebno
nesto vise od 40 simulacija modela da bi se postigla konvergencija parame-
tara. Da bi se eliminisao uticaj generisanja slucajnih brojeva potrebno je
generisati vise krivih kao na slici 6.5 (ponekad i vise stotina) i izrazunati
njihovu srednju vrednost.

Konvergencija drugog i treéeg momenta niza rezultata (standardne de-
vijacije i koeficijenta asimetrije) prikazana je na slici 6.6. Vidi se da je za
konvergenciju koeficijenta asimetrije potrebno vise simulacija nego za stan-
dardnu devijaciju i isti trend bi se nastavio kada bi proverili ¢etvrti momenat
(spljostenost).

Nakon Monte Karlo propagacije neodredjenosti, rezultati za izabrana 4
preseka prikazani su u Tabeli 6.3.

Tabela 6.3: Rezultati Grube Monte Karlo propagacije neodredjenosti za sve
razmatrane profile

’ \ presek 3 \ presek 6 \ presek 9 \ presek 12 ‘
[m] 505.9 510.16 514.19 518.88
m| | 0.0302 0.0343 | 0.0191 0.0346
m| | 0.003 0.0034 | 0.0019 0.0035

o=

Ovaj primer pripada grupi stacionarnih diferencijabilih monotonih mo-
dela. Iz rezultata, slika 6.4, se moze videti da je izuzetno snazna korelacija
izmedju Maningovog koeficijenta leve inundacije i kote vode u reci (dijagram
u gornjem desnom ili donjem levom uglu slike 6.4 koji se odnosi na n leve
inundacije 1 izracunate kote). To se mora shvatiti kroz analizu fizickih uslova
modelirane pojave (velika Sirina leve inundacije) i nikako se ne sme pret-
postavljati da to stalno vazi. Na slici 6.3 modelirane reé¢ne deonice moze
se videti da najvec¢i deo vodene zapremine i zauzima levu obalu. Rezultati
propagacije neodredjenosti ukazuju i na smanjenje standardne devijacije na
devetom profilu. To se moze opravdati time Sto je u devetom preseku vo-
deno ogledalo najsire pa je i osetljivost nivoa na promenu koeficijenta otpora
najmanje.

6.4 Prednostii mane Grube Monte Karlo pro-
pagacije neodredjenosti

lako na prvi pogled izgleda superiorno, velika mana Grube Monte Karlo
propagacije neodredjenosti se upravo odnosi i na njenu sustinu: potrebno je
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Slika 6.5: Tok Monte Karlo simulacije za presek broj 3
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Slika 6.6: Konvergencija standardne devijacije i koeficijenta asimetrije za
presek broj 3
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model simulirati nekoliko, ponekad i neprihvatljivo mnogo puta. Za modele
koji su i za danasnje racunare prezahtevni i kod kojih ¢ak i jedna simulacija
trosi previse racunarskih resursa, veliki broj simulacija predstavlja prepreku.
Iz navedenog razloga, jos u vreme kada se raspolagalo sa racunarima neu-
poredivo manje snage i memorijskih kapaciteta, razvijene su varijacije Monte
Karlo metode koje koriste razne manipulacije kako modelom tako i na¢inom
generisanja slucajnih brojeva da bi sebroj Monte Karlo analiza smanjio. Vari-
jante Monte Karlo metode se mogu podeliti u nekoliko grupa:

e metode koje se odnose na specificno generisanje sluc¢ajnih brojeva,
e upotreba efekata Markovljevog lanca,
e transformacija modela sa ciljem da se smanji varijansa rezultata, i

e regresione metode i vestacka inteligencija koji zamenjuju razmatrani
model racunarski manje zahtevnim

6.5 Specificno generisanje slucajnih brojeva -
Stratified Sampling (SSMC)

Jedna od varijacija metode Monte Karlo koja se odnosi na specificno
generisanje slucajnih brojeva je Stratified Sampling Monte Karlo (SSMC).
Kod ove varijante Monte Karlo metode, domen ulaznih vrednosti je potrebno
podeliti na n intervala. Granice intervala se mogu obeleziti sa «; i za njih
vazi ag < ap < --- < . Dalje se Gruba Monte Karlo metoda primenjuje na
svaki interval posebno. U zavisnosti od prirode problema, ponekad je podesno
da se intervali posmatraju i analiziraju posebno. To je svakako slucaj kod
viSestepenih modela gde nije realno globalno posmatrati celu oblast rezultata
modela.

Osnovna prednost ove varijante Monte Karlo algoritma je smanjenje broja
generisanih slucajnih brojeva. Ukoliko je za konvergenciju Grube Monte
Karlo algoritma potrebno N sluc¢ajnih brojeva, dovoljno je generisati N/n
brojeva i transformisati ulazne vrednosti prema formuli koja u slu¢aju uni-
formne raspodele glasi: hy = ax + (g1 — )€, gde je hy - niz slucéajnih
brojeva koji odgovara intervalu [ay, g y1], a £ niz generisanih N/n sluc¢ajnih
brojeva u intervalu [0, 1].

Deljenjem ukupne oblasti na delove postize se ne samo smanjenje broja
generisanih slucajnih brojeva, ve¢ su oni i pravilnije rasporedjeni sto, pored
smanjenja standardne devijacije (a samim tim i standardne greske srednje
vrednosti), moze dovesti do brze konvergencije. Ova metoda je izgubila na
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popularnosti rastom racunarskih kapaciteta, pa je danas zadrzala uglavnom
samo teorijsku vrednost. Medjutim, ponegde je potrebno primeniti ovu
metodu iz ¢isto prakticnih razloga. Jedan od njih je svakako kada se Monte
Karlo primeni na viSestepene modele kao Sto je model upravljanja ustavom.

SSMC na primeru modela ustave

SSMC metoda je primenjena na model upravljanja ustavom (slika 6.7).
Posmatra se ostroivi¢na ustava sa konstantnim uzvodnim nivoom H,. Nizvo-
dno od ustave, zbog specifiécnih grani¢nih uslova javlja se, za veliku otvorenost
ustave odbacen hidraulicki skok (crtez B), dok je pri malim otvorima ustave
isticanje potopljeno (crtez A). To navodi na formulaciju dvostepenog modela
sa prekidom na mestu gde je otvorenost ustave takva da se ona potapa.

! A 1 B

[

I

I

I

I

! |

"

> :
i \ !
I

I

I

Slika 6.7: Model regulisanja protoka ustavom

Jednacine su odvojene ¢injenicom da, ukoliko se dogodi da nizvodni gra-
nic¢ni uslov potopi ustavu sa nizvodne strane, protok se dobija pomocu ener-
getske jednacine postavljene izmedju preseka uzvodno od ustave i nizvodnog
granicnog uslova. Ukoliko ustava sa nizvodne strane nije potopljena nizvo-
dnim konstantnim granié¢nim uslovom, protok kroz ustavu se moze izracunati
postavljanjem energetske jednacine izmedju preseka uzvodno od ustave i pre-
seka u suzenom preseku neposredno iza ustave. Sirina korita je b = 1.5 m,
dok je koeficijent kontrakcije mlaza Cy = 0.65 (dubina u suzenom preseku
neposredno iza ustave se ra¢una kao hy = Cy u).

Pretpostavlja se da je otvorenost ustave neodredjena i da se moze predsta-
viti ravnomernom raspodelom sa parametrima p, = 0.4 m i o, = 0.057 m.
Dijagram otvorenosti ustave i protoka kroz kanal predstavljeni su na slici 6.8.

Za srednju vrednost otvorenosti ustave u, = 0.4 m, protok, koji je
izracunat za slucaj da otvor ustave nije potopljen, iznosi @ = 3.67 m?/s.

Obzirom da je model dvostepen i da se za otvorenost ustave manju od
0.39 m javlja potopljeno tecenje, malom greskom u otvorenosti ustave moze
se napraviti velika greska u procenjenom protoku. Zbog toga je potrebno
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Q[m%s]

Potopljena ustava 1 Slobodno isticanje

1.5 | | | | ! | | | | |
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Slika 6.8: Zavisnost otvorenosti ustave i protoka (dvostepeni model)

razdvojiti ulazne nizove slucajnih brojeva na dva intervala. Na to navodi i
rezultat Grube Monte Karlo propagacije neodredjenosti prikazan na slici 6.9.
Moze se jasno uociti kako je histogram racunatih protoka podeljen na dva
dela.

Kada se primeni SSM (' algoritam i kada se neodredjena otvorenost ustave
u podeli na dva intervala, i to [0.3,0.395] i [0.395, 0.5], primenjivanjem Grubog
Monte Karlo algoritma na ove intervale posebno, ne samo da su rac¢unarski
resursi smanjeni za generisanje polovine slucajnih brojeva!, veé je i anali-
za podeljena na dva dela jer je integralno posmatranje problema nerealno.
Rezultati, u vidu generisanih vrednosti i rezultata modela, su prikazani na
slici 6.10.

Statisticki parametri dobijenih rezultata, koji se mogu videti u tabeli 6.4,
govore da je, gledajuci standardnu devijaciju, neodredjenost protoka veoma
slicna kod oba stepena modela. Standardna greska srednje vrednosti se

racuna po formuli Sz = Wik Kod Grube Monte Karlo simulacije neo-

dredjenost protoka bi bila znatno veca usled grupisanja rezultata u zoni

Lgenerisan je niz od 50 sluéajnih brojeva u intervalu [0, 1] koji su dalje upotrebljeni za
formiranje razdvojenih nizova ulaznih vrednosti
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Slika 6.9: Gruba Monte Karlo propagacija neodredjenosti za model ustave
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Tabela 6.4: Rezultati SSMC' algoritma na modelu ustave
Uy @1 Uz Q2
(m] | [m*/s] | [m] | [m’/s]
7 0.35 3.49 0.45 4.11
o | 0.03 0.29 0.03 0.28
Sz 1 0.0042 | 0.041 | 0.0042 | 0.396

otvorenosti ustave koja je bliska potapanju.

6.6 Specificno generisanje slucajnih brojeva -
Latin Hypercube (LHMC)

Jedna od podvarijanti tehnike SSMC' je Latin Hypercube Monte Karlo
(LHMC) algoritam, koja je dobila ime po specificnom rasporedu generisanja
ulaznih vrednosti modela iz razmatrane statisticke raspodele.

f(X)A

___.-'-’_" -\_-\-\"'H-..

>

X

Slika 6.11: LHMC metoda: funkcija gustine normalne raspodele podeljena
na intervale iste verovatnoce

Za razliku od SSMC LHMC obezbedjuje ravnomernije generisanje slu-
cajnih brojeva tako sto domen neodredjenih ulaznih podataka deli na inter-
vale podjednake verovatnoce (slika 6.11). Kod uniformne raspodele LHMC
predstavlja varijantu SSMC' sa intervalima jednake duzine. Kod ostalih
raspodela potrebno je funkciju gustine raspodele podeliti na segmente jedna-
kih povrsina ispod funkcije gustine raspodele. Za samo jednu ulaznu veli¢inu
umesto da se generise N podataka iz cele funkcije gustine raspodele, pazljivim
biranjem uzima se po jedna vrednost iz svakog od N segmenata funkcije gus-
tine raspodele.
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Za M ulaznih velicina i N generisanih podataka po ulaznoj veli¢ini,
potrebno je podeliti prostor mogué¢ih vrednosti ulaznih veli¢ina na N x M
¢elija, gde svaka celija ima istu verovatnocéu pojave. Za dve ulazne velic¢ine
prostor je kvadrat, za tri kocka, a za vise od tri hiperkocka, odakle potice i
ime ove metode.

Postoje dva nacina generisanja podataka iz ovako formirane strukture.
Prvi nac¢in ima za cilj da odrzi raznovrsnost podataka koji se generisu. To
podrazumeva formiranje tzv. Latinskih matrica, gde se u svakom redu i
koloni nalaze svi brojevi po odredjenom rasporedu. Ovakav nacin generisanja
odrzava pokrivenost celog prostora mogucih vrednosti ulaznih podataka. Os-
novni nedostatak ovakvog generisanja je Sto se zanemaruje moguénost po-
javljivanja ekstremnih vrednosti parametara u isto vreme. Time se naglasak
stavlja na redovno stanje ulaznih parametara, dok se retki dogadjaji zane-
maruju.

Drugi nacin generisanja daje potpunu slobodu kombinovanju regiona iz
kog Ce se generisati podaci, dokle god se svaki podatak uzme iz posebnog
regiona funkcije gustine raspodele. Ovako je veovatnoca kombinovanja ek-
stremnih vrednosti ulaznih parametara vec¢a i moguce je ocekivati verodos-
tojnije rezulatate koji se odnose na redje, ekstremne dogadjaje.

Treba biti svestan ¢injenice da, iako LHMC metod generisanja podataka
omogucava i do pet puta brzu Monte Karlo simulaciju u odnosu na stan-
dardni nac¢in generisanja, ovakva simulacija daje samo priblizne rezultate.

LHMC na primeru tecenja u kanalizacionom sistemu

Primer LHMC algoritma prikazan je na modelu te¢enja u kanalizacionom
sistemu. Za potrebe ovog primera upotrebljen je softverski paket FPASWMM
[31] i primer tecenja sa slobodnom povrsinom u mrezi kanala. Detalji oko
primera mogu se na¢i u dokumentaciji za FPASWMM [31] (primer broj 2,
”Example 1 of Extran Manual”). Izgled razmatranog kanalizacionog sistema
je prikazan na slici slici 6.12:

Na slici se moze videti geometrija sistema kao i izgled i mesta ulaznih
hidrograma. Na izlazu iz sistema se nalazi mesto gde se posmatra nivo
u kolektoru, sto je i rezultat koji nas interesuje. Uz definisanu fiksnu ge-
ometriju, kao neodredjene veli¢ine izabrani su maksimumi trapeznih hidro-
grama dotoka.

Ulazne veli¢ine su u obliku uniformne respodele sa parametrima jg, =
0.35 m*/s, 0o, = 0.04 m*/s, pg, = 0.42 m*/s, og, = 0.082 m?/s, pg, =
0.38 m®/s, 0g, = 0.04 m®/s. Ukoliko se obavi simulacija samo sa srednjim
vrednostima pikova ulaznih hidrograma dobija se jednoznac¢no resenje nivo-
grama oticaja u razmatranom ¢voru. Rezultat je prikazan na slici 6.13:
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p’()l 11
MQz"I
o 1 2 3
vremenski korak
o 1 2 3
vremenski korak
uQs T
Nivo u kolektoru o 1 2 3
(rezultat) vremenski korak

Slika 6.12: Primer iz 2 EPASWMM uputstva

Ovaj model spada u grupu neustaljenih, diferencijabilnih i monotonih
modela, §to se moze zakljuciti iz prirode problema koji opisuje (pretpostavlja
se da model dobro oponasa tecenje u kanalizacionom sistemu). lako mozda
na prvi pogled deluje da rezultat nije monotona funkcija mora se obratiti
paznja da on nije monoton samo u odnosu na vremensku skalu. Pojedinacni
rezultati su monotoni i ako se posmatra neki vremenski presek on je u di-
rektnoj korelaciji sa pikovima ulaznih hidrograma.

Nakon 100 simulacija modela sa LHMC generisanim ulaznim vrednostima
dobija se rezultat u vidu niza nivograma (slika 6.14).

Kod tecenja u kanalizacionim sistemima moguca je i amplitudna i fazna
razlika kod rezultata simulacije. U ovom sluc¢aju pretpostavlja se da to nije
tako jer je vreme putovanja talasa relativno kratko u odnosu na vremenski
korak (15 minuta), pa je moguce posmatrati rezultate u zasebnim vremen-
skim trenucima jer ne postoji deformacija talasa i u vremenskom domenu.
U opstem slucaju potrebno je odabrati fenomen koji je moguce izdvojiti iz
ukupnog resenja i samo njega posmatrati ili uzeti u obzir i fazne razlike talasa
(Sto nije nimalo lak zadatak).

Rezultati propagacije neodredjenosti na slici 6.15 pokazuju da pretpo-
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Slika 6.13: Resenje modela za srednje vrednsoti pikova ulaznih hidrograma
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Slika 6.14: Prvih 10 simulacija modela
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Slika 6.15: Statisticki parametri za svaki od vremenskih koraka od po 15

minuta
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Slika 6.16: Konvergencija Grube Monte Karlo metode i LHMC
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stavka da ne postoji fazna razlika u rezultuju¢im poplavnim talasima ne stoji
za uzlaznu granu nivograma. Visoka standardna devijacija za uzlaznu granu
nivograma (slika 6.15, gore-desno) ukazuje da je talas ipak fazno pomeren.
Kako je u ranijem tekstu navedeno, LHMC bi trebalo da brze konvergira od
Grube Monte Karlo metode. Da bi to utvrdili nacrtan je dijagram konvergen-
cije i za Grubu Monte Karlo i za LHMC (dijagram 6.16). Od svih vremenskih
koraka odabran je korak u kom se kod najveteg broja simulacija javljaju
vrhovi talasa. Kada su u pitanju konvergencije srednje vrednosti i stan-
dardne devijacije (slika 6.16, gore levo i gore desno) konvergencija Grube
Monte Karlo je ¢ak i nesto brza od LHMC algoritma, dok je kod koeficijenta
varijacije (slika 6.16, dole levo) situacija obrnuta. Kod standardne greske
brzina konvergencije je relativno izjednacena.

6.7 Specificno generisanje slucajnih brojeva -
Antithetic variates (AVMO)

Manipulacijom slucajnih brojeva moguce je znacajno smanjiti broj si-
mulacija u Monte Karlo analizi, a i rezultuju¢u standardnu devijaciju, Sto
je veoma korisno za ispunjavanje cilja pronalazenja srednje vrednosti sa
najmanjom standardnom greskom. Veé¢ navedene tehnike, SSMC i LHMC
nemaju moguc¢nost smanjivanja standardne devijacije ve¢ samo smanjenja
broja generisanja sluc¢ajnih brojeva. Kod metode Antithetic variates Monte
Karlo (AVMC) , ukoliko se vodi racuna o korelaciji generisanih slu¢ajnih bro-
jeva, moze se pokazati da se varijansa, a samim tim i standardna devijacija,
znaCajno smanjuju.

Posmatra se model f(z) i dva niza sluc¢ajnih brojeva X = [z, x9, X3, ..., Ty
1Y = [y1,%2,Y3, ., Yn] sa matematickim ocekivanjima E [f(X)] = pux i
E[f(Y)] = py kojasu jednaka, ux = py. Ukoliko se matematicko ocekivanje
funkcije f(z) racuna pomocu niza sluéajnih vrednosti [f(X) + f(Y)] /2, ¢iji
clanovi takodje imaju karakteristike slucajnih brojeva, dobija se ocekivana
vrednost:

ESX)+EUN)) _ px +py
2 2

E[f(X)—zkf(Y)} = pux =py  (6.6)

i varijansa:

} = [var(X) +var(Y') + 2cov(X,Y)] /4 (6.7)
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Moze se videti da ukoliko se izaberu dva niza slucajnih brojeva iz iste
raspodele, koji su korelisani sa negativnim koeficijentom korelacije, varijansa
¢e biti manja, a srednja vrednost ¢e biti nepromenjena. Posto je jedan od
ciljeva propagacije neodredjenosti i da se odredi tacna varijansa ili standardna
devijacija i to var(X) ili var(Y'), ako su jednake (a ne moraju biti), potrebno
ih je izracunati pomocu formule:

2uar [—f(X);rf(Y)} — cov(X,Y)

var [X] =var Y] = 5 (6.8)

Najjednostavniji nac¢in da se dobiju dva niza sa negativnom kovarijansom
je ukoliko se od niza X formira niz ¥ =1 — X.

AVMC na primeru modela hidraulickog udara

Model hidraulickog udara uzet je kao primer za ovu varijantu Monte Karlo
metode. On spada u grupu nediferencijabilnih modela sa naglim promenama
u rezultatima. Modelirano je naglo zatvaranje zatvaraca na kraju cevi koja
izlazi iz rezervoara sa fiksnom pijezometarskom kotom I = 5 m. Matematicki
model je reSen metodom karakteristika i grupa od 10 karakteristi¢nih resenja
za odabrani set parametara, sa proizvoljno odabranom brzinom propagacije
talasa pritiska, je prikazana na slici 6.7 (gornja slika).

Sa slike se vidi da u vremenskim presecima gde se naglo menja priti-
sak rezultat nije diferencijabilan. To je posledica faznog pomaka resenja i
zbog toga nije moguce kao u prethodnom primeru propagaciju neodredjenosti
sprovesti za svaki vremenski korak posebno.

S obzirom da je vrednost vremenskog koraka funkcija duzine segmenta
cevi i brzine propagacije talasa dt = dz/a, ukoliko se rezultat posmatra
relativno u odnosu na vremenski korak (ukoliko se resenja normalizuju po
vremenu, slika 6.7, donji dijagram) moguce je resenja dovesti u istu vre-
mensku ravan. Na taj nacin je moguce sprovesti analizu samo veli¢ina pije-
zometarskih kota, ali ne i vremena kada se te veli¢ine javljaju.

Sprovedena je AVM(C analiza sa jednim neodredjenim parametrom - brzi-
nom prostiranja talasa kroz vodu. Ona je opisana uniformnom raspodelom
sa parametrima pu, = 850 m/s i 0, = 29 m/s. Generisano je 50 clanova niza
slucajnih brojeva ulaza i formiran je niz X. Niz Y je formiran uz pomo¢
formule Y =1 — X.

Rezultati propagacije su prikazani na slici 6.18. Kao kontrola, uradjena je
i analiza pomoc¢u Grube Monte Karlo , Giji su rezultati prikazani na slici 6.19.
Rezultati Grube Monte Karlo metode su prikazani na slici 6.19. Uporedjujudi
rezultate Grube Monte Karlo i AVMC algoritama, moze se zakljuciti da se
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Slika 6.17: Karakteristicni dijagram koji prikazuje pritiske neposredno iza
zatvaraca kod modela hidaulickog udara, 10 simulacija
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Slika 6.18: Rezultati AVMC na modelu hidraulickog udara
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Slika 6.19: Rezultati Grube Monte Karlo metode na primeru hidraulickog

udara



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 74

najveca razlika javlja pri konvergenciji tre¢eg momenta. Drugi momenat
se neznatno razlikuje(ogruperrc = 0.603 m, a gaypec = 0.595 m) i razlog
tome se moze naci u ¢injenici da je za propagaciju neodredjenosti sprovedeno
dovoljno simulacija za njegovu konvergenciju.

6.8 Metoda Kvazi Monte Karlo (KMC)

Kvazi-sluc¢ajni brojevi predstavljaju napredniju verziju analitickog gene-
risanja niza slucajnih brojeva. Osnovna karakteristika serije od N kvazi
sluc¢ajnih brojeva po uniformnoj raspodeli je Sto svaki podskup veli¢ine od 0
do (N —1) elemenata takodje predstavlja niz slu¢ajnih brojeva po uniformnoj
raspodeli. Ovakav nacin generisanja slucajnih brojeva predstavlja osnovu
posebnog vida Monte Karlo tehnike, nazvane Kvazi Monte Karlo (KMC)
tehnika.

Pseudo slucajni brojevi Kvazi slucajni brojevi
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Slika 6.20: Haltonova serija sa 1024 para slu¢ajnih brojeva [17]

Jedna od najpoznatijih metoda generisanja kvazi-slu¢ajnih brojeva je
svakako Haltonova (eng. Halton) metoda (slika 6.20), predstavljena javnosti
jos 1960. godine kao alternativa generatorima Pseudo-slucajnih brojeva [17].
Osnovni koncept jednodimenzionalne Haltonove serija za prost broj p > 2,
je da se prostor podeli od 0 do 1 na p segmenata i generiSe po jedan slucajni
broj u svakom segmentu. To znac¢i da Halton-ov algoritam koristi sekvence
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od po p uniformno raspodeljenih sluc¢ajnih brojeva do postizanja potpunog
broja zahtevanih sluc¢ajnih brojeva.

6.9 Metropolis Monte Karlo algoritam (MMCA)

Metropolis Monte Karlo (MMCA ) algoritam uvodi novi koncept u gener-
isanje podataka koji se bazira na pracenju rezultata prethodnih simulacija
uz ideju da se Monte Karlo algoritam ponasa po principu Markovljevog
lanca [16]. MMCA se moze opisati na sledeéi nacin:

1. zatekucéu generaciju se generise slucajni niz ulaznih podataka [£1, &, €3, &y, -, €]
na oznovu rezultata modela f’(£) u prethodnoj iteraciji,

2. obavi se simulacija i dobije se novi rezultat modela f”(¢),
3. generiSe se slucajni broj U uniformne raspodele izmedju 01 1

4. za dalju Monte Karlo analizu se zadrzava rezultat f”(§) ukoliko je U <

e~ gde je dh =| f"(€) — f'(§) |

Na ovaj nacin omogucen je blag prelaz modela iz prethodnog u naredno
stanje, a samim tim su spreceni nagli skokovi u nizu rezultata modela, Sto
dovodi do brze konvergencije standardne devijacije niza. Osnovna mana
MMCA je sto je ponekad, kada je standardna devijacija velika, potrebno
izvrsiti mnogo simulacija modela ¢ija reSenja nisu usla u finalni niz rezultata.

MMCA metoda na primeru modela kvaziustaljenog tecenja

Kvaziustaljeni modeli predstavljaju znacajnu klasu modela u hidrotehnickoj
praksi. Model rada rezervoara distributivne vodovodne mreze naselja Jarko-
vac, slika 6.21, predstavlja model kvaziustaljenog tecenja gde se na racun
neodredjenih koeficijenata neravnomernosti simulira rad rezervoara. Vodom
se naselje snabdeva pumpom, a vodotoranj, koji sluzi za dnevno izravnanje,
se nalazi na drugom kraju grada, nasuprot pumpe. Model je napravljen u
programskom paketu EpaNet, a komunikacija sa MatLab okruzenjem ost-
varena je pomocu .d11 funkcija napisanih u programskom jeziku C.

Neodredjena potrosnja predstavljena je uniformnom raspodelom za svaki
casovni koeficijent neravnomernosti potrosnje u toku 24 sata, slika 6.22.
Vremenska neodredjenost nije razmatrana, mada bi verovatno bila izuzetno
izrazena.

Nakon propagacije neodredjenosti Grubom Monte Karlo metodom sa 100
simulacija, sa istim generisanim slu¢ajnim brojevima sproveden je i MMCA
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Slika 6.21: Vodovodna mreza naslja Jarkovac
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Slika 6.22: Parametri neodredjenih casovnih Kkoeficijenata potrosnje u
primeru kvaziustaljenog tecenja u vodovodnoj mrezi Jarkovac



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 77

algoritam. Resenje modela je vremenska serija stanja u rezervoaru tokom 24
sata. ReSenje od znacaja f'(£) koje se koristi u MMCA algoritmu je nivo u
rezervoaru nakon 24 sata. ReSenje od znacaja u narednoj iteraciji MMCA
algoritma, f”(£), je takodje stanje u rezervoaru nakon 24 sata.

Tokom MMCA propagacije neodredjenosti ¢ak 60% rezultata simulacija
nije ispunilo uslov koji se odnosio na nivo u rezervoaru nakon 24 sata rada,
sto se vidi na slici 6.23 (manje prikazanih simulacija).

Upravo nivo u rezervoaru koji ostaje za slede¢i dan je i rezultat od inte-
resa ove analize. S’ obzirom da je model kvaziustaljenog tipa na prelazu iz
jednog sata u slededi, u situacijama kada se na kraju racunskog koraka (koji
iznosi 1 sat) menjaju pijezometarske kote rezervoara i drugog kraja cevi koja
u njega ulazi, mora postojati neka kontrola u algoritmu koja odlucuje da li
se rezervoar puni ili prazni. Zbog toga postoje praznine u dijagramu koji
predstavlja rad rezervoara, pa medjukoraci nisu merodavni. Vidi se i da sto
viSe simulacija odmice praznine bivaju manje i uspostavlja se prirodni rezim
Sirenja neizvesnosti (neizvesnost se prostire ravnomerno). ReSenje na kraju
razmatranog perioda je upravo ono koje je najpribliznije realnoj situaciji.
Pretpostavlja se da bi se, ukoliko se uvede i neizvesnost po vremenu, razli-
ka izmedju susednih koeficijenata neravnomernosti smanjila i da bi se ovaj
nepozeljan efekat uklonio.

Tabela 6.5: Rezultati Grube i MMCA propagacije neodredjenosti
’ \ Gruba Monte Karlo metoda \ MMCA metoda ‘

p[m] 4.38 4.24
a[m] 1.37 1.12
Cs 0.096 —0.388

Salm] 0.138 0.18

Rezultati Grube Monte Karloi MMCA algoritma prikazani su u tabeli 6.5.

6.10 Transformacija modela - Controle Vari-
ates Monte Karlo (CVMCO)

Ideja koja stoji iza niza tehnika ovog tipa je zasnovana na uvodjenju
neke funkcije koja bi transformisala model i smanjila neodredjenost rezultata
modela. To se u Monte Karlo variajacijama ovog tipa postize dovodjenjem
izvoda funkcije modela sto blize nuli, tj. same funkcije u $to ”horizontalniji
polozaj”. Ukoliko izaberemo funkciju h za koju znamo srednju vrednost u
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Slika 6.23: Propagacija neodredjenih koeficijenata potrosnje Grube i MMCA
metodom u primeru kvaziustaljenog tecenja u vodovodnoj mrezi Jarkovac

Crude Monte Carlo — histogram nivoa u rezervoaru nakon 24h
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Metropolis Monte Carlo - histogram nivoa u rezervoaru nakon 24h
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Slika 6.24: Histogrami nivoa u rezervoaru nakon 24 sata za dve razmatrane
metode (Grube i MMCA) u primeru kvaziustaljenog tecenja u vodovodnoj
mrezi Jarkovac



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 79

i varijansu o2, onda se za bilo koji niz slu¢ajnih brojeva X moZe definisati

slucajna funkcija W,, takva da je:

Wa = g(X) + a[h(X) — ] (6.9)

gde je g(X) model kod koga se primenjuje Monte Karlo , a-koeficijent trans-
formacije i h(X)-funkcija transformacije.

Ocigledno je da se srednja vrednost ispitivane funkcije g(z) moze dobiti
pomocu funkcije W,, kao E[W,| ¢ime se pokazuje da je srednja vrednost
funkcije W, nepristrasna ocena matematickog ocekivanja razmatrane funkcije
g(x). Varijansa W, se moze odrediti pomocu:

var [W,] = var [¢(X)] + a*var [h(X)] + 2acov [g(X), h(X)] (6.10)

Nakon racunanja prvog izvoda po promenljivoj a i izjednacavanja sa nu-
lom moguce je odrediti najmanju varijansu od W,. Vrednost koeficijenta a
za koju je varijansa W, najmanja iznosi:

. — _covlg(X), h(X)] (6.11)

Tada se moze napisati:

Wa :g(X) var [h(X)] [h(X) _:U’] (612)
var [W,] = var [g(X)] — [COU£Z§)E2£§((>)]()]] (6.13)

Ovakvom transformacijom razmatrana funkcija je transformisana u ”hor-
izontalniji” polozaj, ¢ime se smanjuje rezultujuca varijansa. Za linearne fu-
nkcije g(z) ilinearnu funkciju h(z) postoji a za koje propagacija neodredjenosti
preko funkcije W, daje varijansu jednaku nuli. CVMC algoritam ima najveci
doprinos kod cilja propagacije neodredjenosti koji se odnosi na izracunavanje
srednje vrednosti sa Sto manjom standardnom greskom srednje vrednosti jer
se ocena matematickog ocekivanja koja se racuna kao srednja vrednosti i
pored transformacije modela zadrzava kao nepristrasna.

CVMC na primeru tecenja sa slobodnom povrsinom

Ko primer za ovu podvarijantu Monte Karlo propagacije neodredjenosti
je veé¢ opisani model tecenja u kanalu trougaonog poprecnog preseka, nagiba
stranica 1 : 1, kao u poglavlju 4.1. Analizom funkcije zavisnosti dubine
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i protoka za funkciju transformacije je odabrana funkcija h(z) = x iz dva
razloga:

1. jedostavnost funkcije h(z) = x, i

2. funkcija zavisnosti protoka od dubine je iako nelinearna monotono
rastuca

Dubina se, za razliku od prethodnog primera, predstavlja normalnom
raspodelom samo sa parametrima: g, = 3 m i o, = 0.1155 m. Srednja
vrednost funkcije transformacije je jednaka srednjoj vrednosti neodredjene
dubine pp = 3 m.

Nakon transformacije funkcije zavisnosti protoka od dubine funkcijom
h(z) = x, za razlicite parametre a, transformisana funkcija W, je prikazana
na slici 6.25. Sa slike se moze videti da sa porastom parametra a funkcija
prelazi u sve horizontalniji polozaj. Obzirom da funkcija W, nije linearna,
nije moguce postici situaciju da postane potpuno horizontalna sto bi dovelo
do toga da rezultat propagacije neodredjenosti na toj funkciji da varijansu
koja je jednaka nuli.

36
345 1
32 e i
) y
E 30} & .
2" Z 4
28F ]
L a=0_|]
26 —e—g=-5
—=—a=-1(
——a=-1§
——a=-2(
24 | | | | | | | | I
275 28 28 29 295 3 305 31 315 32 325

h [m]

Slika 6.25: Funkcija W, u zavisnosti od parametra a u primeru tecenja sa
slobodnom povrsinom u kanalu trougaonog poprecnog preseka
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Tabela 6.6: Rezultati CVMC
pw, [m3/s] | 30.03

ow,[m3/s] | 0.24
Szw, [m?/s] | 0.024

Za vrednost parametra a = —24.9 varijansa funkcije W, je najmanja.
Ukoliko se primeni C'VMC' propagacija neodredjenosti na funkciju W,, do-
bijaju se rezultatati prikazani u tabeli 6.6. Srednja vrednost W, jednaka je
srednjoj vrednosti protoka Q).

6.11 Metode u kojima se zamenjuje originalni
model

Jedan od nacina da se poboljsa Monte Karlo algoritam je kroz inter-
venciju na samom modelu. Ukoliko je model isuvise komplikovan ili iz bilo
kog razloga zahteva dugotrajnu simulaciju, skra¢enje Monte Karlo propa-
gacije neodredjenosti se moze posti¢i zamenom modela nekim jednostavni-
jim i manje zahtevnim modelom koji daje slicne rezultate. Ovakve metode
izlaze iz koncepta zatvorenih modela, ali se moraju pomenuti kao jedna od
alternativa. Da bi se formirali modeli koji ¢e zameniti originalni zatvoreni
model obivcno je potrebno izracunati odredjene parmetre novih modela, tj.
kalibrisati novi model.

Izdvajaju se metode regresije, i to Surface Response metoda i vestacka
inteligencija u vidu neuralnih mreza. U ovom radu se nekoliko najznacajnijih
metoda samo spominje, ali se se nece koristiti jer njihova primena strogo
zavisi od specificnosti problema.

6.11.1 Surface Response tehnika (SR)

Jedan od nacina kako se moze zameniti originalni model je i Surface
Response (SR) Ova tehnika, prezentovana u radu [10], predstavlja nacin kako
se u okolini tacke gde se model analizira, on predstavlja pomoc¢u neke vise-
dimenzionalne povrsi. Vazno je odabrati dovoljan broj i dobar raspored
reprezentativnih tacaka modela i na osnovu njih (kao da se radi o empirijskim
podacima) proizvesti model koji je dalje moguce korisiti u Monte Karlo ana-
lizama. NajviSe se koriste tzv. kvadratni i kubni model. Kvadratni model je
oblika:
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y = by + b1y + boxo + b33 + . ..
+b127109 + 137173 + bogwoxz + . .. (6.14)
+b11?[7% + b22$§ + b331’§

Za kubni oblik modela potrebno je u prethodnoj jednacini dodati i sledece
clanove:

+b123$11’21’3 + b112$%$2 + bngib’%mg + ...
blggl’ll’g —+ b133ZL’1$§ -+ b233l’gI3 + ... (615)
b111%3 + bagoxs + b333$§

U navedenim jednacinama prisutni su svi ¢lanovi dok bi u praksi veéina
bila jednaka nuli. Inace, prikazani oblik jednacina je za tri parametra, dok bi
za vise parametara bio znatno komplikovaniji. Glavni problem kod ovakvog
nacina ubrzavanja Monte Karlo metode je odredjivanje koeficijenata b tako
da SR model sto vise lici na originalni model.

6.11.2 Vestacka inteligencija

Pored regresionih metoda, zamena originalnog modela efikasno se u odre-
djenim situacijama moze obaviti i upotrebom nekih od metoda vestacke in-
teligencije kao §to su Ewolutional Polinomial Regression [13] ili Neuralne
mreze [14] (eng. Artificial Neural Networks). Na slici 6.26 je prikazana Sema
neuralne mreze sa jednim skrivenim slojem. I jedna i druga metoda pred-
stavjaju modele crne ili sive kutije: potrebno je generisati nizove ulaznih
podataka i rezultata originalnog modela, uz pomo¢ kojih bi se specificnim
postupcima ucenja modeli istrenirali da daju odgovarajuce rezultate.

Slika 6.26: Neuralna mreza
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6.12 Visedimenzionalne raspodele dve ili vise
promenljivih

Monte Karlo metoda moze biti primenjena i na promenljive koje su me-
djusobno zavisne. Za tu svrhu potrebno je kao ulaznu veli¢inu pripremiti
viSedimenzionalnu raspodelu zavisnih promenljivih. Na slici 6.27 dat je
primer visedimenzionalne odnosno dvodimenzionalne raspodele.
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Slika 6.27: Dvodimenzionalna Normalna raspodela

Funkcija gustine dvodimenzionalne normalne raspodele se moze zapisati
u obliku:

1 1 Ve 2,0:Ey>]
2,y) = exp|l-—— (LY _ 6.16
) = o/ T=7 e ot )] e

gde je kovarijansna matrica normalne raspodele:

2
o { To POy } (6.17)
poz0y O,
Dijagonalni elementi ove matrice predstavljaju varijanse sluc¢ajnih prome-
nljivih x i y. Ukoliko su promenljive nezavisne, kovarijanse (vrednosti van
dijagonale matrice) su jednake nuli. Koeficijent korelacije p predstavlja ko-

relaciju izmedju x i y, jer je:

Opy = POLOy (6.18)

Da bi se efikasno generisao niz medjusobno korelisanih vrednosti predlaze
se algoritam prikazan u radu [20], a primenjen u radu [22] za generisanje
korelisanih ¢vornih potrosnji u modelu vodovodne mreze:



GLAVA 6. MONTE KARLO METODA 84

Neka je X matrica nekorelisanih slucajnih vrednosti sa N, vrsta koji odgo-
vara broju generisanih sluc¢ajnih vrednosti i NV, kolona koji odgovara broju
ulaznih vrednosti ili parametara modela, a R’ korelaciona matrica dimenz-
ija N, x N,. Procedura transformacije matrice X da bi se dobila matrica
korelisanih vrednosti X’ se moze opisati slede¢im koracima:

1. Izracunati korelacionu matricu korelacije R za matricu X

2. Primeniti Cholesky dekompoziciju na korelacione matrice R i R’

3. Izraziti matricu R’ pomoéu trougaone matrice P tako da je R = Px PT
4. Izraziti matricu R pomocu trougaone matrice Q) tako da je R = Q x QT
5. Izracunati matricu X; = X x (P x Q)T

6. Formirati matricu X’ tako $to se napravi novi raspored vrednosti po
kolonama koji treba da odgovara rasporedu vrednosti u matrici X3

Na gore opisan nacin se dobija matrica medjusobno korelisanih vrednosti
kod koje svaki red predstavlja po jedan set ulaznih vrednosti ili parametara
za jednu simulaciju Monte Karlo algoritma.



Glava 7

Propagacija neodredjenosti
aproksimacijom modela
pomocu Tejlorovog reda

Kratak pregled Glave 7:

Siroko prihvaéen skup postupaka propagacije neodredjenosti
su svakako © metode momenata. QOwvaj skup metoda, nazvan
jos 1 metode perturbacija, predvidja razvoj modela u Tejlorov
red u okolini tacke koja odgovara srednjoj vrednosti ulazne
velicine. Na taj nacin se model aproksimira i omogucava ele-
gantno preslikavanje drugog momenta raspodele u drugi mo-
menat rezultata. Kod izrazito nelinearnih modela ova metoda
moZe biti veoma neprecizna pa je treba shvatiti samo kao
aproksimativnu.

Oblast ulaznih parametara modela i resenja modela se moze predstaviti
kao univerzum mogué¢ih vrednosti. Opis i sagledavanje celog univerzuma
ulaznih parametara i resenja, ponekad je isuvise skup, a ponekad potpuno
neizvodljiv poduhvat. Zbog toga je nekad dovoljno, a nekad smo i primorani,
da model posmatramo samo oko odredjene karakteristicne visedimenzionalne
tacke, tj. mesta gde se tacno definisani skup ulaznih parametara preslikava
u resenje. Na ovaj nac¢in moguce je izolovati deo modela i posmatrati ga kao
da ostatak ne postoji.

Za razliku od Monte Karlo metoda koje preslikavaju ¢itav domen neo-
dredjenog ulaznog parametra u neodredjeni rezultat, razvojem modela u
Tejlorov red model je moguce opisati samo oko jedne, odabrane tacke, i na
taj nacin se posmatra samo bliska njena okolina.

85
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7.1 Princip propagacije neodredjenosti preko
aproksimacije modela Tejlorovim redom

U zavisnosti od zahtevane tac¢nosti prikaza modela Tejlorovim redom, pos-
toji vise varijacija metode. Razvojem polinoma do drugog ¢lana moguce je
model opisati dovoljno dobro za potrebe efikasne propagacije neodredjenosti,
dok se razvoj na vise ¢lanova retko primenjuje jer izrazi mogu biti veoma
komplikovani.

Metode imaju sledeé¢e korake:

1. Izbor neodredjene ulazne velic¢ine i njeno predstavljanje pomoc¢u inte-
rvala ili neke teorijske raspodele (obi¢no je to uniformna ili normalna
raspodela)

2. Razvoj modela u Tejlorov red u okolini srednje vrednosti ulazne veli¢ine

3. Direktno preslikavanje statistickih parametara ulaznih veli¢ina ili pa-
rametara modela u neodredjeni rezultat

Izbor neodredjene ulazne veli¢ine i procena njene neodredjenosti predsta-
vlja prvi korak ove metode. S obzirom da se neodredjenost preslikava u
okolini ve¢ unapred odredjene tacke modela, dovoljno je predstaviti neodre-
djenu veli¢inu u obliku intervala. Ukoliko za to postoje moguénosti, neodre-
djena ulazna veli¢ina se moze predstaviti i pomoc¢u normalne raspodele. Tada
se drugi momenat raspodele preslikava oko srednje vrednosti neodredjene
velicine.

U okolini tacke a moguée je model f(x) opisati pomoéu Tejlorovog reda
na slede¢i nacin:

(a "(a 3 (g
f@) = f@) + B -0+ 0 -+ L0

T 5 (x—a)®*+--- (7.1)

Krace se moze zapisati na sledec¢i nacin:

) (g
fay =3 LD gy (72)

n.

n=0
Kod propagacije neodredjenosti tacka a predstavlja srednju vrednost slucajne
ulazne promenljive z.
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7.2 Racunanje parcijalnih izvoda

Postoji nekoliko standardnih postupaka za rac¢unanje parcijalnih izvoda
potrebnih u Tejlorovom redu :

1. Ukoliko su jednacine modela dostupne i ako su diferencijabilne, moguce
je izvode resiti direktno (Sensitivity equation i Adjoint metode). Me-
djutim i kod nekih modela kod kojih imamo dostupne jednacine nije
moguce resiti diferencirane jednacine, ili je potrebno pronaéi novi pristup
reSavanju Sto je jako neprakticno.

2. Kako kod ve¢ine zatvorenih modela nije moguce pri¢i jednacinama,
moguce je, doduSe manje precizno, odrediti parcijalne izvode samo sa
dostupnim ulaznim velicinama i rezultatima modela. Dva osnovna pri-
stupa su:

(a) metoda centralnih razlika,
(b) metoda jednostranih razlika.

(c) Automatska diferencijacija (eng. Automatic differentiation ) [28].

7.2.1 Metoda centralnih razlika

Visedimenzionalna tacka u prostoru (dimenzija zavisi od broja ulaznih
vrednosti i parametara) se moze predstaviti nizom vrednosti (kq, ko, ..., k).
Parcijalni izvod (izvod samo po jednoj ulaznoj vrednosti ili parametru) me-
todom centralnih razlika po ulaznoj vrednosti ili parametru k;, moze se
izracunati simulacijom modela u dve tacke, i to (ki, k2, ..., kj—p, ..., km) 1
(k1, ko, ... kjrn, .oy k), gde je h neka mala vrednost. Simulacijama se dobi-
jaju reSenja modela wu; 4 1 u;;. Parcijalni izvod je dalje moguce dobiti pomocu
jednacine:

ou; o Uid — Uiy
ok; ~ 2h

sh—0 (7.3)

7.2.2 Metoda jednostranih razlika

Kod metode jednostranih razlika, mogu se posmatrati levi i desni parci-
jalni izvod. Kod levog parcijalnog izvoda, model se simulira dva puta i to u
tackama (ki, ko, ..., kj_p, ..., k) 1 (K1, ko, ..., kj, ..., k), pri cemu se dobijaju
dva reSenja u; o i u;;, pa se izvod moze izracunati pomoc¢u formule:
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% o Wio — Uiy
ok; h
Kod desnog parcijalnog izvoda, model se simulira dva puta i to u tackama
(k1,koy ooy kjy ooy k) 1 (K1, B2, ooy Kjgn, ooy ki), Pri ¢emu se dobijaju dva resenja
Ui q 1 U0, pa se izvod mozZe izracunati pomocu formule:

=0 (7.4)

ou,; _ Uid —Uip
ok; ~  h
Da bi resili parcijalne izvode u odnosu na m parametara modela metodom
centralnih razlika, potrebno je simulirati model 2m puta, tj. po dva puta za
svaki parametar. Za metodu jednostranih razlika, dovoljno je za m parame-
tara modela simlirati model m+1 puta, tj. jednom za tacku u ¢ijoj se okolini
trazi izvod, i m puta za svaki od parametara.

h—0 (7.5)

7.2.3 Nedostaci metoda odredjivanja parcijalnih izvoda

Osnovni nedostatak ovakvom pristupu je dodatni broj simulacija koji se
ogleda u radu, kako racunara tako i coveka koji mora sve da isprogramira.
Drugo ogranic¢enje se nalazi u ¢injenici da se mora izabrati optimalna vredno-
st koraka h. Veliko h povlaci i veliku gresku, pa se zahteva dovoljno malo A,
a opet dovoljno veliko da se napravi razlika u rezultatu modela i da ona bude
veca od reda velicine greske zaokruzivanja. Za adekvatnu procenu koraka h
potrebno je iskustvo koje se odnosi na osetljivost modela.

7.3 Metode bazirane na razvoju modela u Tejlo-
rov red

U daljem tekstu su navedene cetiri metode bazirane na razvoju modela
u Tejlorov red. Metode su podeljene prema broju clanova Tejlorovog reda i
prema statistickim momentima koji u propagaciji uc¢estvuju:

1. Analiza prvog reda i prvog momenta
2. Analiza drugog reda i prvog momenta
3. Analiza prvog reda i drugog momenta

4. Analiza drugog reda i drugog momenta
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7.3.1 Analiza prvog reda i prvog momenta (eng. First
Order First Moment (FOFM))

Ova metoda predstavlja trivijalno resenje kod koga se zadrzava samo prvi
clan Tejlorovog reda. Ona odrazava tzv. deterministicko reSenje i aproksi-
mativno ispunjava jedino drugi cilj analize neodredjenosti.

Elf(@)] = y(T) (7.6)

7.3.2 Analiza drugog reda i prvog momenta (eng. Se-
cond Order First Moment (SOFM))

Ova metoda zadrzava prva dva ¢lana od kojih je drugi drugi izvod u
okolini tacke oko koje se opisuje model. Na ovaj nacin je poboljsana pro-
cena srednje vrednosti rezultata modela, drugi cilj propagacije neodredjenosti
(pronalazenje reprezentativnog resenja) korigovanjem preslikane srednje vre-
dnosti neodredjenog ulaza.

E )+ O 7.7
/(@) = (@) + gvor fa] 52 |- (77)
SOFM transformacijom se posredno dobija informacija o neodredjenosti

modela. Ukoliko se uporedi sa reSenjem prethodne metode, razlika je info-
rmacija o zakrivljenosti modela (konveksnost i konkavnost).

7.3.3 Analiza prvog reda i drugog momenta (eng First
Order Second Moment (FOSM))

Varijansa (standardna devijacija) se preslikava preko drugog ¢lana Tejlo-
rovog reda u varijansu rezultata modela u FOSM metodi. Na ovaj nacin se
dobija informacija o neodredjenosti rezultata u okolini srednje vrednosti tj.
T. Takodje, gubi se informacija o svemu $to se u modelu nalazi u malo daljoj
okolini od tacke oko koje se razvija Tejlorov red .

of |]2

var [f(x)] = var [z] {% (7.8)

7.3.4 Analiza drugog reda i drugog momenta (eng. Se-
cond Order Second Moment (SOSM))

Ovde u igru ulazi i drugi izvod koji daje informaciju o konkavnosti ili
konveksnosti, tj o brzini promene prvog izvoda. Ovako se moze uticati na
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tacnost ako je var(x) veca veli¢ina.

var (@) =var e} | 52 1o ] by [pori 52 |x]2 (79)

7.4 Analiza modela sa viSe promenljivih

Od svih pomenutih metoda propagacije neodredjenosti razvojem modela
u Tejlorov red (FOFM , SOFM , FOSM i SOSM ), FOSM metoda se najvise
koristi. U FOSM analizi, neodredjenost parametra modela se prenosi kroz
model koristeéi aproksimaciju modela Tejlorovim redom oko srednje vrednosti
svakog ulaznog parametra. Neodredjenost izlazne promenljive (rezultata) se
moze dobiti iz linearnog izraza:

"0 Iy ey Tn) o
var [fr(z1, ..., 1,)] = Z (%) var [z;] +

2 21 Z af’“(malggl ’ af’“(xé;cj Ik cou (24, ]
i=1j=

(7.10)

gde je, fi(x1,...,x,) rezultat modela, var [fy(x1, ..., z,)] oznacava varijansu
izlazne promenljive, n je broj ulaznih promenljivih, var|z;] je varijansa ulaza
z;, 1 cov[z;, z;] predstavlja kovarijansu izmedju ulaza x; i z; (cov|z;, x;] =
Oriz;)-

Izvod O fy (21, ..., x,)/O0x;predstavlja osetljivost rezultata modela u odnosu
na promenu ulazne vrednosti dz; (parcijalni izvod po promenljivoj Oz;).

Prvi ¢lan u jednacini 7.10 predstavlja doprinos neodredjenosti rezultata
od neodredjenosti svake ulazne promenljive koje deluju nezavisno. Drugi ¢lan
oznacava doprinos neodredjenosti rezultata od povezanosti parova ulaznih
promenljivih.

7.5 Prednosti i mane

Navedene metode predstavljaju priblizne metode propagacije neodredje-
nosti koje lokalno linearizuju model. Propagacija neodredjenosti se zatim
obavlja i na osnovu preslikavanja neodredjnih ulaznih vrednosti (u obliku
standardne devijacije, varijanse ili intervala). Iz rezultata preslikavanja se
moze ste¢i utisak o neodredjenosti rezultata. Na zalost, informacije koje
se odnose na originalni model (nelinearizovan) ostaju sakrivene njegovom
linearnom interpretacijom. Zbog toga su metode koje se zasnivaju na razvoju
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x [m]

Slika 7.2: Resenje za srednju vrednost neodredjene ulazne brzine

Za srednju vrednost ulazne brzine profil brzine na poziciji x = 1.5 m se
nalazi blizu kraja zone recirkulacije, slika 7.3. Za brzine veée od U = 3 m/s,
deo profila ¢e se nalaziti u zoni recirkulacije sa negativnim brzinama, dok ¢e
za brzine manje od U = 3 m/s ceo profil biti van zone recirkulacije. Za deset
slucajnih ulaznih brzina profili izgledaju kao na slici 7.4.

Rezultat primene FOSM metode propagacije neodredjenosti na odabrani
profil brzina (r = 1.5 m) sa izracunatim parcijalnim izvodima metodom
centralnih razlika sa h = 0.01 m/s, je prikazan na slici 7.5 isprekidanom
linijom.

FOSM metoda uporedjena je sa Grubom Monte Karlo metodom sa 150
simulacija. Rezultati analize (standardne devijacije) su prikazani na slici 7.5
punom linijom. Uporedjujuci rezultate, moze se uociti znatna razlika izmedju
procene neodredjenih brzina po popre¢nom preseku racunate po Monte Karlo
i FOSM metodi. Prvenstveno je to sluc¢aj kod brzina u okolini ose racunskog
domena. Razlog tome je velika neodredjenost rezultata u toj zoni. Posto
FOSM metoda predstavlja samo priblizni na¢in ocene neodredjenosti prema
vrednosti prvog izvoda u okolini srednje vrednosti ulaza, moze se zakljuciti
se da u ovom slucaju nije adekvatna za analizu propagacije neodredjenosti.

Osnovna prednost FOSM u odnosu na Monte Karlo je njena brzina. Ovaj
primer namerno je odabran da bi se prikazala glavna mo¢ FOSM metode koja
se ogleda u tome da je simulaciju modela dovoljno izvrsiti svega nekoliko puta
(u ovom slucaju dva puta). Da bi rezultat Monte Karlo algoritma konvergi-
rao, ponekad je potrebno i vise stotina simulacija sto kod CFD modela pred-
stavja znatnu prepreku znajuéi da je za jednu simulaciju ponekad potrebno
i vise sati rada (u slu¢aju opisanog prostog primera model se izvrsavao oko
30 sekundi).
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Slika 7.5: Rezultat FOSM i Grube Monte Karlo propagacije neodredjenosti
za razmatrani profil brzina



Glava 8

Metoda a—preseka

Kratak pregled Glave 8:

Pruvi korak u procesu propagacije neodredjenosti je uvek defi-
nisanje oblika i nacina prezentacije neodredjenosti za ulazne
velicine ili parametare modela. Ponekad nije lako sprovesti
ni taj prvi korak jer neodredjenost ulaza/parametara nije
sasvim jasna. Kada nema dovolyno podataka ili je potrebno
1zraziti neizvesnost, neodlucnost ili jednostavno sumnju u
tacnost odredjenih velicina, raspodele verovatnoce ili inter-
vali su uglavnom los izbor. Tada na scenu stupaju rasplinuti
(fuzzy) skupovi. Posebno razvijen matematicki aparat, prui
put prikazan uw radu Zadeha (1965) [36] pruza moguénosti
za racunanje neodredjenog rezultata deterministickog modela
ponekad uz pomoc¢ samo nekoliko simulacija.

Ukoliko se ulazna veli¢ina predstavi u obliku rasplinutog (fuzzy) skupa
potrebno je primeniti specifican postupak transformacije rasplinutog skupa
u niz intervala i preslikavanje intervala na razmatranom modelu. Zatim
je potrebno rezultate, takodje u obliku intervala, sloziti u novi rasplinuti
skup koji predstavlja resenje. Ta metoda naziva se a-presek (eng. a-cut)
metoda [1], [25], [29], slika 8.1.

8.1 Princip a—presek metode
Ukoliko je neodredjena veli¢ina predstavljena u obliku rasplinutog skupa,
adekvatan potupak propagacije neodredjenosti je tzv. a-presek metoda.

Kako ne postoji direktan na¢in unosenja ulaznih vrednosti u obliku rasplinu-
tog skupa u deterministicki model, potreban je postupni metod kojim bi se

95
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Slika 8.1: Sematski prikaz metode a-preseka

rasplinuti skup razlozio na karakteristicne intervale ili egzaktne vrednosti i
kao takav propagirao modelom. Posto rasplinuti skup nije isto sto i raspodela
verovatnoce, Monte Karlo metoda se ne moze primeniti.

Kako rasplinuti skupovi predstavljaju prosirenje klasi¢ne teorije skupova
uvodjenjem funkcije pripadnosti, prezentacija ove funkcije moze biti u vise
razlicitih oblika (poglavlje 3.3). Najpoznatiji i najceséi su trougaoni oblik,
trapezni oblik ili oblik Gausove krive. Od oblika zavisi i broj parametara ko-
jima se jedan rasplinuti skup moze predstaviti. Za predstavljanje trougaonog
rasplinutog skupa potrebno je najmanje tri, za trapezni cetiri, dok je za neki
slozeniji oblik potrebno i vise tacaka. Koris¢enjem veceg broja tacaka moze
se prikazati ¢ak i asimetrija neodredjene velicine.

a-presek rasplinutog skupa se moze zamisliti kao interval za odredjenu
vrednost pripadnosti skupu. Taj interval odredjuje polaznu tacku za trans-
formaciju rasplinutog skupa kroz model. S obzirom da je moguce podeliti
rasplinuti skup na beskonacan broj a-preseka, potrebno je unapred odabrati
najpogodniji broj preseka, jer se sa velikim brojem preseka analiza komp-
likuje, ali se dobija i detaljniji prikaz rezultata.

Procedura a-presek metode se moze opisati pomocu sledeéih koraka (sli-
ke 8.1):

e Formirati rasplinute skupove ulaznih veli¢ina

e Izdeliti skupove sa a-presecima, ¢ime se dobijaju skupovi intervala sa
istom vrednoséu pripadnosti

e Preslikati a-preseke na modelu primenom principa intervalske mate-
matike ili optimizacionim metodama

e Formirati rezultat u obliku rasplinutog skupa, za odabrane vrednosti
pripadnosti
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Na slici 8.3 graficki je prikazano preslikavanje trougaonog fuzzy skupa
preko monotonog jednodimenzionalnog modela. Ukoliko model nije monoton,
i granice a-preseka se ne preslikavaju u ekstremume rezultata modela, veé
su ekstremumi unutar posmatranog intervala, tada je potrebno primeniti
optimizacione metode ili neku tehniku otkrivanja ekstremuma modela.

8.2 Monotoni 1 nemonotoni modeli

Ukoliko je model monoton, moguce je primeniti opsta pravila intervalske
matematike na svaki a-presek posebno, slika 8.3. Medjutim, ukoliko je model
nemonoton, tj. postoji ekstremum u domenu nekog od intervala a-preseka,
potrebno je primeniti optimizacionu metodu da bi se u okviru intervala nasli
ekstremumi koji se preslikavaju u a-preseke rezultata, [4], [5], [6]. Na slici 8.4
prikazano je preslikavanje trougaonog rasplinutog skupa na monotonom i na
nemonotonom modelu sa jednom promenljivom. Kod monotonog modela
preslikane granice intervala a-preseka ulaznog rasplinutog skupa ¢ine granice
intervala a-preseka rezultuju¢eg rasplinutog skupa. Kod nemonotonih mo-
dela se granice intervala ulaznog preseka ne preslikavaju u granice intervala
rezultata. Da bi u tom slucaju bio odredjen rezultat u obliku a-preseka,
potrebno je granice rezultata (minimum i maksimum rezultata), a to se
moze posti¢i, izmedju ostalog i optimizacionim metodama sa kriterijumskim
funkcijama koje minimiziraju i maksimiziraju vrednost rezultata na posma-
tranom ulaznom intervalu.

Fuzzy a-presek metoda na primeru modela distributivne vodovodne
mreze grada Becej

Model vodovodne distributivne mreze grada Becej [7], [8] je predstavljen
u programskom paketu EPANet. Mreza se sastoji od 453 ¢vora i 616 cevi.
Pritisak u mrezi se odrzava pomo¢u pumpe sa frekventnom kontrolom, koja se
za potrebe modeliranja zamenjuje rezervoarom sa fiksnom kotom. Prosecan
dotok u sistem je 90 L/s.

Model, razvijen u EPANet-u [30], upotrebljen je u vidu .d11-a kao engine
u C++ programskom paketu. Svi podaci potrebni za rad programa su u toku
simulacije drzani u memoriji Sto je znacajno ubrzalo rad programa. Bibliote-
ka genetskih algoritama [34], takode napisana u jeziku C++ je koriséena za
optimizaciju.

Kao najznacajniji neodredjeni parametar odabrana je apsolutna hrapavost
u cevima k [mm]. Posle precnika cevi, koeficijent trenja ima najznacajniji
uticaj na linijski pad pritiska, pa male greske u proceni mogu dovesti do
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Slika 8.3: Tok a-presek metode propagacije neodredjenosti na monotonom
modelu sa jednom promenljivom
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f(x)

Slika 8.4: a-presek metoda na monotonom i nemonotonom modelu

bitnih neslaganja merenih i ra¢unatih vrednosti pritiska u nekom ¢voru.

U daljoj analizi problema, zbog jednostavnije upotrebe pri programiranju,
rasplinuti skupovi su predstavljeni trougaonim oblikom preko tri koeficijenta:
najverovatnija vrednost a i koeficijenti ¢; i ¢o. Baza rasplinutog skupa je
predstavljena pomnozenom najverovatnijom vrednosti koeficijentima ¢ i co,
¢ime se dobija baza u obliku intervala: [a X ¢j, a X ¢3]. Ceo postupak je
prikazan na slici 8.6.

Kada se rasplinuti skup predstavi na predlozeni na¢in moguce je a-preseke
(intervale) odrediti pomoc¢u izraza:

)1 = 1), a(

—C C2—1

1 C2

a(a+ ~ @)~ 1) (51)

Treba uociti da rasplinuti skupovi koji predstavljaju koeficijente trenja
nisu simetricni. Starenjem, materijal od koga su sacinjene cevi ne moze
postati glatkiji (sa manjim koeficijentom trenja). Uzrok tome su taloZenje
na unutrasnjem zidu cevi, ali i korozija i razni drugi uticaji. Prema tome
koeficijent ¢; ¢e imati vrednost manju od jedan, za sluc¢aj da je doslo do
greske u proceni materijala ili godista cevi, a co veéu od jedan. Najverovatnija
vrednost je odredjena prema uputstvima proizvodjaca.

Kao prvi korak u pripremi podataka odredjeni su rasplinuti skupovi za
svaku cev u mrezi. Cevi u vodovodnom sistemu grada Beceja su uglavnom
starije od 10 godina, tako da je procenjeno da je koeficijent ¢; = 0.1 | a
co = 10. Proracun je sproveden za 6 a-preseka (Sest razlicitih vrednosti
pripadnosti 1) a = [0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1].

Kao izlazni parametri posmatrane su pijezometarske kote u ¢vorovima
i protok u cevima. Kao reprezentativni odabran je ¢vor 366 i posle reko-
nstrukcije u oblik rasplinutog skupa iz 6 a-intervala, rezultat je prikazan na
slici 8.7.
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Slika 8.6: Parametri za predstavljanje trougaonog rasplinutog skupa i odgo-
varajucih a-preseka



GLAVA 8. METODA a—PRESEKA 101

0:8 / »_'-::l.—:-‘-,:. -

: o it L
o LY ) Sl o N
e | e b T
L S
0.2 { Y LAY -"4‘ 5‘:-“
, 5 >

/ “ _‘..‘:-;, £ 3
O. o . o . ‘.:-lfl-"‘ -I-‘ o -/
80 85 90 R O]
.
I kota [m] e
-t

Slika 8.7: Rasplinuti skup za pijezometarsku kotu u ¢voru 366

1 - Srrngt
/\ IHRELY
F X K il y

08 j '\ TS .
2 T Ml TSR 1
04 RN, < ST

4 ¥ o

Dy W T e
Ty Tt @ M e " A
02 1 B AT Bt i
R0 4.' 3 -
* Uy 4
0 4 . s . . Sl
10 15 20 25 30 Rl st
- J'...
bl
protok [L/s] oy
~
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Moze se primetiti da je neodredjenost pijezometarske kote u ¢voru 366,
ukoliko se posmatra baza rasplinutog skupa, oko 8 metara. Najverovatnija
vrednost odgovara najverovatnijim vrednostima ulaznih rasplinutih skupova.
Kako je zavisnost pritiska od koeficijenta trenja monotona funkcija, nije bilo
potrebno koristiti optimizacionu metodu, ve¢ su intervali sracunati direktno.

Druga grupa izlaznih veli¢ina (protoci u cevima) koji nisu monotoni u
odnosu na hrapavost u cevima su odredjeni uz pomo¢ optimizacione metode.
Koriséen je genetski algoritam ! [15], (slika 8.8). Naime, za razliku od pri-
tiska koji su monotoni u odnosu na hrapavost, apsolutni protok u prstenas-
tim mrezama, kakav je i Becej, to nije. Pritisak sigurno opada pri povec¢anju
hrapavosti cevi (ili ostaje isti ukoliko nije osetljiv na promenu hrapavosti
u nekoj cevi), dok protok pri promeni hrapavosti moze da opada, a zatim
kada voda promeni smer i da poéne da raste. Ukoliko se upotrebe optimiza-
cione metode, kao u ovom primeru, nije potrebna dodatna analiza ponasanja
protoka u odnosu na promenu hrapavosti, ve¢ se optimizacioni algoritam
"brineda ekstremumi rezultujuceg a-preseka budu pronadjeni.

Srac¢unati rasplinuti skup za protok u cevi 427 odaje utisak simetri¢nosti
iako su ulazni podaci o hrapavosti u cevima nesimetricni. To je posledica
promene smera toka vode u cevima u prstenastim mrezama.

Da bi proverili koliko koeficijent co uti¢e na izlaz modela, analizirana
je pijezometarska kota za nekoliko vrednosti koeficijenta ¢y = [10,8,6,4, 2].
Moze se videti da koeficijent ¢y uti¢e na skupljanje obe strane rasplinutog
skupa nesimetricno u odnosu na najverovatniju vrednost rasplinutog skupa
(slika 8.9).

Ovaj primer znacajan je pre svega zbog upotrebe rasplinutih skupova u
propagaciji neodredjenosti. Za ocenu statistickih parametara hrapavosti cevi
potrebno bi bilo izdvojiti veliki broj uzoraka cevi koje su imale sli¢ne uslove u
toku svog zivotnog veka, sto nije nimalo lak zadatak. Rasplinutim skupovima
je opisana neodredjena hrapavost nizom intervala sa nedvosmislenim utiskom
o najverovatnijoj vrednosti i o neodredjenosti ovog parametra.

Optimizacione metode ponekad mogu da budu izuzetno spore, i da zahte-
vaju brojne simulacije modela ne garantujuci resenje u vidu globalnog opti-
muma. Zbog toga metodu baziranu na rasplinutim skupovima treba kriticki
posmatrati u odnosu na Monte Karlo metodu ukoliko rezultati modela nisu
monotoni u odnosu na ulazne vrednosti i parametre modela [1].

lyrsta optimizacione metode koja se bazira na evoluciji gena, gde se pod genom po-
drazumeva jedno moguce resSenje sistema.
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Zakljucak

U procesu modeliranja hidrotehnickih pojava stalno je prisutan prob-
lem neodredjenih ulaznih vrednosti i parametara modela kod upotrebe de-
terministickih modela. Ovom problemu je mogudée pristupiti na dva nacina.
Ovaj nacin podrazumeva procenu egzaktnih, jedinstvenih vrednosti ulaznih
velicina i modeliranje sa takvim vrednostima. Prvi nac¢in podrazumeva jedi-
nstvene ulazne vrednosti i parametre i kao rezultat modeliranja se mogu
ocekivati isto jedinstveni rezultati. Drugi nacin zahteva definisanje neo-
dredjenog ulaza i parametara modela. Kroz postupak koji se naziva propa-
gacija neodredjenosti, tj. preslikavanje neodredjenih ulaznih veli¢ina i pa-
rametara modela u neodredjene rezultate specificnim postupcima i meto-
dama. Dobija se rezultat modela koji viSe nije jedinstvena vrednost, veé
opseg mogucih rezultata sa odredjenom verovatnocom.

Posto je vec¢ina hidrotehnickih modela deterministickog tipa, u ovom radu
su definisane metode koje se u tom slu¢aju mogu primeniti u propagaciji
neodredjenosti. Ova teza je ogranicena na tzv. zatvorene modele, tj. modele
kod kojih su dostupni samo ulazne vrednosti, parametri i rezultati ali ne i
jednacine modela.

Prikazane metode propagacije neodredjenosti su podeljene prevashodno
prema obliku kojim su predstavljene neodredjene ulazne velic¢ine i parametri
modela. To su oblik intervala, oblik statisticke raspodele i oblik rasplinutog
(fuzzy) skupa. Svakom od oblika odgovara niz metoda koje se mogu pri-
meniti. Primer je intervalska matemetika za ulazne veli¢ine i parametre u
obliku intervala, Monte Karlo metoda za statisticke raspodele ili a-presek
metoda za veli¢ine u obliku rasplinutih skupova.

Svaka od metoda ilustrovana je prigodnim primerom iz hidrotehnicke
prakse. Odabrani su primeri koji se razlikuju, ne samo po ulaznim podacima,
vec i po sustini pojave koja se opisuje. Neki od primera su modeli vodovodnih
distributivnih mreza, model upravljanja ustavom, model tec¢enja u prirodnim
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tokovima sa slobodnom povrsinom, CFD model resen metodom konacnih za-
premina, itd.

Kroz opis metoda i rezultate primera analizirana je efikasnosti i pri-
menljivost pojedinih metoda propagacije neodredjenosti kod hidrotehnickih
modela. Sirok spektar modela koji postoje u hidrotehnickoj praksi nije
dozvoljavao da se svi prikazu u ovom radu. Zbog toga se moze zakljuciti
da je jedna Siroka tema, kao Sto je propagacija neodredjenosti, ovom radu
ogranicena iskljuc¢ivo na zatvorene modele, tek zapoceta. Predlozeni naredni
koraci u ovom delu hidrotehnickog modeliranja bi bili da se ispitaju speci-
ficnosti svih modela (jednacina, numerickih metoda koje su upotrebljene za
resavanje, ulaznih vrednosti, parametara i rezultata) i da se predloze naj-
efikasnije i najtac¢nije metode za ocenu neodredjenosti.

Takodje, posto su izostavljene metode koje se odnose na modele kod kojih
su dostupne jednacine, naredni koraci bi bili uporedjivanje efikasnosti metoda
koje se koriste kod zatvorenih modela i metoda koje se mogu primeniti kod
modela sa dostupnim jednacinama.
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