
Poglavlje 6_ 

Dinamicke karakteristike 
mehanickih, elektricnih i 
hidraulickih sistema 

6.1 Uvod 

Pri realizaciji merenja u svim tehnickim disciplinama, ako se ona odnose 
na velicine koje se brzo menjaju u vremenu (imaju dinamicki karak
ter) i ako je neophodno da se te brze promene pr~te i analiziraju, 
neophodno je da se poznaje mehanizam koji moze da utice na promenu 
tih dinamickih veliCina. Posto se u obavljanju merenja sluzimo raznim 
mehanickim, elektricnim ( elektronskim) uredjajima, au oblasti kojom 
se bavi ova knjiga merenja se obavljaju na hidrotehnickim sistemima, 
ovo poglavlje je posveceno analizi osnovnih pojmova o dinamickim 
karakteristikama sistema i primeni na hidrotehnicka merenja. 

Kompletna dinamicka analiza svodi se na analizu veze izmedju ulaza 
u sistem (onoga Cime se na sistem deluje) i izlaza iz sistema (veliCina 
koju merimo, odnosno Cija nas promena pod dejstvom ulaza interesuje). 
Primer veze izmedju ulaza i izlaza za mehanicki, elektricni i hidraulicki 
sistem dat je na slici 24. 
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Slika 24. Primeri veza izmedju ulaza i izlaza mehanickih, elektricnih 
i hidraulickih sistema 

Posto dinamicki ulaz u sis tern ima svoje karakteristike ( amplitudu i 
frekvenciju), od posebnog in teresa je analiza promene izlazne amplitude 
za razlicite vrednosti frekvencije sa kojima deluje ulazni pobudjivac. 

Opsti prikazi ovih relacija bice dati teorijski za mehanieki sistem, 
dok ce se za hidrotehnicki sistem te veze pokazati na osnovu rezultata 
eksperimentalne analize i numericke simulacije tecenja u sistemu. 

6.2 Osnovne funkcije kojima se opisuje 
dinamicko ponasanje sistema 

6.2.1 Tezinska funkcija 

u opstem slucaju pretpostavice se da ce ulazna funkcija cp( t) izazvati 
reakciju sistema, tako dace izlazna velicina koju posmatramo pod uti
cajem dinamickih karakteristika sistema, reagovati nesto kasnije (nakon 
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vremena T ). Funkcija koja to opisuje naz1va se tezinska funkcija i 
ohelezicemo je sa h( r ). 

Funkcija h( T) predstavlja izlaz iz sistema u hilo kom vremenskom 
trenutku za jedinicni ulaz koji se pojavio ranije za vreme T, a veza 
izmedju izlaza 'l/;( t) i ulaza t.p( t) moze se opisati integralom konvolucije 

'l/;(t) = 1: h(r)t.p(t- r)dr 

Tezinska funkcija h( T) jednaka je nuli za sve vrednosti T manje od 
nul e. U mesto direktnog odredjivanja tezinske funkcije h( T) koriste se i 
Laplasova (Laplace) ili Furijeova (Fourier) transformacija koje definisu 
transfer funkciju i funkciju frekventnog odziva. 

6.2.2 Transfer funkcija h( T) 

Transfer funkcija je Laplace-ova transformacija tezinske funkcije h( T ): 

gde je p kompleksan hroj, odnosno p =a+ ib. 

6.2.3 Funkcija frekeventnog odziva 

Funkcija frekventnog odziva predstavlja Furijeovu transformaciju tezin
ske funkcije h( T) 

F(J) = 1= h( T )e-i 27r fT dr 

gde je f frekvencija (!] = ~ sto hi odgovaralo transfer funkciji u kojoj 
hi se u izrazu zap uzelo cla je a = 0 i b = 2n}. 

Bez guhitka informacije funkcija frekventnog odziva F(J) moze cla 
zameni transfer funkciju. 

Znacajna primena funkcije frekventnog odziva je u analizi clina
mickih karakteristika sistema. Primenjujuci Furijeovu transformaciju 
jeclnaCine (*) i uzimajuci da je 

~(f) Furijeova transformacija ulaza t.p( t) i 
w(J) Furijeova transformacija izlaza 'lj;(t), dohija se 
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w(f) = F(f). ~(!) 

U eksperimentalnim istrazivanjima do nje se cesto tako i dolazi . 
Funkcija frekventnog odziva je obicno kompleksno promenljiva velicina 
i moze se izraziti na sledeci naCin 

F(f) = IF(J)Ie-N>(f) 

gdeje 
IF(f)l - faktor pojacanja sistema 
¢>(!) - faktor faze 
Kod analize dinamiekog ponasanja sistema svaka od dve gornje 

veliCine IF(f)l i ¢(!) ima svoj znacaj. Pojedini senzori za merenje 
se, baziraju na principu promene jeclne ocl dve gornje veliCine. 

Za proracun Fourier-ove transformacije u poslednje vreme najcesce 
se koristi algoritam brze Fourier-ove transformacije ( FFT- Fast Fourier 
Transform)- J.W. Cooley i J.vV. Tuckey [10]. 

6.2.4 Dirac-ova delta funkcija 

Ova funkcija se cesto ko'risti pri analizi dinamickih karakteristika sis
tema, te ce se ovde navesti njene osnovne osobine. Dirac-ova delta 
funkcija ( u zavisnosti od frekvencije f, na primer) prikazana je na slici 
25. i definisana je sledecim izrazima 

8 (!) = 0 za f =1- 0 

8(0) = 00 

za sve t: > 0 

8(-f) = 8(!) (funkcija je parna) 
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za bilo koju funkciju F(f) 

Za jedinicni ulaz 

'P(t) = 1 

u frekventnom domenu (nakon Furijeove transformacije) dobija se: 

6(/) 

1------J 

Slika 25. Dirac-ova 8 funkcija 

6.2.5 Definicija decibela 

Za prikaz odnosa izlaznih i ulaznih amplituda signala koristi se velicina 
pod nazivom nivo (A), koja se izrazava u decibelima (1 dB = 1B/10). 
Za ove potrebe koristi se sledeca konvencija: A (dB] = 10 log ( ~) gde 
je a - izlazna amplituda, a b- ulazna amplituda. 

6.3 Primeri analize dinamickih karakter
istika 

6.3.1 Mehanicki sistem 

Za pouzdano merenje dinamickih velicina neophodno je poznavati di
namicke karakteristike kako senzora i elektricnih instrujmenata, tako i 
mehanickih i hidraulickih celina (sistema ili njihovih delova). 
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Pod dinamickim karakteristikama podrazumeva se nacin reagovanja 
(odziv) sistema na promene (pobude) koje se primenjuju na ulazu u 
sistem. Pri tome je znacajno cla se utvrcli kako sistem reaguje na ulazne 
pobude i u pogledu amplituda i u pogleclu faze. Pogoclan nacin za 
prikazivanje oclziva je funkcija frekventnog oclziva iii transfer funkcija. 

Kao primer analize dinamickih karakteristika prikazace se ispiti
vani sistem, teorijske analize i rezultati merenja za jedan mehanieki 
sistem. Dinamicke karakteristike mehanickog sistema odredjene su 
analitickim resenjem osnovnih jednaCina njihovog ponasanja, dok je 
za hidraulicke sisteme njihova ponasanje odrecljeno numeriekom inte
gracijom osnovnih jedna.Cina u diskretnim tackama za sistem, odnosno 
eksperimentalno za sistem. 

· Mehanicki sistem prikazan na slici 26. cije clinamicko ponasanje ce 
se analizirati, sastoji se ocl krutog tela mase m, oslonjenog na hori
zontalne pokretne oslonce zanemarljivog trenja. Posmatra se njegovo 
kretanje u horizontalnom pravcu. U tom pravcu je posmatrana masa za 
nepokretnu vertikalnu povrsinu ucvrscena elasticnom oprugom i prigu
sivacem sa viskoznim fiuidom. Karakteristika opruge je njena krutost 

Izlaz iz sistema = 

~1111111111 11111111 ~ ~~faf~=;~~c~ hori-

Ulaz u sistem rp(t) 

Pobudna hori
zontalna sila 

Mas a 

I' 

Slika 26. Mehanicki sistem cije dinamicke karakteristike se analiziraju 

(konstanta k). Poznato je da je pri laminarnom kretanju tangencijalni 
napon u fiuidu, a time i sila koja se suprotstavlja kretanju, propor
cionalna brzini kretanja. Analizira se odziv sistema - pomeranje u 
horizontalnom pravcu - ¢( t) za poznatu pobuclnu horizontalnu silu F, 
tj. <p(t). 

Ako se zanemaruje trenje oslonaca i sile otpora trenja vazduha, sile 
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koje u horizontalnom pravcu deluju na telo su: 
pobudna horizontalna sila F 
gde je c.p(t) proizvoljna funkcija vremena 
sila elasticnosti opruge FK(t) = -k 'ljJ(t) 
gde je 1/J( t) pomeranje 
sila viskoznog trenja Fc(t) = -c d ~?) 
gde je d~~t) brzina 

inercijalna sila: Fm(t) = -m d2d~~t) 
d . d21lf(t) b . 

g e Je dt 2 u rzanJe 
Uslov ravnoteze horizontalnih sila glasi: 
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Primenjuci izraz za vezu funkcije frekventnog odziva ulaza i izlaza 
u frekventnom domenu za slucaj jedinicnog impulsnog ulaza 

\I!(!) = F(f). ~(!) 

sledi: 

\I!(f) =leo 1jJ(t)e-i2Jrjt dt = F(f) if!(!) 

Za jedinicni impulsni ulaz od proizvoda na desnoj strani jednaCine 
ostaje samo F(f), jer je za takav jedinicni impulsni ulaz (tj c.p(t) = 8(t)) 
funkcija ~(f) jednaka jedinici, gde je F(J) funkcija frekventnog odziva. 

Prvi i drugi izvod po vremenu funkcije izlaza u vremenskom domenu 
1/J(J) su 

d ~?) = i 21rj F(f) 

dz'ljJ(t) = -(27r J)z F(f) 
dt 

Ako se Furijeova transformacija primeni na jednaCinu ravnoteze hor
izontalnih sila 

m dz'ljJ(t) + c d'ljJ(t) + k 'ljJ(t) == c.p(t) 
dt2 dt ' 
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vodeci ponovo racuna da je Furijeova transformacija za jedinicnu ulaznu 
impulsnu silu ~.p(t) = b(t)jednaka jedinici, dobija se sledeca jednaCina 

[-(27r !)2m+ i27r fc + k] F(J) = 1 

Iz gornje jednaCine se za funkciju frekventnog odziva F(J) dobija: 

F(J) = 1 
[k- (27r !)2m+ i 211" fc] 

Kao sto je ranije objasnjeno ova funkcija reprezentuje vezu izmedju 
ulaza i izlaza ( u domenu frekvencije). VeliCine u imeniocu prethodne 
jednaCine mogu se grupisati i od njih naCiniti bezdimenzionalni brojevi 
(koji se standardno koriste u mehanici) na sledeCi nacin: 

- koeficijent prigusenja ( 

( = c = c 
2~ ckriticno 

1 

Funkcija pojacanja u ovom slucaju nije bezdimenzionalna vee ima 

dimenziju [1 / k] = [ d~fl~a]. Za nekoliko karakteristicnih vrednosti 

koeficijenta prigusenja ((= 1.0, 0.5, 0.1 i 0.01) dijagram za faktor 
pojacanja (F(J)) i faktor faze(¢>(!)) prikazani su na na slici 27. 

Iz dijagrama za F(J) maze se uoCiti da u zoni sopstvene frekvencije 
faktor pojacanja ima maksimalnu vrednost (za ( < 0.5). Znacajno je da 
se uoci da ovaj mehanizam sistema ( cije ponasanje je karakteristicno i 
za druge sisteme: elektricne, hidraulieke it d.) reaguje tako sto se bitno 
na dijagramu za faktor pojacanja razlikuju tri karakterist icnc oblasti 
(sl. 27.) priblizno razdvojene crtkastim linijama ito: 

Oblast 1. Niske frekvencije- sistem reaguje proporcionalno sa pobud
jivanjem i nema znacajnije promene amplitude sa promenom frek
venciJe; 

1ckriticno = 2m~ = 2..;;;;f = 2m Wn (wn = 271"; f - frekvencija prirodnog 
oscilovanja) je kriticna vrednost prigusenja elasticne opruge 



Dinamicke karakteristike sistema 

iF(!) I 

10 
k 
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( = 0.01 

Slika 27. Funkcija faktora pojacanja i faktora faze za sistem: merni 
bunar, spojna cev sa rekom i komora za ovazdusenje (iz rada (12]) 
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Oblast 2. Oblast rezonance - izlazne amplitude se znacajno poveca
vaju u zoni sopstvene frekvencije; 

Oblast 3. Oblast prigusenja- sistem opterecen visokim frekvencijama 
ne uspeva da ih prati i naglo smanjuje amplitude i prestaje da se 
krece. 

Analizirajuci drugi dijagram (faktor faze) uocava se da, kada fre
kvencija ulaza. predje sopstvenu frekvencu, dola.zi do promene faze. U 
ovom slucaju sila. deluje u jednom pravcu sistem se pomera u drugom. 

Pri realizaciji merenja znaca.jno je da se uoCi da o ovakvom pona.sa
nju meha.nickog dela. sistema. mora. da se vodi ra.cuna. pri izboru mernog 
sistema i metoda merenja. Posebno se mora voditi racuna o tome u 
kojoj oblasti se sistem koristi. Fluktuacije hidrodinamickih veliCina. 
(nivoi, pritisci, brzina., protok, itd.) mogu se kao i meha.nicki sistemi i 
prigusivati i pojacavati. Nepoznavanje ovog ponasa.nja. moze da dovede 
do znacajnih gresa.ka u merenju. 

6.3.2 Hidraulicki sistem 

Rezulta.ti teorijske a.na.lize dina.mickog pona.sa.nja. meha.nickog sistema. 
prikazanom u 6.3.1. znacajni su zbog toga sto se i u drugim tehnickim 
sistemima. (elektricnim, hidraulickim itcl.) dobija.ju slicne funkcije. 

Ovde ce se na.vesti samo elva konacna. rezulta.ta dina.mickih karak
teristika elva hidraulicka. sistema prikazana u radovima D. Prodanovic, 
A. Spolja.ric, M. Ivetic, i C. Maksimovic [11] i M. Ivetic, C. Ma.ksimovic 
[12]. Na. slici 28. su funkcije faktora poja.ca.nja. za. kra.tku pla.sticnu cev 
koja. se obicno koristi u la.bora.toriji za. merenje pijezometa.rskog nivoa. 
ili za. spa.ja.nje sonde za. merenje pritiska. sa. tackom u kojoj se oba.vlja. 
merenje. Prika.zane funkcije dobijene su eksperimentalno, tj. obra.dom 
rezultata. merenja. na hidrauliekom modelu. Detalji o eksperimenta.lnoj 
proceduri dati su u radu [11]. 

Na slici 29. prikazana je funkcija faktora pojacanja za nivoe u mer
nom buna.ru koji je spojen sa dnom recnog korita duga.ckom pla.sticnom 
cevi. Analiziran je utica.j odnosa horizonta.lne povrsine bunara i popre
cnog preseka cevi. U ovom slucaju rezultat je dobijen numeriekom 
analizom osnovnih jednaCina mehanike fiuida (jedna.Cine kontinuiteta i 
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dinamicke jednaCine) za merni sistem koji se sastoji od: - spojne cevi , 
- vakuum posude za ispustanje vazduha, i - mernog bunara. 
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Slika 28. Faktor pojacanja za plasticnu cev unutrasnjeg precnika 7mm 
(leva) i 7.5mm (desno) - Iz rada D. Prodanovic, A. Spoljaric, M. Ivetic, i C. 
Maksimovic [11] 

Slicne analize treba da se obave kod mernih sistema kod kojih je 
znacajno da se poznaju njegove dinamicke karakteristike, jer nepozna
vanje tih karakteristika maze da dovede do pogresnih rezultata i za
kljucaka. Opasnost od gresaka je narocito velika u oblasti frekvencija 
bliskih sopstvenoj frekvenciji mernog sistema. 
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Slika 29. Faktor pojacanja za nivo vade u mernom bunaru (Iz rada M. 
Ivetic, C. Maksimovic [12]) za dva odnosa horizontalnog preseka bunara i 

poprecnog preseka cevi 


