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Predgovor

K a o d u g o g o d i· s n ji n a s t a vn ik \ Me h a n ike ° u id a " u p o s le d ip lo m s ko j n a s t a vi n a Gr a ¹d e -
vin s ko m fa ku lt e t u u B e o g r a d u , s a s t a vio s a m m n o g o is p it n ih z a d a t a ka . Od n jih s a m o d a -
b r a o z a d a t ke s a 2 5 is p it n ih r o ko va , i o n i s u u · s li u o vu z b ir ku , s r e ¹d e n i o d I d o X X V . U
s va ko m r o ku b ila s u t r i z a d a t ka . Iz u z e t a k · c in e s a m o is p it i o z n a · c e n i s a III i IV , u ko jim a
s u d va z a d a t ka , a li je je d a n b io t o liko o b im a n d a s e m o g a o p o d e lit i n a d va .
K a ko s u t o z a d a c i p o p o je d in im r o ko vim a , a n is u p o o b la s t im a ko je · c in e s a d r · z a j p r e d -

m e t a , ko r is n ic im a Zb ir ke , r a d i la k· s e g ko r i· s ¶ c e n ja , d a je s e s le d e ¶ c e r a z vr s t a va n je z a d a t a ka
p o o b la s t im a .

A . P R OV E R A V A N JE R A ZU ME V A N JA OS N OV N IH P OJMOV A I OS N OV N IH
JE D N A ·CIN A
- Za d a c i: II-1 , III-1 , IV -1 , IV -2 , V -2 , V II-2 , V III-1 , X -3 , X V -1 , X V -2 , X V I-2 , X IX -1 ,

X IX -3 , X X -1 , X X II-1 , X X III-3 , X X IV -2 .

B . L A MIN A R N O R A V A N S K O S TR U JA N JE
- Za d a c i: I-1 , II-3 , IV -1 , X III-3 , X V III-3 , X X II-3 , X X III-2 , X X V -2 .

C. R A V A N S K E I OS N OS IME TR I ·CN E TU R B U L E N TN E S TR U JE
- Za d a c i: I-2 , III-2 , V -1 , V -3 , V I-2 , V II-3 , V III-2 , V III-3 , IX -2 , IX -3 , X -2 , X I-2 , X I-3 ,

X II-2 , X III-2 , X IV -3 , X V I-3 , X V II-2 , X V II-3 , X V III-1 , X X -2 , X X I-1 , X X I-2 , X X III-1 ,
X X IV -1 , X X V -3 .

D . GR A N I ·CN I S L OJ U Z P L O ·CU
- Za d a c i: V II-1 , X V III-2 , X V I-1 .

E . OTP OR I TE L A
- Za d a c i: I-3 , III-2 , X IX -2 .

F. D IME N ZION A L N A A N A L IZA
- Za d a c i: IV -3 , X II-3 , X IV -2 , X V -3 , X V II-1 .

G. FL U K TU A CIJE P R ITIS A K A
- Za d a c i: X II-1 , X X I-3 .

H . P R IME N A OS N OV N IH JE D N A ·CIN A H ID R A U L I ·CK E P R A K S E
- Za d a c i: IX -1 , X -1 , X I-1 , X III-1 , X IV -1 , X X -3 , X X I-1 , X X II-2 , X X IV -3 .

* * *

Te h n i· c ku o b r a d u o ve Zb ir ke o b a vio je V o jis la v Ma r in ko vi¶c , s t u d e n t p o s le d ip lo m s ke
n a s t a ve i s a r a d n ik u is t r a · z iva · c ko m r a d u u In s t it u t u z a h id r o t e h n iku Gr a ¹d e vin s ko g fa ku l-
t e t a u B e o g r a d u . Za h va lju ju ¶ c i n je g o vo m z a la g a n ju p o ja vlju ju s e o vi z a d a c i n a ko r is t
s lu · s a o c a p o s le d ip lo m s ke n a s t a ve .
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I
Zadatak 1.

P r i la m in a r n o m , u s t a lje n o m i r a va n s ko m s t r u ja n ju iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e o d ko jih
je g o r n ja p o kr e t n a , a d o n ja n e p o kr e t n a ( vid i s kic u ) , s r a · c u n a t i, z a m a s u ° u id a s m e · s t e n u
u p r iz m a t i· c n u z a p r e m in u iz m e ¹d u p lo · c a , a s a h o r iz o n t a ln o m o s n o vo m o d 1 m2:

1 . e n e r g iju ko ju p r im i ° u id p o kr e t -
n o m p lo · c o m ;

2 . d e fo r m a c io n i r a d d e vija t o r s ko g d e -
la n a p o n a ;

3 . m o t o r n i r a d d e vija t o r s ko g d e la n a -
p o n a ;

N a ve d e n o o d 1 . d o 3 . o d n o s i s e n a
e n e r g iju , o d n o s n o r a d o ve u je d in ic i vr e -
m e n a .
D u · z s t r u je o s t va r u je s e p r o m e n a p r it is ka :

¡ @p
@x1

= 1 0 ¡5N=cm3

Zadatak 2.

Za r a va n s ko t u r b u le n t n o s t r u ja n je iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e n e p o kr e t n e p lo · c e , iz u z e v· s i
g r a n i· c n i p o d s lo j, r a s p o r e d o s r e d n je n ih b r z in a iz r a · z e n je s a :

u1
um

=
µ
x2
h

¶1=6

u2 = 0

N a ve d e n i r a s p o r e d b r z in a n a p is a n je z a p o lo vin u s t r u je ( d o x2 = h) , a u d r u g o j p o lo vin i
je is t i je r je x2 = h s im e t r a ln a r a va n .
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K o e ¯ c ije n t C¿ n a p o n a t r e n ja ¿ iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a je d n a k je 0 .0 0 5 ( C¿ = 2 ¿=½v
2,

v = s r e d n ja b r z in a u p r e s e ku s t r u je ) .
P r o t ic a j iz m e ¹d u p lo · c a iz n o s i 6 0 0 dm3=s1 p o 1 m · s ir in e ( r a · c u n a s e n o r m a ln o n a r a va n

c r t e · z a ) .
Gu s t in a ° u id a je ½ = 1 g=cm3.
S r a · c u n a t i \ n a p o n e t u r b u le n c ije " i \ p r o d u kc iju t u r b u le n t n e e n e r g ije " ( p o je d in ic i z a -

p r e m in e i u je d in ic i vr e m e n a ) z a x2 = 1 0 cm.

Zadatak 3.

S r a · c u n a t i b r z in u U ko jo m ¶ c e u m ir n o j vo d i ( vis ko z it e t ¹ = 1 0 ¡7N=cm2s, g u s t in a
½ = 0 :9 g=cm3 ) je d n o liko p a d a t i h o m o g e n a lo p t ic a ( g u s t in e 1 : 1 g=cm3 ) u s le d s vo je t e · z in e .
P r e · c n ik lo p t ic e je d = 1 : 2 mm.
R a · c u n s p r o ve s t i z a la m in a r n o s t r u ja n je o ko lo p t ic e , z a ko je s e d a je iz r a z z a ko e ¯ c ije n t

s ile o t p o r a lo p t e :

CF =
2 4

Re
g d e je CF =

F
1

2
½U 2A

a Re =
½dU

¹

P o s le o b a vlje n o g r a · c u n a p r o ve r it i d a li s e o s t va r u je la m in a r n o s t r u ja n je , je r p r e t h o d n o
n a p is a n o va · z i z a Re < 5 .

II
Zadatak 1.

P o s m a t r a s e z a p r e m in a V iz m e ¹d u d va p o p r e · c n a p r e s e ka ( I ) i ( II ) c e vi. U o b a p r e -
s e ka r a s p o r e d b r z in a , d e vija t o r s kih n a p o n a i s vih ka r a kt e r is t ika t u r b u le n c ije je p o t p u n o
is t o ve t a n ( id e n t i· c a n ) . Flu id je n e s t i· s liv, a s t r u ja n je je u s t a lje n o { u p r a vo s ve o s r e d n je n e
vr e d n o s t i s u u s t a lje n e .
P r e p is a t i je d n a · c in e m e h a n i· c ke e n e r g ije z a g la vn o s t r u ja n je i z a ° u kt u a c ije { t o s u

je d n a · c in e ( 5 3 -2 5 ) i ( 5 3 -3 2 ) u kn jiz i.
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Te je d n a · c in e p r im e n it i n a p o s m a t r a n u z a p r e m in u , iz m e ¹d u p r e s e ka ( I ) i ( II ) , i p o d
n a ve d e n im u s lo vim a . Iz d vo jit i o n e · c la n o ve ko ji s u je d n a ki n u li i o b r a z lo · z it i, z a s va ko g a
p o je d in a · c n o , z a · s t o je je d n a k n u li. P r e o s t a le · c la n o ve n a p is a t i ko r is t e ¶ c i in d e ks e 1 ,2 i 3
( a n e u o p · s t e n e i,j,k ) i p r im e n it i p o vr · s in s ke in t e g r a le g d e je t o m o g u ¶ c e . R a d t e · z in e i
p r it is ka s p o jit i ( u ve s t i p ije z o m e t a r s ku ko t u ) . R a d d e vija t o r s ko g d e la n a p o n a i \ n a p o n a
t u r b u le n c ije " p r ika z a t i t a ko d a s e is p o lji d e fo r m a c io n i r a d , p o ka z a t i · s t a p r e la z i u t o p lo t u ,
a · s t a u ° u kt u a c ije ( a p o s le kr o z n jih u t o p lo t u ) .

Zadatak 2.

Za d a t a k je r a va n s ki. Flu id je n e s t i· s liv.
U p r e s e ku ( I ) b r z in a je r a s p o r e ¹d e n a r a vn o m e r n o uI = UI = Const, d o k je u p r e s e ku

( II ) p o r e m e ¶ c e n a ( t e lo m ) i r a s p o r e d b r z in a je o t p r ilike ka ko je p r ika z a n n a s kic i.
Gr a n i· c n i s lo j u z z id o ve je t a n a k. V r t lo · z n i t r a g iz a t e la z a h va t a s a m o o g r a n i· c e n i d e o

p r e s e ka . S t o g a s e z a s t r u jn ic u S { S m o · z e p r ih va t it i z a ko n it o s t z a id e a la n ° u id . Za je d a n
p r e s e k m o · z e s e u z e t i d a je p ije z o m e t a r s ka ko t a is t a .
S r a · c u n a t i ko e ¯ c ije n t CF s ile F o t p o r a z a t e lo u r o n je n o u s t r u ju iz m e ¹d u p r e s e ka ( I ) i

( II ) :

CF =
F

1
2
½u2IA
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A { p o p r e · c n i p r e s e k t e la
½ { g u s t in a

Zadatak 3.

u2 = u3 = 0

R a va n s ko i la m in a r n o s t r u ja n je
n e s t i· s ljivo g ° u id a .

@u1
@x1

= 0

K in e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i º = 0 : 1 cm2=s, g u s t in a ½ = 0 :9 g=cm3.
U p is a n e b r z in e s e o d n o s e n a t r e n u t a k t = t0, d o k t e b r z in e kr o z vr e m e r a s t u 0 : 2 cm=s

z a 1 -n u s e ku n d u .
I . S r a · c u n a t i u b r z a n je d e li¶ c a u ( C ) z a t r e n u t a k t = t0.
I I . Za is t i t r e n u t a k s r a · c u n a t i p ije z o m e t a r s ke r a z like ¦ C ¡ ¦ D i ¦ C ¡ ¦ B ( in d e ks i s e

o d n o s e n a t a · c ku n a ko ju s e o d n o s i p ije z o m e t a r s ka ko t a ) .
I I I . Za d e li¶ c u ( C) u t = t0 s r a · c u n a t i d e fo r m a c io n i r a d ( p o je d in ic i z a p r e m in e u je d in ic i

vr e m e n a ) . K o liko s e z a 1 s e ku n d p o vis i t e m p e r a t u r a t o g a d e li¶ c a , a ko je t o p lo t a p o t r e b n a
d a s e ° u id z a g r e je z a 1 0C e kviva le n t n a kin e m a t i· c ko j e n e r g iji p r i b r z in i o d o t p r ilike 2 0 0 m=s.

III
Zadatak 1.

S t r u jn o p o lje je o g r a n i· c e n o s a :

x1 ¸ L x2 ¸ L e ¸ x3 ¸ ¡e

R a s p o r e d b r z in a je :

u1 =
x1

x21 + x
2
2

u0L
µ
1 ¡ t

T

¶Ã
1 ¡ x

2
3

e2

!

u2 =
x2

x21 + x
2
2

u0L
µ
1 ¡ t

T

¶Ã
1 ¡ x

2
3

e2

!

u3 = 0

u0 = const = 1 0 cm=s; L = const = 5 0 cm; e = const = 0 : 8 cm; T = const = 1 0 0 s.
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K in e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i i g u s t in a ° u id a s u :

º = 0 :1 cm2=s ½ = 0 :9 g=cm3

Os o vin a \ 3 " je ve r t ika ln a .
I. P o s m a t r a s e d e li¶ c u t a · c ki ( C ) s a ko o r d in a t a m a :

x1 = 3 L; x2 = 4 L; x3 =
e

2

i u t r e n u t ku t = T=2 .
S r a · c u n a t i z a n a ve d e n i d e li¶ c :

a ) u b r z a n je ( s ve t r i ko m p o n e n t e ) i u ka z a t i n a lo ka ln i i ko n ve kt ivn i d e o ;

b ) s ve n a p o n e d e vija t o r s ko g d e la n a p o n a ;

c ) d e fo r m a c io n i r a d p o je d in ic i z a p r e m in e i u je d in ic i vr e m e n a ;

d ) s ilu p r it is ka ( p o je d in ic i z a p r e m in e ) , i t o s ve t r i n je n e ko m p o n e n t e .

II. P o ka z a t i d a n a ve d e n i r a s p o r e d b r z in a z a d o vo lja va je d n a · c in u ko n t in u it e t a ( je d n a · c in a
o d r · z a n ja m a s e ) .

Zadatak 2.

I. R a s p o r e d o s r e d n je n ih b r z in a p r i t e · c e n ju n e s t i· s ljivo g ° u id a kr o z p r a vo lin ijs ki p o lo · z e -
n u c e v ( u p r a vc u 1 .) kr u · z n o g p r e s e ka ( p o lu p r e · c n ik = r ) d a t je s a

u = u1 = um

µ
x2
r

¶1=8

x2 = u d a lje n o s t o d z id a .
U p o r e d it i p r o t ic a j kin e t i· c ke e n e r g ije kr o z p r e s e k c e vi, s r a · c u n a t n a o s n o vu n a ve d e n o g

r a s p o r e d a b r z in a i u z u z im a n je p o c e lo m p r e s e ku is t e b r z in e ( s r e d n je b r z in e v z a p r e s e k,
v = Q=¼r2, Q = p r o t ic a j) .
II. P r e t h o d n o s e o d n o s i n a g la vn o s t r u ja n je . Za ° u kt u a c ije s e d a ju s le d e ¶ c e p r o c e n e :
V r e d n o s t o s r e d n je n o g p r o iz vo d a ( b ilo ko g a ) ° u kt u ir a ju ¶ c ih b r z in a u0iu

0
j n e p r e la z i 0 : 0 1 v

2,

a vr e d n o s t t r o s t r u ko g p r o iz vo d a u0iu
0
ju
0
k n e p r e la z i 0 : 0 0 1 v

3.
K o liko , u o d n o s u n a s r a · c u n a t o p o d I, m o · z e d a iz n o s i o s r e d n je n i p r o t ic a j kin e t i· c ke

e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a .
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IV
Zadatak 1.

U p o s m a t r a n o m t r e n u t ku ( t0 ) u p o s m a t r a n o j t a · c ki ( A ) b r z in a iz n o s i:

u1 = 1 0 cm=s

u2 = 2 5 cm=s

d o k u is t o m t r e n u t ku p r it is c i u o ko ln im t a · c ka m a iz n o s e p r e m a u p is a n o m n a s kic i. U s vim
t a · c ka m a lo ka ln i p r it is c i s e p o ve ¶ c a va ju z a 2 N=cm2 z a 1 -n u s e ku n d u .
S r a · c u n a t i b r z in u p o ve ¶ c a n ja p r it is ka ( m a t e r ija ln i iz vo d p r it is ka ) z a d e li¶ c ko ji s e u

t r e n u t ku t0 n a la z i u t a · c ki ( A ) . Za d a t a k je r a va n s ki.

Cifr e 8 ; 9 ; 1 1 ; 1 2 z n a · c e p r it is a k o d t o liko N=cm2 u o d n o s n o j t a · c ki.

Zadatak 2.

R a z m a t r a s e r a va n s ko , u s t a lje n o i la m in a r n o s t r u ja n je n e s t i· s ljivo g ° u id a s a b r z in a m a

u1 = LU
x1

x21 + x
2
2

u2 = LU
x2

x21 + x
2
2

L = const1 = 2 cm U = const2 = 5 cm=s

S r a · c u n a t i z a d e li¶ c n a p o lo · z a ju x1 = 2 L x2 = 2 L

1 . u b r z a n je

2 . s ve d e lu ju ¶ c e ko m p o n e n t e d e vija t o r s ko g d e la n a p o n a

{ kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i

º = 0 :3 cm2=s

n o in d e n t { g u s t in a
½ = 0 :8 g=cm3
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Za d a t a k je r a va n s ki.
I. N a p is a t i iz r a z s a d im e n z io n a ln im , a p o t o m iz r a z s a b e z d im e n z io n a ln im ve li· c in a m a ,

ko ji ¶ c e p r ika z iva t i u · c e s t a lo s t n o t kid a n ja vr t lo g a ka o fu n kc iju o d ve li· c in a o d ko jih z a vis i.
II. P o d p r e t p o s t a vko m n e u t ic a n ja vis ko z n o s t i s r a · c u n a t i n z a a = 2 m i u = 5 0 m=s,

a ko je e ks p e r im e n t o m u t vr ¹d e n o n = 5 s¡1 z a a = 1 2 cm i u = 2 0 m=s.

V
Zadatak 1.

R a va n s ko u s t a lje n o s t r u ja n je iz m e ¹d u d ve p lo · c e .
Za d o n ju p o lo vin u s t r u je b r z in a je d a t a s a

u1 = umax

µ
x2
h

¶1=7

; u2 = 0 ; umax = 1 : 5 m=s

S t r u ja n je je s im e t r i· c n o u o d n o s u n a s im e t r a lu ( x2 = h) , i t a ko s e m o · z e o d r e d it i r a s -
p o r e d b r z in a i z a g o r n ju p o lo vin u s t r u je .

7



P lo · c e s u g la t ke , p a s e ko e ¯ c ije n t C¿ n a p o n a t r e n ja ¿ ( iz m e ¹d u p lo · c a i ° u id a ) m o · z e
s r a · c u n a t i iz o b r a s c a z a g la t ku c e v:

¸ =
0 :3 2

Re1=4

Re = v 2 h=º, 2 h = r a z m a k iz m e ¹d u p lo · c a , v = s r e d n ja b r z in a u p r e s e ku , º = kin e m a t s ki
ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i.
Is t i o b r a z a c s e m o · z e p r im e n it i i n a p o s m a t r a n s lu · c a j ( r a va n s ko s t r u ja n je iz m e ¹d u p lo · c a ,

g d e s e t r e n je o b a vlja s a m o p o p lo · c a m a ) , s a t im e d a b u d e is t i h id r a u li· c ki r a d iju s , a z n a s e
d a je ¸ = 4 C¿ , a C¿ = 2 ¿=½v

2.
Gu s t in a ° u id a ½ = 1 g=cm3, º = 0 : 0 1 2 cm2=s.
I. P o ka z a t i d a je z a d a t i s lu · c a j

ju01u02j
v2

< 1 0 ¡2

u01 i u
0
2 s u t u r b u le n t n e ° u kt u a c ije b r z in a .

II. S r a · c u n a t i r a z liku o s r e d n je n ih p r it is a ka u o s o vin a m a p r e s e ka ( I ) i ( II ) .

Zadatak 2.

P r e t p o s t a vit i d a vo d e n a s t r u ja · c iji je r a s p o r e d b r z in a d a t z a d a t ko m 1 . n o s i s u s -
p e n d o va n i m a t e r ija l · c ija je ko n c e n t r a c ija C u p o s m a t r a n o m i o d r e ¹d e n o m t r e n u t ku iz r a · z e n a
s a

z a p r e s e k I z a p r e s e k II

C = C0

µ
1 ¡ 4 x2

h

¶2

z a x2 ·
1

4
h C = C0

µ
1 ¡ 6 x2

h

¶2

z a x2 ·
1

6
h

C = 0 z a x2 ¸
1

4
h C = 0 z a x2 ¸

1

6
h

C0 = 0 : 7 % u p r e s e ku I .
C0 = 0 : 5 % u p r e s e ku II.
K o n c e n t r a c ija o z n a · c a va o d n o s s u s p e n d o va n o g m a t e r ija la i vo d e .
I. Za p o s m a t r a n i t r e n u t a k n u m e r i· c ki s r a · c u n a t i:

Z

V¤

@

@t
( C½) dV

½ { g u s t in a vo d e = 1 kg=dm3

V¤ { z a p r e m in a iz m e ¹d u p r e s e ka I i II.
II. P r o t u m a · c it i · s t a u ¯ z i· c ko m s m is lu p r e d s t a vlja n a p is a n i in t e g r a l.
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Zadatak 3.

Za p a d lin ije e n e r g ije IE p r i je d n o liko m t e · c e n ju u c e vim a , d a je s e s le d e ¶ c i e m p ir ijs ki
o b r a z a c :

IE = C
v1:87

D1:15

v { b r z in a ; D { p r e · c n ik; C { je ko n s t a n t n o z a c e vi is t o g kva lit e t a o b lo g e .
P r e t p o s t a vlja s e d a je o b r a z a c n a m e n je n t e · c e n ju vo d e , t j. n e va · z i z a t e · c e n je ° u id a

d r u g ih vis ko z it e t a .

N a ve d e n i o b r a z a c p r e t vo r it i u p o z n a t u fu n kc iju ¸= (̧
k

D
;Re) , o d n o s n o u ¸=a (

k

D
) bRef

( a; b; f s u ko n s t a n t e ) .
¸ je u o b i· c a je n a o z n a ka z a ko e ¯ c ije n t t r e n ja , ¸ = 2 gDIE=v

2, Re = vD=º = R e yn o ld s -
o v b r o j, k=D = r e la t ivn a h r a p a vo s t .
Ob ja s n it i:

I. D a li n a ve d e n i o b r a z a c m o · z e d a va · z i b e z o g r a n i· c e n ja b r z in a ? D a li va · z i i z a la m in a r n o
t e · c e n je i z a h r a p a ve c e vi? K a d m o · z e d a va · z i?

II. P o ka z a t i d a s a C = const, o b r a z a c m o · z e d a va · z i s a m o z a je d n u a p s o lu t n u h r a p a vo s t
i b e z p r o m e n e vis ko z n o s t i.

III. P o ka z a t i d a je u o vo m o b r a s c u u t ic a j r e la t ivn e h r a p a vo s t i b e z n a · c a ja n i · s t a t o
p r a kt i· c n o z n a · c i?

VI
Zadatak 1.

Iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e r a vn e p lo · c e , n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju e = 1 2 mm la m in a r n o
i u s t a lje n o t e · c e n e s t i· s ljiv ° u id ( kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i º = 0 : 3 cm2=s g u s t in a
½ = 0 :9 g=cm3 ) u z u s lo v d a je p ije z o m e t a r s ka ko t a is t a z a s ve t a · c ke s t r u je . U z r o k s t r u ja n ju
je u kr e t a n ju g o r n je p lo · c e ( o n a s e je d n o liko kr e ¶ c e b r z in o m U = 5 0 cm=s) . D o n ja p lo · c a je
n e p o kr e t n a . Za d a t a k je r a va n s ki.
Za n a ve d e n o s t r u ja n je p r ika z a t i r a s p o r e d ( u fu n kc iji x2 ) :

a ) b r z in a ;

b ) d e vija t o r s ko g d e la n a p o n a ;

c ) m o t o r n o g r a d a , p o je d in ic i m a s e i u je d in ic i vr e m e n a ;

d ) d e fo r m a c io n o g r a d a , p o je d in ic i m a s e i u je d in ic i vr e m e n a .

P r ika z t r e b a d a b u d e s a n u m e r i· c kim vr e d n o s t im a .

* * *

9



Za ko n a · c n u m a s u s m e · s t e n u u d u · z in i ( L) s t r u je , a z a · s ir in u ( b) , s r a · c u n a t i:

e ) d e fo r m a c io n i r a d u je d in ic i vr e m e n a ;

f ) m o t o r n i r a d u je d in ic i vr e m e n a ;

g ) r a d ko jim g o r n ja p lo · c a p r e d a e n e r g iju s t r u ji u je d in ic i vr e m e n a .

U z e t i L = b = 1 m.
Ob ja s n it i m e ¹d u s o b n u ve z u r a d o va n a ve d e n ih p o e, f i g, o d n o s n o p o ka z a t i e n e r g e t s ki

b ila n s z a p o s m a t r a n u ko n a · c n u m a s u ka o c e lin u .

Zadatak 2.

I. N a p is a t i R e yn o ld s -o vu je d n a · c in u ( t o je je d n a · c in a ( 5 3 -1 2 ) u kn jiz i) , z a p r a vc e ( 1 ) i
( 2 ) , iz o s t a vlja ju ¶ c i u n jim a s ve · c la n o ve ko ji o t p a d a ju , je r s u is p u n je n i u s lo vi:

a ) s t r u ja n je je u s t a lje n o ( u s t a lje n e s u o s r e d n je n e vr e d n o s t i s vih ve li· c in a i s vih p r o iz vo d a
° u kt u a c io n ih ve li· c in a ) ;

b ) o s r e d n je n o s t r u ja n je je r a va n s ko { u r a vn i ( 1 ; 2 ) ;

c ) d e js t vo n a p o n a u s le d vis ko z n o s t i z a n e m a r ljivo je u o d n o s u n a d e js t vo \ n a p o n a t u r -
b u le n c ije " ko jim a s e o b u h va t a d e lo va n je ° u kt u a c ija n a g la vn o s t r u ja n je .

II. Is t e je d n a · c in e n a d a lje u p r o s t it i p r im e n ju ju ¶ c i n a s kic ir a n i p r im e r , a t o je r a va n s ko
s t r u ja n je iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e , g d e je r a s p o r e d b r z in a , u klju · c iv· s i ° u kt u a c ije , is t i u
s vim p o p r e · c n im p r e s e c im a ( p o lo · z e n im n o r m a ln o n a o s o vin u 1 ) .
III. U t a · c ka m a ( a ) i ( b) { vid i s kic u { iz m e r e n i s u o s r e d n je n i p r it is c i i n jih o va r a z lika

iz n o s i:

pb ¡ pa = 0 : 0 0 8 N=cm2

1 . Od r e d it i r a z liku p r it is a ka pd ¡ pc.

2 . D a li iz m e ¹d u p r it is a ka u t a · c ka m a ( a ) i ( c ) p o s t o ji r a z lika p r o p o r c io n a ln a r a z lic i
p o lo · z a jn ih ko t a , t j. d a li je
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pc ¡ pa = ° ( za ¡ zc )

ili t o n ije t a · c n o , je r h id r o s t a t i· c ku r a s p o d e lu p r it is a ka u p o p r e · c n o m p r e s e ku r e m e t i u t ic a j
° u kt u a c ija . P r ika z a t i t o o d g o va r a ju ¶ c o m je d n a · c in o m .
IV . U t a · c ki ( a ) iz m e r e n a je s le d e ¶ c a ° u kt u a c io n a ka r a kt e r is t ika

u01u
0
2 = ¡1 1 8 cm2=s2

g d e s u u01 i u
0
2 ° u kt u a c ije b r z in a .

1 . K o liko is t a ka r a kt e r is t ika iz n o s i u t a · c ka m a ( b ) , ( c ) i ( d ) .

2 . S r a · c u n a t i t a n g e n c ija ln i n a p o n iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a . P r e t p o s t a vlja s e d a je o n je d n a k
n a p o n u n a g r a n ic i iz m e ¹d u t u r b u le n t n o g je z g r a i ve o m a t a n ko g vis ko z n o g p o d s lo ja
( · c ija je d e b ljin a z a n e m a r ljiva u o d n o s u n a d e b ljin u s t r u je ) .

V . S r a · c u n a t i d e b ljin u ( ±c ) vis ko z n o g p o d s lo ja p o d p r e t p o s t a vko m d a je d e vija t o r s ki
n a p o n u n je m u ko n s t a n t a n , a s t r u ja n je la m in a r n o , a n a n je g o vo j g r a n ic i o s t va r u je s e
b r z in a ( uc ) ko ja s a ( ±c ) · c in i R e yn o ld s -o v b r o j

Rec =
uc±c½

¹
= 1 2 0

V I. Os r e d n je n e b r z in e u t a · c ka m a ( a ) i ( c ) iz n o s e

u1 ( a) = 2 6 5 cm=s

u1 ( c) = 2 8 0 cm=s

A p r o ks im ir a ju ¶ c i r a s p o r e d b r z in a iz m e ¹d u ( a ) i ( c ) { lin e a r n im z a ko n o m s r a · c u n a t i p r o d u k-
c iju e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a p o je d in ic i m a s e i u je d in ic i vr e m e n a , u t a · c ki n a p o livin i
r a s t o ja n ja iz m e ¹d u ( a ) i ( c ) . 4 V II. P o ka z a t i d a je u is t o j t a · c ki { n a s r e d in i iz m e ¹d u ( a ) i
( b ) { n a p o n u s le d vis ko z n o s t i z a n e m a r ljiv u o d n o s u n a n a p o n t u r b u le n c ije .

* * *
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P r i iz r a d i z a d a t a ka ko ji z a h t e va ju p o z n a va n je ko e ¯ c ije n t a vis ko z n o s t i ¹ i g u s t in e ½,
r a · c u n a t i s a ¹ = 1 : 3 ¢ 1 0 ¡3Nsm¡2 i ½ = 1 kgdm¡3.

VII
Zadatak 1.

Od r e d it i n a p o n t r e n ja ¿ iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a u fu n kc iji r a s t o ja n ja o d p o · c e t ka p lo · c e
x1. Is t o iz r a z it i i b e z d im e n z io n a ln o C¿ = C¿ ( Rex ) .

Zadatak 2.

U s lo vi:

² z a d a t a k je r a va n s ki

² ° u id je n e s t i· s ljiv

² t o p lo t a d o b ije n a d e fo r m a c io n im r a d o m je z a n e m a r ljiva .

P o lje b r z in a je d a t o s a :

u1 =
x1

x21 + x
2
2

U0L0

u2 =
x2

x21 + x
2
2

U0L0

P o lje t e m p e r a t u r e je :

µ = µ0 ( x
2
1 + x

2
2 )
1

L2
0

L0, U0 i µ0 s u ko n s t a n t e .
I. P o ka z a t i d a s e p r e t h o d n o o s t va r u je p r i

¸

C½L0U0

= const1 = K
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g d e je :
¸ = ko e ¯ c ije n t t o p lo t n e p r o vo d ljivo s t i ( ko n d u kc ije )
¸ = const2
C { s p e c ī · c n a t o p lo t a = const3
½ { g u s t in a = const4
S r a · c u n a t i n u m e r i· c ku vr e d n o s t ko n s t a n t e K u p r e t h o d n o m iz r a z u .
II. P o s m a t r a s e z a p r e m in a ( V ) { vid i s kic u ( d e b ljin a , n o r m a ln o n a c r t e · z je d n a ka je ( b)

{ i t r e b a o d r e d it i:

a ) u la z , o d n o s n o iz la z t o p lo t e , kr o z g r a n i· c n e p o vr · s in e ( I ) i ( II ) , i t o :

² ko n ve kc ijo m ( s t r u ja n je m )
² ko n d u kc ijo m ( p r o vo ¹d e n je m )

b ) p o ve ¶ c a n je t o p lo t e u je d in ic i vr e m e n a , u z a p r e m in i ( V ) .

N a o s n o vu ( a ) i ( b ) n a p r a vit i b ila n s t o p lo t e .

Je d n a · c in e z a g r a n ic e ( I ) i ( II ) :

x21 + x
2
2 = r2I = L

2
0

x21 + x
2
2 = r2II = 4 L

2
0

Zadatak 3.

R a s p o r e d b r z in a u t u r b u le n t n o j s t r u ji iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ( m e ¹d u s o b n o r a s t o -
ja n je 2 h) iz r a · z e n je s a

u1
um

=
µ
x2
h

¶1=7

· s t o va · z i z a : ±c · x2 · h.
±c je d e b ljin a p o d s lo ja u z p lo · c u u ko m e s e o s t va r u je la m in a r n o s t r u ja n je u z p r ib li· z n o
ko n s t a n t n u vr e d n o s t n a p o n a ¾21 ( = ¿ = g r a n i· c n i n a p o n iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a ) .
Za d a t a k s e r e · s a va ka o r a va n s ki, u z s le d e ¶ c e p o d a t ke :
¿ = 1 :6 N=m2

um = 1 2 0 cm=s
h = 1 0 cm
° = s p e c i¯ · c n a t e · z in a = 1 0 kN=m3

º = kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i = 0 : 0 1 cm2=s
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I. S r a · c u n a t i z a x2 = 1 cm \ p r o d u kc iju t u r b u le n t n e e n e r g ije " p o je d in ic i m a s e i u je d in ic i
vr e m e n a .
II. S r a · c u n a t o p o d I iz r a z it i b e z d im e n z io n o u o d n o s u n a

¿

½

um
h
.

III. S r a · c u n a t i d e b ljin u ±c la m in a r n o g p o d s lo ja .
N a p o m e n e :

1 . U t u r b u le n t n o m s lo ju d e vija t o r s ki n a p o n i ko ji d e lu ju p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i z a n e -
m a r ljivi s u u o d n o s u n a n a p o n e t u r b u le n c ije ( ¾dij ¿ ¾tij )

2 . N a g r a n ic i t u r b u le n t n o g s lo ja o s t va r u je s e

Rec =
uc±c
º
= 1 1 5

VIII
Zadatak 1.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n o s t r u ja n je iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e p o d p r e t p o s t a vko m d a
je u s t a lje n o , r a va n s ko i je d n o liko ( o vo z n a · c i d a s e o s r e d n je n e vr e d n o s t i, p a i o s r e d n je n i
p r o iz vo d i ° u kt u a c ija n e m e n ja ju s a vr e m e n o m , i d u · z p r a vih p a r a le ln ih s a o s o vin a m a 1 i
3 ) .
Od z a p r e m in s kih s ila d e lu je s a m o t e · z in a . Flu id je n e s t i· s ljiv.
Za t a j s lu · c a j n a p is a t i je d n a · c in u m e h a n i· c ke e n e r g ije ° u kt u a c ija z a p r o iz vo lja n ° u id n i

d e li¶ c ( z a p r o iz vo ljn u t a · c ku ) . U o p · s t e m o b liku t a je d n a · c in a je u kn jiz i o b e le · z e n a s a ( 5 3 -
3 1 ) , a s a d a u n jo j t r e b a iz o s t a vit i · c la n o ve ( i ko m p o n e n t e · c la n o va ) ko ji s u je d n a ki n u li z a
p o s m a t r a n i z a d a t a k. Je d n a · c in u n a p is a t i ko r is t e ¶ c i in d e ks e 1 , 2 i 3 ( a n e s im b o li· c n e in d e ks e
i:j; k ) . K o r is t it i t o t a ln e iz vo d e , g d e je t o m o g u ¶ c e . ·Cla n o ve o b r a z lo · z it i ( · s t a p r e d s t a vlja ju ) ,
a p o s e b n o u ka z a t i n a · c la n ko ji u n o s i vis ko z n o s t ( d a li o n o z n a · c a va p r e la z iz m e h a n i· c ke
e n e r g ije u t o p lo t u ) . Za t a j · c la n o b r a z lo · z it i d a li je n u la a ko s u h r a p a vi z id o vi ( p lo · c e ) .
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Zadatak 2.

Za p r e t h o d n o s t r u ja n je , u z p r e t p o s t a vku h r a p a vih p o vr · s in a p lo · c a , b r z in a u1 je z a vis n a
o d a p s o lu t n e h r a p a vo s t i k, g u s t in e ½, r a s t o ja n ja o d z id a x2 i t a n g e n c ija ln o g n a p o n a ¿
iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a . Od t ih 5 d im e n z io n a ln ih ve li· c in a m o g u s e o b r a z o va t i 2 b e z d im e n -
z io n a ln e .
P o ka z a t i d a s e z a d a t a k s vo d i n a iz u · c a va n je z a vis n o s t i

u1q
¿=½

= f
µ
x2
k

¶
( 1 )

Fu n kc ija ko ja t o m e o d g o va r a m o · z e d a b u d e

u1q
¿=½

= Const
µ
x2
k

¶1=6

( 2 )

a ko s e e ks p e r im e n t a ln i p o d a c i u n ju u klo p e . U z p r e t p o s t a vku d a je p o z n a t o d a je
p r e t h o d n o p r ih va t ljivo s a Const = 9 : 3 , n a p is a t i iz r a z z a ko e ¯ c ije n t t a n g e n c ija ln o g n a p o n a

C¿ =
¿

1 =2 ½v2
( 3 )

g d e je v s r e d n ja b r z in a kr o z p o p r e · c n i p r e s e k s t r u je .
U z p r e t p o s t a vku d a t a ko u t vr ¹d e n a z a vis n o s t va · z i z a s ve je d n o like s t r u je a ko je h id r a u li-

· c ki r a d iju s u s vim s lu · c a je vim a is t i, s r a · c u n a t i ko e ¯ c ije n t u ·S e z ije vo j fo r m u li i r e z u lt a t
u p o r e d it i s a Ma n n in g -o vo m fo r m u lo m . K o d s t r u ja n ja iz m e ¹d u d ve p lo · c e , s h va ¶ c e n o g ka o
r a va n s ki z a d a t a k, g r a n i· c n e p o vr · s in e z a t r e n je s u s a m o p lo · c e { n a o s n o vu t o g a o d r e ¹d u je s e
h id r a u li· c ki r a d iju s .

* * *

Od g o vo r it i ( i o d g o vo r e o b r a z lo · z it i) n a s le d e ¶ c a p it a n ja :

I. D a li Ma n n in g -o va fo r m u la va · z i s a m o z a h r a p a ve z id o ve , ili i z a g la t ke , i z a p r e la z n u
o b la s t ( iz g la t kih u h r a p a ve z id o ve ) ?
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II. D a li Ma n n in g -o v ko e ¯ c ije n t h r a p a vo s t i iz r a · z a va r e la t ivn u ili a p s o lu t n u h r a p a vo s t ?

III. K a kva je ve z a iz m e ¹d u Ma n n in g -o vo g ko e ¯ c ije n t a h r a p a vo s t i n i a p s o lu t n e h r a p a vo s t i
k? D a li p o s t o ji s r a z m e r n o s t iz m e ¹d u n i ky g d e je y = Const ( ko lika je vr e d n o s t y ) ?

III. D a li s e n a o s n o vu d r u g a · c ije g r a s p o r e d a b r z in a ( d r u g i iz lo · z it e lj u je d n a · c in i 2 , n ije
1 =6 ) m o · z e d o ¶ c i d o Ma n n in g -o ve fo r m u le ?

Zadatak 3.

I \ P r o d u kc iju " e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a u z a p r e m in i, u je d in ic i vr e m e n a , p r e d s t a vlja
p o s le d n ji · c la n u je d n a · c in i n a p is a n o j u kn jiz i s a ( 5 3 -3 2 ) .
A ko s e s a Pr o z n a · c i \ p r o d u kc ija " p o je d in ic i z a p r e m in e i u je d in ic i vr e m e n a , u ku p n a

\ p r o d u kc ija " u z a p r e m in i ( t j. n a ve d e n i · c la n n a ve d e n e je d n a · c in e ) iz n o s i

Z

V
Pr dV

Gr a ¯ · c ki p r ika z a t i ka ko je p o p o p r e · c n o m p r e s e ku r a s p o r e ¹d e n a \ p r o d u kc ija " e n e r g ije t j.
n a c r t a t i g r a ¯ · c ki p r ika z z a vis n o s t i

Pr

¿um=h
= f

µ
x2
h

¶

P o · s t o b i Pr z a x2=h = 0 d o b ilo b e s ko n a · c n o ve liku vr e d n o s t p r ika z a t i z a o b a ls t x2=h ¸
0 : 0 2 . N a im e , z a ko n it o s t z a t u r b u le n t n e ve li· c in e i n e va · z e z a x2 = 0 , g d e i n e m a t u r b u le n -
c ije .
Za r a s p o r e d b r z in a u z e t i z a ko n it o s t d a t u iz r a z o m ( 2 ) u z a d a t ku 2 .
P r e t p o s t a vit i d a s u n a p o n i d e vija t o r s ko g d e la n a p o n a ( ko ji d e lu ju p o s r e d s t vo m vis ko z -

n o s t i) z a n e m a r ljivi u o d n o s u n a \ n a p o n e " t u r b u le n c ije ( ¾dij << ¾
t
ij ) .

I I N a p is a t i iz r a z z a \ p r o d u kc iju " e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a u z a p r e m in i V iz m e ¹d u d va
p o p r e · c n a p r e s e ka s t r u je n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju L1, u z · s ir in u L3 s t r u je ( u p r a vc u 3 , t o
je o n a j p r a va c n o r m a la n n a o n a j d a t u Za d a t ku 1 .) . K a ko je d e b ljin a s t r u je 2 h, n a ve d e n a
z a p r e m in a je V = 2 hL1L3.

I I I S r a · c u n a t i i n u m e r i· c ki iz r a z it i \ p r o d u kc iju " iz r a · z e n u p o d II z a p r im e r g d e je :

h = 0 :1 2 m L1 = 1 m L3 = 1 m k = 1 mm a v = p r o s e · c n a b r z in a z a p r e s e k = 2 m=s

R a s p o r e d b r z in a iz r a · c u n a va s e s a ( 2 ) u Za d a t ku 2 . u z Const: = 9 : 3 , iz · c e g a ¶ c e p r o iz a ¶ c i
i vr e d n o s t z a C¿ p r e m a iz r a z u ( 3 ) iz is t o g z a d a t ka .
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IX
Zadatak 1.

P r im e n o m d in a m i· c ke je d n a · c in e z a
s t r u ju ( o d p r e s e ka \ a " d o p r e s e ka \ c " )
s r a · c u n a t i p ije z o m e t a r s ku ko t u ¦ c.
Tim e je o d r e ¹d e n a i iz g u b lje n a e n e r g ija
u s t r u ji d o p r e s e ka \ c " , ko ju t r e b a
iz r a z it i s a :

»ulaza =
Eizg ( a! c)

v2=2 g

* * *

a ) B r z in a u s u d u je z a n e m a r ljiva ( iz u z e v n e p o s r e d n e b liz in e u la z a u c e v) ;

b ) Tr e n je p o o b im u c e vi ( s a u n u t r a · s n je i s p o lja · s n je s t r a n e ) je z a n e m a r ljivo ;

c ) R a · c u n a s e s a p r o s e · c n o m b r z in o m v z a p o p r e · c n i p r e s e k { c e v je ko n s t a n t n o g p r e s e ka .

* * *

D a li s e p o s t u p ko m , ko jim s e z a p r e t h o d n i
z a d a t a k ( c e v u g u r a n a u s u d ) d o · s lo d o iz -
g u b lje n e e n e r g ije , m o · z e d o ¶ c i i d o iz g u b lje n e
e n e r g ije z a u la z p r e m a d a t o j s kic i ( t z v. o · s -
t r o ivi·c n i u la z ) .
A ko m o · z e , s r a · c u n a t i »ulaza.

A ko n e m o · z e , o b ja s n it i z a · s t o n e m o · z e ( ka d a je m o g lo z a p r e t h o d n i s lu · c a j) .

Zadatak 2.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n a s t r u ja iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ( p o s t a vlje n e n o r m a ln o
n a o s o vin u 2 ) . Flu id je n e s t i· s ljiv. Za d a t a k je r a va n s ki, s t r u ja je u s t a lje n a , · s t o ko d
t u r b u le n t n o g s t r u ja n ja z n a · c i d a o s r e d n je n e vr e d n o s t i, u klju · c u ju ¶ c i i o s r e d n je n e vr e d n o s t i
p r o iz vo d a ° u kt u ir a ju ¶ c ih ve li· c in a , n e z a vis e o d vr e m e n a i o d x3.
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I. P o ka z a t i d a s e p r ir a · s t a j kin e t i· c ke e n e r g ije ° u kt u a c ija ( p o je d in ic i z a p r e m in e i u
je d in ic i vr e m e n a ) iz r a · z a va z a p o s m a t r a n i z a d a t a k s a :

¡ 1
2
½
d

dx2

³
u02u

02
1 + u

03
2 + u

0
2u
02
3

´
= Dif

P is a n je m Dif u ka z a lo b i s e d a je u p o s m a t r a n o m p r im e r u n a ve d e n i p r ir a · s t a j is klju · c iva
p o s le d ic a d ifu z ije . P r e t h o d n o s e d o b ija p r im e n o m iz r a · z e n o g d r u g im · c la n o m je d n a · c in e
( 5 3 -3 1 ) n a r a z m a t r a n i p r im e r . S p r o ve s t i c e o p o s t u p a k.
II. E ks p e r im e n t a ln o je u t vr ¹d e n o d a s e Dif m e n ja s a x2 o n a ko ka ko p o ka z u je c r t e · z

d e s n o .
K o ji d e li¶ c i d o b ija ju , a ko jim a s e o d u z im a e n e r g ija d ifu z ijo m kin e t i· c ke e n e r g ije ( u

p r a vc u 1 , 2 ili 3 ) i ko jim s m e r o m ? D a li je u ku p a n iz n o s d ifu z ije kin e t i· c ke e n e r g ije p o
p o p r e · c n o m p r e s e ku Z

Ac

DifdA

je d n a k n u li? ( Ac = 2 hL3, L3 = p r o iz vo ljn a · s ir in a s t r u je u p r a vc u 3 ) .

Zadatak 3.

I. Za s t r u ju iz p r e t h o d n o g z a d a t ka ( z a d a t a k 2 .) p o ka z a t i d a s e r a s p o r e d b r z in a ( u
b e z d im e n z io n a ln o m o b liku ) s vo d i n a fu n kc iju :

u1q
¿=½

= f

0
@x2

q
¿=½

º

1
A

p o d p r e t p o s t a vko m d a s u p lo · c e g la t ke .
P r e t h o d n a fu n kc ija je ve z a 2 b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e , n a ko ju s e s vo d i ve z a 5 d i-

m e n z io n a ln ih ve li· c in a : u1 ( b r z in a ) , x2 ( r a s t o ja n ja o d z id a ) , ¿ ( n a p o n t r e n ja n a p lo · c i) ,
½ ( g u s t in a ) , ¹ ( ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i) . Za iz r a z je ko r i· s ¶ c e n o º = ¹=½. Ovo s vo ¹d e n je
d im e n z io n a ln o m a n a liz o m t r e b a iz ve s t i.
II. N a p is a n a fu n kc ija va · z i i z a la m in a r a n p o d s lo j ( g d e je u1 = u1 ) i z a t u r b u le n t n i s lo j.

Za p o d s lo j t r e b a d o ka z a t i d a s e s vo d i n a

u1q
¿=½

=
x2
q
¿=½

º
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X
Zadatak 1.

Za z a t vo r e n s u d o s lo n c i p r im a ju s ilu G+¡ g d e je G t e · z in a vo d e , a ¡ t e · z in a s u d a . P lo · c a
ko ja z a t va r a d n o m la z n ika p r im a s ilu P0 = °AH, g d e je A p o vr · s in a o t vo r a ko ji z a t va r a
p lo · c a , ° je s p e c ī · c n a t e · z in a . P lo · c a n a d n u m la z n ika s e s klo n i. K r o z o t vo r p o vr · s in e A
vo d a is t i· c e . S a d a o s lo n c i p r im a ju s u m u G+ ¡ ¡ ¢ . S r a · c u n a t i ¢ p o d s le d e ¶ c im u s lo vim a :

a ) t e · z in a p lo · c e ( z a t va r a · c a ) je z a n e m a r ljiva ;

b ) ° u id je id e a la n ( n e m a g u b it a ka e n e r g ije ) ;

c ) n e m a s u · z a va n ja m la z a { i n je g o v p r e s e k je p o vr · s in e A;

d ) kr o z c e o p r e s e k o t vo r a b r z in a je r a vn o m e r n o r a s p o r e ¹d e n a ;

e ) p ije z o m e t a r s ka ko t a z a m la z kr o z c e o p r e s e k o t vo r a je is t a ;

f ) n ivo u s u d u je ko n s t a n t a n ( H ) ;

g ) p r e s e k o t vo r a A je ve o m a m a le n u o d n o s u n a h o r iz o n t a ln i p r e s e k s u d a .

U p o r e d it i s ile P0 i ¢ . D a li s u m e ¹d u s o b n o je d n a ke ili n is u . A ko n is u , g d e je u z r o k z a
r a z liku . ( R a z m is lit i o r a s p o r e d u p r it is a ka n a s u d p r i is t ic a n ju i p r i m ir o va n ju ) .

Zadatak 2.

N a p o n ¿ t r e n ja iz m e ¹d u z id a i ° u id a iz r a · z a va s e s a

¿ = C¿
1

2
½v2

g d e je :
v = s r e d n ja b r z in a s t r u je
½ = g u s t in a = 1 kg d m ¡3
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C¿ = ko e ¯ c ije n t n a p o n a t r e n ja .
S r a · c u n a t i C¿ z a s t r u ju iz m e ¹d u d ve m e ¹d u s o b n o p a r a le ln e p lo · c e , n a m e ¹d u s o b n o m r a s -

t o ja n ju 2 h.
Os r e d n je n a b r z in a u p r a vlje n a je u p r a vc u 1 ko ji je p a r a le la n s a p lo · c a m a , n o r m a la n a

p lo · c u je p r a va c 2 . S t r u ja n je je r a va n s ko { u r a vn i ( 1 ; 2 ) . P lo · c e s u g la t ke p a s e o b r a z u je
vis ko z n i la m in a r n i p o d s lo j d e b ljin e ±c, a z a t u r b u le n t n i s lo j s e u s p o s t a vlja r a s p o r e d o s -
r e d n je n ih b r z in a p r e m a s le d e ¶ c e m :

u1 = um

µ
x2
h

¶1=7

z a ±c · x2 · h

x2 = r a s t o ja n je o d p lo · c e = 1 .8 d m
um = m a ks im a ln a vr e d n o s t z a u1 ( p r i x2 = h)
U p o d s lo ju n a p o n ¾12 = ¾21 = Const. N a g r a n ic i p o d s lo ja i s lo ja b r z in a je uc.

U s p o s t a vlja s e

Re =
uc±c
º
= 1 2 0

º = kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i = 0 .0 1 2 c m 2 s ¡1

* * *

Za d a t i r a s p o r e d b r z in a u t u r b u le n t n o m s lo ju s r a · c u n a t i o d n o s :

Pr ( od zida do 0 :1 h)

Pr ( od zida do h )

g d e Pr o z n a · c a va \ p r o d u kc iju " t u r b u le n t n e e n e r g ije { u ° u kt u a c ija m a . P r e t h o d n i o d n o s
¶ c e p o ka z a t i ko ji s e d e o u ku p n e p r o d u kc ije o b a vi u p r iz id n o j d e s e t in i s lo ja . U o vo m r a · c u n u
m o · z e s e u z e t i d a t u r b u le n t n i s lo j id e o d z id a , p o · s t o je p o d s lo j t o liko t a n a k d a u klju · c iva n je
i n je g o ve d e b ljin e n e m e n ja r e z u lt a t .

Zadatak 3.

A ) N a p is a t i je d n a · c in u t o p lo t n e e n e r g ije u z u s lo ve :

a ) t o p lo t a d o b ije n a d e fo r m a c io n im r a d o m je z a n e m a r ljiva ;

b ) ° u id je n e s t i· s ljiv;

B ) Is t u je d n a · c in u o s r e d n jit i ( t j. n a p is a t i s a o s r e d n je n im s vim · c la n o vim a , p a ¶ c e s e u
n jo j p o ja vit i o s r e d n je n e vr e d n o s t i i o s r e d n je n i ° u kt u a c io n i p r o iz vo d i) :

P r i is p is iva n ju je d n a · c in e ko r is t it i is klju · c ivo in d e ks e 1 ; 2 ; 3 , ( p is a t i u r a z vije n o m o b liku ) , a
n e p is a t i s a s im b o li· c n im in d e ks im a i; j i k.

C) U je d n a · c in i n a p is a n o j p o d B ) iz o s t a vit i ko n d u kc iju ( p r o vo ¹d e n je t o p lo t e ) ka o z a n e -
m a r ljivu u o d n o s u n a ko n ve kc iju ( p r e n o s t o p lo t e b r z in o m { o s r e d n je n o m i ° u kt u a c i-
ja m a ) .

2 0



N a d a lje , z a d a t a k jo · s u p r o s t it i p r ih va t a ju ¶ c i s t a vo ve :

a ) s t r u ja n je je r a va n s ko { u r a vn i ( 1 ,2 ) ;

b ) s t r u ja n je je u s t a lje n o ( u s t a lje n e s u o s r e d n je n e vr e d n o s t i) .

D ) Je d n a · c in u n a p is a n u p o d C) d a lje p o je d n o s t a vit i: u z e t i d a je s t r u ja u p r a vlje n a
is klju · c ivo u p r a vc u 1 , i d a je s t r u ja n je u p o p r e · c n im p r e s e c im a is t o ve t n o . Ovo z n a · c i

u1 = u1 ( x2 ) u2 = 0

P r e t p o s t a vit i i d a je u p r a vc u 1 p r e n o s t o p lo t e d ifu z ijo m n e z n a t n a u o d n o s u n a
p r e n o s ko n ve kc ijo m :

@

@x1
( u01µ0 ) ¿

@

@xi
( u1µ )

g d e je µ t e m p e r a t u r a , a µ0 n je n a ° u kt u a c io n a vr e d n o s t .

E ) U p r a ks i s e m o · z e n a i¶ c i n a ve o m a je d n o s t a vn u je d n a · c in u

u1
@µ

@x1
¡K @

@x2

Ã
@µ

@x2

!
= 0

ko ja je n a m e n je n a z a d a t ku s a is t im u s lo vim a z a ko je je n a p is a n a je d n a · c in a p o d D ) .

U p r e t h o d n o j je d n a · c in i K p r e d s t a vlja t z v. ko e ¯ c ije n t d ifu z ije . P r o t u m a · c it i · s t a o n
iz r a · z a va { u p o r e d it i p r e t h o d n u je d n a · c in u s a je d n a · c in o m d o b ije n o m p o d D ) .

XI
Zadatak 1.
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I. D in a m i· c ku je d n a · c in u u r a vn o t e · z e n ja s ila , u klju · c iv· s i i in e r c ija ln e , z a p r a va c g la vn e
c e vi ( x ) , a z a m a s u ° u id a iz m e ¹d u p r e s e ka I , II i III , u p o r e d it i s a je d n a · c in o m e n e r g ije
z a s t r u ju iz m e ¹d u I i II, i n a o s n o vu t o g a o d r e d it i iz g u b lje n u e n e r g iju ( p o je d in ic i t e · z in e )
Eizg ( I ! II ) = EI ¡EII , a p o t o m n a p is a t i iz r a z z a ko e ¯ c ije n t lo ka ln o g g u b it ka », g d e je

» =
Eizg ( I ! II )
v2II=2 g

Flu id je n e s t i· s ljiv, s t r u ja n je je u s t a lje n o . U s va t r i p r e s e ka p r e t p o s t a vit i p r a vo lin ijs ko
s t r u ja n je , n o r m a ln o n a p r e s e k.

II. E m p ir ijs ka z a vis n o s t z a » u vid u » = » ( q=Q ) , p r i AI = AII = AIII , d a t a je n a s lic i
2 . U p o r e d it i t u z a vis n o s t i a n a lit i· c ku d o b ije n u p o d I. U o · c i¶ c e s e r a z like ko je s u p o s le d ic a
n e is p u n ja va n ja p r e t p o s t a vki u z e t ih p r iliko m p is a n ja je d n a · c in a p o d I. D a li s e m o · z e n a ¶ c i
o b ja · s n je n je u t o m e · s t o s t r u ja n je kr o z III n ije n o r m a ln o n a p r e s e k ( p o s t o ji b r z in a u r a vn i
p r e s e ka { vid i s kic u 3 ) .

D a b i s e iz b e g le p r e t h o d n a n e p a r a le ln o s t i z a kr ivlje n o s t b r z in a kr o z p r e s e k III z a · s t o s e
p r e s e k n e p o m e r i n a III 0, g d e je s t r u ja n je p a r a le ln o i p r a vo lin ijs ko , n o r m a ln o n a p r e s e k?
K a kve t e · s ko ¶ c e z a is p is iva n je s ila t a d a n a s t a ju ( p a s e o p e t n e m o · z e d o ¶ c i d o p r ih va t ljivo g
r e z u lt a t a ) ?
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Zadatak 2.

I. Za r a va n s ko t u r b u le n t n o s t r u ja n je ( iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ) , u z u s lo v d a s u p lo · c e
g la t ke u1 ( o s o vin a 1 je u p r a vlje n a u p r a vc u s t r u ja n ja ) z a vis i o d r a s t o ja n ja x2 o d p lo · c e ,
t e o d n a p o n a ¿ t r e n ja iz m e ¹d u ° u id a i p lo · c e , ka o i o d ¯ z i· c kih o s o b in a ° u id a ( g u s t in a i
vis ko z n o s t ) . P o ka z a t i d a s e o p is a n a z a vis n o s t , p r im e n o m d im e n z io n a ln e a n a liz e , s vo d i n a :

u1q
¿=½

= f

0
@x2

q
¿=½

º

1
A

º { kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i
½ { g u s t in a
II. U z p r e t p o s t a vku d a je o d r e ¹d e n je fu n kc ije p o d ( I) :

u1q
¿=½

= C

0
@x2

q
¿=½

º

1
A

1=7

Od r e d it i vr e d n o s t ko n s t a n t e C p o d s le d e ¶ c im u s lo vim a :

² U g r a n i· c n o m vis ko z n o m p o d s lo ju d e b ljin e ±c s t r u ja n je je la m in a r n o , a b r z in a r a s t e
o d n u le ( n a z id u , x2 = 0 ) d o uc ( z a x2 = ±c ) i uc je s r a z m e r n o s a x2, a o s t va r u je s e :

±cuc
º
= 1 5 0

III. S a o d r e ¹d e n o m ko n s t a n t o m C s r a · c u n a t i ko e ¯ c ije n t C¿ n a p o n a ¿ , g d e je

C¿ =
¿

½
1

2
v2

t j. C¿ s e iz r a · z va p r e ko s r e d n je b r z in e v z a s t r u ju ( v = p r o t ic a j/ p o p r e · c n i p r e s e k s t r u je ) .
C¿ iz r a z it i u z a vis n o s t i o d Re-b r o ja

Re =
vh

º

2 h { r a s t o ja n je iz m e ¹d u p lo · c a .

Zadatak 3.

U p r a vo lin ijs ki p o lo · z e n o j c e vi kr u · z n o g p o p r e · c n o g p r e s e ka t e · c e n je je t u r b u le n t n o , a
u s lo vlja va s e d a je o n o u s t a lje n o . On o je i je d n o liko ( je r s e p r e · c n ik c e vi n e m e n ja ) . Ja s n o
je d a s e u s t a lje n o s t i je d n o liko s t s h va t a ju u u s lo vn o m s m is lu , ka ko je t o u o b i· c a je n o ko d
t u r b u le n t n o g s t r u ja n ja : o s r e d n je n e vr e d n o s t i b r z in a , i o s r e d n je n i p r o iz vo d i ° u kt u a c ija
b r z in a , n e z a vis e o d x1 ( o s o vin a 1 je u p r a vc u o s n o vn o g s t r u ja n ja ) , n i o d vr e m e n a t.
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I. N a o s n o vu R E Y N OL D S -o ve je d n a · c in e n a p is a n e s a ( 5 3 -1 2 ) n a p is a t i o d g o va r a ju ¶ c e
je d n a · c in e z a s va t r i p r a vc a . Iz o s t a vit i o n e · c la n o ve ko ji s u u p o s t a vlje n o m z a d a t ku je d -
n a ki n u li, i z a n e m a r it i u t ic a j n a p o n a ko ji d e lu ju p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i ( u o d n o s u n a
\ n a p o n e " t u r b u le n c ije ) . U t ic a j t e · z in e ( t o je je d in a z a p r e m in s ka s ila ) i p r it is ka z d r u · z it i u
je d a n · c la n ( u ko m e s e p o ja vlju je p ije z o m e t a r s ka ko t a ) . Flu id je n e s t i· s ljiv.
Iz n a p is a n ih je d n a · c in a p o ka z a t i d a :

a ) p ije z o m e t a r s ka ko t a ¦ n ije is t a z a s ve d e li¶ c e u is t o m p r e s e ku ;

b ) z a s ve d e li¶ c e ( z a c e lo s t r u jn o p o lje ) je @ ¦ =@x1 = Const:

II. Je d n a · c in a m e h a n i· c ke e n e r g ije z a p o s m a t r a n i z a d a t a k, a z a g la vn o s t r u ja n je , n a -
jla k· s e ¶ c e s e is p it a t i m n o · z e n je m R E Y N OL D S -o ve je d n a · c in e z a p r a va c 1 s a b r z in o m u1 ( je r
s u u2 = u3 = 0 ) . N a p is a t i t u je d n a · c in u i p o t o m je p o m n o · z it i s a dV = L1dA ( dV je e le -
m e n t a r n a z a p r e m in a , dA je e le m e n t a r n i d e o p o p r e · c n o g p r e s e ka , L1 je p r o iz vo ljn a d u · z in a
c e vi) , i n a kr a ju in t e g r is a t i d a va · z i z a z a p r e m in u V = AL1.
III. Iz je d n a · c in e d o b ije n e p o d II. d a ljim iz vo ¹d e n je m d o ka z a t i d a je

¡ @ ¦
@x1
L1°Q = I ¦ L1| {z }

Eizg

°Q = Prod =
Z

V=AL1

¡½u0ju0i
@uj
@x1
dV

° { s p e c ī · c n a t e · z in a
Q { p r o t ic a j

¡ @ ¦
@x1

= I ¦ { n a g ib p ije z o m e t a r s ke lin ije

Eizg { iz g u b lje n a e n e r g ija ( u je d in ic i t e · z in e ) n a d u · z in i L1

Prod { \ p r o d u kc ija " e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a , u je d in ic i vr e m e n a .
Napomena: Pri pisanju jedna·cina ne koristiti simboli·cke oznake (i, j) nego 1, 2, 3, i ne pisati

one ·clanove koji su jednaki nuli.

IV . Ob ja s n it i g d e s e t r o · s i Prod u n u t a r ° u kt u a c ija .

XII
Zadatak 1.

S ila p r it is ka n a p lo · c u p o vr · s in e A, iz r a · z a va s e ka o z b ir o s r e d n je n e vr e d n o s t i F i ° u k-
t u a c io n o g d o d a t ka F 0:

F = F + F 0

S ila s e o d r e ¹d u je m e r e n je m p r it is ka u t r i t a · c ke ( I, II i III ) i m o · z e s e s m a t r a t i d a je

F = ( pI + pII + pIII )
A

3

i

F 0 = ( p0I + p
0
II + p

0
III )
A

3
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R a s p o la · z e s e iz m e r e n im s r e d n jim kva d r a t n im o d s t u p a n jim a :
q
p02I =

q
p02III = 3 N=cm

2
q
p02II = 4 N=cm

2

I. P r e t p o s t a vlja s e d a ° u kt u a c ija p r it is ka s le d i t z v. \ n o r m a ln u " r a s p o d e lu ( GA U S S -
o vu ) , a z a m a ks im a ln i r a · c u n s ki p r it is a k u z e ¶ c e s e vr e d n o s t ko ju p r it is a k n a d m a · s u je s a m o
u 0 : 0 0 1 o d u ku p n o g t r a ja n ja p o ja ve . Za o va kve u s lo ve je

p0max = 3 : 1
q
p02

S r a · c u n a t i m a ks im a ln u vr e d n o s t ° u kt u a c io n o g d o d a t ka F 0max u z p r ih va t a n je u s lo va d a s e
m a ks im a ln i p r it is c i u s ve t r i t a · c ke ja vlja ju is t o vr e m e n o .
II. Me ¹d u t im , m a ks im a ln i p r it is c i n e ja vlja ju s e is t o vr e m e n o u s vim t a · c ka m a i a ko s e o

t o m e vo d i r a · c u n a d o b i¶ c e s e m a n ja s ila , a t a je b a · s ve r o va t n a . R a s p o la · z e s e i ko e ¯ c ije n t im a
ko r e la c ije

KI;II =
p0Ip

0
IIq

p02I p
02
II

= 0 : 7

KII;III = 0 : 7 KI;III = 0 : 5

i ko r i· s ¶ c e n je m t ih s a z n a n ja s r a · c u n a t i
p
F 02 ( s r e d n je kva d r a t n o o d s t u p a n je z a ° u kt u a c io n u

s ilu ) i p o t o m s r a · c u n a t i F 0max, u z p r e t p o s t a vku :

F 0max = 3 :1
q
F 02

S ila s le d i is t u z a ko n it o s t r a s p o d e le ka o i p r it is c i u p o je d in im t a · c ka m a , p a s e i o vd e u z e o
is t i fa kt o r ( = 3 :1 ) , d a s e d o b ije is t a ve r o va t n o ¶ c a ( o p e t 0 : 0 0 1 ) .
III. U p o r e d it i r e z u lt a t e z a s ilu d o b ije n e p o d I. i II. i p r o t u m a · c it i r a z liku .

Zadatak 2.

P o n a · c e lim a h id r a u like z a s lu · c a j p r ika z a n n a r e d n o m s kic o m m o · z e s e n a p is a t i:

¦ I ¡ ¦ II = Eizg

( r a z lika p ije z o - = ( iz g u b lje n a e n e r g ija , p o

m e t a r s kih ko t a ) je d in ic i t e · z in e )
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N a z a p r e m in u iz m e ¹d u p r e s e ka I i II p r im e n it i o p · s t u je d n a · c in u e n e r g ije ( 3 4 -6 ) i u z
p r e t p o s t a vku d a je s t r u ja n je la m in a r n o i d a o d z a p r e m in s kih s ila d e lu je s a m o t e · z in a ,

p o ka z a t i ve z u iz m e ¹d u Eizg i d e fo r m a c io n o g r a d a
Z

V
¾ij
@uj
@xi
dV

Zadatak 3.

S kic a p r ika z u je u r e ¹d a j z a is t r a · z iva n je vr e d n o s t i
t z v. ko e ¯ c ije n t a ¯ lt r a c ije K ( u D a r c y-je vo m z a -
ko n u b r z in a ¯ lt r a c ije je v = KI, I = n a g ib p ije -
z o m e t a r s ke lin ije ) .
U je d n o m o p it n o m u z o r ku n e p r o m e n ljivi s u p a -
r a m e t r i: kr u p n o ¶ c a z r n a d, ko e ¯ c ije n t p o r o z n o s t i n,
d e b ljin a s lo ja L, ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i z a t e · c n o s t
¹, a m e r e s e p r it is a k n a m a n o m e t r u pm i b r z in a
¯ lt r a c ije v. B r z in a v je r a · c u n s ka b r z in a ( v = Q=A
g d e je A p r e s e k c e vi u ko ju s e s t a vlja m a t e r ija l, a
Q je p r o t ic a j) . P r o s e · c n a b r z in a kr o z p o r e je o n d a
je d n a ka v=n. P o · s t o s e e ks p e r im e n t i· s e s a r a z li· c it im
u z o r c im a ( m e n ja s e d, L, n, ¹ ) , p o ja vu o p is u je m e -
¹d u s o b n a ve z a 6 ve li· c in a ( pm, v, d, L, n, ¹) .

Tr e b a u o · c it i d a pm i L n is u m e ¹d u s o b n o n e z a vis n e ve li· c in e , je r je p r it is a k pm ( ko ji m e r i
o t p o r p r o t ic a n ju kr o z p o r e ) s r a z m e r a n d u · z in i L n a ko jo j t e · c n o s t p r o d ir e kr o z p o r e , p a s e
m o · z e u ve s t i je d n a ve li· c in a ( pm=L) ka o m e r o d a vn a ( ko ja iz r a · z a va o t p o r p o je d in ic i d u · z in e ) ,
a o n d a s e n e m o r a ju p o s e b n o u z e t i pm i L. Ta ko s e b r o j ve li· c in a m o · z e s m a n jit i s a 6 n a 5 ,
· s t o s e p r im e n o m d im e n z io n a ln e a n a liz e s vo d i n a 2 b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e , n a

f ( P; n) = 0 ( 1 )
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g d e je :

P =
( pm=L)

dXvY ¹Z
( 2 )

Za o s n o vn e ve li· c in e s u u z e t e ( d, v, ¹ ) , a P je b e z d im e n z io n a ln a z a m e n a z a ( pm=L ) .
P o o d r e ¹d iva n ju iz lo · z it e lja ( X , Y , Z ) u iz r a z u ( 2 ) z a m e n it i pm s a °H ( ° = s p e c ī · c n a

t e · z in a ) . Ova z a m e n a la ko s e o b ja · s n ja va u vid o m u s kic u . Tr e b a jo · s u o · c it i d a je H p ije -
z o m e t a r s ka r a z lika z a s t r u ja n je n a d u · z in i L.
S h o d n o iz r a z u ( 1 ) z a n = const ( is t a p o r o z n o s t ) i P im a n e ku ko n s t a n t n u vr e d n o s t .

N a o s n o vu t o g a t r e b a o d r e d it i:
I. Od n o s ko e ¯ c ije n a t a ¯ lt r a c ije K p r i t e m p e r a t u r a m a vo d e o d 2 0 oC i 5 oC t j.

K ( 2 0 oC )

K ( 5 oC )

p r i is t o j kr u p n o ¶ c i z r n a i is t o j p o r o z n o s t i.
K in e m a t i· c ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i º ( º = ¹=½) p r i t e m p e r a t u r a m a o d 2 0 , o d n o s n o

5 oC, iz n o s i 0 .0 1 0 0 o d n o s n o 0 .0 1 5 2 cm2=s.
II. Od n o s ko e ¯ c ije n a t a ¯ lt r a c ije K p r i is t o j p o r o z n o s t i i is t o j vis ko z n o s t i, a z a kr u p n o ¶ c u

z r n a d o d 1 mm i 3 mm.

XIII
Zadatak 1.

S kic a p r ika z u je · s ir o ki p r a g . Za d a t a k je r a va n s ki.
Op t e r e ¶ c e n je n a p r a g ( h id r o s t a t i· c ko ) p r ika z u je s kic a .
U kla n ja n je m u s t a ve d o la z i d o t e · c e n ja p r e ko · s ir o ko g p r a g a . K a ko s e m e n ja o p t e r e ¶ c e n je

( u o d n o s u n a h id r o s t a t i· c ko ) ? P r im e n it i je d n a · c in u u r a vn o t e · z e n ja s ila d a s e p o ka · z e d a s e
o p t e r e ¶ c e n je s m a n ju je . Gd e t r e b a o · c e kiva t i o s e t n o s m a n je n je ?
P r iliko m t e · c e n ja p r e t p o s t a vit i id e a la n ° u id i z a n e m a r ljivu b r z in u p r e d p r a g o m . Te · c e -

n je p r e ko p r a g a je n e p o t o p lje n o . N ivo is p r e d p r a g a je is t i ka o u h id r o s t a t i· c ko m s t a n ju .
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Zadatak 2.

I. Gu b it a k e n e r g ije n a p r a vo lin ijs ko j c e vi d u · z in e L, p r e · c n ika D, p r i b r z in i v, r a · c u n a
s e je d n a · c in o m

Eizg = ¸
L

D

v2

2 g

g d e je ( )̧ t z v. ko e ¯ c ije n t t r e n ja . Iz ve s t i o b r z a c z a r a · c u n a n je ( )̧ p o d s le d e ¶ c im u s lo vim a :

a ) c e v je h r a p a va . A p s o lu t n a h r a p a vo s t iz r a · z e n a je s a k;

b ) e ks p e r im e n t a ln o je u t vr ¹d e n o d a je b r z in a uk z a x2 = k ( vid i s kic u )

uk = 8 : 5
q
¿=½

g d e je ¿ n a p o n t r e n ja iz m e ¹d u z id a c e vi i ° u id a , a ½ g u s t in a :

c ) r a s p o r e d o s r e d n je n ih b r z in a je

u

um
=
µ
x2
r

¶1=6

g d e je um = b r z in a u o s o vin i c e vi ( z a x2 = r ) .

II. Ob ja s n it i d a li p o s t o ji ve z a o b r a s c a z a ( ¸ )
ko ji ¶ c e p r o iz a ¶ c i iz ( I) i MA N N IN G-o ve fo r -
m u le

C(CHEZY ) =
1

n
R1=6

R = h id r a u li· c ki r a d iju s
n = MA N N IN G-o v ko e ¯ c ije n t

III. Iz r a z it i p r o d u kc iju t u r b u le n t n e e n e r g ije ( u iz r a z u u p o t r e b it i ve li· c in e u0, r, ¿ ) p o
je d in ic i z a p r e m in e , i u je d in ic i vr e m e n a , a z a t a · c ku x2 = r=2 .

Zadatak 3.

Flu id la m in a r n o t e · c e iz m e ¹d u d ve p lo · c e o d ko jih je je d n a n e p o kr e t n a , a d r u g a s e je d -
n o liko kr e ¶ c e b r z in o m U ( z a d a t a k je r a va n s ki) . U s p o s t a vlje n je r a s p o r e d b r z in a

u1 = U
x2
h

u2 = 0

h = r a z m a k iz m e ¹d u p lo · c a ( vid i s kic u ) .
I. K a ko s e m e n ja ju p r it is c i z a n a ve d e n i r a s p o r e d b r z in a . P lo · c e s u h o r iz o n t a ln e .
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II. P o ka z a t i d a je t o p lo t a d o b ije n a d e fo r m a c io n im r a d o m z a n e m a r ljiva a ko je e n -
e r g ija p o t r e b n a z a z a g r e va n je o d r e ¹d e n e m a s e ° u id a z a 1 0 0C je d n a ka e n e r g iji p o t r e b n o j z a
p o d iz a n je t e is t e m a s e z a 4 0 0 m.
P o d a c i: U = 1 0 cm=s h = 1 cm
K in e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i

º = 0 :2 cm2=s

g u s t in a
½ = 1 g=cm3

XIV
Zadatak 1.
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A . S r a · c u n a t i d u b in u hII p o t r e b n u z a o b r a z o va n je h id r a u li· c ko g s ko ka , u z u s lo v d a je
b r z in a vI = 1 0 m=s, a p r o t ic a j Q = 4 0 m

3=s.
U p r e s e ku I 0 p r e t p o s t a vit i s t r u ju u s r e d in i is t u ka o u p r e s e ku I ( d u b in a hI , b r z in a vI ) , a

u p r e o s t a lo m d e lu p r e s e ka ( I 0 ) h id r o s t a t i· c ko s t a n je s a d u b in o m hI . Ob ja s n it i o p r a vd a n o s t
o ve p r e t p o s t a vke p o u g le d u n a o b ja · s n je n je d a d e li¶ c i u vr t lo · z n i t r a g p o n e s u i p o t e n c ija ln u
e n e r g iju s a m e s t a o d va ja n ja , ili p o u g le d u n a t e o r ijs ko r e · s e n je n a g lo g p r o · s ir e n ja u c e vi.

* * *

B . S r a · c u n a t i d u b in u hII z a is t i p r o t ic a j i is t e d o la z n e u s lo ve ( hI , vI ) , a li b e z m e n ja n ja
· s ir in e ka n a la ( b = B = 4 m ) . U p o r e d it i iz g u b lje n e e n e r g ije o d I d o II z a s lu · c a je ve A . i B .
D a t i o b ja · s n je n je .
C. U p o r e d it i d u b in u hII ( iz a s ko ka ) i iz g u b lje n u e n e r g iju s a r e · s e n jim a A ) i B ) .

* * *

D . Is p it a t i i t r e ¶ c e r e · s e n je . S ko k s e o b r a z u je u ka n a lu ko ji s e · s ir i. D a li je r e · s e n je
m o g u ¶ c e a ko s e n e z n a ju p r it is c i n a b o ku ka n a la ? p r o t ic a j.

Zadatak 2.

P r im e n o m d im e n z io n a ln e a n a liz e n a p o ja vu h id r a u li· c ko g s ko ka u p r a vo u g a o n o m ka n a -
lu ko n s t a n t n e · s ir in e b, s a h o r iz o n t a ln im d n o m , p o ka z a t i d a s e z a d a t a k s vo d i n a r e · s a va n je
fu n kc ije

'

Ã
hII
hI
; FrI

!
= 0 ( 1 )

g d e s u hI i hII d u b in e is p r e d i iz a s ko ka , a s a FrI je o z n a · c e n FR OU D E -o v b r o j is p r e d

s ko ka

Ã
FrI =

Q2

gb2h3I

!
[Q = p r o t ic a j].

K o je s u ve li· c in e u z e t e u o b z ir z a d o b ija n je fu n kc ije ( 1 ) . ·S t a je z a n e m a r e n o , a o · c e m u
s e vo d ilo r a · c u n a ( u t ic a ji in e r c ije , vis ko z n o s t i, t e · z in e i ka p ila r n o s t i) . D a li s e z a d o b ija n je
( 1 ) z a d a t a k p r e t p o s t a vio ka o r a va n s ki? D a li z a n e m a r e n je t r e n ja z n a · c i d a s e ° u id s m a t r a
id e a ln im ?
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Zadatak 3.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n o s t r u ja n je iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e , o s r e d n je n o s t r u ja n je je
u s t a lje n o , r a va n s ko ( u r a vn i 1 ,2 ) , p a r a le ln o i p r a vo lin ijs ko ( u1 = u, u2 = u3 = 0 ) .
I) . P r im e n o m R E Y N OL D S -o ve je d n a · c in e z a p r a va c 1 p o ka z a t i d a je :

¾t21 = ¡½u01u02 = ¿
µ
1 ¡ x2

h

¶

P o ka z a t i ko ji s u · c la n o vi u je d n a · c in i je d n a ki n u li, a iz p r e o s t a lih iz ve s t i g o r n ji z a klju · c a k
z a \ n a p o n " t u r b u le n c ije . P r im e n it i u o b i· c a je n e p r e t p o s t a vke . Za n e m a r it i d e js t vo n a p o n a
t r e n ja p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i ( ¾d21 ¿ ¾t21 ) , n a p o n s a z id a ( ¿ ) u z e t i ka o g r a n i· c n i, a
z a n e m a r ljiva je i d e b ljin a vis ko z n o g p o d s lo ja ( ±c ¿ h) .
II) . Mo t o r n i r a d n a p o n a t u r b u le n c ije , p o je d in ic i z a p r e m in e , i u je d in ic i vr e m e n a ,

iz n o s i:

uj
@¾tij
@xi

= uj
@

@xi
( ¡½u0iu0j )

P o ka z a t i d a \ m o t o r n i r a d " s vih n a p o n a t u r b u le n c ije , u je d in ic i vr e m e n a , a z a z a -
p r e m in u L1L3 2 h ( L1 = d u · z in a , L3 = p r o iz vo ljn a · s ir in a m e r e n ja u p r a vc u 3 , 2 h = d e b ljin a )
iz n o s i:

¡¿QL1

h

g d e je Q = p r o t ic a j iz m e ¹d u p lo · c a , a z a · s ir in u L3.
III) . P o ka z a t i d a je u ku p a n \ r a d " s vih \ n a p o n a t u r b u le n c ije " z a z a p r e m in u iz II) , je d -

n a k n u li. Iz t o g a z a klju · c it i ko liki je \ d e fo r m a c io n i r a d n a p o n a t u r b u le n c ije " ( t o s e n a z iva :
p r o d u kc ija t u r b u le n t n e e n e r g ije ) , i t o u p o r e d it i s a u o b i· c a je n im iz r a z o m z a \ iz g u b lje n u
e n e r g iju " Eizg ( t o je e n e r g ija , p o je d in ic i t e · z in e ) n a d u · z in u s t r u je L1, t j. s a

Eizg =
¿L1

°R

° = s p e c ī · c n a t e · z in a ; R = h id r a u li· c ki r a d iju s .
P r o t u m a · c it i ve z u iz m e ¹d u Eizg i \ p r o d u kc ije t u r b u le n t n e e n e r g ije " .
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XV
Zadatak 1.

a ) P o s m a t r a s e z a p r e m in a V , o m e ¹d e n a z a t vo r e n o m p o vr · s in o m A, i z a is t u t r e b a
n a p is a t i je d n a · c in u n e p r o m e n jivo s t i m a s e m a t e r ije r a s t vo r e n e u ° u id u . Tu je d n a · c in u t r e b a
n a p is a t i ko r is t e ¶ c i g u s t in u ½ ° u id a i ko n c e n t r a c iju C

C =
m a s a r a s t vo r e n e m a t e r ije

m a s a ° u id a

S ve · s t o je m o g u ¶ c e iz r a z it i p o vr · s in s kim in t e g r a lo m .
P o d r a z u m e va s e d a s e r a s t vo r p r e n o s i is klju · c ivo s t r u ja n je m ( b r z in o m ) .
b ) Je d n a · c in u n a p is a n u p o d a ) n a p is a t i u z u s lo v n e s t i· s ljivo s t i ( ½ = const) .
c ) Je d n a · c in u iz b ) d ife r e n c ir a n je m s ve s t i n a je d n a · c in u z a e le m e n t a r n u m a s u , t j. n a

je d n a · c in u p r im e n jivu u s va ko j t a · c ki.
d ) Je d n a · c in u n a p is a n u z a c ) p r ila g o d it i t u r b u le n t n o m s t r u ja n ju : n a p is a t i je d n a · c in u z a

g la vn o s t r u ja n je , ko r is t e ¶ c i o s r e d n je n e vr e d n o s t i i ° u kt u a c io n e d o d a t ke t j. uj, u0j, C, C
0.

e ) U p r a kt i· c n im z a d a c im a · c e s t o s e ko r is t i je d n a · c in a :

@C

@t
+ ui

@C

@xi
¡ @

@xi

Ã
Kij
@C

@xj

!
= 0

g d e je Kij t z v. ko e ¯ c ije n t d ifu z ije .
U p o r e d it i o vu je d n a · c in u s a d o b ije n o m p o d d ) i o b ja s n it i · s t a u s t va r i p r e d s t a vlja ko -

e ¯ c ije n t d ifu z ije .
f ) Je d n a · c in u n a p is a n u p o d e ) n a p is a t i ko r i· s ¶ c e n je m is klju · c ivo in d e ks a 1 , 2 i 3 , a n e

u o p · s t e n ih ( i, j ) , u z iz o s t a vlja n je · c la n o va ko ji s u n u la , a z a s lu · c a j g d e va · z e s le d e ¶ c i u s lo vi:

² s t r u ja n je je u s t a lje n o , r a va n s ko , u r a vn i ( 1 ,2 ) , p r a vo lin ijs ko i p a r a le ln o ( u1 = u,
u2 = 0 ) .

K o e ¯ c ije n t i d ifu z ije s u : K11 = ConstI K22 = ConstII , t e K21 = K12 = 0 .

Zadatak 2.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n a s t r u ja s a o s r e d n je n im s t r u ja n je m , ko je je p a r a le ln o i p r a vo lin -
ijs ko , u p r a vc u 1 , p a je u1 = u, u2 = u3 = 0 , o n o je i je d n o liko , je r je u1 = u1 ( x2; x3 ) .
U z t o je i u s t a lje n o . Je d n o liko s t i u s t a lje n o s t z n a · c e d a s u p a r c ija ln i iz vo d i o s r e d n je n ih
° u kt u a c io n ih p r o iz vo d a , p o x1, i p o vr e m e n u je d n a ki n u li.
Flu id je n e s t i· s ljiv.
a ) Za n a ve d e n i s lu · c a j n a p is a t i je d n a · c in u m e h a n i· c ke e n e r g ije z a g la vn o s t r u ja n je , p r i-

m e n ljivu u s va ko j t a · c ki { t o je je d n a · c in a n a ve d e n a u kn jiz i s a ( 5 3 -2 5 ) . P r i p is a n ju ko r is t it i
is klju · c ivo in d e ks e 1 , 2 , 3 , a n e u o p · s t e n e ( i, j ) i iz o s t a vit i o n e · c la n o ve ko ji s u u p o s m a t r a -
n o m s lu · c a ju je d n a ki n u li.
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Od z a p r e m in s kih s ila d e lu je s a m o t e · z in a , p a r a d t e s ile t r e b a z d r u · z it i s a r a d o m p r it is ka ,
ko r i· s ¶ c e n je m p ije z o m e t a r s ke ko t e .

b ) D a li s e z a je d n u t a · c ku m o · z e uj
@¾dij
@xi

z a m e n it i s a ¡¾dij
@uj
@xi

( t j. d a li s e m o t o r n i i

d e fo r m a c io n i r a d d e vija t o r s kih n a p o n a m e ¹d u s o b n o iz r a vn o t e · z a va ju ) .

c ) D a li s e z a je d n u t a · c ku m o · z e z a m e n it i uj
@¾dij
@xi

s a ¡¾tij
@uj
@xi

.

Zadatak 3.

d = p r e · c n ik z r n a
°s = s p e c i¯ · c n a t e · z in a z r n a
°, ½ = s p e c i¯ · c n a t e · z in a i g u s t in a vo d e
¿ = t a n g e n c ija ln i n a p o n n a z id u

º = ¹=½ = kin e m a t s ki ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i
Gr a ¯ ko n n a s lic i p r ika z u je g r a n ic u s t a b iln o s t i d n a p r a vo u g a o n o g ka n a la s a s t a vlje n o g

o d p o kr e t n ih p e · s · c a n ih z r n a p r e · c n ika d. Za d a t a k s e p o s m a t r a ka o r a va n s ki s a je d n o likim
t e · c e n je m vo d e .
P r ika z a n u g r a n ic u n e p o kr e t n o s t i z r n a , p r e m a g r a ¯ ko n u , o d r e ¹d u je m e ¹d u s o b n a ve z a d ve

b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e

¿

( °s ¡ ° ) d
d
q
¿=½

º

N a ve d e n u g r a n ic u o d r e ¹d u je m e ¹d u s o b n a ve z a s le d e ¶ c ih d im e n z io n a ln ih ve li· c in a

d; ½s; ½; g; ¿; ¹; ili º

je r s e z r n o p r e · c n ika d i g u s t in e ½s, s vo jo m t e · z in o m s u p r o t s t a vlja t e · z n ji vo d e d a g a p o kr e n e ,
· s t o iz r a · z a va n a p o n t r e n ja ¿ vo d e o d n o ( o z r n o n a n o s a ) . U t ic a j t e · z in e u n o s i g r a vit a -
c io n o u b r z a n je g. Fiz i· c ke ka r a kt e r is t ike vo d e p r e d s t a vlja ju n je n a g u s t in a ½ i ko e ¯ c ije n t
vis ko z n o s t i ¹.
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K a ko n a p o ja vu u t i· c e t e · z in a z r n a \ o la k· s a n a u vo d i" , t r e b a u z e t i ( ½s ¡ ½) g = °s ¡ °,
a p o r e d t o g a , n e t r e b a jo · s u z e t i i g u s t in u ½s, je r s e z r n o n e kr e ¶ c e , p a n e m a n je g o vih
in e r c ija ln ih u t ic a ja . S a d r u g e s t r a n e , n e t r e b a g r a vit a c io n o u b r z a n je g u z e t i u o b z ir z a
kr e t a n je vo d e , je r s e u t ic a j t e · z in e u r a vn o t e · z a va s a t r e n je m , a o n o je u n e t o n a p o n o m ¿ .
N a ve d e n o d o z vo lja va d a s e ve z a 6 n a ve d e n ih ve li· c in a s m a n ji n a ve z u 5 ve li· c in a , a o n d a
p r im e n o m d im e n z io n a ln e a n a liz e t o s m a n ju je n a 2 b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e . Ob a vit i
p o s t u p a k i p o ka z a t i d a s u t o b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e · c ija je ve z a p r ika z a n a s liko m .

* * *

·S t a z n a · c i ka d s e p o s t ig n e :
¿

( °s ¡ ° ) d
= Const:

D a li t o im a ve z e s a u t ic a je m vis ko z n o s t i i s a p o n a · s a n je m d n a ( g la t ko , h r a p a vo ) ?

XVI
Zadatak 1.

Za r a s p o r e d b r z in a u t u r b u le n t n o m g r a n i· c n o m s lo ju u z h r a p a vu p lo · c u d a je s e s le d e ¶ c i
iz r a z

u1q
¿=½

= 1 1
µ
x2
k

¶1=8

g d e je :
u1 = o s r e d n je n a b r z in a u p r a vc u p a r a le ln o m s a p lo · c o m
¿ = n a p o n t r e n ja iz m e ¹d u p lo · c e i ° u id a
½ = g u s t in a
x2 = r a s t o ja n je o d p lo · c e
k = a p s o lu t n a h r a p a vo s t

N a ve d e n i o b r a z a c d a je ve z u d ve b e z d im e n z io n a ln e ve li· c in e u1=( ¿=½) 1=2 i x2=k, · s t o je
z a m e n a z a ve z u 5 d im e n z io n a ln ih ve li· c in a , p a b r z in a u1 z a vis i o n d a o d ¿ , ½, x2 i k.
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Ta kva ve z a je p r ih va t ljiva u o d r e ¹d e n im u s lo vim a ( d a li o n a u t ic a j vis ko z n o s t i s m a t r a
z a n e m a r ljivim i d a li je t o o p r a vd a n o ) . Za · s t o u1 n e z a vis i o d d e b ljin e ± s lo ja , i o d
n e p o r e m e ¶ c e n e b r z in e U , ka d a o n e o b r a z u ju r a s p o r e d b r z in a ( ili je t o d a t o p o s r e d n o ) .
N a p is a t i iz r a z p o ko m e b i s e r a · c u n a o n a p o n t r e n ja ( ¿ ) d u · z p lo · c e { u fu n kc iji r a s t o ja n ja

x1 o d p o · c e t ka p lo · c e , { p o d p r e t p o s t a vko m d a je g r a n i· c n i s lo j t u r b u le n t a n , u z h r a p a vu
p lo · c u , i u z n a ve d e n i g r a n i· c n i u s lo v.
Iz vo ¹d e n je ¶ c e d o ve s t i d o iz r a z a

C¿ = C¿

µ
x1
k

¶
g d e je C¿ =

¿
1

2
½U2

Zadatak 2.

Gla vn o ( o s r e d n je n o ) s t r u ja n je je u s t a lje n o , kr ivo lin ijs ko i p a r a le ln o u p r a vc u ( 1 ) , p a
je u = u1, u2 = u3 = 0 . On o je r a va n s ko - u r a vn i ( 1 ,2 ) . S t r u ja n je je o g r a n i· c e n o r a vn im
p lo · c a m a , p o s t a vlje n im n o r m a ln o n a p r a va c ( 2 ) , a m e ¹d u s o b n o r a s t o ja n je p lo · c a ( = d e b ljin a
s t r u je ) je 2 h. Flu id je n e s t i· s ljiv. Za r a s p o r e d b r z in a d a je s e z a ko n it o s t

um ¡ uq
¿=½

= 2 : 5 ln
h

x2

g d e je x2 r a s t o ja n je o d p lo · c e , a um b r z in a u s r e d in i s t r u je , z a x2 = h, d o k s u ¿ i ½
n a p o n iz m e ¹d u ° u id a i p lo · c e , o d n o s n o g u s t in a .
R a s p o r e d t u r b u le n t n ih \ n a p o n a " o d r e ¹d u je s e u z u s lo v z a n e m a r e n ja d e vija t o r s kih n a p o n a

¾dij = ¾
turb
ij .

S a Pr o z n a · c a va s e \ p r o d u kc ija " t u r b u le n t n e e n e r g ije p o je d in ic i z a p r e m in e i u je d in ic i
vr e m e n a .
S r a · c u n a t i o d n o s

Pr ( za x2 = 0 :1 h)

Pr ( za x2 = 0 :9 h)

* * *

S r a · c u n a t i Pr z a x2 = 0 :0 5 m u z s le d e ¶ c e vr e d n o s t i:
{ g u s t in a ° u id a ½ = 1 kgdm¡3,
{ p r o s e · c n a ( s r e d n ja ) b r z in a s t r u ja n ja v = 8 ms¡1,
{ ko e ¯ c ije n t n a p o n a t r e n ja C¿ = 0 :0 0 5 ; C¿ =

¿
1
2
½v2
,

{ d e b ljin a s t r u je 2 h = 0 :8 m.

Zadatak 3.

I . K a n a lo m s a ko n s t a n t n im n a g ib o m d n a ( =I ) i ko n s t a n t n im p o p r e · c n im p r e s e ko m
( A) t e · c e s t r u ja u s t a lje n o i je d n o liko , s a p r o t ic a je m Q. N a d u · z in i L ka n a la r a d t e · z in e , u
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je d in ic i vr e m e n a , iz n o s i °IQL ( ° = s p e c i¯ · c n a t e · z in a ) . D a li s e t a j iz n o s m o · z e p o r e d it i s a
\ p r o d u kc ijo m " t u r b u le n t n e e n e r g ije

Z

Vc
½u0iu

0
j

@uj
@xi

dV

u z a p r e m in i Vc je d n a ko j A ¢ L.
P r i o vo m r a z m a t r a n ju z a n e m a r it i d e js t vo d e vija t o r s kih n a p o n a ¾dij u o d n o s u n a n a p o n e

t u r b u le n c ije ¾tij.
I I . Iz r a z z a \ p r o d u kc ije " n a p is a t i u r a z vije n o m o b liku ko r is t e ¶ c i is klju · c ivo in d e ks e 1 ,

2 i 3 , a n e u o p · s t e n e ( i; j ) i p r i t o m e iz o s t a vit i s ve o n e · c la n o ve ko ji s u u d a t o m p r im e r u
je d n a ki n u li.

I I I . N a · s t a s e t r o · s i \ p r o d u kc ija " t u r b u le n t n e e n e r g ije ?

XVII
Zadatak 1.

P r e d m e t z a d a t ka je h id r a u li· c ki s ko k u p r a vo u g a o n o m ka n a lu .
D u b in a is p r e d s ko ka o z n a · c va s e s a hI , a FR OU D E -o v b r o j u is t o m p r e s e ku s a FrI ,

g d e je FrI = v
2
I=ghI , p o · s t o vI o z n a · c a va s r e d n ju b r z in u u t o m p r e s e ku .

D u b in a iz a s ko ka o d r e ¹d e n a je o b r a s c e m

hII =
hI
2

µq
1 + 8 FrI ¡ 1

¶
( 1 )

I) Ob r a z lo · z it i p r im e n o m ko je je d n a · c in e s e d o · s lo d o o b r a s c a ( 1 ) , i p o d ko jim u s lo vim a
( · s t a s e z a n e m a r u je ?) .
II) D a li is t a je d n a · c in a d o z vo lja va i r e · s e n je s a s u p r o t n im s m e r o m s t r u ja n ja II ka I .

A ko d o z vo lja va z a · s t o t o p r a kt i· c n o n ije o s t va r ivo ?
III) D a li r e · s e n je p r e m a ( 1 ) n a m e ¶ c e o d r e ¹d e n i g u b it a k e n e r g ije ? P o ka z a t i t o z a FrI =

1 0 .

Zadatak 2.

K r o z o b a p r e s e ka n e s t i· s ljive s t r u je ( I i II ) o s r e d n je n o s t r u ja n je je p r a vo lin ijs ko i
p a r a le ln o , n o r m a ln o n a p r e s e k [u2 = u3 = 0 ]. Flu id je n e s t i· s ljiv.
N a z a p r e m in u V ( o d I d o II ) p r im e n ju je s e je d n a · c in a ( 5 3 -2 6 ) u kn jiz i. P r e d m e t

z a d a t ka s u n e ki · c la n o vi t e je d n a · c in e , p r im e n je n e n a p o s m a t r a n i p r im e r .
I. P o ka z a t i d a s e

½
Z

V
fjujdV +

Z

A
¡pnjujdA

m o · z e s ve s t i n a je d a n p o vr · s in s ki in t e g r a l ( ko ji t r e b a in t e g r is a t i s a m o p o p o vr · s in i p r e s e ka
AI i AII ) , a ko je z a p r e m in s ka s ila t e · z in a ( fj = ¡g@Z=@xj ) i a ko s e u ve d e p ije z o m e t a r s ka
ko t a ¦ u m e s t o Z + p=½g, g d e je Z p o lo · z a jn a ko t a . N a p is a t i n a ve d e n i p o vr · s in s ki in t e g r a l
r a z d vo je n p o p r e s e c im a AI , AII .
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II. P o ka z a t i d a s e Z

V

@¾dij
@xi
ujdV ( 1 )

m o · z e z a m e n it i s a Z

V
¡¾dij

@uj
@xi
dV = ¡

Z

V
2 ¹!dij !

d
ijdV ( 2 )

g d e je ¹ ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i, a !dij b r z in a d e fo r m a c ije d e vija t o r s ko g d e la .

a ) o b ja s n it i d a li s e n a ve d e n i in t e g r a l ( 2 ) m o · z e p r e o b r a t it i u p o vr · s in s ki;

b ) n a ve s t i · s t a z n a · c i in t e g r a l ( 1 ) a · s t a ( 2 ) ;

c ) !dij !
d
ij n a p is a t i r a z vije n o ko r is t e ¶ c i p a r c ija ln e iz vo d e b r z in e p o ko o r d in a t a m a

( @uj=@xi ) , a li s a in d e ks im a 1 , 2 , 3 , a n e u o p · s t e n im ( i, j ) .

III. D a li s e Z

V
uj
@¾tij
@xi
dV g d e je ¾tij = ¡½u0iu0j ( a )

m o · z e z a m e n it i s a

¡
Z

V
¾tij
@uj
@xi
dV ( b )

A ko t a z a m e n a ( z a d a t i z a d a t a k) n ije m o g u ¶ c a , n a p is a t i r a z liku ( a ) { ( b ) , i t o u vid u
p o vr · s in s ko g in t e g r a la , u ko m e ¶ c e s e p o ja vit i g u s t in a i b r z in e ( o s r e d n je n e i ° u kt u a c io n e ) .
Tr e b a ko r is t it i in d e ks e 1 , 2 , 3 , a n e u o p · s t e n e ( i, j ) . Iz o s t a vit i s ve o n e · c la n o ve ko ji s u u
p o s m a t r a n o m z a d a t ku je d n a ki n u li. N a p is a t i kr a jn ji r e z u lt a t r a z d vo jiv· s i p o p r e s e c im a .

Zadatak 3.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n a s t r u ja iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e , n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju
2 h. P r a va c o s r e d n je n ih b r z in a je 1 , p lo · c e s u n o r m a ln e n a p r a va c 2 .

u1 = u1 ( x2 ) u2 = u3 = 0
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Gu b it a k e n e r g ije z a g la vn o s t r u ja n je p o s m a t r a s e u d ve o b la s t i.
I) V is ko z n i la m in a r n i p o d s lo j u z z id , g d e je b r z in a u1 s r a z m e r n a r a s t o ja n ju x2 o d

p lo · c e . D e b ljin a t o g a p o d s lo ja je ±c, n a n je g o vo j g r a n ic i ( x2 = ±c ) b r z in a je u1 = uc.
Gu b it a k e n e r g ije u p o d s lo ju p r e d s t a vlja d e fo r m a c io n i r a d , ko ji p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i,
m e h a n i· c ku e n e r g iju p r e t va r a u t o p lo t u . Iz n o s t o g a r a d a , p o je d in ic i z a p r e m in e i u je d in ic i
vr e m e n a , je ¾dij@uj=@xi.
II) Tu r b u le n t in i s lo j, u ko m e s e b r z in a p o n a · s a p o z a ko n u

u1
umax

=
µ
x2
h

¶1=7

g d e je umax = u1 z a x2 = h.
U t o m s lo ju g u b it a k z a g la vn o s t r u ja n je je u \ p r o d u kc iji\ t u r b u le n t n e e n e r g ije u ° u k-

t u a c ija m a , · s t o iz r a · z e n o p o je d in ic i z a p r e m in e , i u je d in ic i vr e m e n a , iz n o s i ¾tij@uj=@xi
g d e je ¾tij = " n a p o n t u r b u le n c ije " ¡½u0iu0j. U o vo m s lo ju g u b it a k u s le d n a p o n a ¾dij, t j.
p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i je z a n e m a r ljiv.

* * *

P o s m a t r a s e o d n o s
Gu b it a k u I

Gu b it a k u II
= '

Za I s e u z im a g u b it a k u z a p r e m in i p o d s lo ja d e b ljin e ±c, d o k s e z a d u · z in u ( u p r a vc u 1 ) , i
z a · s ir in u ( u p r a vc u 3 ) u z im a ju p r o iz vo ljn e vr e d n o s t i L1 i L3.
Za II, s t r o g o u z e v· s i, b i t r e b a lo u z e t i s lo j o d x2 = ±c d o x2 = h ( s a is t im L1 i L3 ka o u

I) , a li s e m o · z e in t e g r is a t i o d x2 = 0 d o x2 = h, je r je d e b ljin a ±c ve o m a m a le n a .

* * *

a ) P o ka z a t i d a s e ' m o · z e iz r a z it i s a

' = Const
uc
umax

i o d r e d it i vr e d n o s t ko n s t a n t e .

b ) Oc e n it i vr e d n o s t o d n o s a ' u z p r e t p o s t a vke :

1 )
uc±c
º
= Rec = ka r a kt e r is t i· c a n Re-b r o j z a p o d s lo j = 1 0 0 .

2 ) u2max
1

2
½C¿ = ¿ = n a p o n t r e n ja iz m a ¹d u p lo · c e i ° u id a . Tr e b a u z e t i u o b z ir d a s e

vr e d n o s t C¿ kr e ¶ c e o d 0 :0 0 2 d o 0 :0 0 5 .
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XVIII
Zadatak 1.

P o s m a t r a s e p r o t ic a j ko li· c in e kr e t a n ja kr o z p r e s e k ( p o s t a vlje n n a o s o vin u 1 ) t u r b u -
le n t n e s t r u je iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ( p o s t a vlje n e n o r m a ln o n a o s o vin u 2 ) , a n a m e -
¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju 2 h) . Za d a t a k je r a va n s ki: u r a vn i ( 1 ; 2 ) . Flu id je n e s t i· s ljiv.
S im e t r a ln a r a va n je x2 = h, x2 = r a s t o ja n je o d z id a . U s le d s im e t r i· c n o s t i s t r u ja n ja

d o vo ljn o je o d r e d it i r a s p o r e d b r z in a d o s im e t r a ln e r a vn i. N e ka je o n d a t s a

u1 = um

µ
x2
h

¶1=7

u2 = 0

I . U p o r e d it i p r o t ic a je kin e t i· c ke e n r g ije kr o z p r e s e k a ko s e r a · c u n a s a n a ve d e n im r a s -
p o r e d o m b r z in a i a ko s e iz r a · z a va s a ½Qv ( ½ = g u s t in a , Q = p r o t ic a j, v = p r o s e · c n a b r z in a
kr o z p r e s e k) .

I I . K o liko o s r e d n je n i p r o t ic a j kin e t i· c ke e n e r g ije p o ve ¶ c a va u t ic a j p o d u · z n ih ° u kt u a c ija
b r z in e a ko je Z

A
u01u

0
1 dA = 0 : 0 1 v

2A

A = p o p r e · c n i p r e s e k s t r u je
I I I . Os r e d n je n i p r o t ic a j ko li· c in e kr e t a n ja ( t o je ve kt o r ) s e m ko m p o n e n t e u p r a vc u

s t r u ja n ja s a I i II m o · z e d a im a ko m p o n e n t e ko je le · z e u r a vn i p o p r e · c n o g p r e s e ka . U d a t o m
s lu · c a ju t o je ko m p o n e n t a u p r a vc u 2 , ko ja je je d n a ka

Z

A
½u01u

0
2dA

a ) D a li je o va ko m p o n e n t a u z a d a t o m p r im e r u je d n a ka n u li?
b ) D a li je je d n a ka n u li i z a p o lo vin u p r e s e ka o d x2 = 0 d o x2 = h?
N a p o m e n a : Tr e b a s e p o d s e t it i d a je

¡½u01u02 = ¾tij
i d a s e p r e t p o s t a vlja d a je n a p o n ko ji d e lu je p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i ¾tij z a n e m a r ljiv u
o d n o s u n a ¾tij.

Zadatak 2.

U z r a vn u p lo · c u , u r o n je n u u r a vn o m e r n u s t r u ju ( u = u1 = U = Const ) o b r a z u je s e
g r a n i· c n i s lo j ( p lo · c a je p o s t a vlje n a p a r a le ln o s a p r a vc e m s t r u ja n ja ( 1 ) ) . N e ka je s lo j c e lo m
d u · z in o m la m in a r a n . S r a · c u n a t i s le d e ¶ c e o d n o s e

( a ) =
s ila t r e n ja n a d e o p lo · c e o d I d o II

s ile t r e n ja n a c e lu p lo · c u

( b ) =
¿I
¿II

=
n a p o n t r e n ja u I

n a p o n t r e n ja u II

( c) =
±I
±II

=
d e b ljin a s lo ja u I

d e b ljin a s lo ja u II
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Flu id je n e s t i· s ljiv.
P o ka z a t i d a s u n a ve d e n i o d n o s i ( a ) ( b ) ( c) n e z a vis n i o d iz b o r a fu n kc ije f r a s p o r e d a

b r z in a
u1
U
= f

µ
x2
±

¶

a ko t a fu n kc ija va · z i z a s ve p r e s e ke ( a ko n e z a vis i o d x1 ) .

Zadatak 3.

Za s t r u ju iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e i h o r iz o n t a ln e p lo · c e d a je s e r a s p o r e d b r z in a

u1 =
U

H
x2 u2 = 0

Za t a j s lu · c a j n a p is a t i iz r a z e ko jim a s e o d r e ¹d u je ( u fu n kc iji x1 i x2 ) r a s p o r e d :

1 . p r it is a ka p

2 . d e vija t o r s ko g n a p o n a ¾12 = ¾21

3 . u b r z a n ja

4 . m o t o r n o g i d e fo r m a c io n o g r a d a .
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XIX
Zadatak 1.

Za je d a n s lu · c a j r a va n s ko g s t r u ja n ja , u o d r e ¹d e n o m t r e n u t ku , u o b e le · z e n im t a · c ka m a s u :

a b c d
b r z in e ( cm=s ) u2 6 0 6 2 6 2 6 0

u3 4 0 4 4 3 9 4 5

Za d e li¶ c u t a · c ki ( C ) , u s r e d in i kva d r a t a , o d r e d it i:

I) K o m p o n e n t e u b r z a n ja u p r a vc im a ( 2 ) i ( 3 ) i n a o s n o vu n jih g r a ¯ · c ki p r ika z a t i r e z u l-
t u ju ¶ c e u b r z a n je ( u b r z a n je je ve kt o r ) , p o d u s lo vo m d a s e z a je d n u s e ku n d u s ve b r z in e
p o ve ¶ c a va ju z a 3 cm=s.

II) P o ve ¶ c a n je ( ili s m a n je n je ) p r it is ka p o s m a t r a n o g d e li¶ c a u p r a vc u x2 i u p r a vc u x3, t j.
s r a · c u n a t i r a z like p r it is a ka pb ¡ pa, o d n . pd ¡ pc. Flu id s e m o · z e s m a t r a t i id e a ln im i
n e s t i· s ljivim . Os o vin a x2 je h o r iz o n t a ln a , a o s o vin a x3 je ve r t ika ln a . Gu s t in a ° u id a
je ½ = 1 kg=dm3

Zadatak 2.

V o d e n i t o k u p r a vo u g a o n o m ka n a lu u s p o r a va ju 4 s t u b a ( h o r iz o n t a ln i p r e s e k s t u b a je
kr u g p r e · c n ika 0 : 2 m ) .
U p r e s e c im a 1 { 1 i 2 { 2 vla d a h id r o s t a t i· c ka r a s p o d e la p r it is a ka , a ko e ¯ c ije n t n e r a vn o -

m e r n o s t i b r z in a iz n o s i ¯1 = 1 : 0 3 u p r e s e ku 1 { 1 , i ¯2 = 1 : 0 6 u p r e s e ku 2 { 2 .
K o e ¯ c ije n t n e r a vn o m e r n o s t i b r z in e o d r e ¹d e n je s a

¯ =

Z

A
u2 dA

v2A
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u = b r z in a u p o je d in o j t a · c ki p r e s e ka A

A = p o vr · s in a p o p r e · c n o g p r e s e ka

v = p r o s e · c n a b r z in a u p r e s e ku , v = Q=A

Od r e d it i:

1 . S ilu n a p o je d in i s t u b ( F ) .

N a p o m e n a : s vi s t u b o vi p r im a ju p o d je d n a ku s ilu ( is t e vr e d n o s t i) .

2 . K o e ¯ c ije n t s ile z a p o je d in i s t u b CF ,

CF =
F

1

2
½v22Ast

½ = g u s t in a vo d e , Ast = p o p r e · c n i p r e s e k s t u b a = Dh2.

Zadatak 3.

I . Je d n a · c in u t o p lo t e z a ko n a · c n u z a p r e m in u { t o je je d n a · c in a ( 3 4 -2 0 ) u kn jiz i { p r i-
la g o d it i t u r b u le n t n o m s t r u ja n ja t a ko d a s e u n jo j n e p o ja vlju ju t r e n u t n e vr e d n o s t i ve ¶ c
o s r e d n je n e vr e d n o s t i i ° u kt u a c io n a o d s t u p a n ja , t j. z a t e m p e r a t u r u µ = µ + µ0, z a b r z in u
uj = uj + u0j, it d . a z a u s lo ve d a s u s p e c i¯ · c n a t o p lo t a ( C ) i ko e ¯ c ije n t p r o vo d ljivo s t i
( )̧ ko n s t a n t e , ka o i d a s e o s r e d n je n a t e m p e r a t u r a u n e ko j t a · c ki n e m e n ja kr o z vr e m e .
Gu s t in a je ½ =Co n s t .

I I . Is t u je d n a · c in u s kr a t it i p o d p r e t p o s t a vko m d a je p r o vo ¹d e n je ( ko n d u kc ija ) t o p lo t e
z a n e m a r ljivo , ka o i d o b ija n je t o p lo t e d e fo r m a c io n im r a d o m .

I I I . Je d n a · c in u n a p is a n u z a u s lo ve p o d II. p r im e n it i n a s le d e ¶ c i p r im e r .
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U b lo ku p r a vo u g a o n o g ka n a la · s ir in e B u ko m e je d u b in a h = Const: n a la z i s e m o ¶ c n i
t o p lo t n i iz vo r ko ji g r e je vo d u i t o p lo t a s e · s ir i ka n a lo m , z a h va lju ju ¶ c i t u r b u le n c iji, je r s u
o s r e d n je n e b r z in e

u1 = U = Const; u2 = 0

Os r e d n je n o s t r u ja n je je u s t a lje n o .
U p r a vc u ( 1 ) p r o t ic a n je ° u kt u a c ija m a je z a n e m a r ljivo u o d n o s u n a o s r e d n je n o , t j.

µu1 À µ0u01

Os r e d n je n a t e m p e r a t u r a p o je d n o j ve r t ika li z a n e m a r ljivo s a m e n ja ( m o · z e s e u z e t i d a
je ko n s t a n t n a ) t j.

@µ

@x3
= 0 ; o d n o s n o µ = µ ( x1; x2 )

R a s p o r e d o s r e d n je n ih t e m p e r a t u r a p o p r e s e ku II je d a t iz r a z o m

µII = µIIo

Ã
2
x32
b3II
¡ 3 x

2
2

b2II
+ 1

!
z a 0 < x2 < bII

g d e je µIIo t e m p e r a t u r a n a z id u u p r e s e ku II ( u t a · c ki N ) d o k s e z a µ = 0 u z im a t e m p e r a t u r a
n e z a g r e ja n e vo d e . K r o z r a va n n ¡ n ( vid i s kic u ) p r o t i· c e t o p lo t a z a vis n o o d o s r e d n je n o g
p r o iz vo d a ° u kt u a c ija t e m p e r a t u r e i p o p r e · c n e b r z in e µ0u02. Za c e lu d u · z in u n¡ n p r o s e · c n a
vr e d n o s t t o g a p r o iz vo d a je

µ0u02 p r o s e · c n o =
1

l

Z xII
xI
µ0u02 dx1

S r a · c u n a t i o d n o s

Ã =
µ0u02 p r o s e · c n o
µIIoU

I V. S r a · c u n a t i e n e r g iju ko ja s e p r e n o s i kr o z n a ve d e n u r a va n n ¡ n z a 3 m in u t a s a
p o d a c im a z a vo d u :
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g u s t in a ½ = 1 kg=dm3

s p e c ī · c n a t o p lo t a C = 4 2 0 0
J

kgK
K = 1 oC ( t e m p e r a t u r n i s t e p e n p o K e lvin u ili Ce lz iju )
t e m p e r a t u r a n a z id u u p r e s e ku II µIIo = 1 5

oC
· s ir in a ka n a la B = 2 : 0 m
d u b in a t o ka h = 1 : 6 m
b r z in a t o ka U = 0 : 8 m=s.

XX
Zadatak 1.

V o d e n a s t r u ja iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ( n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju je d n a ko m 2 h)
n o s i m a t e r ija l · c ija je ko n c e n t r a c ija u d a t o m t r e n u t ku :

u p r e s e ku I: C = C0;I ( 1 ¡
q
2 x2=h) z a 0 < x2 < h= 2

C = 0 z a h= 2 < x2 < 2 h

u p r e s e ku II: C = C0;II ( 1 ¡
q
4 x2=h) z a 0 < x2 < h= 4

C = 0 z a h= 4 < x2 < 2 h

( p r e s e k II je u d a lje n z a d u · z in u L o d p r e s e ka I)
x2 = r a s t o ja n je o d d o n je p lo · c e ,
C0;I i C0;II s u ko n c e n t r a c ije n a d n u .
P o d ko n c e n t r a c ijo m C s e p o d r a z u m e va o d n o s p r o t ic a ja m a s e m a t e r ija la ( ko g a vo d a

n o s i) i p r o t ic a ja m a s e vo d e ko ji u d a t o m t r e n u t ku t e ku kr o z e le m e n t a r n i p o ja s n a r a s t o -
ja n ju x2.
R a s p o r e d b r z in a vo d e u d a t im p r e s e c im a je is t o ve t a n i iz r a · z a va s e s a :

u = um

µ
x2
h

¶1=6
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z a d o n ju p o lo vin u s t r u je ( z a 0 < x2 < h) , d o k je z a g o r n ju p o lo vin u r a s p o r e d s im e t r i· c a n
u o d n o s u n a s r e d in u s t r u je ( x2 = h) .

um = b r z in a u s r e d in i s t r u je

P r e t h o d n i n a vo d i u ka z u ju d a s e z a d a t a k r e · s a va ka o r a va n s ki ( u r a vn i 1 ,2 ) .
I) S r a · c u n a t i ko lika je u p o s m a t r a n o m t r e n u t ku b r z in a p o ve ¶ c a n ja n a t a lo · z e n o g m a t e r i-

ja la iz m e ¹d u p r e s e ka I i II, p o je d in ic i · s ir in e ( · s ir in a s e m e r i u p r a vn o n a p o s m a t r a n u r a va n ) .

Tr a · z e n a ve li· c in a im a d im e n z iju
µ

m a s a

vr e m e x d u · z in a

¶
. R a · c u n o b a vit i z a s le d e ¶ c e p o d a t ke :

L = 1 0 m, h = 8 m, C0;I = 0 :0 0 5 , C0;II = 0 : 0 0 4 , um = 6 5 cm=s i

g u s t in a vo d e ½ = 1 g=cm3.
II) P o d p r e t p o s t a vko m d a s e d a t i p o d a c i m o g u u z e t i ka o p r o s e k z a t e · c e n je u t r a ja n ju

o d 1 m in u t u , ko liko s e p o ve ¶ c a va m a s a d e p o n o va n o g m a t e r ija la ?

Zadatak 2.

P o s m a t r a s e r a va n s ka u s t a lje n a s t r u ja n e p r o m e n ljive d e b ljin e iz m e ¹d u d va p o p r e · c n a
p r e s e ka { I i II { z a h va ¶ c e n a z a p r e m in a iz n o s i Vc.
I) U z p o t r e b n o o b r a z lo · z e n je p o ka z a t i ko liko iz n o s i u ku p a n r a d ( m o t o r n i + d e fo r m a -

c io n i) , u je d in ic i vr e m e n a , n a z a p r e m in u Vc, u s le d d e lo va n ja s le d e ¶ c ih n a p o n a :

² o s r e d n je n ih n a p o n a p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i, t j. o s r e d n je n ih d e vija t o r s kih n a p o n a
¾dij ,

² \ n a p o n a t u r b u le n c ije " ¾tij = ¡½u0iu0j

II) N a o s n o vu r e z u lt a t a d o b ije n o g p o d I p o ka z a t i ve z u iz m e ¹d u m o t o r n o g i d e fo r m a -
c io n o g d e la r a d a n a ve d e n ih n a p o n a ( n a p o m in je s e d a s e d e fo r m a c io n i r a d \ n a p o n a t u r -
b u le n c ije " o b i· c n o n a z iva \ p r o d u kc ija t u r b u le n c ije " ) .
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III) P r im e n o m je d n a · c in e m e h a n i· c ke e n e r g ije z a g la vn o s t r u ja n je n e s t i· s ljivo g ° u id a , n a
ko n a · c n u z a p r e m in u Vc ( iz m e ¹d u p r e s e ka I i II) , a t o je je d n a · c in a ( 5 3 -2 6 ) u kn jiz i, p o ve z a t i

p ije z o m e t a r s ku r a z liku ¦ I ¡ ¦ II s a d e fo r m a c io n im r a d o vim a u s le d d e lo va n ja n a p o n a ¾dij
i ¾tij. P r e t p o s t a vit i d a je p ije z o m e t a r s ka ko t a ko n s t a n t n a z a je d a n p r e s e k.
Iz p r e t h o d n o g a r a z ja · s n je n ja s le d i i p o ve z iva n je n a ve d e n ih r a d o va s a t z v. \ iz g u b lje n o m

e n e r g ijo m " iz m e ¹d u p r e s e ka I i II:

EI¡II
izg = ¦ I +

v2I
2 g
¡
Ã
¦ II +

v2II
2 g

!

g d e je vI = vII s r e d n ja b r z in a u p r e s e c im a I i II.
IV ) Ob ja s n it i ku d a o d la z i o n o · s t o s e o b i· c n o o p is u je ka o Eizg. P r i t o m e o b r a z lo · z it i · s t a

s e r a · c u n s ki p r e n o s i u ° u kt u a c ije ( i · s t a s a t im e b iva u ° u kt u a c ija m a ) , a · s t a s e jo · s u o kvir u
g la vn o g s t r u ja n ja iz g u b i. A ko je z id h r a p a v ko ji je d e o z a n e m a r ljiv?

Zadatak 3.

U p r a vo u g a o n i ka n a l s a h o r iz o n t a ln im d n o m u t i· c e kr o z d e s e t p r o r e z a u d n u u ku p n o
2 : 5 m3=s ( kr o z s va ki p r o r e z p o 0 :2 5 m3=s) . D o t ic a n je u t i· c e u ka n a l s a b r z in o m W = 2 : 2 m=s
p o d u g lo m o d 6 0 o p r e m a h o r iz o n t a li.
N a kr a ju s a b ir n o g ka n a la u s p o s t a vlja s e kr it i· c n a d u b in a .
S r a · c u n a t i d u b in u H n a p o · c e t ku ka n a la .
Tr e n je s e z a n e m a r u je .
I) D a li b i s e , n a o s n o vu d a t ih p o d a t a ka , z a d a t a k m o g a o r e · s it i i d a je d n o ka n a la

n a g n u t o ( n ije h o r iz o n t a ln o ) ?
II) D a li b i d u b in a ( H ) b ila ve ¶ c a ( ili m a n ja ) d a je u la z n a b r z in a ( W ) ve r t ika ln o

u s m e r e n a ?
III) Za p r e m in a vo d e u ka n a lu o d p r e s e ka g d e je d u b in a H d o p r e s e ka g d e je d u b in a

hkr iz n o s i V0, a t e · z in a t e m a s e G = ½gV0. D a li s e s ila n a d n o r a z liku je o d s ile G?
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XXI
Zadatak 1.

K r o z p r e s e k Ac ( kr u g p o lu p r e · c n ika = r ) u la z i s t r u ja
s a o s r e d n je n im b r z in a m a u s m e r e n im n o r m a ln o n a
p r e s e k ( u p r a vc u \ 1 " ) .
N a p is a t i iz r a z e z a u la z kin e t i· c ke e n e r g ije u je d in ic i
vr e m e n a kr o z p r e s e k Ac, t j. p r o t ic a ja t e e n e r g ije , i
t o :

1 . u o s r e d n je n o m ( g la vn o m ) s t r u ja n ju

2 . u ° u kt u a c ija m a , p r e n o s o m o s r e d n je n o m b r z i-
n o m ( ko n ve kc ija )

3 . u ° u kt u a c ija m a , p r e n o s o m ° u kt u a c io n im b r z i-
n a m a ( d ifu z ija )

Ti p r o t ic a ji, s a m o u z o g r a n i· c e n je n a p r e s e k Ac, n a p is a n i s u ka o p r vi · c la n d e s n ih s t r a n a
je d n a · c in a ( 5 3 -2 6 ) , o d n o s n o ( 5 3 -3 2 ) .
N a p o m e n a : Iz r a z e n e p is a t i s a u o p · s t e n im in d e ks im a \ i" , \ j " , n e g o s a in d e ks im a \ 1 " ,

\ 2 " i \ 3 " , i p r i t o m e iz o s t a vit i s ve s a b ir ke ko ji s u u p o s m a t r a n o m p r im e r u je d n a ki n u li.

* * *

I S r a · c u n a t i o d n o s u la · z e n ja n a ve d e n o g p o d ( 2 ) u o d n o s u n a iz r a z p o d ( 1 ) . P r i t o m e
ko r is t it i s le d e ¶ c e z a ko n it o s t i:

a ) Os r e d n je n a b r z in a u u p o je d in o j t a · c ki o d r e ¹d e n a je s a :

u

um
=
µ
x2
r

¶1=7

g d e s e um o d n o s i n a b r z in u u s r e d i· s t u p r e s e ka ( x2 = r ) , a x2 je u d a lje n o s t o d z id a .

b ) P r i iz r a · c u n a va n ju n a ve d e n o g p o d ( 2 ) ko r is t it i e ks p e r im e n t a ln a is ku s t va n a o s n o vu
ko jih s e m o · z e n a p is a t i:

u0ju
0
j

um2
= 0 : 0 2

µ
1 ¡ x2

r

¶

I I Za klju · c it i d a je o d n o s u la · z e n ja p o d ( 3 ) z a n e m a r ljiv u o d n o s u n a ( 1 ) , g d e s e m o · z e
p r e t p o s t a vit i d a je ( 3 ) vi· s e n e g o 1 0 p u t a m a n je o d ( 2 ) .

I I I S r a · c u n a t i u la · z e n je kin e t i· c ke e n e r g ije u je d in ic i vr e m e n a a ko s e r a · c u n a b e z vo ¹d e n ja
r a · c u n a o n e r a vn o m e r n o s t i u r a s p o r e d u b r z in a , t j. s a

½Q
v2

2
= ½Ac

v3

2
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g d e je v = s r e d n ja b r z in a z a p r e s e k

v =
1

Ac

Z

Ac

udA

i u p o r e d it i s a u la · z e n je m n a ve d e n im p o d ( 1 ) u u vo d u z a d a t ka , o d n o s n o s a z b ir o m u la z a
p o d ( 1 ) i ( 2 ) . N a p is a t i z a klju · c a k iz t o g u p o r e ¹d e n ja .

Zadatak 2.

P o s m a t r a s e t u r b u le n t n a s t r u ja u c e vi p o lu p r e · c n ika r, ko ja s e p r u · z a d u · z c e vi, u p r a vc u
( 1 ) , p a s u o s r e d n je n e b r z in e : u1 = u, u2 = u3 = 0 .
Os r e d n je n i p r o iz vo d ° u kt u a c io n ih b r z in a m o · z e s e iz r a z it i s a :

¡u01u02 =
r

1 4

s
¿

½

du

dx2
( 1 )

x2 = r a s t o ja n je o d z id a c e vi, m e r n o p o b ilo ko m e p r e · c n iku
¿ = n a p o n t r e n ja iz m e ¹d u ° u id a i z id a c e vi
½ = g u s t in a ° u id a ( ½ = const:)
I R a s p o r e d \ d e ¯ c it a b r z in e " o b i· c n o s e d a je u vid u fu n kc ije

um ¡ uq
¿=½

= f
µ
x2
r

¶
( 2 )

um = vr e d n o s t b r z in e u z a x2 = r.
Od r e d it i o vu fu n kc iju a ko va · z i z a ko n it o s t d a t a s a ( 1 ) .
N a p o m e n a : U r a · c u n a n ju p r ih va t it i u o b i· c a je n u p r e t p o s t a vku d a s u d e vija t o r s ki n a p o n i

( ko ji d e lu ju p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t ) z a n e m a r ljivi u o d n o s u n a \ n a p o n e t u r b u le n c ije " .
I I Fu n kc iju d o b ije n u r e · s e n je m z a d a t ka p o d ( I ) u p o r e d it i s a p r e p o r u · c iva n im o b r a s c im a

z a r a s p o r e d b r z in a u t u r b u le n t n o m s lo ju iz u z im a ju ¶ c i b liz in u z id a .

um ¡ uq
¿=½

= C
µ
1 ¡ x2

r

¶2

( 3 )

C = ko n s t a n t a
U p o r e d it i iz r a z ( 3 ) i r e · s e n je d o b ije n o p o d ( I ) .
I I I P r e m a fu n kc iji d o b ije n o j p o d ( I ) m o g u s e s r a · c u n a t i o d n o s i u=um z a s le d e ¶ c e vr e d -

n o s t i x2=r:
1 0 : 8 0 :6 0 : 4 0 :2

R a · c u n s p r o ve s t i z a n a p o n t r e n ja ¿ d a t s a

¿ = C¿
1

2
½um

2 C¿ = 0 : 0 0 5

Za b liz in u z id a fu n kc ija n e va · z i a li s e z a x2 = 0 o s t va r u je u = 0 .

4 8



N a o s n o vu s r a · c u n a t o g g r a ¯ · c ki p r ika z a t i fu n kc iju :

u

um
= f

µ
x2
r

¶

V r e d n o s t i d o b ije n e p o d ( III) u p o r e d it i s a o n im a ko je d a je

u

um
=
µ
x2
r

¶1=7

Zadatak 3.

Os r e d n je n o s t r u ja n je o ko s t u b a je s im e t r i· c n o u o d n o s u n a r a va n S ¡ S, p a s ila ko ja u
p r a vc u N d e lu je n a s t u b p o t i· c e s a m o o d ° u kt u ir a ju ¶ c ih p r it is a ka ( p0 ) .

I ) E ks p e r im e n t im a je u t vr ¹d e n o d a je s r e d n je kva d r a t n o o d s t u p a n je ( s t a n d a r d n a d e vi-
ja c ija ) ° u kt u ir a ju ¶ c ih p r it is a ka u t a · c ka m a ( a ) i ( b )

q
p02a =

q
p02b = 7 : 1 8 kN=m

2

Me r e n a je t a ko ¹d e i is t o vr e m n a r a z lika p r it is a ka p0a ¡ p0b = p0c i u s t a n o vlje n o je d a je
q
p02c = 8 : 4 5 kN=m

2

K o liki je ko e ¯ c ije n t ko r e la c ije Kab iz m e ¹d u is t o vr e m e n ih p r it is a ka u ( a ) i ( b) , g d e je

Kab =
p0ap

0
bq

p02a

q
p02b
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I I ) P o d p r e t p o s t a vko m d a p r it is c i u ( a ) i ( b ) p r e d s t a vlja ju i p r o s e · c n e p r it is ke n a b o · c n e
p o vr · s in e , s ila iz n o s i

F 0 = ( p0a ¡ p0b ) A = p0cA
o d n o s n o m a ks im a ln a o · c e kiva n a s ila je

F 0max = ( p
0
a ¡ p0b ) maxA = p0cmax

A

u z im a ju ¶ c i d a je m a ks im a ln a o · c e kiva n a r a z lika p r it is a ka je d n a ka t r o s t r u ko j s t a n d a r d n o j
d e vija c iji p a je

F 0max = 3
q
p02c A = 3 ¢ 8 : 4 5 kN=m2 ¢ 0 : 8 m2 = 2 0 :2 8 N

K o lika b i t a s ila iz n o s ila a ko b i ko e ¯ c ije n t ko r e la c ije Kab b io :

+1 0 ¡ 1

P r o t u m a · c it i r e z u lt a t e .

XXII
Zadatak 1.

t a · c ka ¡u01u02 u02u
0
2

a 3 0 .0 2 5 .0
b; c; d 3 4 .2 2 4 .7
e 3 8 .4 2 4 .8

cm2=s2

Os r e d n je n o s t r u ja n je je u s t a lje n o , r a va n s ko { u r a vn i ( 1 ,2 ) , p r a vo lin ijs ko i p a r a le ln o {
u p r a vc u ( 1 ) , t j. u2 = 0 , a u1 = u1 ( x2 ) ( b r z in a u1 z a vis i s a m o o d x2 ) . Za t u b r z in u , a z a
t r i r a s t o ja n ja x2 d a t e s u vr e d n o s t i n a c r t e · z u .
Os a ( 1 ) je h o r iz o n t a ln a , a o s a ( 2 ) ve r t ika ln a , u s m e r e n a n a g o r e .
Os r e d n je n i p r o iz vo d i ° u kt u a c io n ih b r z in a d a t i s u u t a b e li p o r e d s like .
- Gu s t in a ° u id a je ½ = 1 g=cm3,
- K o e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i je ¹ = 0 : 0 1 2 g=cms.
S r a · c u n a t i r a z like p r it is a ka z a t a · c ke ( d ) i ( b ) i t a · c ke ( e ) i ( c ) , t j.

pd ¡ pb i pe ¡ pc:
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Zadatak 2.

S r a · c u n a t i d u b in u hII , a n a o s n o vu z a -
d a t ih ( i u p is a n ih p o d a t a ka ) . S ila t r e n ja
o d n o je z a n e m a r ljiva , a li n ije z a n e -
m a r ljiva t e · z in a . R e z u lt a t u p o r e d it i s a
s ko ko m s a is t im p o la z n im u s lo vim a , a li
n a h o r iz o n t a ln o m d n u .

Zadatak 3.

S t r u ja n je je la m in a r n o , u s t a lje n o , r a va n s ko , p r a vo lin ijs ko i p a r a le ln o , s a ko n s t a n t n o m
d u b in o m ( h) n e s t i· s ljive t e · c n o s t i.
1 ) Za p r ika z a n i p r im e r o d r e d it i z a vis n o s t n a p o n a ¾21 o d r a s t o ja n ja x2 o d d n a ( ¾21 =

¾21 ( x2 ) ) i t o g r a ¯ · c ki p r ika z a t i z a p r im e r u ko m e s u :
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d u b in a h = 2 cm
n a g ib d n a I = 0 :0 0 1
ko e ¯ c ije n t vis ko z n o s t i t e · c n o s t i ¹ = 0 : 0 1 2 Ns=m2

g u s t in a t e · c n o s t i ½ = 9 0 0 kg=m3

Za g r a n i· c n i u s lo v u z e t i d a je n a p o n ¾21 n a s lo b o d n o j p o vr · s in i t e · c n o s t i ( z a x2 = h)
je d n a k n u li.
K o r is t it i u s lo v d a je z b o g je d n o liko s t i t e · c e n ja is t o ve t a n r a s p o r e d n a p o n a i b r z in a u

s vim p o p r e · c n im p r e s e c im a .
2 ) Za is t i p r im e r o d r e d it i r a s p o r e d b r z in a p o p o p r e · c n o m p r e s e ku ( u1 = u1 ( x2 ) ) i t o

g r a ¯ · c ki p r ika z a t i. P r i o vo m o d r e ¹d iva n ju ko r is t it i ve z u iz m e ¹d u n a p o n a i d e fo r m a c ija z a
N ju t n o vs ki ° u id , iz r a · z e n u je d n a · c in o m ( 4 1 -7 ) p r im e n je n o m n a n e s t i· s ljiv ° u id .
Za g r a n i· c n i u s lo v u z e t i d a je b r z in a n a d n u ( z a x2 = 0 ) je d n a ka n u li.
3 ) S r a · c n a t i p r o t ic a j Q z a 5 0 cm · s ir in e p r ika z a n e s t r u je .

XXIII
Zadatak 1.

U c e vi kr u · z n o g p r e s e ka ( p r e · c n ik = D, p o vr · s in a p r e s e ka =A = ¼D2=4 ) p r i je d n o -
liko m t e · c e n ju s a s r e d n jo m b r z in o m ( V ) u p r e s e ku ( V = Q=A, Q = p r o t ic a j) , n a g ib
p ije z o m e t a r s ke lin ije r a · c u n a s e u o b i· c a je n im o b r a s c e m :

I = ¸
V 2

2 gD

Za ko e ¯ c ije n t t r e n ja ( ¸ ) d a je s e iz r a z :

¸ = 0 : 1 5

Ã
k

D

!2=7

g d e je k = a p s o lu t n a h r a p a vo s t .
P o ka z a t i d a s e n a ve d e n i o b r a z a c d o b ija z a r a s p o r e d b r z in a

uq
¿=½

= C
µ
x2
k

¶1=7

g d e je ( u ) b r z in a n a r a s t o ja n ju ( x2 ) o d z id a c e vi.
S r a · c u n a t i vr e d n o s t ko n s t a n t e ( C ) ko ja d o vo d i d o n a p is a n o g iz r a z a z a ( )̧ .

* * *

Za n a ve d e n i r a s p o r e d b r z in a s r a · c u n a t i ko e ¯ c ije n t e n e r a vn o m e r n o s t i b r z in a

¯ =

Z

A
u2dA

AV 2
® =

Z

A
u3dA

AV 3
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Zadatak 2.

Za la m in a r n o , u s t a lje n o , p a r a le ln o i p r a vo lin ijs ko s t r u ja n je ( u s m e r e n o u p r a vc u 1 ) ,
ko je je u z t o i r a va n s ko [u r a vn i ( 1 ,2 ) ], a o d vija s e iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e ( p o s t a vlje n e
n o r m a ln o n a o s u ( 2 ) a n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju ( 2 h) , s r a · c u n a t i ko ji s e d e o d e fo r m a -
c io n o g r a d a d e vija t o r s kih n a p o n a o b a vi u s r e d i· s n je m d e lu s t r u je u o d n o s u n a r a d u c e lo j
s t r u ji ( vid i s kic u , g d e je s r e d i· s n ji d e o o s e n · c e n ) .

* * *

Za t a · c ku u z z id ( x2 = 0 ) , g d e je d e fo r m a c io n i r a d n a jiz r a z it iji, a g d e je b r z in a je d n a ka
n u li p a je m a t e r ija ln i iz vo d t e m p e r a t u r e Dµ=Dt je d n a k p a r c ija ln o m iz vo d u p o vr e m e n u
@µ=@t, p r im e n o m je d n a · c in e ( 3 4 -1 8 ) iz kn jig e , s r a · c u n a t i z a ko liko ¶ c e s e p o ve ¶ c a t i t e m p e r -
a t u r a z a je d n u s e ku n d u , u s le d p r e o b r a ¶ c a n ja d e fo r m a c io n o g r a d a u t o p lo t u . Za n e m a r u je
s e p r o vo ¹d e n je t o p lo t e ( ko n d u kc ija ) i p r e d a va n je t o p lo t e z id u .
R a · c u n a t i s a ko n s t a n t n im ko e ¯ c ije n t o m vis ko z n o s t i º = ¹=½ = 0 : 8 cm2=s, i s p e c ī · c n o m

t o p lo t o m ( ko n s t a n t o m ) C = 2 6 0 0 J=kgK = 2 6 0 0 Nm=kgK , · s t o o d g o va r a 2 6 0 0 m2s¡2K.
B r z in a u s r e d in i s t r u je ( x2 = h) iz n o s i um = 5 cm=s, a d e b ljin a s t r u je 2 h = 2 cm.

P r o t u m a · c it i r e z u lt a t

Zadatak 3.

Tr a je kt o r ije d e li¶ c a ko ji p r o la z e kr o z ko o r d in a t n i p o · c e t a k ( x1 = 0 , x2 = 0 ) s u p r a ve
lin ije iz r a · z e n e s a

x2 =
t0
tk
x1 ( 1 )

t0 = t r e n u t a k p r o la s ka kr o z ko o r d in a t n i p o · c e t a k
tk = Const = 1 0 s
N a c r t a t i t r a je kt o r ije z a d e li¶ c e z a ko je je ( t0 ) je d n a ko :

0 2 4 6 8 1 0 ( s)
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B r z in a u1 ( u p r a vc u x1 ) z a s ve d e li¶ c e je is t a i n e m e n ja s e kr o z vr e m e . On a iz n o s i

u1 = Const = U = 0 :2 m=s

· s t o z n a · c i d a s e d e li¶ c z a vr e m e ( ts ¡ t0 ) p o m e r i u x1 p r a vc u z a
x1 = U ( ts ¡ t0 ) ( 2 )

N a o s n o vu t o g a o b e le · z it i t a · c ke n a t r a je kt o r ija m a g d e s e d e li¶ c i n a la z e u t r e n u t ku ts
i n a c r t a t i e m is io n u lin iju u t r e n u t ku ts = 1 0 s, ko ju z a u z im a ju d e li¶ c i ko ji s u p r o · s li kr o z
ko o r d in a t n i p o · c e t a k.
N a p is a t i a n a lit i· c ki iz r a z t e e m is io n e lin ije , u vid u

x2 = x2 ( x1 )

n a o s n o vu je d n a · c in a ( 1 ) i ( 2 ) .

* * *

N a p is a t i iz r a z z a e m is io n u lin iju ko ju z a u z im a ju d e li¶ c i u t r e n u t ku ts = 8 s. N a c r t a t i
t u lin iju .

XXIV
Zadatak 1.

R a s p o r e d b r z in a u c e vi kr u · z n o g p o p r e · c n o g p r e s e ka iz r a · z e n je s a :

um ¡ uq
¿=½

= 2 : 5 ln
r

x2

r = p o lu p r e · c n ik c e vi
x2 = r a s t o ja n je o d z id a c e vi
u = kr o z vr e m e o s r e d n je n a b r z in a u p o je d in o j t a · c ki
um = b r z in a u o s o vin i c e vi ( z a x2 = r )
¿ = n a p o n t r e n ja iz m e ¹d u z id a c e vi i ° u id a
½ = g u s t in a
I B r z in a u je d n a ka je s r e d n jo j b r z in i v z a p r e s e k n a r e la t ivn o m r a s t o ja n ju x2=r je d -

n a ko m ». S r a · c u n a t i ».

v =
Q

¼r2
Q = p r o t ic a j

I I Za vr e d n o s t z a » s r a · c u n a t u p o d I o d r e d it i r e la t ivn u g r e · s ku iz m e ¹d u b r z in e u i s r e d n je
b r z in e v, t j. t r a · z i s e o d n o s :

u( » ) ¡ v
v

a z a r a s p o r e d b r z in a :

u

um
=
µ
x2
r

¶1=6 u

um
=
µ
x2
r

¶1=8
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Zadatak 2.

Za t vo r e n i s u d p o t p u n o je n a p u n je n vo d o m . U
n je m u e lis a p o kr e ¶ c e vo d u . P r e s t a n ko m r a d a e lis e
kr e t a n je vo d e s e s m ir u je , i n a kr a ju s e p o t p u n o
u m ir i.
P o · c e t a k p o s m a t r a n ja ( t=0 ) je t r e n u t a k p r e s t a n ka
r a d a e lis e , a kr a j p o s m a t r a n ja ( t = T ) je p o s le
p o t p u n o g u m ir e n ja vo d e .
K in e t i· c ka e n e r g ija z a c e lo ku p n u z a p r e m in u vo d e
Vs u s u d u iz n o s i:

e =
½

2

Z

Vs
ujujdV

½ = g u s t in a , uj = b r z in a
e = e ( t) t j. ( e ) je fu n kc ija o d vr e m e n a ( t ) .
Za t = 0 je , p r e m a t o m e :

e( 0 ) =
½

2

Z

Vs
ujuj ( 0 ) dV ( 1 )

D e fo r m a c io n i r a d d e vija t o r s kih n a p o n a , u je d in ic i vr e m e n a , z a z a p r e m in u Vs, iz n o s i

Def d =
Z

Vs
¾dij
@uj
@xi
dV

Def d je fu n kc ija o d vr e m e n a ( t) . P o s m a t r a s e in t e g r a l

Z T
0
Defddt ( 2 )

To je r a d u in t e r va lu o d t = 0 d o t = T .
P o ka z a t i ka kva je ve z a iz m e ¹d u iz r a z a ( 1 ) i ( 2 ) .
N a p o m e n a : P r im e n it i je d n a · c in u m e h a n i· c ke e n e r g ije ( 3 4 -6 ) ko ja va · z i z a o d r e ¹d e n i t r e n u -

t a k i u n jo j iz o s t a vit i · c la n o ve je d n a ke n u li ( z a p o s m a t r a n i p r im e r ) . P o t o m in t e g r is a t i p o
vr e m e n u . P r i r a z m a t r a n ju m o t o r n i r a d p o vr · s in s kih s ila p r e d s t a vit i ka o u ku p n i r a d u m a n -
je n z a d e fo r m a c io n i. Od z a p r e m in s kih s ila d e lu je s a m o t e · z in a , a n je n r a d m o · z e s e iz
z a p r e m in s ko g in t e g r a la p r e o b r a t it i u p o vr · s in s ki. Gu s t in a je ko n s t a n t n a ½ =Co n s t .
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Zadatak 3.

a. Za p r ika z a n i p o lo · z a j z a t va r a · c a s m e · s t e n o g u h o r iz o n t a ln o p o lo · z e n o j c e vi p r a vo u g a -
o n o g p r e s e ka , iz a z a t va r a · c a t e · c e n je je s a s lo b o d n o m p o vr · s in o m u z p r is t u p va z d u h a ( a e r a c i-
ja ) . To b u r n o t e · c e n je h id r a u li· c kim s ko ko m p r e la z i u t e · c e n je p o d p r it is ko m u p o t p u n o
is p u n je n o m p r e s e ku . S ko k p o · c in je n e p o s r e d n o iz a u s t a ve , u p r e s e ku ( s) , g d e je d u b in a
vo d e hs = 0 : 4 m.
Za z a d a t i p r o t ic a j ( Q = 1 0 m3=s) s r a · c u n a t i p ije z o m e t a r s ku ko t u ¦ n u p r e s e ku ( n)

g d e s e z a vr · s a va vr t lo · z e n je h id r a u li· c ko g s ko ka , i ko t u ¦ o u p r e s e ku ( o ) , is p r e d z a t va r a · c a .
P r e t p o s t a vlja s e d a iz g u b lje n a e n e r g ija o d p r e s e ka ( o) d o p r e s e ka ( s) iz n o s i 1 0 % kin e t i· c ke
e n e r g ije u p r e s e ku ( s) .

* * *

b. P ije z o m e t a r s ka ko t a ¦ n je z a 0 :5 0 m vi· s a o d o d g o va r a ju ¶ c e ko t e s r a · c u n a t e p o d
( a) . S r a · c u n a t i ko t u ¦ o i d u b in u hu n e p o s r e d n o iz a z a t va r a · c a ( g d e vla d a h id r o s t a t i· c ka
r a s p o d e la p r it is a ka ) .
P o lo · z a j u s t a ve je is t i ka o u p r vo m d e lu z a d a t ka ( p o d a) . S t o g a je is t a d e b ljin a ( hs =

0 : 4 m ) m la z a ko ji p r o d ir e . Ta ko ¹d e je is t i i p r o t ic a j ( Q = 1 0 m3=s) .

* * *
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Ob ja s n it i t e · s ko ¶ c e ko je n a s t a ju u r a · c u n u s ko ka ( o d r e ¹d iva n je ¦ n u z p o z n a t o hs i Q ) a ko
je c e v n a g n u t a .

XXV
Zadatak 1.

U ka n a lu p r a vo u g a o n o g p o p r e · c n o g p r e s e ka
( · s ir in a = b ) t e · c e n je je t u r b u le n t n o , u s t a lje n o i
je d n o liko . D u b in a vo d e je h.
U s t a lje n o i je d n o liko t r e b a s h va t it i u s m is lu
u o b i· c a je n o m z a t u r b u le n t n e s t r u je : P a r c ija ln i
iz vo d i p o vr e m e n u i p o x1, s vih o s r e d n je n ih
ve li· c in a ( p a i o s r e d n je n ih p r o iz vo d a ° u kt u a -
c io n ih ve li· c in a ) s u je d n a ki n u li. Gla vn o s t r u -
ja n je je p r a vo lin ijs ko i p a r a le ln o : b r z in e s u
u1 = u, u2 = u3 = 0 .

I P r im e n a je d n a · c in e m e h a n i· c ke e n e r ije z a g la vn o s t r u ja n je , n a p is a n a s a ( 5 3 -2 5 ) u
kn jiz i, n a p o s m a t r a n o m p r im e r u d o vo d i d o iz o s t a vlja n ja n e kih · c la n o va . U z s va ki o d t ih
· c la n o va d a t i o b ja · s n je n je z a · s t o s u je d n a ki n u li.

I I P o s le d n ji · c la n n a ve d e n e je d n a · c in e ko ji s e o d n o s i n a \ m o t o r n i r a d n a p o n a t u r b u -
le n c ije " iz r a z it i ka o \ u ku p n i r a d " s m a n je n z a \ d e fo r m a c io n i" . P o t o m p o ka z a t i d a s e
r a d s ile t e · z in e t r o · s i n a \ d e fo r m a c io n i r a d " ko ji s e n a z iva i \ p r o d u kc ija " t u r b u le n t n e e n -
e r g ije . U p o s t u p ku p r e t p o s t a vit i d a je r a d d e vija t o r s kih n a p o n a ( ko ji d e lu ju p o s r e d s t vo m

vis ko z n o s t i) z a n e m a r ljiv u o d n o s u n a \ n a p o n t u r b u le n c ije " ( ¾dij << ¾
t
ij ) .

I I I \ P r o d u kc iju " t u r b u le n t n e e n e r g ije u je d in ic i vr e m e n a n a p is a t i d a s e p o ja vlju ju
o s r e d n je n e i ° u kt u a c io n e b r z in e i p r i t o m e ko r is t it i in d e ks e ( 1 , 2 , 3 ) , a n e u o p · s t e n e ( i; j ) ,
i iz o s t a vit i · c la n o ve ko ji s u u p o s m a t r a n o m p r im e r u je d n a ki n u li.

I V Za e le m e n t a r n u z a p r e m in u u z e t i dV = dAL1, g d e je dA e le m e n t a r n i d e o p o vr · s in e
p o p r e · c n o g p r e s e ka , a L1 r a s t o ja n je iz m e ¹d u p r e s e ka I i II ( vid i s liku ) . Za s ve t a kve
e le m e n t a r n e z a p r e m in e ¡@Z=@x1 = I = const, g d e je I n a g ib d n a ( vid i p o n o vo s liku ) . U
o vo m s lu · c a ju iz g u b lje n a e n e r g ija Eizg ( p o je d in ic i t e · z in e ) je d n a ka je s p u · s t a n ju d n a ¢ Z.
P o ka z a t i d a je

Eizg°Q = Prod:

g d e je ° = s p e c i¯ · c n a t e · z in a , Q = p r o t ic a j, Prod \ p r o d u kc ija " t u r b u le n t n e e n e r g ije u
z a p r e m in i V iz m e ¹d u p r e s e ka I i II u je d in ic i vr e m e n a .

V K o r i· s ¶ c e n je m je d n a · c in e m e h a n i· c ke e n e r g ije u ° u kt u a c ija m a , n a p is a n a s a ( 5 3 -3 2 ) u
kn jiz i, p o ka z a t i d a s e \ p r o d u kc ija t u r b u le n t n e e n e r g ije " ( o n o · s t o je iz g la vn o g s t r u ja n ja
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p r e · s lo u ° u kt u a c ije ) t r o · s i n a d e fo r m a c io n i r a d d e vija t o r s kih n a p o n a u ° u kt u a c ija m a g d e
s e p o s r e d s t vo m vis ko z n o s t i e n e r g ija p o ve ¶ c a va t o p lo t n u e n e r g iju .

Zadatak 2.

N a iz m e n i· c n o s e s m e n ju ju n e p r o p u s n i s lo je vi ( s va ki d e b ljin e c) i p r o c e p i ( d e b ljin e h) . K a o
\ ko e ¯ c ije n t p o r o z n o s t i" m o · z e s e u z e t i

n =
h

h+ c

P r o s e · c n a b r z in a s t r u ja n ja kr o z p r o c e p e ( v ) m o · z e s e a n a lit i· c ki iz r a z it i. To je u s t a lje n o ,
la m in a r n o , p r a vo lin ijs ko , p a r a le ln o i r a va n s ko s t r u ja n je , iz m e ¹d u d ve p a r a le ln e p lo · c e .
N a z a d a t i p r im e r m o · z e s e p r im e n it i i D a r s ije v z a ko n ¯ lt r a c ije :

w = KI¦

w = b r z in a ¯ lt r a c ije , I¦ = n a g ib p ije z o m e t a r s ke lin ije , K = ko e ¯ c ije n t ¯ lt r a c ije .
Od n o s p r o s e · c n e b r z in e s t r u ja n ja vs i b r z in e ¯ lt r a c ije w je vs=w = 1 =n.
N a p is a t i iz r a z z a ko e ¯ c ije n t ¯ lt r a c ije K s a ko jim s e m o · z e r a · c u n a t i p r ika z a n i p r im e r .

Zadatak 3.

U kr u · z n o j c e vi ko n s t a n t n o g p r e · c n ika ( 2 r ) , p r a vo lin ijs ki p o s t a vlje n o j, ko ja s e , u p o s -
m a t r a n o m s lu · c a ju , p o n a · s a ka o g la t ka , o b r a z u je s e u z z id la m in a r n i ( vis ko z n i) p o d s lo j
d e b ljin e ±c, g d e s e o b i· c n o p r e t p o s t a vlja :

a) r a s p o r e d b r z in a ( b r z in a u = u1 u fu n kc iji r a s t o ja n ja o d z id a x2 )

u

uc
=
x2
±c

b) Re - b r o j s a b r z in o m uc n a g r a n ic i p o d s lo ja ( x2 = ±c ) , i s a d e b ljin o m s lo ja ±c je
ko n s t a n t a n

uc±c
º
»= 1 0 0
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I P o s m a t r a s e d e fo r m a c io n i r a d , u je d in ic i vr e m e n a , u p o d s lo ju , a n a p r o iz vo ljn o j
d u · z in i L1 c e vi ( t o je u z a p r e m in i V± = ±c 2 ¼rL1. Za p r e m in a s e m o · z e n a p is a t i t a ko , je r je
± ¿ r ) . P o ka z a t i d a je t a j r a d je d n a k:

= 1 0

vuut¿
3

½
¼DL1 ( I)

¿ = n a p o n t r e n ja iz m e ¹d u ° u id a i z id a c e vi
½ = g u s t in a .
I I U H id r a u lic i s e iz r a · z a va \ iz g u b lje n a e n e r g ija p o je d in ic i t e · z in e " iz m e ¹d u d va p r e s e ka .

N e ka t o , iz m e ¹d u p r e s e ka n a m e ¹d u s o b n o m r a s t o ja n ju L1 ( u p o s m a t r a n o j c e vi) iz n o s i Eizg.
Mn o · z e n je m Eizg s a °Q ( ° = s p e c ī · c n a t e · z in a , Q = p r o t ic a j) d o b i¶ c e s e \ iz g u b lje n a

e n e r g ija " u je d in ic i vr e m e n a z a c e lu z a p r e m in u
1

4
¼D2L1 = Vo. Za · s t o ? P o ka z a t i d a t o

m n o · z e n je d a je r e z u lt a t
= ¿¼DvL1 ( II)

g d e je v = s r e d n ja b r z in a u c e vi
Q

¼D2=4
.

I I I Ob ja s n it i d a o d n o s ( I ) =( II ) z n a · c i d e o iz g u b lje n e e n e r g ije u p o d s lo ju , u o d n o s u
n a iz g u b lje n u e n e r g iju u c e lo j s t r u ji. S r a · c u n a t i t a j o d n o s a ko je ko e ¯ c ije n t t r e n ja u c e vi

¸ = 0 : 0 2

"
¸ =

Eizg
v2= 2 g

D

L

#
. A ko t a j o d n o s n ije z a n e m a r ljiv, u o d n o s u n a je d in ic u ( a t o ¶ c e

s e d o b it i) , d a li t o z n a · c i d a n a o t p o r t r e n ja u t ic a j vis ko z n o s t i n ije z a n e m a r ljiv? P r im e ¶ c u je
s e d a je u p it a n ju g la t ka c e v.
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