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Predgovor prvom izdanju

Kurs Mehanike fluida se na Gradevinskom fakultetu u Beogradu slusa od
1967. godine kao obavezni predmet na svim Smerovima. Osniva¢ kursa,
profesor Georgije Hajdin je 1977. godine Stampao i prvo izdanje knjige za
ovaj predmet. Uz manje korekcije, knjiga je®2002. godine dozivela i svoje
peto izdanje, pod naslovom “Mehanikaffluida, knjiga prva, OSNOVE”. Iste
godine je profesor Georgije Hajdin izdao 1'drugu knjigu Mehanike fluida, pod
nazivom “Uvodenje u hidrauliku”, Wkojoj se neke oblasti prakti¢ne hidrau-
like posmatraju i dodatno tumace kroz jednacine hidrodinamike izvedene u
prvoj knjizi.

Vremenom su sadrzaj kursai brej ¢asova na redovnim studijama menjani:
postepeno se smanjivao teorijskiypristup predmetu a sve vise je prilagodavan
prakti¢noj Gradevinskoj praksi) Kada sam 2000. godine preuzeo predavanja
na predmetu Mehanika fluida;, na redovnim studijama, bio sam suocen sa
¢injenicom da studentigimaju na raspolaganju dve kvalitetne knjige, ali koje
ne prate direktno sam kurs. Zbog toga sam odlucio da napiSem klasican
udzbenik koji “¢visto” gprati predavanja i koji sadrzi vise brojnih primera
(zadataka), kako b1 se pomoglo studentima da $to bolje savladaju materiju.
U knjizi se sigurme osea znacajan uticaj profesora Georgija Hajdina kao i
uticaj profesora Cede Maksimoviéa i profesora Marka Iveti¢a koji su jedno
vreme drzalifpredavanja.

Knjigaljemastajala postepeno: prvo su 2002. godine skripta sa predavanja
direktno prebacena u formu knjige, a elektronska verzija je stavljena studenti-
ma nalraspoelaganje preko Interneta. Zatim, postepeno je pisano jedno po
jedno_poglavlje i dodavani su kratki primeri koji bi trebalo da ilustruju
izlaganje.

Sam proces nastajanja knjige je bio priliéno spor, jer sam dosta vremena
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utrosio na pravljenje slika kojima sam pokusao da $to bolje ilustruje a-
teriju. Veliku zahvalnost za pokazano razumevanje a i izvinjenje j

svojoj porodici, supruzi Vesni i sinovima Mom¢ilu i Veljku, z sto
sam sate svog slobodnog vremena posvetio pisanju ove knjige. ode,
zahvaljujem se i svom drugu i kolegi Slobodanu Dordevi¢u k etaljno

is¢itao knjigu i pomogao da se otkloni veé¢ina gresaka.

Dusan Prodanovié O
Avgusta 2002. zapoceto pisanje
Novembra 2007. zavrSeno pisanje Q
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Predgovor drugom izdanju

Pisanje neke struéne knjige, posebno udzbenika, po malo podse¢a na proces
iterativnog resavanja slozenih hidraulickih problema: napravi se prvo izdanje
kao najbolje o¢ekivano resenje, a onda se, pratecireakcije ¢italaca, u narednim
izdanjima postepeno poboljsava, ¢ime knjigakenvergira ka najboljem resenju.

Sli¢na je sudbina i ove knjige. Nakon ptvog izdanja, sam autor je prona-
Sao niz sitnih gresaka i mesta gde je“mogucée dati bolja i ilustrativnija
objasnjenja. Recenzenti knjige su dali‘predlog da se poboljsa organizacija
knjige promenom rasporeda pojedifiih ‘eblasti, tako da sada nakon izu¢avanja
dinamike fluida, sledi oblast dimenzionalne analize i oblast hidrodinamickih
otpora, a na kraju knjige se,malaze dve oblasti u kojima se primenjuju
izvedene i uproséene jednacineytecenje u cevima i te¢enje u kanalima.

Brojni pazljivi ¢itaoci, Starije i mlade kolege, kao i studenti doktorskih
studija su takode ukazali“masodredene propuste u prvom izdanju knjige.
Tu bih se pre svega zahvalio jednom od najmladih kolega, studentu Dikié¢
Draganu, koji je detaljmowiscitao knjigu i, zahvaljujuéi njegovom krajnje
konstruktivnom prilazu;ac¢inio da ovo drugo izdanje bude jos bolje. Kolegini-
ca Tijana Jovanovi€ je ¥redno i pazljivo proverila sve prora¢une u knjizi, dok
je moj sin Veljko Prodanovi¢ dao znacajan doprinos na sredivanju pojedinih
(prenatrpanih)(slika.

Dusan Prodanévié
Septembra, 2013.
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Predgovor trecem izdanju

Prethodno, drugo izdanje se rasprodalo i doslo je vreme da se odStampa
dodatni tiraz. Otklonjeno je par sitnijih gresakaykoje su primecene:

Slika 2.1 na strani 13: dodata je ozdaka,za debljinu sloja vode h.

Slika 4.19 na strani 125: Na desmem elementarnom deli¢u prikazani

devijatorski naponi 7¢, su trebaliida budu nacrtani u suprotnom smeru.

Sada je ispravljeno da budu grijentisani prema povrsini.
Primer 4.5.3 na strani 137. u izrazu za koeficijent kontrakcije mlaza,

koli¢nik % je trebalo da bude na kvadrat. A rezultat za C4 = 0,656

je bio korektan:

2 2
Ami o (dml> _OSE s

vd 12
Primer 4.5.5na strani 146: u tre¢em pasusu primera, u drugoj recenici
je, pored uslova da je u pitanju ustaljeno strujanje, dodat i uslov da je
strujanje jednoliko.

Na strani 156, u drugoj recenici prvog pasusa, pogresan je smer prebaci-
vanja clana unutrasnje energije. Ranije je pisalo da se ¢lan prebacuje
namdesnu stranu izraza, a sada je popravljeno, prebacuje se na levu
styanu izraza.

Na strani 212, izraz u poslednjem redu, brzina V je napisana sa indek-
som 2, a treba da bude na kvadrat: V2.
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U periodu od izdanja prethodne knjige, promenjen je fond sati na‘pred-
metu Mehanika fluida. Akreditacijom Fakulteta od 2021. godine, preslo se
sa sistema Cetiri godine osnovnih akademskih studija (OAS) i jedsie"godine
master akademskih studija (MAS), na sistem tri godine OAS i dvesgodine
MAS. Tom promenom je predmet dobio 15 sati predavanja viSe, pa jeuvedena
jos jedna oblast (strujanje u poroznoj sredini) uz promenjen obim predavanja
u oblasti tecenja fluida kroz cevi i oblasti te¢enja sa otyorenim tokovima.
Ostavlja se mladim kolegama, naslednicima na predmetu, daypreurede ovaj
udzbenik ili pripreme sasvim novi. Preuredivanje moze da)obuhvati samo
dopisivanje jo§ jednog poglavlja, a moze i da zahvati drasticno smanjenje
poglavlja4 (Osnove dinamike fluida) kao i detaljniju frekomnstrukciju” poglav-
lja 8 (Otvoreni tokovi) u skladu sa materijalom kaji se'predaje po tekuéem
nastavnom planu. Zbog svega ovoga, tiraz u keme se Stampa ovo trece
izdanje nije veliki, trebalo bi da je taman dovoljan da da vremena mladim
kolegama da spreme novi ili preurede ovaj udzbenik.

Dusan Prodanovié
Novembar 2024.



Glava 1

Uvod

Kroz dva kursa na predmetu Tehnicka mehanika, koju slusaju studenti
Gradevinskog fakulteta, izucava se mirovanje,i krétanje materijalnih (krutih)
tela. U opstu mehaniku spada i predmet, Mehanika fluida, koji izucava
mirovanje i kretanje fluida. Kretanje fluida,se obi¢no naziva strujanje (termin
¢esce koriste strucnjaci sa Masinskog fakulteta i obuhvata kretanje gasova
i tecnosti) ili tecenje (uobicajen tepmin u gradevinskoj struci i odnosi se
uglavnom na te¢nosti. Termin nije dovoljno precizan, jer se koristi i kod
materijala sa sporim plasti¢nim defermacijama, na primer betona, gde bi
bilo bolje reéi puzange).

Definicija fluida ima mnoge. Unajsirem smislu, fluid je sve ono sto tece
ili struji, odnosno ¢iji deliéi, mogu kontinualno da menjaju svoj relativni
poloZaj. Takode, definicija fluida moze biti i da su to materije koje se
kontinualno deformisu pod dejstvom i najmanjeg tangencijalnog napona, od-
nosno materije kod kojiline postoje tangencijalni naponi kada je u mirovanju.
Fluidi se mogu definisatili kao materije koje se u potpunosti prilagodavaju
obliku suda u komg se malaze.

Razlika izmedu krutih tela i fluida je, najceSce, o¢igledna. Medutim,
postoje neke miaterije, koje nije jednostavno klasifikovati. Katran je, na
primer fluid, alime'tece lako: potrebni su dani da bi pod uticajem gravitacije
zauzeo oblik pasude u koju se stavi. Sa druge strane, mnoga kruta tela ¢e
poceti dal“teku” kada se izloze velikim silama i kada dode do plastiénih
deformagija.yOsnovna razlika, ipak postoji: svaki fluid, bez obzira koliko bio
¢vrst ili viskozan, pocinje da tece ukoliko je izloZzen i najmanjem tangencijal-
nem naponu i nastavlja da te¢e sve dok postoji taj napon. S druge strane,
kruto telo, bez obzira koliko bilo plasticno, ne pocinje da te¢e dok tangenci-
jalni napon ne prede odredenu granicu.



2 GLAVA 1. UVOD

Razlika u ponasanju ¢vrstih tela i fluida potice od njihove razlic¢ite nieleku-
larne strukture. Kod ¢vrstih tela, zbog velike gustine, molekuli su“weoma
blizu, pa su i sile izmedu njih velike. Sami molekuli se ne kreéduanutar
¢vrstog tela, ve¢ samo osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja.“Jkada se
nanese spoljna sila na ¢vrsto telo, molekuli se malo pomer¢, Sto izaziva
povetanje medumolekularnih sila i uspostavljanje nove, stabilnesravnoteze
(elasticne deformacije). Uklanjanjem spoljne sile, molekuli“ge vracaju u
prvobitni polozaj. Kada spoljna sila postane veéa od medumolekularnih
sila, dolazi do trajne plasti¢ne deformacije.

Kod fluida, iako postoje medumolekularne sile, molekuli su pokretljiviji.
Kada se nanese spoljna sila, molekuli se kontinualno pomeraju od jedne
do druge veze, klizaju, pri ¢emu brzina klizanja4zavisipod odnosa spoljne
sile i unutrasnjih medumolekularnih sila. Uklanjanjem spoljne sile, molekuli
ostaju u polozaju u kome su zateCeni, ne vracaju se u pocetni polozaj.

1.1 Nacin i predmet izucavanja

Nagin izucavanja Mehanike fluidayje da¥se postaviljaju odredeni uslovi i
pretpostavke i na osnovu njih izvode zakljuéei. Ono na Sta se odnose zakljucci
su fluidi, a dobijeni izrazi, jednacine| waze samo u okviru postavljenih uslova.

Izucavanje stvarne prostorne i neustaljene strujne slike je dosta kompliko-
vano, Cesto ¢ak i neizvodljive., “Standardna praksa, u Mehanici fluida, je
da se postavljanjem odredenih pretpostavki, slozena strujna slika znatno
uprosti. Zakljuéci koji se dobijupna tako uproséenoj strujnoj slici se, zatim,
ekstrapoluju na stvarnu strujnu sliku, koriséenjem eksperimentalno odredje-
nih korekcionih faktora. Nafprimer, protok vode kroz otvoreni kanal sa
suzenjem koje formira keiti¢nu dubinu, se prvo analiti¢ki odredi, smatrajuci
da je fluid homogen i idg¢alan (nema tangencijalnih napona, otpora), a zatim
se dobijeni rezultat umanji za Cg (koeficijent protoka), koji je odreden
merenjima u prirodi ili na laboratorijskom modelu.

Predmet izucavanja Mehanike fluida su svi materijali koji teku ili struje,
ili koji mogu \da teku u mekom od agregatnih stanja. Na primer, to su:
voda, vazdulmpasfalt, ... U okviru kursa Mehanika fluida, na drugoj godini
Gradevinskog, fakulteta, teziste je prebaceno na izucavanje nestisljivih (ne-
kompresibilnih) fluida, te¢nosti.

Opéstatdefinicija fluida obuhvata tec¢nosti i gasove. U izuc¢avanju fluida,
zboegy svajih razlicitih karakteristika, koje poticu od molekularne strukture,
pravi se jasna razlika izmedu ta dva fluida:

e Tecnosti - konacéna masa tecnosti wvek zauzima istu zapreminu suda
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(tacnije, priblizno istu, jer veoma malo zavisi od temperature i prifigka).
Ukoliko je sud veée zapremine i u stanju mirovanja, pod deéjstvom
tezine, formira se horizontalna povrsina koja jasno razdyaja tecnost
od gasa, koji se nalazi iznad (atmosfera, sopstvena isparenjayili‘nesto
trece).

Osnovne dve karakteristike tecnosti su da na nacin nghovog tecenja
(strujanja) bitno utice tezina, kao i da su slabo stisljiwi(u vecini proble-
ma ¢e se smatrati da su nestisljivi).

e Gasovi - ista masa gasa se uvek Siri tako da _ispumt ceo raspoloZivi
prostor nekog suda i tek tada moze biti u ravnotezi. TeZina gasa ne
utice bitno na strujanje, dok je stisljivost jedna-ed, osnovnih karakte-
ristika.

Najvaznija razlika izmedu teénosti i gasovg, je u stisljivosti. Pod normal-
nim okolnostima, tecnost je veoma tesSko sabitijypa se Cesto smatra da su
tecnosti nestisljive, dok se gasovi veoma dakomogu sabiti i po pravilu su
gasovi stisljivi. Medutim, u posebnim okeolnostima, ako se zapremina nekog
gasa beznacajno malo promeni u posmatranom periodu, moze se za taj gas
reéi da je nestisljiv.

U istrazivanju fluida polaziée se od) pretpostavke da je on kontinuum,
kontinualno rasporeden, bez “rupa”.)Jednacine se postavljaju za elementarni,
fluidni deli¢, dovoljno mali d@& aze principi za postavljanje diferencijalnih
jednacina za odrzanje mase ili energije, a istovremeno dovoljno veliki da
obuhvati i uproseci dovoljan brojumolekula, kako bi se eliminisale molekularne
sile. Pri tome, uslov kontinuuma garantuje da je izabrani elementarni deli¢
uvek reprezentativni predstavaik fluida.

1.2 Istorijski pregled razvoja Mehanike fluida

Mehanika fluida je;kao i ve¢ina drugih nauénih disciplina, u svom razvoju
prolazila kroz razliGite periode. Prva dostignuca su bila rezultat posmatranja
prirode i dugotrajnog procesa uc¢enja na probama i greskama, u pokusajima
da se rese odredeni problemi (prema nekim autorima, ovo doba se moze
nazvati i dobagazvoja hidraulike [22]). Tokom 18-o0g i 19-og veka je doslo do
znacajneg napretka u fundamentalnim naukama, kada su i postavljene teorij-
ske osnoye mehanike fluida (doba razvoja hidrodinamike). Kraj 19-og veka i
sayremeno doba donose razvoj teorije modeliranja i spajanje fundamentalnih
istrazivanja i eksperimentalnog rada. U drugoj polovini 20-og veka se razvija
i oblast numerickog resavanja osnovnih jednacina za poznate konturne uslove



4 GLAVA 1. UVOD

i uz odredene pretpostavke vezane za na¢in modeliranja turbulencije {deba
razvoja CFD-al i hidroinformatike [4]).

Rani razvoj hidraulike se vezuje i za razvoj ljudske civilizacijemasrednjem
istoku i u Aziji, kada su nomadska plemena pocela da se organizovano
bave poljoprivredom. Da bi se borili protiv povremenih su8a/igpoplava,
ljudi su poceli sa izgradnjom kanala, akumulacija i bunara..’ U“Bgiptu i u
Mesopotamiji su pronadeni ostaci irigacionih kanala napravljeniid000 godina
pre nove ere. U to doba je zapoceta i prva organizovana izgradnja brodova.

Najstariji tragovi koris¢enja tekuée vode u ku¢ama, za odrzavanje higijene
i za odvodenje otpada, nadeni su na Kritu i poti¢u josgz, bronzanog doba. U
starom Jerusalimu postoje tragovi koriS¢enja rezervioara/i otvorenih kanala,
kojima se voda dovodila do pojedinih kuéa. Tehn6legijaye dalje vremenom
napredovala, tako da su stari Rimljani bili u stanju da prave akvadukte,
fontane, javna kupatila i vodovode po ku¢ama bogatijih ljudi i za naselja
velic¢ine i do milion stanovnika. Prema nekim precenama, potrosnja vode u
to doba je bila oko 240 L/stanovniku/na dan, 80 ukazuje na visoke kulturne
standarde. Prvi razvoj u oblasti teorije je napravio Arhimed, u tre¢em veku
pre nove ere, sa svojim radovima iz oblastithidrostatike i sile uzgona.

Sve do renesansnog doba razvoj didraulickih sistema je bio baziran na
iskustvu. Prvu definiciju zakona odrzanja mase (jednacina kontinuiteta) za
jednodimenzionalno ustaljeno tecenje je dao Leonardo da Vinéi (1452-1519).
On je bio odlican eksperimemntatorfi prakticno je tvorac vizualizacije toka
fluida. U svojim radovima jegdaoyweoma detaljne opise povrsinskih talasa,
hidraulickog skoka, strujanja“a,mlazu vode, formiranje vrtloga i efekata
otpora pri opstrujavanju téla {28].

Pravi razvoj Mehanike fliida zapocinje tek nakon objavljivanja knjige
Principia Isaka Njutnagl687. godine. Mada knjiga tretira uglavnom prob-
leme iz astronomije, osnove odrzanja kretanja su bile primenljive i na fluid.
Njutn je takode defiftisao.i zakone kretanja realnih, viskoznih fluida?. Uvodeéi
pretpostavku o “idealnom” fluidu bez trenja, niz matematicara iz 18. veka
(Danijel BernuliggLeonard Ojler, d’Alamber, Lagranz, Laplas, ...) dolaze
do elegantnih eorijskih resenja. Koriste¢i diferencijalni i integralni ra¢un,
postavljaju géni, prve osnove hidrodinamike.

Resenja'slezenih strujanja fluida, dobijena resavanjem uproscenih jednaci-
na za idealan fluid, nisu bila primenljiva u svakodnevnoj praksi. Stoga,

L@FD (jefskracenica od Computational Fluid Dynamics (engl. Racunska dinamika
flaida).

2U cast prve definicije kretanja viskoznih fluida, uobi¢ajeno je da se takvi fluidi nazivaju
“njutnovski fluidi”.



1.3. ORGANIZACIJA KNJIGE 5

prakti¢ni inzenjeri, hidraulicari, (kao §to su Sezi, Pito, Borda, Veber, Dasi,
Maning ...) odbacuju teorijska resenja i okreéu se eksperimentimas, Na
zalost, veéina eksperimenata u to doba (kraj 18. i 19. vek) je“tadena
“haoti¢no”, bez postovanja osnovnih zakona kretanja fluida.

Tek krajem 19. veka, Viliem Frud i njegov sin Robert, razgijaju pravila
modelskog ispitivanja. Time pocinje era spajanja eksperimentalnethidraulike
i teorijske hidrodinamike. Lord Rejli je postavio prve pringipe dimenzionalne
analize, dok je Osborn Rejnolds 1883. objavio svoje rezultate ispitivanja
rezima tec¢enja u cevi, u kojima je utvrdio znacaj bezdimenzionalnih veli¢ina.

Istovremeno je doslo i do znac¢ajnog prodora na pelju™eorijske hidrodi-
namike. Navie, a kasnije i Stoks, su uspesno dodali yiskozni ¢lan u jednacini
kretanja fluida. Dobijena Navie-Stoksova jednacinalje, medutim, bila prekom-
plikovana za resavanje sve dok Prantl, pocetkom20. Jveka, nije uveo teoriju
grani¢nog sloja. Prema toj teoriji, strujanje realnog fluida se moze razdvojiti
na tanak viskozni sloj uz samu granicu i na tusbulentno jezgro, u kome se
mogu primeniti jednaéine strujanja idealnihfluida.

U 20. veku je nastavljeno sa paralelnim razvojem eksperimentalnih me-
toda i teorijskih osnova. Znacajni radevi sutw oblasti turbulentnog vrtloznog
kretanja (Karman i Tejlor), a pocinje se‘ifSa razvojem u oblasti racunskog
modelovanja strujnog polja. Otvaraju se i potpuno nova polja primene
Mehanike Fluida (aerodinamika, metori sa unutrasnjim sagorevanjem, nuk-
learni reaktori, slozeni hemijski proeesi, analiza atmosferskih pojava, struja-
nja u okeanima, transport zagadenja, . .. ), koja se resavaju primenom mate-
matickih modela i eksperimentalnim istrazivanjem pojedinih lokalnih fenome-
na. Mada je Mehanika fluida“weoma stara nauka, i za 21. vek ostaje dosta
interesantnih i, do sada, neresavanih problema.

1.3 Organizacija knjige

Nagin izucavanja Mehanike fluida moze biti krajnje teorijski, ili praktican,
inzenjerski. Owya“knjiga je namenjena studentima Gradevinskog fakulteta,
tako da je veliideo knjige posveéen praktiénim problemima hidrostatickog
opterecenjama@bjekte, kretanja nestisljivog fluida (vode) kroz cevi i otvorene
kanale i problemima otpora nastalih opstrujavanjem objekata nestisljivim
fluidom (vazduh se smatra nestisljivim ako su brzine strujanja relativno
male).(Samé u jednoj glavi se daju teorijsko analiticke osnove hidrodinamike,
gde segparalelno obraduju i diferencijalni i integralni pristup jednacinama
odrzanja.

Organizacija knjige je sledeca: nakon prve, uvodne glave, sledi glava 2 Fi-
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zicka svojstva fluida, u kojoj se razmatraju svojstva vezana za koflacnu

koli¢inu fluida (za masu i zapreminu) ili za jednu tacku unutar fluida (pa

svojstva ne zavise od ukupne koli¢ine materije). U drugoj glavi®séyprvo,

uopsteno, razmatraju veli¢ine, dimenzionalni sistem i jedinice merepaszatim

se daju definicije i objasnjenja za nekoliko osnovnih, najvaznijih gvojstava

fluida. Te definicije Ce se intenzivno koristiti tokom kursa Mehamike fluidas:

viskoznost, gustina, tezina i specifi¢na tezina, elasti¢ne defermagije i stisljivost
fluida, pritisak, povrsinski napon i kapilarnost.

Treca glava knjige se bavi Hidrostatikom, mirovanjeém fluida konstantne
gustine pod uticajem tezine. Izvedena je osnovna jedma¢ina hidrostatike u
diferencijalnom obliku i integrisana je za usvojene pretpostavke. Za slucaj
homogenog nestisljivog fluida uvodi se pojam pijezometarske kote tecnosti.
Na osnovu poznatog rasporeda pritiska, integracijom se dobija optereéenje od
fluida na konstrukciju, koje se, zbog lakSeg proracuna, deli na horizontalne
i vertikalne sile. Na kraju glave se daju i osmovne jednacine za analizu
stabilnosti tela, koje pluta na povrsini te¢nosti, kao i obrasci za proracun
oblika slobodne povrsine tecnosti, u sluc¢ajukada se sud krece.

Cetvrta glava knjige, Osnove dinamike fluida, bavi se teorijskim izucava-
njem kretanja (strujanja ili tecenja)gfluida®. Izvedene su opste jednacine
odrzanja mase, koli¢ine kretanja i energije; koje vaze i za gasove i za te¢nosti,
za elementarnu zapreminu u diferencijalnom obliku i za kona¢nu zapreminu
u integralnom obliku. Za odredene™primere iz prakse, uvedena su uproséenja,
koja te jednacine svode na nivelobi€nih, resivih jednacina. Uproséenja obiéno
podrazumevaju izucavanje nesti§ljivih idealnih te¢nosti, pa se tako oblast
dinamike fluida svodi na hidrodinamiku.

Peta glava knjige je Dimeénzionalna analiza, slicnost i modeli. Ovde se
pravi iskorak iz koriséeneg sistema odrzanja i pisanja slozenih jednacina koje
opisuju neki fenomen, koris¢enog u prethodnoj glavi, ve¢ se problemu koji se
izucava prilazi sa strane dimenzija veli¢ina koje ucestvuju u tom fenomenu.
U ovoj glavi se daju oshove dimenzionalne analize, oblasti koja nije isklju¢ivo
vezana uz Mehaniku fluida, veé¢ se moze primeniti u bilo kojoj oblasti tehnike.
Takode, u ovoj glavi, govori se i o problemima pravljenja fizickih modela, o
zadovoljenjusslicnosti strujanja izmedu objekta i modela, kao i o odnosima
dominantuiljuticaja. Preslikavanje rezultata merenja sa modela na prirodu
je mogude,ma kraju, zahvaljujué¢i upravo modelskoj analizi.

3Na rédovnim studijima Mehanike fluida na Gradevinskom fakultetu Univerziteta
Beograd; zbog relativno malog fonda casova se ova oblast ne izucava detaljno. Studentima
se prezentuju samo osnovni pojmovi iz glave 4.1, dok se kompletna materija izucava na
doktorskom kursu.



1.3. ORGANIZACIJA KNJIGE 7

U 8estoj glavi knjige, Hidrodinamicki otpori, obraduju se otpori, Kaji se
javljaju na granici fluida i ¢vrste konture, i koji su rezultat kretanja flaida ili
kretanja konture (tela ili objekta) u nepokretnom fluidu. Analiziraju'se prvo
otpori trenja u cevima, pri laminarnom i turbulentnom tecenju, apzatim i
otpori kretanja tela kroz fluid, pri ¢emu se ukupni otpori razdyajaju na dve
grupe: na otpore usled trenja i otpore nastale promenom rasporeda brzina,
pa time, i promenom pritisaka oko tela.

Dve poslednje glave knjige donose konkretnu primenu izvedenih jednacina.
U sedmoj glavi Tecenje fluida kroz cevi, detaljnije se obraduje slucaj ustalje-
nog kretanja te¢nosti u cevima, u razvijenom turbulentnomrezimu. Integral-
nim posmatranjem strujanja samo u kontrolnim preseeimaj uz uslov o ustalje-
nosti, dobijaju se jednacina kontinuiteta, energetska, 1 dinamicka jednacina.
Za razumevanje materije iz ove glave nije neoph@dno)poznavanje kompletne
materije izlozene u ¢etvrtoj glavi, mada je uputno procitati barem uvodni
deo 4.1, u kome se objagnjavaju osnovni pojmoyi.

Poslednja, osma glava knjige, Tecenje u -atvorenim tokovima, posveéena
je ustaljenom tecenju nestisljivog fluida u kanalima. Pored osnovnih jednaci-
na odrzanja (jednac¢ina kontinuiteta, dinamigka i energetska jednacina) napi-
sanih za slucaj ustaljenog tecenja, i koje meraju biti uvek zadovoljene, uvode
se novi pojmovi (kriti¢na dubina, (spegificna energija, normalna dubina,
hidraulicki skok i spregnuta dubifia),"kao i rezimi tecenja (mirno i burno
tecenje). Za slucaj nejednolikog teéenja daje se analiza nizvodnih i uzvodnih
grani¢nih uslova, uz objasnjenjetkako ti uslovi uti¢u na dubinu i brzinu u
odredenom preseku, kao i na€in resavanja linije nivoa.

Kurs Mehanike fluida safGradevinskom fakultetu se godinama slusao
sa 45 sati predavanja i vezbanja. Promenama nastavnog plana (tokom
2006/2007 godine), fond sati je simanjen na 30+30 pa je iz predavanja izostav-
ljena oblast dinamike(fluida (glava 4) i znatno je smanjena materija koja se
predaje u oblasti tegéenja u otvorenim tokovima (samo se u okviru jednog
dvocasa predaju osnoyui pojmovii jednoliko tecenje). Takode, kurs Mehanike
fluida ne obuhvata ni strujanja kroz poroznu sredinu (podzemne vode), kao
ni ostala potencijalna strujanja, zatim, ne bavi se modelima turbulencije i
problemima racumske Mehanike fluida (CFD), problemima prostiranja zagade-
nja, visefaznin $trujanjem i slicno?. Neke od ovih interesantnih oblasti ée
studenti upoznati na narednim godinama studija, na smeru za Hidrotehniku
1 vodnogekoloSko inZenjerstvo, a neke tek na doktorskim studijima.

“ Akreditacijom Gradevinskog fakulteta od 2021. godine opet je promenjen fond sati,
pa se Mehanika fluida slusa sa 45 sati predavanja i 30 sati vezbi. Treée izdanje knjige nije
prilagodjeno tim promenama veé se ostavlja budué¢im nastavnicima da to urade.






Glava 2

Fizicka svojstva fluida

Sva fizicka svojstva fluida se mogu vezati ili zapkonacnu koli¢inu fluida, ili
za jednu tacku unutar fluida. Najpoznatija sv@jstva konacéne koli¢ine fluida
su masa i zapremina. Vrednosti tih svgjstava se mogu odrediti samo za
odredenu koli¢inu materije. Na primér{moze se izmeriti masa vode u casi;
dodavanjem vode u ¢aSu, masa ¢e sepoveéati.

Svojstva fluida koja su vezana za jedau tacku ne zavise od ukupne koli¢ine
materije. Temperatura vode u ¢asiiiz prethodnog primera, koja se meri u
jednoj tacki, se neée promeniti, ako se odlije jedna koli¢ina fluida. Ako
se dolije voda, temperatura e se,”mozda, i promeniti, ali ne kao rezultat
povecanja mase fluida, ve¢ kao rezultat procesa difuzije i konvekcije.

Do svojstva fluida u tagki¢se Cesto dolazi normalizacijom svojstava ko-
nac¢ne mase. Na primer, gustina fluida p se moze definisati u jednoj tacki
kao odnos mase i zapremine: p = M /¥ (poglavlje 2.3).

U veéini slucajéva, pposebno u oblasti hidrodinamike, gde se proucava
kretanje fluida, jednostavnije je raditi sa veli¢inama koje su vezane za jednu
tacku, nego zagedredenu koli¢inu fluida. Poznavanje vrednosti svojstava
fluida (pritiska, gustine, temperature, itd.), u svakoj tacki i u svakom tre-
nutku vremena, je jedan od osnovnih zadataka Mehanike fluida. Pri tome,
najcesce sé pretpostavlja da je fluid homogen (ima ista svojstva u svim
tackama fluida) i izotropan (ima ista svojstva u svim pravcima u jednoj,
posmatrane;j tacki).

Umastavku se daju definicije i objasnjenja za nekoliko osnovnih, najvaz-
nijih, syojstava fluida, koja Ce se intenzivno koristiti tokom kursa Mehanike
fluida.
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2.1 Velicine, dimenzionalni sistem i jedinice mere

Pojam wveli¢ine je direktno povezan sa pojmom merenja: velicifianje sve
ono §to se mozZe izmeriti. Na primer, ako je Sirina stola 0,8 m, veli¢ina koja
se meri je §irina (ili duzina), vrednost te veli¢ine je 0,8, a jedini€@imere koja
je koriséena u merenju je metar. Velicine! su i vreme, sila, ubrzanje itd.

Odredene veli¢ine su medusobno zavisne. Ubrzanje je,promena brzine
u jedinici vremena, dok se duzina moze izraziti kao brzmappemnozena sa
vremenom. Na primer, Sirina stola iz prethodnog priméra‘se moze izmeriti
i kao vreme potrebno mravu da prede preko stola kreéuéi se odredenom
(standardnom?) brzinom?.

Do vrednosti velicine se dolazi merenjem, uporedivamjem nepoznate veli-
¢ine sa mekom drugom, istorodnom velicinom, joja je uzeta kao osnovna
jedinica mere. Izbor osnovnih jedinica mere je slobedan. Na primer, Sirina
stola je 0,8 ako se koristi metar kao jedinica riere, 31,5 Sirina palca (inéi) ili
3,3 visine knjige B5 formata.

Jasno je da slobodan izbor jedinica meére dovodi do prili¢ne konfuzije
(“moj palac je malo 8iri od tvog”). Da bise uveo red u merni sistem, 1960.
godine, na 11-toj generalnoj konferencijiyesmerama i jedinicama, dogovoren
je jedinstveni medunarodni sistem fedimica SI (La Systéme International
d’Unités). SI sistem definise sedamgmedusobno nezavisnih veli¢ina kao osnov-
ne veli¢ine. Sve ostale veli¢ine sugzuvedene velicine i mogu se dobiti kombinaci-
jom osnovnih velicina. U tabéliy2.1 su date osnovne veli¢ine sa njihovim
dogovorenim imenima i simbelima.

Za svaku osnovnu veli¢imm, SI sistem propisuje jedinicu mere i simbol.
Takode, za osnovne jediniée,se/definige i primarni etalon®. Definicije etalona

!Svaka velicina moze dagse izmeri i njena vrednost iskaze u dimenzionalnom sistemu.
Ako nesto ne moze da se(izmeril to nije velicina. Na primer, lukavost nije veli¢ina jer ne
postoji uredaj kojom bifse lukavost izmerila pa ni dimenzionalni sistem da se ona iskaze.
Naravno, niko ne garantujé’da se neée u skoroj buduénosti izmisliti aparat koji meri
lukavost nekog coveka i to iskazuje u nekoj skali vrednosti. Znaci, da li je nesto velic¢ina ili
ne, zavisi od stepenayrazvoja ljudskog drustva i njegovih potreba da se to formalizuje.

2Za veée duzile se moze upotrebiti zec, a za manje puz. Mada, jasno je da ovakva
definicija duzine nijé bas najprikladnija za svakodnevnu upotrebu. Faraoni u starom
Egiptu su bili neste domisljatiji, pa su svoju beskrajnu vlast pokazivali i time §to se
standard zafduzinu odredivao rastojanjem od lakta do vrha njihovog kaziprsta. Naravno,
sa promenompfaraona, menjao se i etalon duzine!

Defifticije. za osnovne tri veli¢ine SI sistema koje se koriste u Mehanici (u zagradi je
data godina donosenja pojedine definicije):

Metar (1889.) Metar je jednak duzini izmedu glavnih crtica Medunarodnog prototipa
metra napravljenog od platine i iridijuma, koji se nalazi na temperaturi topljenja
leda. Cuva se u muzeju u mestu Sevr, pored Pariza.
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‘ Velic¢ina ‘ Jedinica ‘ Simbol jedinice ‘
Duzina metar m
Masa kilogram kg
Vreme sekund S
Temperatura kelvin K
Jacina struje amper A
Svetlosna jacina kandela cd
Koli¢ina supstance | mol mol

Tabela 2.1: Osnovne veli¢ine SI sistema

jedinica mera se povremeno menjaju, u skladu salsazvojem nauke. Time se
smanjuje merna neizvesnost i poveéava prakticna upotreba jedinice mere.

Prve tri osnovne veli¢ine iz tabele 2.1 inendimenzionalni sistem koji
odgovara Mehanici. Duzina definiSe prostor.i géometriju tela, ¢ije se kretanje
proucava, masa opisuje inercijalnost materijalnog tela koje se protivi promena-
ma u svom kretanju i vreme ili vremenski imterval u kome nastaje promena
u kretanju materijalnog tela. Ovakawydimenzionalni sistem se naziva jos i
apsolutni sistem. Ako se proucavaju i termodinamicki procesi, potrebno je
dimenzionalni sistem prosiriti sa ¢etyvrtom veli¢inom, temperaturom.

U usvojenom dimenzionalhom sistemu, bilo koja izvedena veli¢ina Y u
oblasti Mehanike se moze napisatitkao:

V] = [L* M° T€] (2.1)

gde su L, M i T oznakeza duzinu, masu i vreme. U izrazu se koriste uglaste
zagrade kao oznaka za, dimenzionalni izraz jer su uspostavljene relacije samo
izmedu veli¢ina, a ne\i izmedu vrednosti tih veli¢ina.

(1960.) Metar je duzina jednaka 1650 763,73 talasnih duzina, u vakuumu, zracenja
koje odgovara prelazu izmedu nivoa 2pig i 5ds atoma izotopa kriptona Kr 86.
(1983.) Metar je duzina putanje koju u vakuumu prede svetlost za vreme od
1/299 7921458 sekunde.

Kilogram ((1889.) Kilogram je masa medunarodnog etalona kilograma (interesantno je
da ovaj,standard vazi veé¢ 120 godina bez promena).

Sekunda/(1956.) Sekunda je 1/31556925,9747 deo tropske godine za 0. januar 1900.
godine u 12 casova efemerida.
(1967.) Sekunda je trajanje od 9192631 770 perioda zracenja koje odgovara prelazu
izimedu dva hiperfina nivoa osnovnog stanja atoma cezijuma 133.
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Kada je definisan sistem jedinica kojima se meri odredena veli¢ing,, iz
dimenzionalnog izraza (2.1) se dobija vrednost veli¢ine Y kao:

Y = Ny m® kg” s (2.2)

pri ¢emu je postovan SI sistem mera. U izrazu (2.2), Ny je.mérni broj,
vrednost veli¢ine Y u usvojenom sistemu jedinica.

Kroz veéi deo ove knjige ¢e se postovati SI sistem‘miera.? Medutim,
buduéi da je taj sistem propisan uz uvazavanje svih maucnih oblasti, u
oblasti Mehanike, posebno statike, unosi jednu veliku(nelogicnost. Sila je
prema SI sistemu izvedena veli¢ina, dimenzionalno jédmnaka [L! M! T—2].
Prema takvoj definiciji, sila zavisi od vremena iako‘Se.razmatraju problemi
u oblasti statike, gde je vreme konstantno, iskljucene izirazmatranja. Bilo
bi prirodnije da sila bude osnovna veli¢ina, a masaligvedena (nekada je bio u
upotrebi takav tehnicki dimenzionalni sistem). Tada bi se u oblasti statike
koristile dve osnovne veli¢ine - duzina i sila, alm oblasti kinematike tri -
duzina, sila i vreme.

Tako je SI sistem propisan i mora se koristiti, uobicajena je praksa da se
u fazi analize fizicke zavisnosti pojedinihiveli¢ina, koje opisuju neki fenomen,
koristi slobodan izbor osnovnih veli¢ima. Na primer, ako se izu¢ava moment
M na kraju grede u funkciji od duzine L i kontinualnog optereéenja ¢, logi¢no
je duzinu i kontinualno opteretenjesuzeti kao osnovne veli¢ine a konkretne
L i q kao jedinice mere. Uz uslov o dimenzionalnoj homogenosti direktno se
dobija da je [M] = [L? ¢'], odibsn6y da je vrednost momenta M = Ny, L2 q.
Oblast koja se bavi ovakvim analizama se zove dimenzinalna analiza i veoma
cesto se koristi u Mehanici fluida (izucavace se detaljnije u glavi 5 ove knjige).

2.2 Viskoznost

Po definiciji fldaid\ jé& supstanca koja se neprekidno deformise kada na
nju deluje smi¢ué¢i napon, ma koliko mali taj napon bio. Na slici 2.1 je, u
formi promenegkréz vreme, prikazan rezultat veoma prostog eksperimenta,
delovanja konstantne bocne, tangencijalne sile F', na ¢vrsto telo i na fluid.
Cvrsto, ideélneypelasticno telo je prikazano u formi kocke, koja je svojim
bazisom pricéveséena za nepokretnu podlogu, a fluid je u sloju debljine h
izmedu donje; nepokretne ploce i gornje, na koju deluje sila F.

U pocetriom trenutku tg = 0, ¢vrsto telo i fluid su u stanju mirovanja,
sila” Egnije jo§ pocela da deluje. U trenutku t; = At, sila F' pocinje da
“guira” gornju ivicu kocke i gornju plo¢u. Gornja ivica kocke se istog trenutka
pomeri, deformise, za Ax i a gornja ploca, odnosno gornji sloj fluida za Axp.
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o

S : Razlika u vremenskom deformisanju ¢vrstog tela i fluida kada se
na njihfdeluje botnom - tangencijalnom silom
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U sledeéem trenutku ¢t = 2At, ukupna deformacija kocke je jo§ uvek®Az x
dok se gornja ploca kod fluida pomerila za dodatno Az g pa je sada 4kupna
deformacija 2Ax p.

Nakon nAt vremena, ako je évrsto telo bilo idealno elasti¢no, deformacija
kocke ostaje i dalje Axg, dok je ukupna deformacija kod fluida nAzpr. Na
osnovu rezultata eksperimenta, moze se zakljué¢iti da su sledéée dve velicine
konstantne:

e deformacija kocke Ax, koja je, ocigledno, karaktéristiéna veli¢ina kod
¢vrstih tela, i

e brzina deformacije fluida izrazena kao odnosédeformacije i vremenskog
YA 2Azp nAzg Axp
prirastaja = == . = U = Const.
n
Velicina brzina deformacije je karakteristi¢na veli¢ina za fluide.

Slika 2.2: Raspored brzinayu fluidu, gornja ploca je pokretna sa konstantnom
brzinom U a donja nepokretna

Veli¢ina brzine deformacije je jedno od fizickih svojstava svih fluida. Na
slici 2.2 je prikazan 'detaljnije mehanizam deformacije fluida koji se nalazi
izmedu dve ravne plo€e, pri ¢emu je samo jedna plo¢a pokretna (na primer,
kod osovina u lézaju gde je fluid sredstvo za podmazivanje). Izmedu ploca
fluid miruje, nema sopstvenog protoka fluida, pa su brzine u fluidu samo
rezultat pomeranja gornje ploce.

Kada se gornja ploca gura nekom silom F', tacka B(ty) ¢e se pomeriti na
mesto BY(to% At), pa na B”(to + 2At) itd., a prav ugao «, koji je zaklapala
duz AB sa'6som z, deformise se u ugao manji od 90° i postaje o/, o, ....
Ako sesbrzina pomeranja gornje ploce oznaci sa U, eksperimenti su pokazali
dafe ta brzina direktno proporcionalna sili F' i rastojanju izmedu ploca h,
a obrnuto proporcionalna povrsini ploca A, odnosno, ako se sila F' stavi sa
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leve strane izraza, dobija se:

AU
Fo — 2.3
= (23
Za koeficijent proporcionalnosti standardno se koristi oznaka g zove se
dinamicki koeficijent viskoznosti:

AU

Prosecan smi¢uéi napon? o,, = 7 se definise kao gdnos sile i povrsine na

koju ta sila deluje:

F ,uA—U U
Oya =T = = Ah =h (2.5)

Velicina U/h je ugaona brzina du-
7i AB (slika 2.2, levi deo), ili brzina
ugaone deformacije. Ako se pretpos-
tavi da su brzine deformacija male®,
u slucaju kada je donja plo¢a nepo-
kretna raspored brzina po visini h ée
biti linearan (desni deo slike 2.2), pa
je brzina wu(y) = yx ugaona btzina
duzi AB. Prose¢ni tangencijalni na-
pon 7 je tada isti kao i napongnabilo
kom odstojanju y od donjesploce, od-
nosno, 7 = 7(y).

Za raspored brzing izmedu dve ploce razli¢it od pravolinijskog, kao na
primer onaj prikazan naslici 2.3, gde se superponiraju brzine fluida usled

Slika 2.3: Raspored brzina kada se
i fluid i gornja plo¢a kreéu u istom
smeru

“Pozitivan smer smicuéég napona o, je onaj koji smanjuje ugao elementarnog delic¢a
u prvom kvadrantu, odnosno ovde, 021 je pozitivno ako ima smer x ose. To je pozitivna
orijentacija koja g€ koristi u mehanici ¢vrstih tela, gde je pozitivan smer normalnih napona
onaj koji zateze presek. Kako fluidi ne trpe zatezanje, kasnije u knjizi (poglavlje 4.5.1
Integralna i difetencijalna jednacina odrzanja koli¢ine kretanja, slika 4.19) ée se okrenuti
konvencija gfpozitivhom smeru, pa ¢e i definicija tangencijalnog napona da se promeni:
umesto 7 £ \wdu/dy napon ée postati 7 = —udu/dy. Pogledati i poglavlje 4.5.4 Navie-
Stoksovegednacine.

5 . . .o . . . . .
°Pod malim brzinama deformacije, podrazumevaju se takve brzine pri kojima je odnos

M <1500, odnosno, kada se u fluidu uspostavi laminaran (slojevit) tok. Takav dvo-

i
dimenzienalni paralelan tok konstantnog gradijenta brzine, gde jedna ploc¢a miruje, a druga
se krece, zove se jo$ 1 Kuet-ov (Couette) tok.



16 GLAVA 2. FIZICKA SVOJSTVA FLUIDA

protoka® @ i usled pomeranja gornje ploce’, tangencijalni napon na udalje-
nju y od donje ploce ¢ée i dalje biti proporcionalan ugaonoj brzini aliysada

. , . . . . U .
ne prosecnoj ve¢ onoj na mestu y, definisanoj kao izvod e Sada se moze
Y
napisatl 1zraz:

) =1 (2.6)

Obrazac (2.6) je poznat kao Njutno® zakon viskozn@stis Zakon kaze da
postoji proporcionalnost izmedu napona smicanja i ugaone/brzine, odnosno
brzine deformacije. Svi fluidi koji podlezu tom zakénu se zovu Njutnovski
fluidi. Na primer, Njutnovski fluidi su voda, alkohol, méd, ulje, ...

Jedinica mera za dinamicki koeficijent viskoznosti nema odredeno ime:

1 -2
= = M| N )
E L

vec se Cesto koristi jedinica [Pa s]. U starom,CGS (centimetar-gram-sekund)
sistemu koristila se jedinica Poaz (Poise)s?1P = 1 &t
cm s

odnosno 100 puta

1
manja jedinica centipoaz: 1cP = 00 Pipa se moze uspostaviti veza CGS i
k
SI sistema: 1—-2- =10 P.
m s

U praksi se ¢esto koristi i Kimematicki koeficijent viskoznosti (ili kinematski
koeficijent) v koji je jednakt

v=" gdeje [v] = [L*F! (2.8)

Na slici 2.4 je prikazan dijagram zavisnosti tangencijalnog napona od
brzine deformacije{(takayv dijagram se ¢esto zove i reoloski dijagram). Kao i
prema definiciji, Njutnovski fluid je predstavljen pravom linijom koja polazi
iz koordinatnog pécetka i ¢iji nagib je jednak koeficijentu viskoznosti®.

SLaminarangpdvo-dimenzionalan, paralelan tok izmedu dve ploée koje miruju, sa
paraboli¢nimgrasporedom brzina u fluidu, se zove jos i Poaz-ov (Poiseuille) tok.

"Ovde se radito superpoziciji Poaz-ovog i Kuet-ovog toka.

8Isaac.Newton (1642 - 1727) engleski matematicar, fizicar i astronom, studirao na
Kembridzu.“ WJedan od najveéih naucnika koji je se smatra utemeljivacem modernih
prirodnih ‘mauka. Tri najpoznatija otkri¢a su: spektralna analiza svetlosti, univerzalni
zakonfgravitacije i diferencijalni i integralni racun.

9U nastavku teksta se pod koeficijentom visoznosti podrazumeva koeficijent dinamicke
viskoznosti.
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Na dijagramu se vidi da postoje i fluidi koji ne slede Njutnov zakon
viskoznosti. Na primer, gusta smesa vode i pepela, koja se koristi za hidzauli-
¢ki transport pepela od termoelektrane do mesta gde se odlaze,pepeo; nece
poceti da tece sve dok sila koja gura smesu (komponenta sile gravitacije
u pravcu toka) ne prede odredenu kriticnu vrednost, a nakon foga ée se
ponasati kao i svaki drugi Njutnovski fluid. Takvi fluidi se nézivaju idealno
plastiéni fluidi, ili Bingamouvi fluidi.

Postoje i pseudo plasti¢ni fluidi sa nelinearnom vezom brzine deformacije
i tangencijalnog napona. Na reoloskom dijagramu se pravom linijom, duz
ordinatne ose, mogu prikazati i ¢ursta tela: brzina deforma€ija je nula za sve
tangencijalne napone manje od napona loma tela.

Poseban slucaj su idealni fluidi,
na reoloskom dijagramu predstavljeni
pravom linijom duz apscisne ose. Kod
idealnog fluida koeficijent viskoznosti
je nula. Za beskonaéno mali tangen-
cijalni napon, brzina deformacija je
beskonacno velika, odnosno, idealan
fluid nema unutrasnjeg trenja. Idealan
fluid se ¢esto koristi u toku izvodenjal
i objasnjenja osnovnih jednac¢ina Me-
hanike fluida. Cinjenica da nemastre-
nja olakSava pisanje jednacina,jer
se zanemaruju svi ¢lanovi u‘kejima
figurige gubitak energije. fKada se
izraz napise za idealan fliidyuvode- Slika 2.4: Reoloski dijagrami za
njem raznih koeficijenata (koefiéijenta razlicite fluide
protoka, koeficijenta btzinéy. . . ), dobi-
jeni rezultati se prebacuju na slucaj teCenja realnog fluida. Za razliku od
idealnog fluida, kod ‘realnog, Njutnovskog fluida, koeficijent viskoznosti je
veéi od nule pa posto)i unutrasnje trenje. To trenje je odgovorno za gubitak
energijel? kojifposteji kad god se fluid krece.

Unutrasnje t¥énje, odnosno viskoznost, je posledica postojanja dva meha-
nizma na givowrmolekula. Prvi je posledica privliacnih medumolekularnih
sila. Te sile deluju “koceéi”: §to su molekuli medusobno blizi, veée su sile
izmedumyjih pa je veca i viskoznost. Na slici 2.5 su prikazani molekuli u dva
sloja, kojise pod dejstvom neke spoljne sile (na slici nije prikazana) kreéu
razliégitim brzinama. Molekuli iz sloja 1, koji se kreéu brze od molekula
iz sloja 2, bivaju usporeni usled delovanja medumolekularne sile (na slici

ONaravno da se energija ne moze izgubiti. Pod gubitkom energije misli se na
transformaciju korisne kineticke energije u, za nas, beskorisnu mehanicku i toplotnu
energiju.



18 GLAVA 2. FIZICKA SVOJSTVA FLUIDA

Slika 2.5: Viskoznost je rezultat “koc¢enja” molekulagusled medumolekularne
sile kao i usled razmene koli¢ine kretanja izmedu melekula koji se slobodno
kretu

prikazana Sirokom belom strelicom) dok se,molekuli iz sloja 2 ubrzavaju.
Kod tecnosti (levi deo slike) su te sile jake gpa jé'1 njihov efekat na viskoznost
znacajan. Kod gasova (desni deo slike)qje razmak izmedu molekula toliko
veliki'! da su medumolekularne sile zafiemarljivo male, pa ovaj mehanizam
skoro uopste ne uti¢e na viskoznost.

Drugi mehanizam je rezultat stalnog slobodnog, haoticnog kretanja mo-
lekula unutar fluida (na slici 2.5 prikazanog u formi strelica izmedu dva
sloja). Oni molekuli koji u tomghaoticnom kretanju dodu iz sloja 1 u sloj 2,
sa sobom ponesu i svoju veé brzinu, odnosno veéu koli¢inu kretanja. U
sudaru sa molekulima iz sloja 24dolazi do razmene koli¢ina kretanja, odno-
sno do ubrzavanja sporijih molekula. Isti proces se dogada i u suprotnom
smeru: sporiji molekuli iz sloja,2 kada se u svom haotitnom kretanju zadese
u sloju 1, usporavajugbrze molekule. Proces razmene koli¢ine energije se
dogada i kod tecnosti'i/kod gasova, i njegov intenzitet me zavisi od pritiska
veé zavisi samo od pokretljivosti molekula, odnosno od temperature fluida: sa
porastom temperature raste i pokretljivost pa i viskoznost.

Uticaj temperature na viskoznost proistice iz sadejstva opisana dva meha-
nizma. Kod gasova pri normalnom pritisku delovanje medumolekularnih sila
je zanemarljives pa viskoznost zavisi samo od stepena pokretljivosti moleku-
la. Sa pouveéamjem temperature gasa, viskoznost skoro linearno raste, $to se
i vidi na sliei, 2.6, gde je dat primer za vazduh pri atmosferskom pritisku.

Kod teénosti je uticaj medumolekularnih sila dominantan, pa sa pove-

I pfetpostavka o velikom razmaku izmedu molekula gasa vazi samo za gasove pod
normalnim pritiskom. Ako se gas izlozi visokim pritiscima, poc¢inje da se ponasa kao
tecnost.
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Slika 2.6: Promena viskoznosti vode i vazduha pri razli¢itim temperaturama

¢anjem temperature i pove¢anjem pokretljivesti molekula, te sile opadaju.
Rezultujuéa viskoznost sa porastom temperature tecnosti opada, ali stepen
opadanja nije konstantan veé se postepeno, smanjuje (slika 2.6, zavisnost
viskoznosti vode od temperature), jer. naWisim temperaturama mehanizam
razmene koli¢ine kretanja izmedu molekula ima sve veéi uticaj na ukupnu
viskoznost.

Viskoznost, kao §to je veé fé€eno, ne zavisi od pritiska. Standardna

k
vrednost viskoznosti za vodu'je frode = 1,0 - 10_3—g, a za vazduh pri
ms
k
temperaturi od 20° C je jifaydiha = 1,81 - 10_5—g. U prilogu knjige se daju
ms

tablice sa razli¢itim vrednostima viskoznosti u funkciji temperature, za neke
od najcesce koriséenihdluida.

Primer 2.2.1

Osovina vodene pumpé se podmazuje vodom koja
prolazi kroz samw, pumpu. Precnik osovine je

d = 12 mm,|debljina vodenog sloja je h =
0,5 mm a duzinama kojoj se podmazuje osovina
je L = 1 cm: % Broj obrtaja osovine pumpe

je 1500 g/miny Ako se pumpa pogoni preko
remenika, preénika D = 10 cm, kolika je potrebna
sila u temenici za savladavanje samo otpora trenja
ziffilil, na‘t@émperaturi to = 0° C a kolika kada se
vodd zagreje usled rada motora na tgg = 80 C?

Obim osovine je O,s = d x m = 0,012 x 3,1415 = 0,0377 m pa je tangencijalna



20 GLAVA 2. FIZICKA SVOJSTVA FLUIDA

brzina U = 0,0377 x 1500/60 = 0,942 m/s. Prosecni tangencijalni napon u“fluidu
U
jeT = ME’ pri ¢emu je neophodno proveriti pretpostavku o laminarnom tokus:

pUh  971,8 0,942 0,5-1073

K 0,351-10—3 = 1304 < 1500

gde su gustina p i koeficijent viskoznosti vode p uzeti iz tablice Bil za T = 80° C
(jer je to nepovoljniji slucaj).
Tangencijalni napon za temperature T = 0° C i T = 80° Cje:

0,942
=1,753-1072—"—""_ =3,3027 P
=17 05-103 N
0,942
_ L1032 _
780 = 0,351 - 10 051073 0,66128 Pa

Sila kojom treba okretati osovinu je 7 x A gde je povrSina A obim pomnozen
sa duzinom, A = O, x L = 0,0377 x 0,01 = 0,377 - 103> m? a sila na remenici je za
odnos krakova sile D/d manja. Konacno, sila_na‘#menici koja je samo posledica
trenja usled viskoznosti vode je za 0° C:

d 1,2
Fo = 1o x A5 = 3,3027 x 0,377 - 1098 — 0,15- 10~ N = 0,15 mN
odnosno za 80° C sila je

d 1,2
Fso = Tso X A5 =0,66128 x.0,377 - 10*3ﬁ =0,03-1072 N = 0,03 mN

2.3 Gustina (specifiena masa) fluida

U uvodnom objagnjenju ove glave je ve¢ napomenuto da su masa i zapre-
mina fizicka svojst¥akaja se vezuju uz konacnu koli¢inu jasno razgrani¢enog
tela (slika 2.7). Srednja gustina tog tela je:

_ M

Py
i ako se prétpestavi da je telo homogeno, srednja gustina je svojstvo materije
u bilo kojogutacki tela.

Zafnehomogena tela, sa gustinom u prostoru koja nije konstantna, umesto
srednje sustine, treba poznavati raspodelu gustine po prostoru p(x,y,z). U
izragu za gustinu je potrebno smanjiti posmatranu zapreminu do nivoa elemen-
tarné zapremine d¥ koja ¢e imati masu dM, pa je p(z,y, z) = dM /d¥

(2.9)
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Kao i kod ¢vrstih tela i kod fluida se moze uociti ogovarajuca elementarna
zapremina d¥ mase dM i izratunati gustina p. Za p = Const., konStantnu
gustinu fluida, kaze se da je fluid homogen. U veéini zadataka, wokviru ovog
kursa Mehanike fluida, ¢e se raditi sa homogenim fluidima.

Naslici 2.8 je prikazan slucaj kada
se dva homogena fluida, tecnosti, na-
laze u istom sudu. U svim zadacima
koji ¢e se raditi, pretpostavlja se da
ne dolazi do mesanja tih fluida i da
se formira jasna horizontalna grani-
ca'?.  Fluid manje gustine, p;, ¢e
uvek zauzimati gornji deo suda, dok
¢e fluid vece gustine, po, zauzimati
donji deo suda.

Gustina fluida se menja sa prome-
nom temperature, ali u znatno ma-
njoj meri nego $to se menja viskoznost.
U prilogu knjige su date vrednosti
gustina za vodu, za razli¢ite vrednosti
temperature (tabela B.1). Medutim/
u veéini zadataka ¢e vrednost gustine
vode biti:
p=1000 kg/m?*=1 kg/dm?3.

Gustina suvog vazduha tempera-
ture 20°C i pri pritisku 1013 Bar-a
je p = 1,2 kg/ m3, §to j&'833 puta
manje od gustine vode. U zadacima
iz hidrostatike, gusting vazduha ce se
zanemarivati, jer sefadiSa malim visinskim razlikama. Sile, usled delovanja
tezine tec¢nosti, su‘dominantne, pa se za gustinu vazduha uzima da je nula.

Slika 2.7: “Kruito telo konac¢ne mase
M 1 elementarni deli¢ mase dM

Slika. 2.8:  Dva homogena fluida
razli¢itih gustina u istom sudu

2.4 Tezina i specificna tezina

Tezinage, sila, jednaka proizvodu mase krutog tela i ubrzanja zemljine
teze G ="M X g, odnosno, tezina elementarnog deli¢a koji ima zapreminu
d¥ je dG'= dM x g. Kada se posmatra fluid, uobi¢ajeno je da se umesto
elementarne mase pise p d¥ pa je tezina elementarnog deli¢a fluida:

dG = pg dV

12Usled mesanja fluida, granica nikada nije otra. Za probleme u mikro razmeri, proces
difuzije i mesanja dva fluida je verovatno bitan, pa ga nije moguce zanemariti. Medutim,
ako se izuCavaju sile na rezervoar visine par metara, da li je granica izmedu fluida ostra ili
sa kontinualnim prelazom u zoni od par santimetara, zaista nije od sustinskog znacaja.
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Ako se tezina posmatra kao jedno od svojstava vezanih za konac¢nu kelici-
nu fluida, normalizacijom se dolazi do specificne teZine:
dG_deg_dM>< o=
& @ T ITrrIen
U starijim knjigama se cesto koristila specificna tezina,gali kako je SI
sistem jedinica ne poznaje, u ovoj knjizi ¢e se umesto speeificne tezine ~y
dosledno koristiti proizvod gustine (specificne mase) i gravitagionog ubrzanja
pg. Kako vrednost gravitacionog ubrzanja zavisi od ggografske lokacije, u
svim zadacima ée se koristiti proseéna vrednost g = 9,8Tym/s?.

2.5 Elastiéne deformacije, stisljivest fluida

Sve materije su u izvesnoj meri stisljive, jer odredena promena pritiska
uvek domosi promenu zapremine. Stisljivost fluida se definise preko modula
stigljivosti K:

dv 1

a __1 2.1
7 de (2.10)

gde znak minus u izrazu ukazuje na tonda povecanje pritiska uvek izaziva
smanjenje zapremine.

Posto je masa fluida konstantna,ne zavisi od stepena deformacije, ele-
mentarna zapremina se moze napisati kao:

¥ = d(@> = md(pEh] = -2 dp
p p
pa se prethodni izraz (2.10) meéze napisati u funkciji od mase i gustine:

dp  C/dp7_ dp

K=-——" Y(g — 2.11
ot
(e
n

Iz izraza (2ub1) se vidi da je modul stisljivosti jednak odnosu povecanja
pritiska premayrelativnom povecéanju gustine usled povecanog pritiska. Znak
obitnoggizvada ukazuje na to da je pritisak jedina nezavisna promenljiva:
promena/ gustine je iskljucivo rezultat promene pritiska.

Pzimer 2.5.1
Modul stisljivosti vode na normalnoj temperaturi je K = 2,07 GPa (1 GPa=10° Pa).
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Ako je gustina vode na povrsini pg = 1000 kg/m?, kolika ée biti gustina nd%. m
dubine? Kolika je relativna promena zapremine?

Pritisak na 10 m dubine vode je: p1p = pgh = 1000 x 9,81 x 10°= 98,1 kPa.
Promena gustine vode se dobija iz izraza (2.11):

d A - 98100 — 0
K:pd—i = Ap=p2P_ PP _ o0

% % 507, 1 04739 kg/m”

pa je gustina vode na 10 m dubine pjo = 1000 + 0,04739 = 1000404739 kg/m3.

Pri promeni pritiska Ap od 98,1 kPa, relativna promena zapremine ¢e biti
(prema izrazu (2.10)):

A¥ 1

gde oznaka [ppm] znac¢i “parts per million” (delova od milionitog dela).

U prethodnom primeru se vidi da su.prémene gustine te¢nosti sa dubinom
veoma male. Zbog toga, u velini zadataka u ovom kursu Mehanike fluida,
smatrace se da su tecnosti nestisljives, Samo kod veoma malog broja problema,
nastalih usled velike promene pritiska, stisljivost fluida se ne moze zanemariti.
Jedan od takvih problema je analiza hidraulickog udara, neustaljene pojave
koja nastaje naglim zatvaranjem ili otvaranjem ventila na cevovodima pod
pritiskom. Zbog stisljivostifluida, kao i materijala od koga je napravljen sam
cevovod, talas poveéanja (ili'smanjenja) pritiska putuje brzinom zvuka'? duz
cevovoda, dovodeéi u opasnost sve elemente mreze.

Modul stisljivosti wazduha na normalnoj temperaturi je K = 140 kPa,
§to je oko 10000 puta manje od modula stisljivosti vode. Tako se stisljivost
gasova ne moze zanemariti, u okviru Mehanike fluida za gradevinske inzenjere,
nece se izucavatigproblemi vezani za stisljivost!4. Gasovi ée se uzimati u
razmatranje samo)u dva slucaja: kao dodatno opteretenje u zatvorenim
rezervoarimaimstrogo ustaljenim uslovima, i kao sredina kroz koju se krecu
tela na kojatizucavamo otpore pri kretanju.

131 sama, Gmjenica da se kroz tecnosti prostiru zvuéni talasi ukazuje na to da je svaki

fluidsstisljiv!

HStisljivost je izuzetno vazna kod proucavanja termodinamickih procesa koji se
odigravaju u parnim kotlovima, kompresorima, izmenjivac¢ima toplote i ostalim
termodinamickim masinama.
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2.6 Pritisak

Normalna sila koja deluje na ravnu povrsinu podeljena sa pove§inom na
koju deluje predstavlja srednji pritisak:
dF
—n)p = lim — 2.12
(=m)p AA—0 AA ( )
Pritisak je skalar i predstavlja svojstvo fluida vezano za jédnu tacku (kao
i gustina, temperatura, ... ). Oznacava se malim slovoni p (veliko slovo P se
koristi za oznacavanje sile) i ima dimenziju:

F] N

[p]:m:F:PaZ[ML_lT_z]

Prema SI sistemu jedinica za pritisak jedpaskal [Pa]!>. Ranije je bila
u upotrebi jedinica [Atm] (atmosfera), kojade jednaka srednjem vazdusnom
pritisku na nivou mora. Veza pritiska izrazéneg u atmosferama i u paskalima
je:

1 Atm = 101 325 Pa

Zbog toga sto je atmosferski pritisak
veoma zgodan da se uzme ‘kao
referentni pritisak u vecini primena,
SI sistem je dozvolio da se paralelno
sa paskalima koristi i jedinica, bar
[Bar], koja je 100000 puta‘weta od
paskala. Tako je:

1 Bar = 100 000 Pa
Slika 2.9: Pritisak je normalna sila

1 Bar = 1,013 Atm ~ 1 Atm kroz povrsinu na koju deluje

U izrazu (2.12), za pritisak je uveden znak (—) da bi se dobili pozitivni
pritisci za silu F pkoja deluje ka povrsini A. To je u suprotnosti sa konvencijom
koju uvodi opsta teorija otpornosti krutih tela, gde se, za pozitivne sile i
pozitivae, napone, uzima smer koji zateze presek. Kako teénosti ne trpe

Jedinical za pritisak je dobila naziv prema Blaise Pascal-u (1623 - 1662), svestranom
francuskom matematicaru, filozofu i pronalazacu. Jos kao mladi¢, otkrio je osnovne zakone
Mehanike fluida. Koliko je bio svestran pokazuje i ¢injenica da je patentirao 1652. prvu
mehanicku masinu za ra¢unanje.
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zatezanje, veé samo pritisak, da se ne bi stalno racunalo sa negativmim
brojevima, standardna praksa je da se, u predmetima koji se bave fluidima,
konvencija o smeru promeni, pa se uzima za pozitivan smer ,(ifpozitivan
pritisak), smer sile ka fluidu.

Osobine pritiska su:

1. Pritisak uvek deluje upravno na zid. U stvari, pritisakgje skalar pa on
i nema definisan pravac delovanja. Kada se posmatra pritisak na zid
suda, posmatra se sila na neku povrsinu. Sila je vektor sa orijentacijom
orta povrsine na koju deluje, a to je normala na zid.

2. Vrednost pritiska u jednoj tacki fluida koji mirujej odnosno na istoj
koti, je ista bez obzira na smer. Ovo je definisae i Paskal, u formi
zakona: Kada nema tangencijalnih napona, pritisak je mezavisan od
smera.

Slika 2.11: Sile na elementarni

deli¢ trougaonog oblika
Slika, 2.10:  Pritisak uveks<deluje

upravno na zid

Na slici 2.11,fprikazan je elementarni deo fluida trougaonog oblika,
jedini¢ne sirine.\Ako su p,, p, i ps pritisci, odnosno, normalni naponi
koji deluju na strane dA, = dzdy, dA, = dzdy i dAs = dsdy gde
je Sirina dy = 1, tada je iz uslova o mirovanju fluida potrebno postici
jednakost'swvih sila u x i z pavcu:

padz = psdssinf
dxdz
2

p,dxr = psds cosf+ pg

dz dz

Tezina trougla pg je mala veli¢ina drugog reda, pa se moze izo-

staviti iz izraza. Iz geometrije trougla sledi da je ds sinf = dz i
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ds cosf = dz, pa se dobija:

D =DPx =Pz = DPs (2.13)

Cinjenica da je pritisak isti u svim pravcima u jednoj tacki,‘keristiée
se u narednoj glavi knjige Hidrostatika, gde ¢e se utvrditi da) pritisak
u homogenom fluidu zavisi samo od vertikalne z koordinatéfa ne i od
horizontalnih x i y koordinata. Na slici 2.10 je na keti z1%to prikazano
istom duzinom linija koje reprezentuju vrednost pritiska'p; .

Ako se fluid krece, postoje tangencijalni naponi, (pa normalni naponi
u jednoj tacki vise nisu isti u svim pravcima. Pritisak se tada definige
kao srednja vrednost bilo koja tri medusobno upravna normalna napona
u tacki:
p:pm + Py + D2 (2'14)
3
3. Pritisak na zatvoreni fluid se, na istojtkot1, podjednako prenosi na sve
zidove suda. Ovu osobinu je jos dagiie, definisao Blez Paskal'S, pa se
po njemu i zove Paskalov zakon.

Prema Paskalovom zakonu, uz uslov
da su klipovi povrsina Aq 1 Ag u siste-
mu datom na slici 2.12 na istoj visin-
skoj koti (prema prethodnoj osobini
pritiska) i da se zanemare sile trenja
izmedu klipova i zidova suda, sledi
da je sila:
F=F 1%
Slika 2.12: Pritisak nazatyoreni fluid odnosno, malasila Fy se moze onoliko

se podjednako premosi na sve zidove puta “pojacati” koliko puta se poveca
suda odnos pre¢nika klipova.

Primer 2.6.1

Pomoéu hidramlicke dizalice treba podiéi auto mase 1500 kg. Ako su precnici klipova
hidraulicke prese A; = 12 cm? i A = 0,1 m?, kojom silom treba pritisnuti klip 17
Koliki je pritisak u fluidu?
Siladhs, koju treba podiéi je: Fp = 1500 x 9,81 = 14,715 kN. Sila I} je:
Ay 12-1074
[ '= FQA_ = 14,715071 = 14,715 x 0,012 = 0,17658 kN = 176,58 N

2 )

18Ol zakonitost su poznavali sigurno i stari Grei i Rimljani, kao i graditelji piramida,
koji su koristili pesak kao fluid kojim su pomerali velike blokove stena.
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Pritisak u fluidu, na koti klipa je:

F, 176,58
P=4 T 12104 7,15 kPa

Pritisak je apsolutna, ne negativna velic¢ina p,ps > 0 Pa (kao sto je to i
temperatura). Slucaj kada je pritisak jednak nuli se zove vakuimi'”. Pritisak,
koji je posledica samo sopstvene tezine suvog vazduha, naziva se atmosferski
pritisak 1 na nultoj nadmorskoj visini ima vrednost pagm = 101 325 Pa. Sa
povetanjem visine atmosferski pritisak pada u proseku za 11,4 Pa po metru,
tako da je na nadmorskoj visini od 1000 m nad maeren; atmosferski pritisak
Patm = 89925 Pa.

U okviru predmeta Mehanika fluida
najveéim delom se izucavaju optereée-
nja na objekte relativno malih dime-
nzija (do nekoliko desetina metara vi-
sine). Promena atmosferskog pritiska
jerelativno mala, pa se u vecini zadata-
ka smatra da je atmosferski pritisak
konstantan i da iznosi patm =100 kPRa.
Ukupni, apsolutni pritisak u taékinA
(slika 2.13), sa strane fluida gustine
p1, jednak je zbiru atmosferskog pritis-
ka patm, koji deluje iznad pgvrsine flu-
ida i pritiska p4 koji je posledica do-
datnog sloja fluida h. Sa druge strane zida suda, u vazduhu, na tacku A
deluje apsolutni pritisaks keji je jednak atmosferskom, pri cemu se zanemaruje
promena pritiska uMazdahu usled razli¢itih kota povrsine fluida i tacke A.
Rezultujudéi pritisak wtacki A je jednak pritisku usled fluida p;:

Slika 2.13: Apsolutni pritisak je
zbir atmosferskog i hidrostatickog
pritiska

pA = (Pagit B4PA) — Patm (2.15)

YVakuum jemzadavao dosta glavobolja starim naucnicima i filozofima. Stari Grci,
narocito pripadnici’elejske skole (Parmenid, Zenon), a kasnije i Aristotel, smatrali su
da apsolutma “praznina”’, odnosno vakuum, u kojoj nema nicega nije mogué. Koliko
je bio jaksuticaj takvog misljenja pokuzuju i kasniji zapisi iz Aleksandrije, koji opisuju
pojeding hidraulicke i pneumatske uredaje, gde se kaze da “iako je prirodni vakuum
nemoguc, ‘mogude ga je stvoriti vestacki, unoSenjem dodatnih sila, kao §to se dodatnim
silamd molekuli mogu i sabiti”. Tek je Toriceli 1644. godine (fusnota 9 na strani 45)
pomocudarometra pokazao da “nije tatno da priroda ne voli vakuum”. Danas se, pomocu
najsavremenije opreme, moze ostvariti vakuum sa pritiskom od 1072 Pa.
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i zove se hidrostaticki pritisak, ili manometarski pritisak, ili u ovoj knjizi,
najcesée, samo pritisak'®.

Veza izmedu pritiska, apsolutnog pritiska i atmosferskog pritiska je data
jednacinom:

P = Paps — Patm (216)

Iz napisane jednacine, znajuéi da je apsolutni pritisak uvékiedi ili jednak
nuli i uz uslov da je atmosferski pritisak konstantan, sledi‘za, pritisak da je
p > —100 kPa. Drugim rec¢ima, pritisak (hidrostaticki) w fliidu ne moze biti
mangi od —100 kPa.

Primer 2.6.2

Dva suda istih dimenzija, ispunjena su istim fluidomydo iste kote, pri ¢emu je prvi
sud otvoren (u spoju je sa atmosferom), a drugi zatvoren§a gornje strane. Posmatra
se pritisak u tacki na dnu oba suda. Ako je pritisak (hidrostaticki) u posmatranoj
tacki u oba suda isti, da li su isti i apsolutni pritisciwrtoj tacki?

Odgovor je: da, isti su i apsolutni pritiséi. “Psvi sud je otvoren i na povrsinu
fluida sigurno deluje atmosferski pritisakpIDrugisud je zatvoren i pitanje je da li u
njemu i dalje postoji atmosferski pritisak, Patwrdan odgovor lezi u samoj definiciji
pritiska, dat jednac¢inom (2.16): uvek je @psolutni pritisak jednak zbiru atmosferskog
(koji je konstantan) i (hidrostatickog) pritiska.

2.7 Povrsinski napon, i kapilarnost

Slobodna povr§ina te¢nosti se ponasa kao razapeta i zategnuta gumena
membrana. Sila po jedinici duzine, na zamisljenom preseku po povrsini
tecnosti je povrsinskitmapon'®. Simbol za povrsinski napon je?° o, dok je
dimenzionalno poveSinski napon jednak masi po jedinici vremena na kvadrat,
o] = [F]/[L] = [MT].

Razlog postejanja povrsinskog napona je znatna razlika u intenzitetu
medumolekulatnih) sila izmedu molekula unutar te¢nosti (sile kohezije) i
izmedu molekula teénosti u povrsinskom sloju i molekula spoljnjeg fluida
(gasa ili neke druge te¢nosti). Na slici 2.14 je prikazan jedan molekul?!

18Sa, regju pritisak oznacavacée se uvek hidrostaticks pritisak. Ako se misli na apsolutni
pritisaky to éeyse eksplicitno naglasavati.

Y¥joditi racuna da iako se povrsinski napon naziva “napon”, on nema dimenziju napona
(napefn jeisila po jedinici povrsine).

2K aolsimbol za povrsinski napon, Gesto se koristi i 7.

2Molekul na slici 2.14 je, naravno, uvelican da bi mogao da se vidi!
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Slika 2.14: Sile kohezije su odgovorne za povrsinski napon.a sile adhezije za
kapilarno penjanje te¢nosti uz zid

unutar tecnosti (A), koji sa svim okolnim molékulima formira ravnotezu
medumolekularnih sila, i drugi molekul (B) pri povrsini te¢nosti koji praktic-
no nema medumolekularnih sila sa molekulimagiz spoljnjeg fluida??. Zbog
neravnoteze sila, povrsinski napon tezi da mimgmizuje slobodnu povrsinu te-
¢nosti. To je upravo i razlog zasto kapilvode i mehuri od sapunice imaju
sferni oblik.

Kako povrsinski napon zavisi od medumolekularnih sila, njegov intenzitet
zavisi od vrste tecnosti, temperature (0dnono kineticke energije moleku-
la) ali i od vrste spoljnog fluida. WU ‘tabeli B.1, u prilogu knjige, dati su
podaci za povrsinski napon yedeu kontaktu sa vazduhom, u funkciji od
temperature. Vidi se da povn§inski napon opada sa porastom temperature,
jer sa povecanjem srednje kineticke energije molekula sile kohezije opadaju.
U tabeli B.2 su dati podag¢i za, povrsinski napon nekih najéesée koriséenih
te¢nosti, u kontaktu sa vazduhom.

Na slici 2.14, sa degne’strane, su prikazane i sile adhezije (medumole-
kularne sile izmedu’ molekula te¢nosti i molekula u zidu suda u kome se
tecnost nalazi) i njthove dejstvo na slobodnu povrsinu teénosti. U zavisnosti
od odnosa sila adhezije i kohezije, kao i vrste spoljnjeg fluida (fluida iznad
tecnosti), tecrost ée vlaziti zid (penjace se uz zid) ili ga neée vlaziti. Na
slici 2.15 sugprikazana oba slucaja, i to sa leve strane, kada je te¢nost u
kontaktu sa wertikalnim zidom, a sa desne strane, kada kap te¢nosti stoji na
horizontalnej povrsini.

Kag karakteristi¢na veli¢ina moze se definisati ugao vlaZenja 6. Ugao 0
zayisi od vrste te¢nosti, materijala od koga je napravljen zid, kao i od osobina

22PoyiSinski napon se moze posmatrati i kao energija po jedinici povriine potrebna da
se molekuli iz unutrasnjosti te¢nosti dovedu do povrsine tec¢nosti.
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Slika 2.15: U zavisnosti od odnosa sila kohezije i adhezije, te¢nost ili vlazi
zid suda ili ga ne vlazi

okolnog fluida. Za uglove manje od 90° tecnost, kvasi zid, kapilarna atrakcija
(na primer, na kontaktu vode i stakla), doksza uglove veée od 90° ne kvasi,
kapilarna depresija (kontakt zive i stakleneg 7ida). U tabeli B.3 u prilogu
knjige su dati uglovi kvaSenja za nekesstandardne kombinacije tecnosti i
materijala zidova suda.

Slika 2.16: Zbeg,povrsinskog napona pritisak u kapi tecnosti je veé¢i nego
okolni pritisaki(levi deo slike) i te¢nost se kapilarno “penje” duz tankih cevi
(desni ded slike)

Povrginski napon je odgovoran za poveéanje pritiska unutar kapi te¢nosti.
Usledgpostojanja stalnih zatezucih sila u povrsinskom sloju teénosti, kap
zazima sferni oblik, tako da ima minimalnu spoljnu povrsinu (slika 2.16).
Sila u preseku kapi, na jednu poluloptu, usled povrsinskog napona je jednaka
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O x o gde je O = 7d obim presectnog kruga. Ta sila mora biti u ravhetezi
sa silom usled poveéanog pritiska A x Ap :
d? 4o

md X o = TWAp = Ap= vl (2.17)

Primer 2.7.1

Za koliko je vedi pritisak unutar mehura od vode pre¢nika d = 1 mmipri temperaturi
od 20° C?
Za razliku od skice kapi vode, koja je prikazana
na slici 2.16, i koja ima samo spoljnu stranu
tecnosti u kontaktu sa vazduhom, mehur od vode
ima i spoljnu i unutrasnju stranu. Sila usled
povrsinskog napona je dvostruko vec¢a od one date
izrazom (2.17), tako da je:

2x O xo=AxAp

d2
2ndo = TWAp

Pritisak unutar mehura je:

4
Ap— 220 _ 54X 0073

— 584 P
d 0001l

Na desnoj strani slike 2.164prikazan je stub tec¢nosti visine h u tankoj
kruznoj cevi unutragnjeg preénika d. Usled delovanja povrsinskog napona
o, sila po obodu stuba te¢nostizaklapa sa vertikalom ugao 6 (ugao vlazenja) i
uravnotezuje se sa sopstvenom tezinom stuba te¢nosti, pa je visina kapilarnog
dizanja:

2

a 4 0
wdo cos = Twpgh ~  p= 2790

2.18
od (2.18)

Visina kapilarnog dizanja je funkcija pre¢nika cevi d, vrste tecnosti i
materijala od kega je napravljen zid cevi. Rezultati jednacine (2.18) uglavnom
precenjuju visinu kapilarnog dizanja, jer i najmanje necistoée u vodi znatno
smanjuju, peyrsinski napon.

Nal dijagramu datom na slici 2.17, date su visine kapilarnog dizanja h za
¢istudestilovanu vodu, obiénu vodu iz ¢esme kao i za zivu (gde se javlja
kapilarno spustanje), u funkciji od unutrasnjeg precnika pijezometarskih
staklenih cevi.
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Slika 2.17: Dijagram kapilarnog dizanja vode i zi aklenim cevima

Povrsinski napon se uglavnom zanemaruje u 1 jerskoj praksi. Feno-

men kapilarnog izdizanja (ili spustanja) te i, koji je takode rezultat
povrsinskog napona, medutim, Cesto se s og kapilarnosti, vlaga u
zemlji se dize znatno iznad nivoa slobod vrsine podzemne vode, a nivo
vode u tankoj staklenoj cevi (pijezometr, uvek iznad stvarnog nivoa vode.
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Glava 3

Hidrostatika

Hidrostatika je oblast Mehanike fluida ‘kejaproucava mirovanje fluida
konstantne gustine pod uticajem tezine. (P@sto fluid miruje, ne dolazi do
medusobnog relativnog kretanja fluidnih deli¢a, pa ne postoji uticaj viskoznih
napona. Naravno, pretpostavka o mirovamjwse odnosi na fluidni deli¢ definisan
u uvodnoj glavi 1.1 Nacin i predmet wzuéavanja, dok razmatranja na nivou
molekula nisu predmet ove knjige.

Nakon definisanja pretpostawyki, U nastavku ée se izvesti osnovna jednaci-
na hidrostatike, koja omogucéava proracun pritiska u bilo kojoj tacki fluida za
poznate grani¢ne uslove. Jedna€ina ¢e se izvesti za slu¢aj homogenog fluida,
koji se isklju¢ivo razmatza u daljem tekstu. Medutim, u knjizi se daje i
reSenje jednacine za nehomogene fluide, sa primerom proracuna pritiska u
Zemljinoj atmosferi.

U posebnom poglavlju se obraduju problemi merenja apsolutnog, atmos-
ferskog, hidrostatickog'kao i diferencijalnog hidrostatickog pritiska. Uvodi
se 1 novi pojam, pijezometarska kota te¢nosti, kao kota na kojoj su pritisci u
nekom fluidu jédnaki nuli, odnosno, apsolutni pritisci jednaki atmosferskom.

Najcesc¢izadatak gradevinskog inzenjera je da odredi sile na neku konstru-
kciju, kako bipje dimenzionisao. Na osnovu poznatog rasporeda pritiska,
integracijomyse dobija optere¢enje od fluida, koje se deli na horizontalne i
vertikalne sile. U knjizi se razmatraju razli¢iti grani¢ni uslovi i daju obrasci
i uputstva za proracun tih sila. Na kraju glave se daju i osnovne jednacine
za‘analizu stabilnosti tela koje pluta na povrsini tecnosti, kao i obrasci za
proracun oblika slobodne povrsine te¢nosti u slu¢aju kada se sud krece.

33
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3.1 Promena pritiska u zavisnosti od polozaja
3.1.1 Pretpostavke za izvodenje jednacine

Posmatra se fluid koji ispunjava sledece uslove i pretpostavke:

e Fluid miruje - nema relativnog kretanja izmedu fluidnilr delica.

e Fluid je izotropan - posmatrano iz jedne tacke, fluid ima iste osobine
u svim pravcima (za sada se ne ograni¢ava na homogeni flud).

e Od zapreminskih sila, na fluid deluje samo teziha i to:

— po jedinici mase, tezina iznosi g - gravitagioneyubrzanje,

— po jedinici zapremine, tezina iznosi (pg)

e Od povrsinskih sila na fluid deluju sameMmormalni naponi, pritisci,
pomnozeni sa povrdinom na koju deluju.*Pangencijalni naponi (jedna-
¢ina (2.5)) ne deluju (osim kod kapilarnih pojava) jer nema kretanja.

Slika 3.1: Ravmeteza vertikalnih i horizontalnih sila na elementarni delié
homogengg fluida

U fluidu”koji ispunjava postavljene pretpostavke, posmatraju se pritisci
naljedan izdvojeni deli¢, elementarnu prizmu dimenzija dx xdy xdz (slika 3.1).
Pozitivan smer pritiska je u skladu sa usvojenim principom da fluidi ne trpe
zatezanje (strana 25). Deli¢ je tako postavljen da ima jednu osu vertikalnu,
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orijentisanu na gore. Pritisak p u centru deli¢a se uzima za refeféntni
pritisak. Posto fluid miruje, prema jednacini (2.13), isti pritisak ¥azi/za
sva tri koordinatna pravca.

Pritisak sa gornje strane deli¢a se promenio u odnosu na pritisak u
centru, u skladu sa nekom funkcionalnom zavisnoséu p, = f(4), prikazanoj
na slici 3.1 desno. Za poznati p(z), vrednost p(z + dz/2) se @moze priblizno
odrediti iz nagiba tangente na dijagramu u tacki p(z). To sesdobija razvojem
u Tejlorov red promene pritiska u funkciji od koordinate ‘z;%u# zadrzavanje
samo prvog ¢lana reda:

dz 8p> dz

p(z + 2) p(z)—l—(a - to

gde je o ostatak, razlika izmedu tacne i priblizne vrednosti pritiska. Zane-
marivanjem ostatka kao male veli¢ine drugog reda®i uz uslov (2.13) da je
P = Py = Py = Dz, pritisak sa gornje strane elémentarne prizme je:

dz n Op dz

et hed 3.1
pe+ S =p+ 2T (3.1)
Na slican nacin se moze dobiti i pritisak’na donjoj strani prizme:
dz Op dz
Y =p__ = 2
pe-S)=p- LT (32)
i pritisci u horizontalnim praycimagzii y:
dx Op dx dx Op dx
p("’?—?)—p—%? p(:z:—|—7) Ptor s
dy opdy dy Op dy
ply—5)=p 9y 2 ply+35) = P, (3.3)

3.1.2 Osnovna jednacina hidrostatike

Kao rezultat razligifih pritisaka na suprotnim stranama elementarne pri-
zme (slika 3.1 levo), javljaju se sile. Da bi se zadovoljio polazni uslov da
se posmatra fluid Koji miruje, sve sile na elementarnu prizmu moraju biti u
ravnotezi. Za vertikalni pravac, ravnoteza sila daje:

opdz Op dz
( —6z2> dA, —png—I—<p-|-a 2)dA

gde jelpg d¥ tezina prizme. Sredivanjem izraza i zamenom dA, x dz = d¥,
dgbijagse promena pritiska po vertikali:

ap _ p _
9% + pg =0 odnosno 5, =~ P9 (3.4)
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Iz jednakosti sila za horizontalni pravac x ili y, dobija se:

Ip Ip
9 0 By 0 (3.5)
odnosno, pritisak se ne menja po horizontali, pa p nije funkeija (&, y). Iz
ovog uslova, kao i na osnovu (3.4) sledi, takode, zakljuc¢ak,da se kod svih
fluida pored pritiska i gustina ne menja po horizontali. Upfavozbog toga je
povrsina na spoju dva fluida koji se ne meSaju uvek horizontalna (osim uz
zidove zbog povrsinskih napona).

Kako je pritisak samo funkcija vertikalne koordingtesp = p(z), parcijalni

izvod £ u jednacini (3.4) se moze zameniti totalpimiizvodom —p, tako da
se dobija:

dp
_ 3.6
5 pg (3.6)

Jednacina (3.6) predstavlja osnovnu jednacinu hidrostatike u diferenci-
jalnom obliku i daje vezu izmedu promenepritiska i promene vertikalne kote
u fluidu. Znak (—) u izrazu pokazuje daysa porastom kote, u istom fluidu
pada pritisak. Da bi se odredio pritisakiu bilo kojoj tacki, treba integrisati
jednacinu (3.6):

p= /—pg dz (3.7)

Zavisnost gravitacionogibtzanja od vertikalne kote g(z) se u svim praktic-
nim zadacima zanemaruje,jjer g opada za 0,03% sa poveéanjem visine od
1000 m. Da bi se resio integral(3.7), potrebno je poznavati zavisnost gusti-
ne od kote p(z).

3.1.3 Resenje osnovne jednacine hidrostatike za homogeni
fluid

Za homogeninmiestisljivi) fluid, vazi uslov p = Const. pa se jednacina (3.7)
moZe napisati kao:

p=/—pgdz=—p9/dz

¢ijomsintegracijom se dobija:

p+pgz=C (3-8)
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Integraciona konstanta C se dobija iz grani¢nog uslova, poznatog pritiska
u jednoj tacki. Jednacinu (3.8) je zgodnije napisati u obliku:

Li.=q (3.9)
pg

jer sada ceo izraz ima dimenziju duzine:
p
2| ==l = (o
Py

Jednacina (3.9) se esto zove i osnovna jednacinashidrostatike. Clan a
Py
se zove jos 1 visina pritiska, jer se pritisak izrazava pomecu iste jedinice kao
i visina! z.
Za odredivanje konstante Cy iz osnovne jednacine hidrostatike, potrebno
je poznavati grani¢ni uslov, pritisak p = pg ugacki z = zo:

02:@—1-20
P9

pa je pritisak u bilo kojoj tacki A istogfluida® dat sa:

pA
—+z4=0C2 = pa=pd(Qas~ 2a)
Py
Prethodni izraz se moze napisati i u obliku veze izmedu razlike pritiska

i visinskog polozaja tacaka:

pa—po = —pg(za— @ = pa=Dpo+pg(z0— z4) (3.10)

Odnosno, povecanje pritiska wjednoj neprekidnoj sredini konstantne gustine
direktno je proporciondlno smanjenju kote (poveéanju dubine).

Izbor nulte kote (z), kao i nultog pritiska, potpuno je proizvoljan. Me-
dutim, jednom usvojena referentna kota z = 0, od koje se odmerava kota
tacke A, za, u jednem zadatku se ne sme menjati. Nulti, ili referentni
pritisak, mozegbiti apsolutni ili hidrostaticki (jednacina (2.16)), pa ée i
sracunati pritisak p4 biti u istom sistemu. U ovoj knjizi ¢e se, uglavnom,
pod imenom“pritisak” podrazumevati hidrostaticki pritisak p = paps — Patm,
a za atmogferski pritisak ¢e se uzimati konstantna vrednost pg,, = 100 kPa.

L@estol se pritisak u nekoj tacki izrazava u “metrima vodenog stuba” ili samo u
“metrima?.

2Uslov za integraciju jednagine (3.7) je bio p = Const. To znagi da osnovna jednacina
hidrostatike vazi samo u okviru jednog fluida nepromenljive gustine.
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3.1.4 Pijezometarska kota kod homogenog fluida

Slika 3.2: Visine pritisaka u razli¢itim tackama otvorenog suda i pijezome-
tarska kota

Posmatra se otvoreni sud, proizvoljmog oblika, sa te¢noséu konstantne
gustine p, slika 3.2. U tacki 1 pritisak® je p1 = 0, jer je p1.abs = Datm, D2
osnovna jednac¢ina hidrostatike glasi:

p—1+21 :Cg = 02221 =11 (3.11)
Py

Oznaka II predstavlja pijezometarsku kotu, zbir visine pritiska u tacki i
polozajne kote te tacke. U'sistémima sa fluidom koji ima slobodnu povrsinu,
pijezometarska kota se_poklapa sa kotom tacke na slobodnoj povrsini. Kod
fluida zatvorenih u sud pod pritiskom, pijezometarska kota pokazuje do koje
kote bi se popeo fluid\kad bi bio slobodan, odnosno, do koje kote bi se popeo
fluid kad bi se postawio pijezometar, cevéica beskona¢no male zapremine,
otvorena sa gornje strane (kao kod tacke 2. na slici 3.2)%.

Vrednost pijezometarske kote zavisi od izbora referentnog sistema. Za
isti sud i iste,podatke, Il kota moze imati razli¢ite vrednosti jer polazna
kota z = Qrme mora uvek biti na istom mestu. Stvarni polozaj II kote ce,
medutim{uvek biti na istom mestu.

3U daljemekstu se pridev “hidrostaticki” podrazumeva, pa se i ne pise.

AW poglavlju 4.6.3 Reenje integralne jednadine odrianja energije za ustaljeno tecenje
homogenoy fluida u cevi, ¢e se u okviru reSavanja energetske jednacine, na strani 171,
jednacinom (4.118) pokazati da pijezometarska kota predstavlja potencijalnu energiju u
preseku, izrazenu visinom fluida.
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Pijezometarska kota se vezuje za jedan fluid, konstantne gustineSanne
za tacku. Pogresno je pisati indeks neke tacke uz II kotu. Na slici 342 bilo
bi pogresno napisati Ily, jer indeks 1 oznacava tacku, a ne fluid. Fkeliko u
sudu postoji vise od jednog fluida, sa gustinama p4 i pp, na primess svaki
od fluida ¢ée imati odgovarajuéu pijezometarsku kotu, IT4 1 1T

Kada je poznata pijezometarska kota za neki fluid, pritisak u bilo kojoj

tacki tog fluida se dobija iz osnovne jednacine hidrostatiké. Na primer, za
tacku 2 sa slike 3.2 pritisak se dobija iz:

%-I-Zzzﬂ = p2 = pg(Il — 22)

Ukoliko je u sudu vise fluida, svaki od fluida ima svoju pijezometarsku
kotu. Pri proracunu tih kota, koristi se ¢injeni¢a da je pritisak u tacki na
spoju dva fluida isti, bez obzira da li ta tacka“pripada” donjem ili gornjem
fluidu.

Primer 3.1.1

Za zatvoreni sud sa slike odrediti pijezometarske kote
i pritisak na koti poklopca (tacka 3)Jako je poznat
pritisak na dnu suda p; = 28 kPd.“Ako se promeni
polozaj referentne kote, da ligsefmenja vrednost
pijezometarske kote za fluid A,%pelozaj te kote i da li
se menja pritisak u tacki 27

Prvo se usvaja referentni sistem, polozaj kote zp.
Uobicajeno je da to bude na visini najnize tacke
suda, tacke 1. Za izabram referentnu kotu, moze
se izraCunati pijezometarska kota fluida B:

28 - 103
HB:p—l—l-Zl:

o L 0=2.85
P, 1105 x 9.81 OoR

Pritisakétacki 2, koja je na spoju fluida A i B se dobija iz uslova da je ta tacka u
fluidu B:

D2 =pp g(Ilg — 2) =1 x 9,81 x (2,854 — 1,5) = 13,28 kPa
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Tacka 2 pripada i fluidu A, pa veé sracunati
pritisak se moze iskoristiti za odredivanje
pijezometarske kote IT4:

13,28
s = b2 +2=—"—+4+15
PA G 0,8 x 9,81
Iy =3,192m

Pritisak na poklopac, u tacki 3 je:
p3 =pa g(Ila — 23)
ps = 0,8 x 9,81 x (3,192 — 2,5)

p3 = 5,43 kPa

Kad bi se referentna kota postavila na visinigpoja dva fluida, polozajna kota
tacke 1 bi bila z; = —1,5 m. Pijezometarska kota,fluida B je tada:

P1 28

= = — 1 (-15)&1,35
pBg+Zl 1X9,81+( ,5) ,35 m

IIp

Vrednost kote je promenjena, ali u novemyreferentnom sistemu ta kota ostaje na
istom mestu, 2,854 m udaljena od tacke 1. Pritisak u tacki 2 je sada:

po = pp g(Ilg — 2) = 1 x,9.8Mwe (1,354 — 0,0) = 13,28 kPa

dakle, ostaje nepromenjen.

U prethodnom primer,u zatvorenom sudu su bila dva nestisljiva fluida,
dve tecnosti. Ako je gornji fliid vazduh, ¢ija je gustina zanemarljiva®, iz
jednacine (3.11) sledi datje, pijezometarska kota vazduha II4 = oo, odnosno
da pritisci u vazduhu me’ zavise od polozZajne kote tacke. U tom slucaju,
u prethodnom primerufbi pritisak u tacki 3 (kod poklopca) bio isti kao i
pritisak u tacki 2, na'spoju te¢nosti i vazduha.

3.1.5 Resenje osnovne jednacine hidrostatike za nehomogeni
fluid

Promenapritiska po visini je definisana diferencijalnom jednac¢inom (3.6).
Za stigljivinizotropni fluid, gustina nije konstantna veé zavisi od pritiska

SUfpoglavlju 2.3 Gustina (specificna masa) fluida je najavljeno da ée u veéini
inzenjerskih problema gustina vazduha biti zanemarena, jer je znatno manja od gustine
tecnosti koje se standardno koriste.
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i temperature. Ako se pretpostavi da je fluid idealan gasS, prema Bojl’-
Mariotovom® zakonu apsolutni pritisak je:

p = pR,T (3.12)

gde je T" apsolutna temperatura a I, gasna konstanta koja zavazduh ima
vrednost R, = 286, 7 J/(kg K). Diferencijalna jednacina (3.6)je tada:

i N ®__ 9 g, (3.13)

dz g R,T P R,T
Vrednost gravitacionog ubrzanja se moze smatrati konstantnom. Ako se
pretpostavi izotermni proces, apsolutna temperatura 7" jeitakode konstantna,
pa se integracijom jednacine (3.13) dobija:

p g
In (—) = — z— 2 3.14
2) =g (3.14)
Za referentni apsolutni pritisak py na koti zg =p0 uz smenu R,T" = pg/po,
dobija se:

gz _97Pg
2 =e RQT = p=poe Po (315)

Primer 3.1.2

U aeronautici se standardno korigte‘slédeée osobine atmosfere na koti mora (zp = 0):
po = 1,01325-10° Pa, Ty = 288,15,Kliyey = 1,225 kg/m?. Kolika je gustina vazduha,
u izotermnim uslovima, na 1000im nadmorske visine?
Iz jednacine (3.15) se dobija apsolutni pritisak na visini od 1000 m:
gz po 9,81 x 1000 x 1,225
p=poe Po =A018, 10° ¢ 1,013-10° = 89,97 kPa

Gustina atmosfere se/dobija iz Bojl-Mariotovog zakona, uz zadrzavanje konstantne
temperature T = Ty (izotermni proces):

T .103
P_gorTo P o5, 899710

e — 1,088 kg/m”
R, o T 20 T01.325. 108~ 088 ke/m

p:

®Idealan'gas s€ sastoji od molekula, koji su idealno elasti¢ne kuglice, izmedu kojih ne
deluju sile, a zanemaruje se i sopstvena zapremina molekula.

"Robert Boyle (1627 - 1691) je engleski naucnik koji je istrazivao elasticna svojstva
gasova. Nezavisno od Mariota je dosao do zakona idealnog gasa.

SEdme) Mariotte (1620 - 1684) se zbog svoje preciznosti, predanosti i raznovrsnosti,
smatra ecem eksperimentalnih metoda u Francuskoj. Jedan je od prvih ¢lanova Francuske
akademije nauka.
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Slika 3.3: Raspored temperature i pritiska u Zemiljinoj atmosferi

U resavanju prethodnog primera, pogresno je,pretpostavljeno da je tem-
peratura konstantna. Na slici 3.3 je prikazana promena pritiska i temperature
u atmosferi, gde se vidi da u prvih 11 km, u tteposferi, postoji linearan pad
temperature do —56,5 °C sa nagibom:

oT
— = A =10,0065 K/m
az Y /

Zavisnost temperature od visine 4"=,1y — Az se moze staviti u diferenci-
jalnu jednacinu (3.13). Nakon integragije, uz uslov da je zg = 0, dobija se
jednacina koja daje vezu izmedu,pritiska i visine u atmosferi:

In (£> _ 9 In (TO K /\Z>
Po Rg/\ T()

odnosno, sredivanjem:

Q/RQA
L _ (1 - ﬁ) (3.16)
Po Ty

Ako se desna strama jednacine (3.16) razvije u red i uz uslov o malim
visinama z se igostave svi ostali clanovi osim prva dva, dobija se:
p gz Po

—=1I= = pP=po—
Do RgT(] RgT(]

gz =Dpo — pPo gz

Izraz, zafpritisak ima isti oblik kao i osnovna jednacina hidrostatike
za nestigljive fluide (jednacina (3.8)) p + pgz = Const. na osnovu ¢ega se
zakljuéuje da se za male promene visine (manje od 300 m u vazduhu) moZe
saddovolgnom tacnoséu pretpostaviti da je gustina vazduha konstantna. Za
vece promene visine, medutim, mora se koristiti jednacina (3.16).
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Primer 3.1.3

Za iste podatke kao u prethodnom primeru, kolika je gustina vazduha fia“1000 m
visine ako se ne zanemari promena temperature?
Prema jednacini (3.16), pritisak je:

\z g/ Ry X
P = 1o (1 - —)

Koeficijent opadanja temperature je A = 0,0065 K/m, a gasida konstanta se dobija
iz jednacine (3.12):

~po_ 101,325-103
poTo 1,225 x 288,15

R, = 287,05 J/kg K

tako da je pritisak:

981/ (28105 % 00065)
0,0065 x 1000) — 80.87 kPa

=101,325-10% (1 —
p = 101,325 0( 288,15

Temperatura na 1000 m visine je T' = Ty — X2 = 288,15 —0,0065 x 1000 = 281,65 K,

pa je gustina atmosfere:

. 103
P PTo _ | s, 30800 x 288,15

= = = 0,907 kg/m”
R, "poT 2011825103 x 281,65 g/m

3.2 Merenje pritiska

U poglavlju 2.6 Pritisak, ma strani 28, jednac¢inom (2.16) su uvedene
“dve vrste” pritisaka,apselutni i hidrostaticki. Razlika izmedu tih pritisaka
je u izboru referentnog(sistema: apsolutni pritisak je pritisak u odnosu na
apsolutnu nulu, dok se hidrostaticki pritisak izrazava u odnosu na atmosferski
pritisak.

Apsolutni pritisak je uglavnom interesantan za proucavanje stisljivih
fluida, gasova, ‘Gije/osobine zavise od mere zbijenosti njihovih molekula. Kod
tecnosti osgbineyuglavnom ne zavise od pritiska, pa je u izuc¢avanju sila na
konstrukeiju jednostavnije koristiti hidrostaticki pritisak (videti sliku 2.13).

Merenjetpritiska se uvek svodi na merenje razlike izmedu referentnog
pritiske & pritiska u fluidu. Sama pijezometarska cev prikazana na slici 3.2,
jefjedan “od mernih uredaja: pritisak u tacki 2 je jednak ps = pgh, u
odnosw/ na atmosferski pritisak, jer je drugi kraj pijezometra u spoju sa
atmosferom. Dakle, pijezometrom se meri visina hidrostatickog pritiska.
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Naravno, prikazana pijezometarska cev je jedan od najprostijih nacina,za
merenje pritiska i to samo u tetnostima. U nastavku se daje kratakiprikaz
standardnih metoda za merenje pritiska, u gasovima i te¢nostimay

3.2.1 Merenje apsolutnog pritiska barometrom

Barometar je instrument za merenje
apsolutog pritiska. Sastejise od stakle-
ne cevi zatvorene safgérnje strane, koja
se ispuni te¢noséu, petopi u sud sa istom
te¢noscu i pazljivopodigne u vertikalni
polozaj. Ako,je"¢éev dovoljno dugacka,
u zatvorenom prestoru iznad tecnosti
¢e se pojaviti vakuum, deo u kome nema
vazduhadiu kome je apsolutni pritisak
nula (idealan barometar), kao $to je to
prikazano na slici 3.4.

Ako u tacki A vlada samo atmosfer-

Slika 3.4: Princip rada barometra  gkjpritisak, tada je hidrostaticki priti-

sak jednak nuli pa se moze za te¢noSt nibarometru napisati:
pa=0 = II=24=0

gde je za referentnu kotu uzetagkota tacke A. Za tacku C koja se nalazi u
istoj tecnosti vazi:

PC =11 = B H=-0 = po=—pgH
Py Py

Pritisak u prostorugiznad tacke C je isti kao i u tacki C, pa se prema
jednacini (2.16) mozelnapisati:

PSs = 0° + Patmd” = p° = 0% — Patm

Izjednacujuéigpritiske u tacki C' iz prethodne dve jednacine, uz uslov da je
apsolutni pritisak iznad te¢nosti nula pfbs = 0, odnosno da je iznad te¢nosti
idealan vaku@im, dobija se:

Pat = —pc = pgH (3.17)
Za(mereénje standardnog atmosferskog pritiska od pgn = 101,325 kPa,
ako'se_kao tecnost koristi voda, visina stuba H bi bila:

Patm 101,325

H = =
pg 1x9,81

=10,33 m
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§to nije bas zgodno za svakodnevnu upotrebu. Ako se za merenje up6trebi
ziva Cija je specificna gustina py = 13,52 kg/dm?, tada bi visina stuba, bila
H = 763,96 mm.

Zivin barometar za merenje atmosferskog pritiska je prvi otkrio Teficeli®.
Pored smanjenja duzine barometra, upotrebom zive se smanjujudi greske
nastale iz pretpostavke o idealnom vakuumu iznad te¢nosti. Naime, u prosto-
ru iznad tecénosti apsolutni pritisak nije nula, veé¢ je jednakBapsolutnom
pritisku pare za koris¢enu te¢nost. Za temperaturu od 20°C,pritisak zivine
pare je py = 1,7-107% kPa i ne zavisi mnogo od temperature, dok je za vodu
skoro 10 000 puta veéi i dosta se menja sa temperaturom.

3.2.2 Merenje pritiska manometrom

Manometri su uredaji kojima se meri razlikappritisaka izmedu dve tacke.
Uopsteno gledajuéi, najéescée se srecu dva osmovna principa na kojima rade
manometri. Prvi princip je koriSéenje pijezometra, u kombinaciji sa nekim
drugim fluidom, koji se ne mesa (ne rastvara) sa radnim fluidom (na primer
zive kada se meri pritisak u vodi) i koji'émogucava efikasno merenje nivoa
za potreban opseg pritisaka. Drugl princip se zasniva na merenju sile ili
deformacije elasti¢cne membrane, kgja'je u kontaktu sa mernim fluidom, pri
¢emu sam nacin merenja moze bitimmehanicki, elektricni ili ¢ak i optickil?.

Na slici 3.5 je prikazano nekolike varijanti manometara sa pijezometrima.
Na slici levo, za slu¢aj pozitivneg pritiska u vazduhu, visoka pijezometarska
kota uslovljava dugacku pijezometarsku cev'!'. Ako se upotrebi ziva, koja je
13,6 puta guscéa od vode 1 sipa se u pijezometar, uz uslov da je pritisak u

9Evangelista Torricelli (1608 - 1647) potice iz siromasne italijanske porodice. Obrazovao
ga je ujak, monah, pr¥o privatno, a kasnije ilegalno u jezuitskoj Skoli. Toriceli je bio
fasciniran astronomijom i matematikom. Bio je veliki postovalac Galileja, koji ga je zvao
da mu bude asistent. Prvi je dokazao da vakuum postoji i na osnovu tog dokaza je
konstruisao barometar, 1644. godine. Eksperimentalno je dokazao da je brzina kojom
tecnost izlazi kroz,ostroiviéni otvor proporcionalna kvadratnom korenu visine do nivoa u
rezervoaru. Nizimatematickih otkri¢a i dokaza, na zalost, ostaje samo u formi pisama, ne
publikovanihgtt knjigama. Tek 1944. godine, skoro 300 godina nakon smrti, objavljuju se
neki od saguvanily rukopisa i pisama.

107 ovu, gripu spada i bezkontaktno merenje vibracija stakla na prozorima pomoéu
laserskog zraka. Naravno, vibracije prozora su obi¢no rezultat oscilacija pritiska u vazduhu
kojemsu pesledica ljudskog razgovora, a laser sa druge strane prozora koristi onaj ko zeli
neprimecéeno da prisluskuje taj razgovor.

1Y svim analizama se pretpostavlja da je pijezometarska cev uska i da zapremina fluida
u njoj ne utic¢e na uslove zadatka.
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Slika 3.5: Manometar sa U cevi za pozitivne pritiske (levo), negativne
pritiske (sredina) i diferencijalni manometar (desno)

tacki 1 isti za vodu i za zivu, dobija se znatnoniza pijezometarska kota zive:

~ pvg(Ily — 1)
pPz9

Mada je pijezometarska kota Zive'kod ovakvog manometra zgodnija za
ocitavanje od pijezometarske kotéwede, ovakav manometar se ne koristi (zato
je na slici i precrtan), jer postojilepasnost od prodiranja zive u sud ukoliko
se smanji pritisak. Bolji na€in_merenja je pomocu pijezometra U oblika,
prikazanog u donjem levomdfuglu suda. Iz uslova da je pritisak u tacki 3 isti
za tacku koja se nalazi u vodi‘l u zivi, i uz uslov da je pijezometarska kota
zive'?2 Iz = 24, dobija se:

My = 22 42 %
Pz9

ps = pvg(Illy = %23) = pzg(llz2 — 23) = pzgAHz
pa je razlika nivoa‘Zivetu U cevi AHz:
pv
AHz = =(lly — 23)
Pz
Ako je poznata (izmerena) razlika nivoa zive u U cevi, uz smenu razlika
z kota z4 #23.= AHz, moze se odrediti pijezometarska kota vode:

_ pz9(Ilz2 — 23)
PV Y

Ly +Z3=p—ZAHz+23=AHZ<p—Z—1>+Z4
pv

pv

127iva Jse koristi na dva mesta: u gornjem pijezometru i u donjoj U cevi. Kako
je u pitanju isti fluid ali ne povezan, na dva razli¢ita mesta, postoje i dve razlicite
pijezometarske kote 1171 i I1z2.
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Manometar sa U cevi se moze koristiti i za pozitivne i za negativne
pritiske u fluidu. Na slici 3.5, u sredini, je prikazan isti sud samo sa negativnim
pritiscima. Nacin proracuna ostaje isti: za izmerenu razliku niyoalzive u U
cevi i za poznatu kotu tacke 4, kao i u prethodnom slu¢aju, racunayse pije-
zometarska kota vode.

Ako drugi kraj pijezometra nije u spoju sa atmosferomt, uslov da je
pritisak na tom kraju nula i da je kota te tacke istovremenoypijezometar-
ska kota se vise ne moze koristiti. Takvi manometri se zova/diferencijalni
manometri jer direktno mere samo razliku pritisaka izmedu dva preseka.
Pomoc¢u diferencijalnog manometra nije moguce odrediti®pritisak u jednoj
tacki.

Na slici 3.5 desno, prikazane su dve varijante diferencijalnog manometra:
donji sa zivom, za merenje vecih razlika pritisaka,i gornji, sa obrnutom U
cevi, za merenje manjih razlika pritisaka. Manometri su postavljeni ispred i
iza suzZenja u cevi, kroz koju tec¢e voda. U preseku 1, kao i u preseku 2, se
moze pretpostaviti da vazi osnovna jednacinaghidrostatike i da u presecima
postoje pijezometarske kote takve da je Il Slls.

Da bi se izracunala razlika pritisaka ili, pijezometarskih kota pomocu
diferencijalnog manometra sa zivom, koristi’se osnovna jednac¢ina hidrostati-
ke (3.10) koja povezuje pritiske u dvema tackama unutar jednog istog fluida.
Ako je u tacki 1 pritisak p;, tada§e uacki 3, koja je takode unutar vode,
pritisak:

p3=p1— pvyg(zs — z1) &=p1 — pvgzs

gde je stavljeno z; = 0 jerje tako postavljen i referentni sistem. Tacka 3 je
istovremeno i u zivi, pa se pritisak u tacki 4 moze dobiti kao:

pa=p3— pzg(da + 28) = p3s — pzgAHz = p1 — pvgzs — pzgAHy

U prethodnoj jednacini'je umesto (z4 — z3) stavljeno AHz, veli¢ina koja se
o¢itava na diferencijalnom manometru. Na kraju, pritisak u tacki 2 je:

P2 = pa ~pud(22 — 24) = pa + pvgz

odnosno zamenom p, iz prethodnog izraza i prebacivanjem p; — po sa leve
strane dobija se:

PLEp2=Ap=AHz(pzg — pvg) (3.18)

U dobijenoj jednacini za diferencijalni manometar sa U cevi, viSe ne
figurisu kote z3 i 24, veé¢ samo AHz, pa su zbog toga te kote na slici 3.5
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desno i precrtane. Ako se Zeli razlika pijezometarskih kota, dobijenu razliku
pritisaka treba podeliti sa py g, pa ¢e se dobiti:

A= 22 _ Ap, (p—Z— )
pvy pv
Direktno merenje razlike pijezometarskih kota je moguce sa:@brnutom U
cevi, kao $to je to prikazano na istoj slici (slika 3.5) sa gornje strane. Ako
se kroz gornji ventil dovede vazduh takvog pritiska da seiformira slobodna

povrsina vode u obe cevi, iz uslova da je pritisak u yazduhu konstantan
pvaz = ps = pe sledi:

pvg(Ily — z5) = pyg(lly — 26) = 11} — 25 = Hg— s = All = AHy

Jednacina pokazuje da bez obzira na polozaj gslobodne povrsine u obrnu-
tom U manometru, odnosno, bez obzira na pritisaku vazduhu iznad vode,
izmereno AHy je istovremeno i trazeno All izmedu preseka 11 2.

Drugi princip rada manometara, kao $te,je veé¢ re¢eno, se zasniva na
merenju sile na poznatu povrsinu. SilagSe,meri ili direktno ili posredno
preko deformacije neke elasticne membrane. Na na slici 3.2 (strana 38) je
na koti tacke 3 Sematski prikazan manemetar sa membranom.

Uvelicana skica manometra je pri-
kazana i na slici 3.6. Sa leve strane, na
elasticnu membranu manometra deluje
apsolutni pritisak. Apsolutni pritisak
je jednak zbiru atmosferkog i hidrosta-
tickog pritiska (pabs,levo = p+patm) dok
sa desne strane deluje samo atmosfer-
ski pritisak (pabs,desno = Patm). Ugib
membrane manometra je proporciona-
lan razlici levog i desnog apsolutnog
pritiska, odnosno, proporcionalan je hi-
drostatickom pritisku. Preko odgovara-
juc¢eg mehanizma,jugib membrane se pretvara u okretanje pokazne igle, na
kojoj se ocitavaypritisak.

U upotrébisu i diferencijalni manometri, kod kojih desna strana manome-
tra nije ulkomtaktu sa atmosferom, ve¢ sa nekim drugim pritiskom. Ugib
membrane manometra je tada proporcionalan razlici ta dva pritiska.

Mangmetri koji rade na bazi merenja sile, spadaju u posredne merne
uredages jer se ne meri direktno pritisak ve¢ neka druga velicina koja je
posledica pritiska. Zbog toga svi takvi manometri moraju proci kroz procedu-
ru kalibracije: uporeduje se pokazivanje manometra sa nekim poznatim

Slika 3.6: Detalj otf#forenog mano-
metra
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pritiskom i tako se formira skala na kojoj ¢e se kasnije ocitavati nep ti
pritisak. Manometar se moze kalibrisati da pokazuje pritiske u paskalima,

barima ili direktno visinu pritiska za odredjenu te¢nost!3. Q
Primer 3.2.1 Q

Na slici su prikazana dva spojena suda.

U prvom sudu su teCnosti gustina &
pa = 0,7 kg/dm?3 i pp = 1,0 kg/dm? \
a u drugom je iznad tecnosti pp

vazduh. Za date dimenzije i pritisak na

manometru 3 pys3 = —10 kPa, odrediti
pijezometarske kote za tecnosti A i B,
kao i ¢itanje na manometrima. Kolika 0

je visina hz u zivinom manometru, ako
je pz = 13,6 kg/dm3?

Prvo se postavlja referentni sistem z = 0 Qizoj koti sudova. Manometar
M3 je u tecnosti A na koti zp3 = 5,0 m i natesnovu njegovog pokazivanja se

odreduje pijezometarska kota II4: \

PM3 -10
m, — PM3 -9 3,544
A= g TR g ol @ ORI

Da bi se odredila pijezomet@sA fluida B, prvo treba odrediti pritisak u

tacki 1 na granici dva fluida: l\

p1=pagly —2z1) =0 1(3,544 — 3,0) = 3,73 kPa

+3,0=338m

ppg :(& 9.8
Pritisak u vazdubhiiy u gom sudu, je isti kao i pritisak u tacki 2:

bvaz = P2 = PB B — 22) = 170 X 9781(3738 - 470) = _6708 kPa

Pokazivanje ma@ra pare je jednako pritisku u vazduhu, bez obzira na polozajnu

13Ved rata za merenje krvnog pritiska koje lekari koriste ima manometar sa
m an na kome je skala u milimetrima zivinog stuba, imitiraju¢i manometre sa
U ivom koji su nekada bili u upotrebi. Mada jedinica [mmHg] nije u skladu sa
S m, takvi manomteri se i dalje koriste jer je ta jedinica za krvni pritisak opste

prihvacena.
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Diferencijalni manometar M1 pokazuje razliku pritisaka izmedu njegove p6zitivne
i negativne strane:

pum1 =Py — P~y = pag(lla — za1) — ppg(Ilp — za1)
part = 0,7 x 9,81(3,544 — 2,0) — 1,0 x 9,81(3,38 — 2,0) = —2,04%Pq

Da bi se odredilo ¢itanje na zivinom manometru, potrebno je prvo izracunati
pijezometarsku kotu zive, koristeéi tacku 3:

p3 = ppg(llp — 23) = 1,0 x 9,81(3,38 — 0,0) = 33,16 kP&

s 33,16
My=2 4= 22 1 0=0,249
Z= e BT Bxgsl VT em

§to je istovremeno i trazena visina hyz:

hy =Ty — 23 = 0,249 — 0,0 = 0,249 m

3.3 Hidrostaticke sile na€vrste grani¢ne povrsine

Koristeéi osnovnu jednacinu hidrostatike, moguce je odrediti pritisak u
bilo kojoj tacki fluida. Ako se posmatra ¢vrsta kontura koja je u kontaktu
sa tim fluidom, (zid suda, bro@mustava na brani ili kapija na brodskoj
prevodnici) inzenjere viSe intepesuje sila usled delovanja fluida na koju treba
dimenzionisati konturu, negd“sam pritisak. U nastavku ¢e se prvo obraditi
najjednostavniji slucaj ravire horizontalne povrsine, gde je pritisak uz celu
povrsinu konstantan. Nestokemplikovaniji slucaj je ravna vertikalna povrsina,
jer se vrednost pritiska menja sa dubinom. Nakon toga ¢e se obraditi
opsti slucaj, sila na (kvivar povrsinu, tako Sto ¢e se ukupna sila podeliti
na horizontalnu i yertikalnu komponentu i za svaku od komponenti dati
uputstva za resavanja./Na kraju poglavlja ¢e se dati detaljnije par posebnih
slucaja koji se ¢esto srec¢u i obuhvaéeni su opstim resenjem: sila na potopljenu
konturu, ravanski zadaci i sile od gasova.

3.3.1 Hidrostaticke sile na ravne povrsine

3.3.1.1,, Horizontalna ravna povrsina

Na horizontalnu povrsinu, &iji je ort'? vertikalan (u z praveu) deluje

ukupna sila takode vertikalnog pravca. Na osnovu jednaéina (3.4) i (3.5)

1Ort - jediniéni vektor.
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datih na strani 36, zakljucuje se da je cela povrsina iskljucivo u kontaktu, sa
jednim istim fluidom i da je pritisak duz povrsine konstantan.

Sila je vektor, koji je definisan intenzitetom, pravcem i smerémpkao i
napadnom tackom. Intenzitet sile na horizontalnu ravnu povrsinu jegjednak
proizvodu pritiska i povrsine:

P:/pdA:p/dA:pr (3.19)
A A

gde je iskoriséen uslov da je pritisak konstantan.

Pravac sile je vertikalan, u pravcu z ose. Ako jejpritisak pozitivan,
smer sile je od fluida ka povrsini, a ako je pritisak negativan, smer sile je od
povrsine ka fluidu (fluid “usisava” povrsinu na koju deluje). Mesto delovanja
sile je u teziStu povrsine A.

Primer 3.3.1

Za sud sa slike i dato ¢itanje na manometru, kolika je"ukupna sila na dno?

Manometar na slici’ meri hidrostaticki pritisak u vazduhu. Kako je pyaz =
Const. # f(z), isti pritisak je i na samoj povrsini tecnosti, u tacki B. Na osnovu
pritiska u tacki B, odreduje se pijezometarska kota te¢nosti:

DB 30
I== = —— +5,0=_8,058
pg+ZB 1><9,81+ ’ ’ o

Pritisakmmytacki C', koja se nalazi iznad povrsine na koju se trazi sila, se dobija
preko odrédene pijezometarske kote:

Be =PI — z¢) = 1,0 x 9,81 x (8,058 — 0,0) = 79,05 kPa

pa je ukupna sila na dno suda:

P=pcx A=79,05x 3 x 3="711,45 kN
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Mesto sile je na sredini dna suda, dok je smer od fluida prema konturi, Kag,Sto

je i prikazano na slici.

3.3.1.2 Vertikalna ravna povrsina - jedan fluid

Na vertikalnu ravnu povrsinu, ¢iji je ort u horizontalnomipravcu u ravni
(z,y), deluje ukupna sila koja je horizontalna i koja je u praveu orta. Pritisak
se menja po vertikalnom pravcu u skladu sa osnovnom jednacinom hidrosta-
tike (3.9), tako da se u izrazu za silu:

j /A pdA (3.20)

pritisak p ne moze izvuéi ispred integrala kao u jednacini (3.19).

Slika 3.7: Sila n@ yertikalnu ravnu povrs - intenzitet i mesto sile

Na slici 3.7 je prikagana vertikalna ravna povrsina u ravni (y, z), koja je
u kontaktu sa homogenim nestisljivim fluidom gustine p. Za poznati pritisak
po u tezistu povrsine A, na koti Zp = 0, iz osnovne jednacine hidrostatike
se moze dobiti pijezometarska kota II:

p—O—I—ZO:H = H:p—o
Pg

P9

Nafmestu elementarne povrsi dA vlada pritisak p, koji se moze izraziti u
odnosu, na poznati pritisak u tezistu povrsine po:

PO
png(H—z)ng(E—z> = po — pgz
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gde je polozajna kota z pozitivna za tacke iznad tezista (prikazano na sliéf3.7)
i negativna za tacke ispod tezista.
Sila na elementarnu povrs dA za koju je odreden pritisak p je:

dP = (po — pgz) dA

a, na ukupnu povrsinu A, sila je integral svih sila na elementarne povrsi:

P = /A(po —pgz) dA =poA — pg/A zdA (3.21)
Poslednji sabirak u izrazu (3.21) predstavlja prviamomient povriine!® u
odnosu na teziste i on je nula ([, 2 dA = 0), pa je imtenzitet ukupne sile na
vertikalnu ravnu povrsinu jednak proizvodu pritiska, u tezistu ravne povrsi
A i njene ukupne povrsine:

P =poA (3.22)

Pravac sile je odreden ortom povrsine,.na‘slici 3.7 je to z pravac. Smer
sile zavisi od znaka pritiska na koti tezista®povrsine zp: ako je pritisak
pozitivan, ukupna sila deluje prema powtsini¥obrnuto, ako je pritisak negati-
van, ukupna sila deluje od povrsine ka,fuidu.

Mesto delovanja sile, odnosno kota napadne tacke sile P bi bila u tezistu
povrsine (tacka O na slici 3.7) ako bijpritisak bio konstantan po celoj povrsini.
Pritisak je, medutim, veéi na donjim'delovima povrsine, pa se moze ocekivati
i da je mesto delovanja rezultantelispod tezista. Postavljanjem uslova da je
suma momenata svih elementarnih sila oko teziSne ose Y ista kao i moment
rezultujuce sile, dobija se:

My:PXZR—/

zdP=0 = szR:/z(po—pgz)dA
A A

Pxzp= pO/ ZdA — pg/ 22 dA = —pglyy (3.23)
A A

pa se kota mesta delovanja horizontalne komponente hidrostaticke sile moze
napisati kao:

pglyy
€y = —T

uz usley damje kota tezista zp = 0, pa je i zgr = e,.

(3.24)

BPgfilimoment povrsine, ili staticki moment povrdine oko ose z = k je f ) (z—k)dA =
fA 2 dA& kA. Ako je osa k na koti tezista povrsine A, tada je k = 1/A fA z dA, pa je i
prvi moment povrsine za tu osu nula.
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Slika 3.8: Mesto sile na vertikalnu ravnu‘peves - dva primera

U sredivanju jednacine (3.23) izostavljen je prvi integral [,z dA, jer
on predstavlja staticki moment povrsi u ednosu na teziste i jednak je nuli.
Integral [, 2% dA, u jednacini (3.23), je deugi Moment povrsine'® A u odnosu
na tezisnu osu Y i zamenjen je oznakem.’ Iyy .

Dobijeno rastojanje e, u jednac¢inin3.24) se naziva ekscentricitet i pred-
stavlja orijentisano odstojanje izmedultezista i poloZaja horizontalne kompo-
nente sile. Negativna vrednost znagci da je za pozitivne pritiske, odnosno
pozitivnu silu, mesto sile ispodgtezista (kao na slici 3.7 ili slici 3.8 levo). Za
negativne pritiske dobija se pozitiviia vrednost ekscentriciteta, pa je napadna
tacka sile iznad tezista povrsi (slika 3.8 desno).

Na slican nacin kao $to je) dobijen ekscentricitet zr moze se dobiti i
rastojanje yr ukupne sile (slika, 3.7):

o — _pylyz
v P
gde je Iyz = [, y% dA centrifugalni moment povrsine u odnosu na tezisne
ose y i z. Za povrsine koje su simetricne oko y ili z ose, centrifugalni moment

(3.25)

15 Drugi moment,povrsine se Eesto pogresno naziva i moment inercije. Inercija je osobina
materije dok jepdrugi moment povrSine cisto geometrijska veli¢ina. Naravno, ako se
pretpostavi da\je pesmatrana povrsina jedini¢ne debljine i jedini¢ne gustine, tada su drugi
moment povrsineli moment inercije istih vrednosti.

"Kadasse priyproracunu drugog momenta povrsine, ili momenta inercije, koriste “gotovi”
obrasci iz raznih matematickih priru¢nika, treba voditi racuna za koju osu je dat moment
inercije. Uyproracunu ekscentriciteta je potreban tezisni, sopstveni moment inercije, koji
jelistevremeno i minimalni moment inercije. Ako se u obrascima daje moment inercije za
neku drugu osu Y'Y’ potrebno je odrediti tezisni moment inercije Iyy = Iyrys — AL?,
gde je A povrsina povrsi a L rastojanje od ose Y'Y do tezista, tj. ose YY
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inercije je Iyz = 0 pa je i krak sile yp = 0.

U prilogu C knjige se mogu nadéi izrazi za povrsSinu, polozaj tezista i
drugi moment povrsine, za neke najcesée koriséene oblike povrsinat Ukoliko
se razmatrana povrsina moze podeliti na nekoliko prostijih oblikajgymoguca
je primena principa superpozicije: na svaki od delova se odredi zasebna sila
i nade mesto delovanja te sile, a zatim se vektorski saberu sve tefparalelne
sile u jednu rezultujucu.

3.3.1.3 Vertikalna ravna povrsina - vise fluida

Jednacine (3.22) za intenzitet i (3.24) za ekscentyicitiet sile na vertikalnu
ravnu povrsinu su izvedene pod uslovom da je cela povrsina u kontaktu sa
jednim fluidom konstantne gustine. Ako je povrsina uwkontaktu sa dva ili vise
fluida, ukupna sila P se dobija kao vektorski zbir pejedinih sila P; pri ¢emu
za svaku od sila treba odvojeno odrediti intenzitet, smer i mesto delovanja.

Sve sile P; su istog pravca, pa je intenzitet,ukupne rezultujuce sile jednak
zbiru intenziteta svih pojedinih sila:

P=)"P
i

Polozaj ukupne sile se dobija iz uglovayda je suma momenata svih pojedinih
sila oko jedne tacke isti kao moment ukiipne sile:

_ P x 2 _ P; x (z0itezm)

P P
gde su polozaji pojedinih sild‘Svedeni na isti, nulti referentni sistem.

z

Primer 3.3.2

Na slici levo je prikazan zatvoreni rezervoar sa dva fluida. Za poznatu pijezometarsku
kotu donjeg fluida, odrediti‘tkupnu silu na poklopac.
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gustine pp je tada IIp = 0 m. Pritisak u tacki 3 na kontaktu dva fluida j

ps = ppg(llp — 23) = 1,0 x 9,81(0,0 — 1,0) = —9,81 kPa Q
a pijezometarska kota za fluid gustine p4 je: Q
P —9,81 &

Iy =— =—+1,0=-0,25
A g + 23 0.8 x 9.81 + m \

Mada se u zadatku ne trazi, pritisak u vazduhu iznad flui tine pa je jednak
pritisku u tacki 4:

pa=pagIla — 21) = 0,8 x 9,81(—0,25 — 2,0) = —4T,66/kPa

Usvaja se referentni sistem z = 0 na dnu suda. Pijezometarska koti@d

Ukupna sila na poklopac P se racuna kao zbi e, P, na gornji deo
poklopca povrsine A, koji je u kontaktu sa fluidom e pa 1 P> na donji deo
poklopca povrsine As, koji je u kontaktu sa fluidom gustine pp. Sile se, prema
jednacini (3.22), racunaju na osnovu pritisaka ima 1 pripadajuéih povrsina:

pri = paglla — 271) = 0,8 x 9,81( 4025 — 1,2) = —11,38 kPa

1
P1 = pT1A1 = —11,38 X 51,2
pr2 = ppyg(Ilp —2r2) = 1,0 X

1
P2 pT2A2 = —7,848 X 5 ,6 = 2,83 kN
Negativna vrednost pritiskaggga sila deluje od konture ka fluidu, sto je i
nacrtano na desnom delu slike (zato jed vrednost sile pozitivna, jer se smer poklapa
aydelovanja sila se dobijaju na osnovu proracuna

Iyy = 36 =0,0072 m*
a zatim mesta sila: Q
I 0,8 x 9,81 x 0,0072
71 = zritex=zrm — PATIYY 1,2 — - - =1,214m
0 Py 4.1
pe9lyy 1,0 x 9,81 x 0,0072
= 22 = - =0,8— = 0,825
= < 2T AT ~2.83 "
Zbir s@% daju ukupnu silu na poklopac, intenziteta:
Py =41+283=6,93 kN
S padne tacke:

P1 21+P2 zZ9 o 4,1 X 1,214—|—2,83X0,825 —1.055 m
P - 6,93 -
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U zadatku treba obratiti paznju na sabiranje sila P, i P». Sile su sraéinate
na osnovu negativnih pritisaka, pa su i njihove vrednosti negativne. Kao negativie
vrednosti su uzete i pri prorac¢unu ekscentriciteta. Ali, poSto su na gligi naertane
u svom pravom, negativnom smeru, od konture ka fluidu, u njihovom ‘preracunu
se koristi samo apsolutna vrednost sile (znak (+) ili (—) se odredujé u adnosu na
usvojeni referentni smer, gledajuéi sliku).

3.3.2 Hidrostaticke sile na krive povrsine

Krive povrsine su povrSine nepravilnog oblika, (koje ne leze u jednoj
ravni. Izucavanje hidrostaticke sile na krive povrsine predstavlja opsti slucaj,
iz koga se mogu izvesti i sile na ravne povrsine, prikazane u prethodnom
poglavlju.

Ukupna hidrostaticka sila na krivu povrsinu ima, po pravilu, tri medu-
sobno ortogonalne komponente:

P=P,+P,+P,
Izu¢avanje ukupne sile se svodi na razlaganje sile na z, y i z pravac, na

proracun svake od tri komponenti pogébno (intenzitet, smer, mesto delovanja)
i zatim vektorsko sabiranje u prostornurezultantu.

3.3.2.1 Razdvajanje ukupne, sile na horizontalnu i vertikalnu kom-
ponentu

Slika 3.9% Razdvajanje ukupne hidrostaticke sile na komponente

Posmatra se elementarna povrs dA, koja je sa leve strane u kontaktu sa
fldidom, gustine p, a sa desne strane sa vazduhom, slika 3.9. Povrs dA je
preizvoljnog oblika i polozaja u prostoru. Elementarna sila na povrs dA je
dP =p dA gde je p pritisak koji je funkcija vertikalne koordinate p = f(z).
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Za ugao « izmedu elementarne povrsi dA i njene projekcije na horizontalnu
ravan z (ravan ¢ija je normala z osa) (slika 3.9, desno), moze se napiati:

dA, dA,
cosa =

dA dA
dok je izmedu elementarne sile dP na povrs dA i njene projekcijesna pravce
x iz ugao G:
dP, 3 dP,
cos B =

dpr dP

Na osnovu sli¢nosti trouglova, sledi da su uglovi ofi Bjjednaki, pa se moze
napisati:

sino =

sinfg =

AP, dA, ar
o S dR = A =pdd, (3.26)
dP.  dA. ar

d
gde je odnos — zamenjen pritiskonip natmestu dA. Iz jednacine (3.26)

ili (3.27) sledi da je horizontalna (ili vertikalna) komponenta ukupne hidrosta-
ticke sile dP, (ili dP,) na elementarnu povrs dA jednaka proizvodu pritiska
p i projekcije elementarne povrsi najyvertikalnu (ili horizontalnu) ravan dA,
(ili dA,). Pritisak p iz jeddagine (3.26) (ili (3.27)) je pritisak na mestu
elementarne povréi dA a ne njéne projekcije!® dA, (ili dA.).

U jednacini (3.26) i (3.27) proizvod pritiska p i projekcije elementarne
povrsi dA, (i dA,) predstavlja, u stvari, ukupnu silu na tu projekciju, pa se
moze napisati:

dP, na povrs dA4 /=¥ pdA, = dP na povrs dA, (3.28)
dP, na povr§/dA ,= pdA, =dP na povrs dA, (3.29)

Prora¢un komponenti ukupne sile na elementarnu povrs se, prema pre-
thodnoj jednadini, prakti¢no svodi na prora¢un ukupne hidrostaticke sile d P
na ravne vertikalme (d A, ) i horizontalne (dA,) projekcije te krive elementarne
povrsi. Nazavnoysve §to je napisano za horizontalnu komponentu u x pravcu,

vazi i za drugu’horizontalnu projekciju u y pravcu, koja je upravna na ravan
slike 3.91

18Kod herizontalne projekcije ovaj uslov je uvek ispunjen ukoliko se ravan projektovanja
nalazi‘mistom fluidu, jer su iste kote elementarne povrsi i njene projekcije. Za vertikalnu
projekciju ovo nije slucaj, pa treba voditi racuna da se gleda pritisak kod povrsi a ne kod
projekcije povrsi.
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3.3.2.2 Vertikalna komponenta hidrostaticke sile

Slika 3.10: Vertikalna komponentathidrostaticke sile

Na osnovu jednacine (3.27) i slike 3.10gwertikalna komponenta ukupne
hidrostaticke sile na elementarnu povrs d4, je:

dP, =pdA, = pg% dA, = pgd¥

gde je s dA, elementarna zapremina koja se moze smestiti izmedu dA i

njene projekcije na pijezometarsku ravan dA,.
Integracijom, odnosno sumiranjem svih sila dP, po celoj povrsini A,
dobija se ukupna vertikalnafkemponenta hidrostaticke sile:

P, = pg¥ (3.30)

U jednacini (3.30) préizvod pg¥ predstavlja tezinu fluida zapremine ¥
Dakle, intenzitet vertikalne komponente hidrostaticke sile, kojom fluid deluje
na povrsi A, jedn@k jé tezini fluida koji se moze'® smestiti u zapreminu
izmedu povrsi A i njene projekcije na ravan pijezometarske kote Ay.

Pravac silefje Vertikalan a smer sile zavisi od znaka pritiska u fluidu uz
granicu A: akojefp > 0 sila deluje od fluida ka povrsi (kao i na slici 3.10) i
obrnuto, ako jep< 0 sila deluje ka fluidu. Mesto sile je odredeno koordinata-
ma (x, y)tezista zapremine ¥, pomocu koje se racuna sila: sila deluje vertikal-
no na pevrsinu A u pravcu tezista zapremine ¥

Yiao stofe prikazano na slici 3.10, u prostoru izmedu povrsi na koju trazimo vertikalnu
kempoénentu sile i projekcije te povrsi na Il-ravan nije obavezno da se nalazi fluid p, tu
moze biti vazduh, drugi fluid ili vise drugih fluida. Intenzitet sile se, po definiciji, racuna
kao da je ceo prostor ispunjen fluidom gustine p.
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Slika 3.11: Primeri odredivanja vertikalne komponente hidrostaticke sile

Na slici 3.11 su data ¢etirimoguca slucaja odnosa povrsine A i pijezome-
tarske ravni II kao i strame sa koje se nalazi fluid. U prva dva slucaja (1 i
2), pritisci u fluidu su pezitivni i sila deluje od fluida ka povrsini. U druga
dva slucaja (3 i 4)§ poyrsina A se nalazi iznad pijezometarske ravni pa su
i pritisci u fluidu uz pevrsinu negativni, a sila deluje od povrsine ka fluidu.
Na osnovu dat@gPprimera se moze zakljuciti da smer “na gore” ili “na dole”
nije povezan sapzmakom pritiska (u primerima 1 i 2 sila deluje jednom na
gore a drugi put, na dole, a isto je i u primerima 3 i 4), te ga ne treba ni
koristiti ufodredivanju smera sile.

Svojevrstan “recept” za odredivanje vertikalne komponente hidrostaticke
sile je prikazan na slici 3.12:

1. Uocavanje povrsine: Prvikorak je jasno definisanje povrsine A, konture
na koju se trazi sila. Na slici 3.12 je to polovina cilindra, nacrtana
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Slika 3.12: Postupak za odredivanjeyvertikalne sile

debljom linijom.

2. Podela prema fluidima: Potrebno jéhzadovoljiti uslov da je gustina
fluida uz konturu p = Const. AkoJeyvise od jednog fluida u kontaktu
sa povrSinom A, treba povrsinu padeliti na delove, A1, Ao, ....

3. Podela prema pritiscima: Izradunati pijezometarske kote (odnosno pije-
zometarske ravni) za svaki odfluida. Ukoliko i-ta pijezometarska ravan
preseca i-tu povrsinu (ha sliei’3.12 je to slucaj sa Aj), podeliti tu
povrsinu na delove sa pritiseima p > 0 i sa pritiscima p < 0.

4. Podela prema projekéijizy, Proveriti jednozna¢nost projekcije svake od
povrsina na odgovarajuéu pijezometarsku ravan. Povrsina A; s (na
slici 3.12), kada se projektuje na ravan Iy, daje istu projekciju za
donji i gornji déo/pevrsine. Neophodno je povrsinu A2 podeliti na
dve manje poyisiney A, o 1 1 A 22, kako bi projekcija bila jednoznacna.

5. Proracun svih kemponenti sila: Za svaku od povrsina srac¢unati vertikal-
nu silu:

(a) Odgediti zapreminu ¥; izmedu povrsine i njene projekcije na odgo-
varajucu II; ravan. Intenzitet sile je P, ; ; = p;gV;

(b)“Qdrediti smer sile prema znaku pritiska, ka povrsini za p > 0 ili
od povrsine za p < 0.

(c)” Odrediti teziste zapremine ¥;, njegovo udaljenje od x i y referentnih
osa (z koordinata nam ne trebal). Polozaj sile je u pravcu tezista,
dok sila deluje na samu povrsinu.
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6. Sabiranje svih kolinearnih komponenti sila: Komponente sila se sabira-
ju kao paralelne sile. Rezultanta je jednaka zbiru intenziteta silayistog
smera i razlici sila suprotnog smera, a mesto se dobija na esnévanzbira
momenata oko neke tacke. Moment svih komponenti sila moraybiti isti
kao i moment rezultante.

Za proracun vertikalne komponente hidrostaticke sile petrebno je odrediti
zapreminu tela koje se dobija projekcijom krive povrsine na pijezometarsku
ravan. U prilogu C su date zapremine i polozaj tezista mekih jednostavnijih
tela. Zapremine slozenih tela se dobijaju kombinacijom,(s@biranjem i oduzi-
manjem) zapremina datih, osnovnih tela.

Primer 3.3.3

U rezervoaru oblika horizontalnog
cilindra sa kupom na kraju, do
polovine dubine se nalazi fluid gustine
p = 1 kg/dm3. Iznad fluida
se nalazi vazduh. Ako je pijezo-
metarska kota fluida na koti donje
izvodnice cilindra, kao na slici, kolika
je vertikalna komponenta sile od fluida
na donju polovinu kupe?  Donji deg
kupe je u kontaktu sa samo jednim
fluidom, a pritisak je svuda manjited
nule. Projekcija donjeg dela kupe
na pijezometarsku ravan dajedrougao,
osnovice 2,0 m i visine 1,5 m.

Na slici je prikazan pojacano
donji deo kupe i #mjegova
projekcija, trougao u “IT ravni.
Intenzitet vertikalne gile je,jednak
zapremini izmedu kupeli njene
projekcije, pomnozenoj sa pg:

P, = pg¥

Slozena gapremina se moze
odrediti kae razlika zapremina
trostrané@prizine ¥; i polovine
kupe ¥%:

1 1 1 202
V=¥ ¥ = 5 x2x15x 1,0~ 7 x 3 x 07

3 x 1,5 =0,7146 m?
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pa je intenzitet vertikalne sile:
P, =1,0x9,81x0,7146 = 7,01 kN

Pritisak u fluidu uz povrsinu je negativan, tako da je smer sile od kontureprema
fluidu, odnosno, na gore. Polozaj sile je u pravcu tezista slozene zaprgmiiie 1 racuna
se iz sume momenata oko tacke A. TeziSte prizme u x pravcu u odpos@na tacku A
jex; =1/3x1,5=0,5m a teziste kupe je xo = 1/4 x 1,5 = 0,375.m pa je polozaj
ukupne vertikalne sile:

1V —xo¥e 0,5 x 1,5 —0,375 x 0,7854

e ¥ 0,7146 =063 g

3.3.2.3 Horizontalne komponente hidrostaticke sile

Postoje dve horizontalne komponente ukupne hidrostaticke sile, u pravcu
z i y koordinatnih osa. U poglavlju 3.3.20, Razdvajanje ukupne sile na
horizontalnu i vertikalnu komponentu, nalslici 3.9, prikazana je samo =z
komponenta, ali sve §to je napisano o razdvajanju ukupne sile na komponente,
kao i izvedena jednacina (3.28), moze se primeniti i na drugi pravac. Takode,
i tekst u nastavku ¢e se uglavnom bavitiyaz, komponentom, a sve isto ¢e vaziti
i za y komponentu sile.

Komponenta ukupne sile u x praveu je dP, = p dA,. Prema jednacinama
(3.26) i (3.28), ona je jednaka 4ikupnoj sili dP na povrs dA4,. Sumiranjem
svih sila dP, po povrsi dA, dobija se:

P, =/ pdA,
Ay

Integral je ve¢ vidémpu poglavlju 3.3.1.2, Vertikalna ravna povrsina -
jedan fluid, gde je odredivana ukupna sila na vertikalnu ravnu povrsinu.
Shodno jednacinama ody(3.20) do (3.22), moze se odmah napisati da je sila
P, jednaka:

P, = polA; = P na povrsinu 4, (3.31)

odnosno, da jelintenzitet horizontalne komponente ukupne hidrostaticke sile
na bilo kgjutavan A jednak ukupnoj sili na vertikalnu projekciju te ravni
A,. Pritisakypo je pritisak na koti tezista projekcije A, i, ako je pozitivan,
onda je pravac sile ka konturi. Mesto sile je izvan teziSta za ekscentricitet
efdatgjednacinom (3.24).

Nagin proracuna sile je slican kao i kod vertikalne komponente. Potrebno
je prvo razdeliti krivu povrSinu A prema fluidima, a zatim svaku od tih
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Slika 3.13:

Horizontalna komponenta sile P,:
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deo Sine ima istu

projekciju ali je smer sile suprotan, pa se te dve sﬂQtavaJu

povrsina projektovati na vertikalnu ravan, vod

na o jednoznacnosti

projekcije. Cest je slu¢aj da su projekcije iste, a smer sile suprotan, pa se

sile na taj deo ponistavaju (slika 3.13, sile P
, sm

odrediti intenzitet sile (prema (3.31))
vektorski sabrati kolinearne sile 1 naci

Primer 3.3.4

U cilindri¢nom rezervoaru iz prethodno

sile na donju polovinu kupe? :

Donji deo kupe je u kontaktu s’
samo jednim fluidom. PrOJekc
dela kupe na vertikalnu x rav
je polukrug, precnika D = 2,

povrsine:
7TD2
A, =
Za proracun sile n je
pritisak na koti tezita kruga.

obi¢no nalazi
prikazano i

U tablicama
podatak hAp ka

u izdvojenom ke
hT A0 goam
P Zléta:
D
r7=——hr=10-0,424 = 0,576 m

2

svaku od povrsina treba
sto (prema (3.24), a zatim
lovanja rezultatnte P.

ra, kolika je horizontalna komponenta
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Pritisak na mestu tezista je:
pr = pg(Il — zp) = 1,0 x 9,81(0,0 — 0,576) = —5,65 kPa
a intenzitet sile na polukrug, odnosno horizontalna komponenta sile na_pelukupu:
P, =prA, = —5,65x 1,571 = —8,88 kN

Sila je negativna, pa deluje od konture ka fluidu. Sila“jeyza_ekscentricitet
pomerena u odnosu na teziste:

__rglyy
Py

z

gde je Iyy drugi moment povrsine u odnosu na teziSmmosuy Kod polukruga se
u tablicama standardno daje podatak za drugi monient povrsine u odnosu na osu
(y,y) koja prolazi kroz precnik (kao na izdvojenom delu slike):

D4 T x 24
Iy, = — = =0,393
YU 198 128 '

tako da je drugi moment povrsine svesti maytezisnu osu (Y, Y):
Iyy = I, — h2A, = 0,393 — 0,428% 1,571 = 0,1106 m*
Ekscentricitet sile e, je:

1,0 x 9,81 x 0,1106
_ ) ) ) - 122
8,88 wp122m

€, =

pa je mesto sile P, na koti:

Zp = 21 + e, = 0,576 + 0,122 = 0,698 m

3.3.2.4 Sabiranje vertikalne i horizontalnih komponenti hidrosta-
ticke sile

U najveGempbroju slucajeva, hidrostaticke sile na konturu se koriste za
staticko dimenzionisanje preseka ili konstrukcije. Izra¢unate komponente
ukupne sile;WP,, P, i P,, se mogu direktno redukovati na odredeni presek i
dobiti momeént, normalna sila i transverzalna sila.

Kod, stmetricnih tela, dve komponente ukupne sile leZe u ravni simetrije
(trééa komponenta sile ne mora biti nula) i one se mogu vektorski sabrati
u jednu rezultantu. U prethodna dva primera sa cilindri¢nim rezervoarom
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i polukupom, ravan y je ravan simetrije, pa se komponente P, i P, ‘megu
sabrati u rezultantu intenziteta:

P=\/P?+P2= /8882 +7,012=113kN

koja je pod uglom « u odnosu na z osu:

P,
o= arctanﬁz = arctan@ = 38,3°

Slika 3.14: Kod slozene nesimietriécne povrsine nijedan par komponeti sila
((Py, Py) ili (Py, Py) ili (P, P£)) ne&lezi u istoj ravni

U opstem slucaju, medutim, komponente ukupne hidrostaticke sile ne
leze w istoj ravni, odnosnoggme susticu se u jednoj zajednickoj tacki, tako
da i ne postoji jedna rezultujuca ukupna sila. Kao primer, na slici 3.14,
data je nesimetri¢na (povrsina, sastavljena od trouglova ABD i BDC. Na
slici su nacrtane pr@jekeije povrsine na z i y ravan (pravougli trouglovi A,
i Ay), pomocu kojih 'sé racunaju horizontalne komponente P, i P, ukupne
sile. Nacrtana je i projekcija na pijezometarsku ravan (trapez Ar) dok su
u uglu slike date (Wwmanjeno i razdvojeno) zapremine tela izmedu povrsine i
projekcije A, potrebne za proracun vertikalne komponente P, ukupne sile.
Sa slike seqvidi da tri komponente ukupne sile nemaju ni jednu zajednicku
presecnu4acku, tako da nije mogudée njihovo vektorsko sabiranje.

3.3:3 " (Hidrostaticka sila potiska

Na sva tela koja su delimi¢no ili potpuno potopljena u fluid deluje verti-
kalna sila, koja se ¢esto naziva i sila potiska. Intenzitet, smer i mesto
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delovanja sile potiska se racunaju prema nacelima iznetim u poglavlju 3¢3:2.2,
Vertikalna komponenta hidrostaticke sile. Na telo, medutim, ne delujeyhori-
zontalna sila, pa je vertikalna komponenta istovremeno i ukupna hidrostaticka
sila.

Slika 3.15: Sila na zatyerenu konturu

Na slici 3.15 je prikazano ¢vrsto telgmepravilnog oblika potpuno potoplje-
no u fluid gustine p;. Horizontalnagkemponenta ukupne hidrostaticke sile
je nula: leva i desna strana projekcije tela su istovetne, pa su leva i desna
komponenta horizontalne sile istogintenziteta, ali suprotnih smerova, pa se
ponistavaju.

Vertikalna komponenta sile ima dva dela: zbog uslova o jednozna¢noj
projekciji zatvorene konture telayna Il ravan, sila na gornji deo povrsine je
P.c = prgV¥a i deluje na dole, dok je sila na donji deo P.p = prg¥p =
pr 9 (VreLa +V¢) i deluje na'gere. Sumiranjem te dve sile, dobija se ukupna
sila potiska sa smeromgma gore:

P, =P.p — Pic =prg(¥rera +¥a) — pr9¥e = prg¥rera  (3.32)

Dobijena sila potiska je jednaka tezZini fluida iste zapremine kao Sto je
i zapremina potepljenog dela tela, odnosno, sila potiska je jednaka teZini
istisnutog fluidle. JJednacina (3.32) je poznata i kao Arhimedov?® zakon.
Mesto delovamja. sile potiska je u tezistu istisnute zapremine ¥rgr,a .

20 Archimedes (287 - 212 pre nove ere) roden u Sirakuzi (Sicilija), najveéi anticki
matematicar, fizicar, astronom i inzenjer. Studirao je u Aleksandriji a ucitelj mu je bio
Euklid. { Od oca je nasledio ljubav prema astronomiji. Konstruisao je planetarijum na
vodeni pogen kao i zavojnu pumpu (mada se veruje da je u primitivnijem obliku pumpa
postojalaijos u Egiptu). Izucavao je silu, polugu (Dajte mi oslonac, pomeriéu Zemlju!),
silu potigka i stabilnost tela. Uspostavio je ¢uveni Arhimedov zakon, po kome se tezina
potopljenog tela umanjuje za tezinu tecnosti koje to telo potapanjem istisne.
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Na potopljeno telo deluju ukupno dve sile, sopstvena tezina i sila potiska
P,. Iz uslova o mirovanju potopljenih tela, sledi da sile teZine i‘potiska
moraju biti iste po intenzitetu. U suprotnom, telo bi ili tonulo (vééa sila
tezine) ili bi isplivalo na povrsinu (veca sila potiska).

Kao i kod vertikalde kemponente
hidrostaticke sile, ipkod sile potiska se
racuna zapremina fluidafdo pijezome-
tarske kote, bez @bzira da li se u tom
prostoru zaista.nalazi taj fluid. Na

Slika 3.16: Sila potiska je nekada slici 3.16 je prikazan “trik”, kako tegka
znatno veCa od tezine prisutnog teleskopska égledala postaju “laka kao
fluida perce”. Ake selizmedu podloge i ogle-
dala stavi veoma tanak sloj zive, formirace se sila potiska koja je jednaka
Srafiranoj zapremini pomnozenoj sa specificnomitezinom zive. Ta sila potiska
¢e se uravnoteziti sa sopstvenom tezinom “@gledala, tako da ¢e ogledalo
“plivati” u zivi. Medutim stvarna tezina Zive, koja se nalazi u podlozi,
je znatno manja od ostvarene sile potiska.

Primer 3.3.5

Na slici je prikazan areometar za merénje gustine
tecnosti.  Ukupna masa areometra,je M =
150 gr i bazdaren je pomodu te€mosti gustine
pp = 1,0 kg/dm3. U tecnosti népoznate gustine

p areometar je potonuo za Ah“E 2 cm vise
nego u tecnosti pp. Kolikaje gustina nepoznate
tecnosti?

Na areometar u ravmotezi deluju dve sile:
sopstvena tezina G = Mg/isila potiska P, = pgV,
gde je ¥ zapremina ghog dela areometra koji je
unutar tecnosti gustine p." Prilikom bazdarenja,
vazila je jednacina:

pBgVB = ]Wg

a u nepoznato] tecnosti vazi:

pg(Pit A¥p) = Mg

gde je A¥p = Ah x d?7/4 dodatna zapremina usled veée potopljenosti areometra.
Ako,seizjednace dve prethodne jednacine, dobija se:

d?r
pg(Vp + AhT) = pB9¥B



3.3. HIDROSTATICKE SILE NA CVRSTE GRANICNE POVRSINE 69

odakle se dobija nepoznata gustina:

V

- B
P = pBViB T AV,

Zapreminu areometra u trenutku bazdarenja, ¥5 mozemo dobiti iz prve jednaci-
ne, znajuéi ukupnu masu areometra M:

Mg M 01
vp = Mo M 0I5 5 g
pg pp 10

pa je trazena gustina:

10 0,15

= 0,997 kg /dm®
0,15+ 0,2 % 0,0527/4 g/dm

Sila potiska, definisana jedna¢inom (3.32)yvazi za bilo koji fluid, kako za
tec¢nosti, tako i za gasove. Kod tela koja giidelimi¢no potopljena u tecnost,
na gornji deo, koji je u vazduhu i koji imazapreminu ¥, deluje i sila potiska
od vazduha P, = pya,g¥g. Dakle, u prethodnom primeru je trebalo uzeti u
obzir i silu potiska na deo areometrd iznad tecnosti:

d’n
Pz,vaz = pvanghvaz

pa bi jednacina ravnoteze sila‘glasila:

2 2
pg(VB + Ah%) + pvazg%hvaz = Mg

Naravno, sila potiska,od vazduha je veoma mala i uzima se u obzir samo
kod preciznih pro@éun@?'. Kod veéine inzenjerskih primena, sila potiska
usled vazduha, se zanemaruje.

Mesto deloyanja sile potiska je u tezistu potopljene zapremine (tacka B
u prethodnom"“peimeru), dok sila tezine deluje u tezistu mase tela (tacka
A). Kod homegenih tela, te dve tacke se poklapaju, dok kod nehomogenih
tela teziSte mase moze biti iznad ili ispod tezista zapremine. Kao rezultat
razli¢itih,mesta delovanja sila, kod potopljenih tela treba analiziratii stabil-
nost: ako s€ telo zarotira za neki ugao 6, da li nastali spreg sila potiska i
tezinggdeluje tako da telo vra¢a u prethodni polozaj (stabilna ravnoteza)
ili'tezi /da poveca ugao 6 (nestabilna ili labilna ravnoteza). Mogué je i
slucaj da je rezultujuéi moment sprega sila nula, pa telo ostaje u novom
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Slika 3.17: Stabilnost broda

polozaju (neutralna ravnoteza). Kod potpuno poteplyenih tela vazi pravilo
da je ravnoteZa stabilna ako je tacka potiska iznadytezista mase tela.

Kod tela koja su delimi¢no potopljena u_ fluid (tela koja plove), uslov
za stabilnu ravnotezu nije uvek tako ostar kaépkod potopljenih tela. Na
slici 3.17, prikazan je poprec¢ni presek kroz trup camca. Prema uslovu za
potopljena tela, ¢amac se nalazi u stapju labilne ravnoteze, jer je tacka
potiska B ispod tezista mase A. Kadayse, medutim, ¢amac nagne za ugao 6,
menja se i zapremina koja daje silu potaskaf{osencena povrsina na slici), pa se
i centar te zapremine, odnosno tacka, potigka (B'), pomera??. Ako vertikalna
linija, povucena kroz novi centar zapremine, preseca osu  definisanu tackama
BA utacki M iznad tezista Agsprégsila sa krakom x ée teziti da vrati camac
u prethodni polozaj. Tacka M seéwove metacentar, a rastojanje AM visina
metacentra®3. Za ploveca telaymoze se definisati pravilo da su u stabilnoj
ravnotezi ako je metacentalr iznad tezista mase tela.

3.3.4 Ravanski zadaci

U praksi se ¢est@ racuna hidrostaticka sila na povrsinu, ¢ija je vertikalna
ili horizontalna projekéija pravougaonik. To je slucaj sa raznim ustavama,

21U metrologijigprifedredivanju gustina fluida sa tacnodéu na 4-toj decimali, neophodno
je uvesti i silu potiska/od vazduha u ra¢un. Takode, uticaj vazduha se uzima u obzir i kod
merenja mase &vrstih tela na vagi, jer se u stvari meri tezina tela umanjena za silu potiska
od vazduha! A gustina vazduha nije konstantna, veé zavisi od temperature i vlaznosti.

22Pretpostavljahse da se naginjanjem broda ne pomera teziste mase. U realnim uslovima
se, medutim, dogada da se naginjanjem broda nepri¢vrSéen teret pomeri, $to izaziva
pomeranje tezista i ugrozavanje stabilnosti. Poznati su, na zalost, i sluc¢ajevi prevrtanja
broda, kadafsu se usled manjeg naginjanja svi putnici mahinalno premestili na spustenu
strand broda, ¢ime su doveli brod u opasno stanje labilne ravnoteze.

#30d visine metacentra zavisi stabilnost broda. Uobi¢ajena vrednost visine metacentra
za jedrilice je 1,0 do 1,4 m, za ratne brodove 0,8 do 1,2 m a za putnicke svega 0,3 do 0,7 m.
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velikim segmentnim zatvarac¢ima na prelivima, sa zidom obaloutvrde i sliéno.
Proracun sile se tada obi¢no radi samo za jediniénu Sirinu, za Sirinu Konture
od 1 m. Kako je raspored pritisaka po Sirini pravougaonika isti, ufstatickoj
analizi se kasnije izracunata sila po jedinici Sirine mnozi sa stvarnompgirinom
konture.

Slika 3.18: Konture kod kojih se i vertikalna 1‘Horizontalna komponenta sile
mogu raditi po nacelima za ravanske zadatke¥(levi deo slike) i kontura kod
koje se samo horizontalna komponenta.moze raditi po nacelu za ravanske
zadatke (desni deo slike)

Naslici 3.18 sa leve strane je prikazana kriva kontura A, sa odgovarajutom
vertikalnom projekcijom A, igvetrtikalnim presecima sa y ravni. U slucaju
kad su svi preseci medusobno“isti, kao $to je to prikazano na slici, vertikalna i
horizontalna projekcija konture su pravougaonici. Horizontalna i vertikalna
komponenta ukupne hidrostati¢ke sile se tada mogu odrediti po nacelima za
ravanske zadatke, pri ¢emu se sila ra¢una za jedini¢nu Sirinu konture.

Pored slucaja gde'su svi vertikalni preseci medusobno isti, ¢esto se sre¢u
konture kod kojih Su uyjednom pravcu vertikalni preseci razliciti, ali je u
drugom ortogonalnom pravcu vertikalna projekcija pravougaonik (slika 3.18,
kontura sa desmegstrane). Nacelo za ravanske zadatke tada vaZi samo za
horizontalnu kemponentu sile.

Treéi slucajypda se samo vertikalna komponenta sile radi po nacelu za
ravanske zadatke, nije mogué. Za vertikalnu komponentu nije dovoljan uslov
da horigentalna projekcija bude pravougaonik, veé se trazi da svi vertikalni
preseci u jednom pravcu budu medusobno isti. Taj uslov automatski znaéi i
da je wertikalna projekcija u drugom ortogonalnom pravcu pravougaonik, od-
nosno, i da se horizontalna komponenta moze ra¢unati po nacelu za ravanske
zadatake.
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3.3.4.1 Horizontalna komponenta sile

Slika, 3.19: Prora¢un horizontalne komponente hidrostaticke sile kod
ravanskog zadatka

Iz uslova da je vertikalna projekéija, povrsine pravougaonik, sledi da je
u svakom vertikalnom preseku raspored pritisaka isti. Dijagram opterecenja
p = f(z) nacrtan u nekoj, usvojenoj razmeri za pritiske, vazi za bilo koji

presek. Moguce je, takode, naertati i dijagram visine pritiska P f(2)
Py
(slika 3.19), koji i na apscisi i'ma,ordinati ima dimenziju duzine. Dijagram je
prava linija, na mestu Il kéteima vrednost nula, jer je P =1 (iz
Py
uslova za osnovnu jednacinu hidrostatike (3.11)) i nagib pod —45% (ili 1:1,
koji sledi iz Lo z)
g

Za pravougaonik \d4,, elementarne visine d, i Sirine L, horizontalna
komponenta sile usled‘pritiska p je:

de:pdAx:pLdz:%ngdz:ngsz

gde je d@y, = P 42 clementarna povrsina na dijagramu visine pritiska

(srafirang'ma dijagramu, na slici 3.19), pa je intenzitet horizontalne kompo-
nente sile:

P, = ng/ dQ, = pgLQ, (3.33)
Qz
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Sa 2, je oznaCena povrSina dela dijagrama visine pritiska u pravcu
konture na koju se trazi sila, samo u delu gde se nalazi fluid p. Povr8inaf},
je ili trougao ili trapez, kao §to je to prikazano na slici 3.19. Mestolsile je
na visini tezista povrsine €2,, a smer sile zavisi od znaka pritiska‘nasmestu
teziSta povrsine €.

Kao sto je ve¢ napomenuto u uvodu poglavlja 3.3.4, Ravamsk: zadaci,
jednacina (3.33) se Cesto piSe uz izostavljanje Sirine pravougaonika L. Sila
koja se dobije ima dimenziju [N/m] i zove se sila po jedimie: Sirine. U
kona¢nom dimenzionisanju, tu silu je potrebno pomnoziti sa stvarnom Siri-
nom Kkonture.

Slika 3.20: Primer ravanskoggzadatka - horizontalna sila na bo¢ni poklopac
kvadratnog preseka, sa dvagdiuida

U slucaju kada je konturawgkontaktu sa vise fluida (slika 3.20), potrebno
je konturu podeliti na#iSedelova (na slici 21 1 23). Dijagram visine pritiska
se crta prvo za gornji fluid, p;, od pijezometarske kote II; (kota povrsine
tecnosti 1), do kotétacke B, pod nagibom 1:1. Ispod tacke B se nalazi drugi
fluid, sa svojim dijagramom visine pritiska i svojom apscisnom osom. Deo od
pijezometarskedkote 115, do kote tactke B, nacrtan je isprekidano, jer je samo
pomo¢ u crtanjwdijagrama, a zaista se koristi samo deo dijagrama ispod kote
tacke B, u delugde je fluid ps u kontaktu sa konturom. Povrsine 21 i 29 su
mnoZenjem tih povrsina sa odgovarajuéim p;g. Ukupna horizontalna kompo-
nenta je vektorski zbir dve sra¢unate sile.

Nagli“skok dijagrama visine pritiska na koti tacke B, nije diskontinuitet
pritiska, veé je rezultat promene gustine sa kojom se deli pritisak, pri ¢emu
razmera na apscisnoj osi ostaje i dalje ista, u metrima. Na gornjem delu
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dijagrama pritisak u tacki B se deli sa manjom gustinom pi, a na démjem
delu dijagarama, isti pritisak u tacki B se deli sa veCom gustinom, pan>/p1
(guséi fluid je uvek ispod redeg).

Na istoj slici 3.20, sa desne strane, nacrtan je i dijagram pritisaka, u
prikladnoj razmeri za pritiske, gde se jasno vidi da nema ndgle goromene
pritiska u tacki B. Mada se za proracun horizontalne sile mozerkoristiti i
dijagram pritisaka, prednost koriSéenja dijagrama visine pritiska,je u fiksnoj
razmeri dijagrama: koliko je tacka ispod II kote, tolika jé' ifmednost visine
pritiska u toj tacki.

Kod reSavanja slozenijih ravanskih zadataka, sa vige fluida, treba postova-
ti sledeéu proceduru:

1. Proveriti da li je zadatak ravanski: Vertikalna‘projekcija konture treba
da bude pravougaonik. Ako jeste, zadatak semmeze resavati kao ravanski.

2. Odrediti pijezometarske kote: Za sve fluide p; koji su u kontaktu sa
povrsi treba odrediti pijezometarske Kotedl;.

3. Nacrtati dijagram visine pritiska: Zasvaki od fluida p;, od odgovarajuce
pijezometarske kote nacrtati dijagram visine pritiska pod nagibom 1:1.
Dijagram vazi samo u onom deliingde je odgovarajuéi fluid u kontaktu
sa povrsinom na koju trazimosilu.

4. Oznaéiti pripadajuce pourdime: )Na, dijagramu visine pritiska oznaciti
Q,; 1 ucrtati smerove sila:‘pezitivna ka povrsi a negativna od povrsi.

5. Odrediti intenzitete i amest@ svih komponenti sila: Intenzitet svake od
sila je Pp; = p;ig§l4L. Treba odmah izracunati i mesto sile, na koti
tezista odgovarajuce povasie (), ;.

6. Sabrati sve kompopente sila: Sve P, ; sabrati kao paralelne sile u jednu
rezultantu P4 Nati i mesto (kotu) rezultante.

Primer 3.3.6

Na bo¢noj stranigirezervoara (slika 3.20) se nalazi ustava kvadratnog oblika. Gustine
fluida su p; =04E5 kg/dm? i po = 0,9 kg/dm3. Kolika je horizontalna sila na ustavu?
Pijezometarska kota fluida 1 je na povrsini fluida jer je u toj tacki pritisak
pa = 0. Pritisak u tacki B je:
pp/=pig(Il; —zp) = 0,75 x 9,81(1,7— 0,9) = 5,89 kPa
pa jepijezometarska kota drugog fluida:
DB 5,89

H = — = — :1
2 p2g+zB 0,9><9,81+0’9 ,067 m
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Dijagram visine pritiska je ve¢ nacrtan na slici 3.20. Ustava je u kontaktu sa
oba fluida, pa je potrebno ukupnu horizontalnu silu podeliti na dva dela, ndysi d

prvog fluida P, ; i od drugog fluida P, ». Pripradajuce povrsine na di'a@

1
O = 05x03+ 50,32 =0,195 m? Q

1
Qy = 5(0,967 +0,667) x 0,3 = 0,2451 m?

povrsina trapeza stranica a = 1,567 — 0,6 = 0,967 mib=1, 0,9 = 0,667 m.
Horizontalne komponente sila na ustavu Sirine L = 0,6

gde je 1 sracunato kao zbir povrsina pravougaonika i trouglz& irektno kao

Pei = p1g L =0,75x9,81 x 0,195 x 0,6 =

Pro = pagQaL = 0,9 x 9,81 x 0,2451 x 0,6#
Mesto komponenti je u tezistu pripadajué¢ih povrsina ). Za prvu povrsinu,

odredenu kao slozenu povrsinu sastavljenu od p ugaonika i trougla, teziste je
udaljeno od donje ivice:

1 1,
0503 503+ 50,3

1
_0,
138
0,195 % oo

To, =
odnosno, kota tezista je z; = 0,9+ 0,1 38 m.
Druga povrsina je odredena kao pevrSina trapeza (prilog C) pa i teziSte moze
da se odmah odredi koristeci go@v ce (voditi racuna da se ne zamene duza i
kraca strana trapeza):
h 26 0,3
o, = 22t _ 0 = 0,141

3a+b 3
pa je kota tezista zo = 0,6 4 0,
Intenzitet ukupne rezultujuce horizontalne sile je jednak zbiru dve komponente:
P, =0,861+ 1,298 = 2| , a sila se nalazi na koti:
0,861 x 1 1,298 x 0,741
o 59

3.3.4.2 Ina komponenta sile
Ko skih zadataka, horizontalna projekcija elementarne povrsine

dA je gaonik, Sirine dz i visine L (slika 3.21). Sila na elementarnu

p@ moze izracunati kao:
, =pdA, =p Ldx = ﬂngdw:ngdQZ
Py

= 0,86 m
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gdejedQ), = Ry povrsina izmedu vertikalnog preseka sa y ravni elenmientar-

ne povrsi i njene projekcije na pijezometarsku ravan. Intenzitet vertikalne
sile je suma svih elementarnih sila:

P, = ng/sz = pgLQ, (3.34)

U prethodnoj jednacini €2, je po-
vrsina izmeduyvertikalnog preseka
sa y ravni kenture A i njene projekci-
je na pijezometarsku ravan. Mesto
delovanjapsile je u pravcu tezista
povrsine €2, a smer sile je ka konturi
ako supritisci pozitivnii od konture
ako sugpritisci negativni.

Proracun vertikalne komponente
hidrostaticke sile, kod ravanskih za-
dataka, ne razlikuje se mnogo od
zadataka koji nisu ravanski (obrade-
ni u poglavlju 3.3.2.2 Vertikalna kom-
ponenta hidrostaticke sile). Ravanski
zadaci su utoliko jednostavniji, Sto
se sila racuna na osnovu povrsine
Q., koju je lako graficki prikazati, a
ne na osnovu neke slozene prostor-
ne zapremine ¥. Naravno, laksi je i
proracun teziSta povrSinel odnosu na teziste slozene zapremine.

Slika  3.21: Prora¢un gwertikalne
komponente hidrostaticke, sile kod
ravanskog zadatka

U proracunu vertikalne sile treba postovatiistu proceduru kao i za horizon-
talnu silu. Ako je vise fluida u kontaktu sa konturom na koju se trazi sila,
kao i ako projekéijana pijezometarsku ravan nije jednoznacna, treba ra¢unati
vertikalnu silu'‘izviSe jednozna¢nih komponenti.

Primer 3.3.7
Na dnugezervoara sa slike 3.20 se nalazi poklopac kvadratnog preseka, dimenzija
0,6 x 036 m} Gustine fluida su p; = 0,75 kg/dm? i p2 = 0,9 kg/dm?. Kolika je sila
na poklepac?

Na_poklopac deluje samo vertikalna sila, a kako su svi vertikalni preseci isti,
zadatak se moze raditi kao ravanski.
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U prethodnom primeru su odredene
pijezometarske kote za fluide 11 2:

I, = 1,7m
I, = 1,567m

Poklopac na dnu je u kontaktu samo sa
fluidom 2, pa se crta povrsina 2, izmedu
poklopca i pijezometarske kote 2:

Q. =0,6 x 1,567 = 0,9402 m?

Sila na poklopac je P, = p2gL£, = 0,9 x 9,81 x,0,6%0,9402 = 4,98 kN, ima
smer ka poklopcu jer je pritisak pozitivan, a nalazi se naf0),3 m od ivice poklopca.

3.3.5 Sila pritiska gasa na zidovefzatvorenog rezervoara

U vedini zadataka iz oblasti gradevimSke struke, razmatraju se optere¢enja
na delove rezervoara, u kojima se nalazi te¢nost, a iznad nje gas, vazduh
ili neka druga smesa, koji moze biti pod nekim pritiskom. Odnos gustina
te¢nosti i gasa je reda velicine 1000:1, a visine rezervoara su maksimalno
do desetak metara. U takvind uslovima, promena pritiska po visini u gasu
je zanemarljiva u odnosu nag@promene pritiska u te¢nosti, pa se potpuno
opravdano moze pretpostaviti dayje gustina gasa unutar zatvorenog rezervoara
nula. Rezultat te pretpostavke je da u gasu nema promene pritiska po visini,
odnosno, da je u gasu pritisak.u svim tackama konstantan.

Na slici 3.22, prikagan je rezervoar sa tetnoséu guistine p i sa vazduhom
iznad. Pritisak na kemntaktu dva fluida, u tacki B je isti i za tec¢nost i
za vazduh, pgp = pPyaz. » U svako]j tacki vazduha je pritisak isti, pa je i u
manometru pritisak pps = pg = pvaz.- Takode, u svakoj tacki ispod poklopca,
na koji treba dagse odredi sila vlada konstantan pritisak pyay.

Zbog toga [§to je pritisak u svakoj tacki gasa isti, intenzitet sile pritiska
gasa za odredenti pravac je pritisak pomnoZen sa projekcijom povrsine mna
ravan sa wormalom u traZenom pravcu. Za poklopac sa slike 3.22, sila od
gasa za pravac & je:

B =0pvaz Ac (3.35)

Smer sile je ka konturi ako je pritisak pozitivan, a mesto delovanja sile je u
praveéu tezista projekcije Ae.
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Slika 3.22: Sila pritiska gasa na zidove
zatvorenog rezervoara
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Kod ravanskih zadataka, prilikom
odredivanja horizontalne komponen-
te sile od vazduha, moguce jedskori-
stiti postojedi dijagrami visime pritis-
ka od fluida koji se fialazi neposre-
dno ispod vazduhas Ake je tacka B
na slici 3.23 zajedniéka tacka i ako
je gustina fluida ispod vazduha pq,
tada se vrednest visine pritiska PB

na dijagramumoze zadrzati konstzlm-
tnim u deludgde’se nalazi vazduh.
Horizontalnasila od vazduha na kon-
turu se,moze izracunati prema jedna-
¢inig(3.38), Prvaz = p19LQyva, gde
jeafdvay, povrsina pravougaonika na
dijagramu visine pritiska u delu gde

se nalazi vazduh (povrsine PB x AB). Sila.usled fluida p; se ra¢una odvojeno,

pri ¢emu je pripadajuca povrsina dijagrama visine pritiska trapez.

Slika 3423:“9Horizontalna komponenta sile pritiska gasa kod ravanskih

zadataka

U vecini slucajeva je efikasnije ako se horizontalna sila izracuna odmah
zbirno, za fluid i za vazduh iznad fluida. Intenzitet horizontalne komponente
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hidrostaticke sile je:
Py = p1gLQ

.. . . . .. PB — .
a povrsina ) se racuna kao zbir pravougaonika 2; povrsine —% AC i

Py
—~2

trougla 29 povrsine . Mesto sile je u tezistu slozene povxsine €2 i moze

se odrediti ili preko komponenti ukupne sile (kao na slieigds23) ili preko
odnosa povrsina;:

D21 + Doz
RETTTG

3.4 Relativno mirovanje fluida

Polazna pretpostavka u hidrostatici je da“se,fluidni deli¢i ne kreéu, da
se nalaze u stanju ravnoteze i da, kao rezultatitoga, ne postoje tangenci-
jalni naponi. Osnovna jednac¢ina hidrostatike u tim uslovima omogucéava
jednostavno odredivanje pritiska u bile k@joj tacki fluida. Ako se fluidni
deliéi kreéu, ali tako da ne postoji relativne’pomeranje jednog sloja u odnosu
na drugi sloj, tangencijalni naponi §u' i dalje nula, pa je moguce primeniti
osnovne principe iz poglavlja 3.1, Promena pritiska u zavisnosti od poloZaja.
Dva slucaja su od interesa: ake sésudisa fluidom krece pravolinijski (cisterna
sa gorivom, na primer) i ako se sad rotira oko vertikalne ose.

3.4.1 Pravolinijsko kretanje suda

Posmatra se sud koji se kréée i u kome se nalazi fluid. Ako se sud krece
uniformnom, konstantnom brzinom, fluid ¢e se nalaziti u stanju relativnog
mirovanja, jer se deli¢i neée kretati jedan u odnosu na drugi. Na elementarni
fluidni deli¢ od zapréminskih sila ée, u tom slucaju, delovati samo tezina, a
od povrsinskih sila samo normalni napon, pritisak, pomnoZzen sa povrsinom
deli¢a. Uslovi z&izvodenje jednacine, koja ¢e dati raspodelu pritiska u fluidu,
su istovetni uslovima koji vaze za slucaj hidrostatike (poglavlje 3.1.1 Pretpos-
tavke za izvademge jednacine), pa se zakljucuje da slucaj uniformnog kretanja
suda dajelistanpesenja kao i hidrostatika: pritisak je samo funkcija vertikalne
koordinate, @dnosno, slobodna povrsina fluida je horizontalna.

Ako e sud sa fluidom kreée tako da je ubrzanje konstantno (slika 3.24
prikazuje sud koji konstantno ubrzava u x i z pravcu), relativno kretanje
fluidnih deli¢a i dalje nec¢e postojati, ali ¢e na elementarni fluidni deli¢
sada delovati jo$ jedna zapreminska sila, kao posledica postojanja ubrzanja:
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Slika 3.24: Fluid koji miruje (hidrostatika) u sudu keji kénstantno ubrzava:
ukupno ubrzanje koje deluje na elementarni delié,je vektorski zbir § i @
(sa leve strane), jednacina za raspored pritisaka u fluidu se moze pisati za
koordinatni sistem gde je osa z vertikala ili za lekalni sistem gde je osa (
upravna na povrsinu fluida (sa desne strane)

F,=mid= pVad. Ravnoteza sila na elementarni deli¢, napisana u skladu sa
oznakama datim na slici 3.1 (strana@4)yje za = pravac:

(p _ @d—:”> dA, = pa, G- (p Lo ds”) dA,

oxr 2 or 2
odnosno, kada se sredi jednaéina, dobija se:
2/
ar _ P%
Za vertikalni z prayac, iz uslova ravnoteze sila dobija se jednacina:
Opdz Opdz
——— | A, = 2 dA,

(p 8z2>d = pg dV + pa dV—I—(p—I—a 2)

Ip

5, = “AIRa:)

Posto jelpritisak nezavisno promenljiva veli¢ina u pravcima®? z i z, pro-
)

mena pritiskaidp je:

gpd —I—g—dz —pa, dz — p(g+ a,) dz

24U datom primeru, ubrzanje u treéem koordinatnom pravcu y je nula. Uopsteno, i za

dp

tre¢i koordinatni pravac bi mogao da se napiSe izraz: —— = —pay.

dy
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Integracijom jednacine, uz uslov da je gustina konstantna, dobija se raspored
pritiska u fluidu:

p+ pazr+plg+az)z=C (3.36)

gde je C integraciona konstantna koja se dobija iz poznatog ptitiska p = pg
u tacki sa koordinatama x = xg, 2 = 2.

Nagib slobodne povrsine se dobija iz uslova da je pritisakiduz te linije
konstantan, odnosno da je promena pritiska nula:

Ip
ap Op dz _ 9z Oy
d dx dz — = L =—t
P= oz Tz 0z - dz ~ Op © g+ a, e
0z

Ako je sud bez slobodne povrsine, pod pritiskom ¥linije istih pritisaka, ili
ekvipotencijalne linije, ¢e biti takode pod uglem .

Da bi se uspostavila veza izmedu osnovme jednacine hidrostatike (3.8)
(strana 36) za fluid koji miruje i dobijenenjednacine (3.36), moze se (z, 2)
koordinatni sistem rotirati za ugao (—@)yu sistem (&, () (slika 3.24, desni
deo):

x = &cosp+(sing
= —¢sinp+ (cosy

Sa @ ¢e se oznaci ubrzanje koj€ jeyvektorski zbir ubrzanja a,, a, i g:
a= /a2 +(g+a,)?

pa su siny i cos p:

g+a,

. Gy
SNy = — COs @ =
a

Raspored pritisakafiz jednacine (3.36) u rotiranom (&, ¢) koordinatnom sistemu
je tada:

+a a2 +a +a

p+ pge OB + o0 % — pa, L% 4 peld T ¢
a a a

Sredivanjem-izraza dobija se prepoznatljiv oblik jednacine:

odnosne 1 formi visine pritiska:

——I—C I,
pa
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koja pokazuje da se pritisak menja samo duz ( ose, koja je upravhamna
slobodnu povrsinu. Umesto gravitacionog ubrzanja g, uzima se zbirnoubrza-
nje @, a sa Il¢ je oznacena pijezometarska kota, koja je u praveuig ose.
Vrednost 1I¢ se odreduje iz uslova o poznatom pritisku u nekoj tackidfluida,
a pritisci u svim tackama, koje leze na pravama paralelnim s& & esom, su
konstantni.

3.4.2 Rotacija suda oko vertikalne ose

Kada sud cilindricnog oblika rotira
oko svoje vertikalne ose konstantnom
ugaonom brzinomiw, svi deli¢i fluida
koji se nalazi/u sudu imaju tu istu
ugaonu,brzinu. Relativno pomeranje
deli¢a,ne“postoji pa su tangencijalni
naponi mitla. Na elementarni delié,
usled retacije, od zapreminskih sila po-
red tezine deluje jos i centrifugalna
sila;radijalno usmerena od ose rotacije.

Posmatraju se sile na elementarni
deli¢, u koordinatnom sistemu (z,r)
koji rotira zajedno sa sudom oko z
ose, ugaonom brzinom w (slika 3.25).
Centripetalno ubrzanje ka centru ro-

Slika 3.25: Pri rotaciji suda“6ko
vertikalne z ose na elementarnideli¢
deluju gravitaciono i centripetalno

| tacije je a. = w?r. Na elementarni
ubrzanje deli¢ dm deluje rezultujuca centrifugal-
na sila dF;. = —dmgae. horizontalno od centra rotacije, pa se iz sume
horizontalnih sila dobija:

Op 2

oy = PYT

U sumu vertikalnih sila ulazi samo tezina deli¢a:

op L%
az_ pg

pase zalposmatrani deli¢ moze napisati da je promena pritiska:

dp:@dr—l-@dz:pwzrdr—pgdz
or 0z
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Resavanjem jednacine uz uslov o homogenom fluidu, dobija se zavismost
pritiska od (z,r) koordinate:

w?r?

29

p+pgz — pg =C (3.38)
Konstanta C' se moze odrediti iz uslova da je pritisak u dour parabole, na
mestu (r =0, z = 2) jednak p = 0:

C = pgzo

Ako se jednacina (3.38) podeli sa pg i malo preurgdigpdobija se izraz koji
jako podse¢a na osnovnu jednac¢inu hidrostatike (3.11) (strana 38):

w2r2

E—I—z:zo—l— =11,
Py 29

Clan sa desne strane izraza je “pijezometdrska kota” oblika parabole, ¢ija
jednacina se dobija iz uslova da je duz tedimije pritisak nula:
W22

29

z—zp= (3.39)

Na slici 3.25 je isprekidanom herizentalnom linijom ucrtan i nivo fluida
kada sud ne rotira. Posto je fluidgnestisljiv, u toku rotacije se ista zapremina
fluida rasporedi u sudu, tako @a,slobodna povrsina sledi parabolu (3.39).
Kako “istisnuti” deo zapremimne mora biti jednak novom zauzetom delu uz

zidove suda, sledi da su minimalnia i maksimalna kota fluida udaljene za:
1w?r?
2 2g

od polozaja fluida wstamju mirovanja.

Primer 3.4.1

Sud cilindri¢nogfoblika pre¢nika D = 0,4 m rotira konstantnom ugaonom brzinom
oko vertikalne centsélne ose. U sudu je fluid gustine p = 800 kg/m3. Broj obrtaja
cilindra je n(=%00 o/min. Ako je na zidu suda u tacki A izmeren pritisak ps =
50 kPa, kolikijje pritisak u tacki B, koja je na istoj koti kao i tacka A, ali u centru
rotacije? Keliko je rastojanje od tacke B do najnize tacke na povrsini fluida, tacke
C?

Ugaena brzina w za dati broj obrtaja u minuti iznosi:

0= % o = % 27 = 52,36 rad/s
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jednacini (3.38)):

+ pgza — w2r?4_ + pgz w%%
PA T pgzA — pPg 2 = PB T pPgzB — P9 2

Tacka B se nalazi na osi rotacije pa je rg = 0. Uz uslov u zadatk A = zp,
dobija se trazeni pritisak u tacki B:

U tacki A sa kotom zy4 pritisak p4 je poznat, pa se za tacku B moze napisa @

w?r} 52,362 x 0, 22
=Dpa — =50-0,8% 981 ——7-——
PB=PA =PI, oS T Y 081
Tacka C se nalazi u osi rotacije (rc = 0) na povrsm pa je pritisak u toj
tacki pc = 0. Iz tog uslova, prethodna jednacina se moz atl u obliku:
2,2

wor
Pa+pgza = pg— A =0+ pgzc — 0

odnosno, deljenjem sa (pg) dobija se razlika poh@ kota tacki C'i A:

2 022
I 2 =2 0,782 m

g 2g 0, 8 X 9,8\ x 9,81
Rastojanje tacke C' u odnosu na tacku % iti isto kao i u odnosu na tacku A:

zc—zB—@—er 0=0,782 m
g 0,8 1
?

gde je udaljenje rp jednako nuhe

be
o/v
&
9




Glava 4

Osnove dinamike fluida

U prethodnoj glavi je izuc¢avana hidrostatika, oblast mirovanja fluida
konstantne gustine. Prefiks “hidro” je koriS¢emvda se naglasi nestisljivost
fluida, odnosno, da se radi sa fluidima koji su sliéni vodi. Od ove glave knjige,
pa nadalje, izucavacée se kretanje (strujamge th tecenje) fluida, pri cemu ée
se izvesti opSte jednacine, koje vaze ‘¥ za gasove i za tecnosti. Korigéenje
naslova poput hidrodinamika, stoga aie,bi bilo korektno, tako da se koristi
opstiji pojam: dinamika fluida.

Izucavanje kretanja realnog fluida je veoma slozeno. U ispisivanju jedna-
¢ina koristic¢e se analogija sa Mehanikom krutog tela, uz uvodenje potrebnih
dodatnih veza. Tri osnovne gftipe jednacina koje ¢e se izvesti su: jednacina
odrzanja mase, koli¢ine kretanjay energije. Dobijene jednacine su u opstem
slutaju neresive, pa su potrebna odredena uproséenja, kao i obiman eksperi-
mentalni rad, kojim ¢e se analigirati rezultat tih uproséenja.

U nastavku ove glavéiée se prvo dati osnovni pojmovi vezani za kretanje
fluida. Nakon toga e ([se’objasniti razli¢iti pristupi u izuc¢avanju kretanja
fluida, kao i koncept k@ntrolne zapremine. Osnovne jednac¢ine odrzanja ée
se izvesti za elementarnu zapreminu u diferencijalnom obliku i za konaénu
zapreminu u ingégralnom obliku. Za odredene primere postavice se uslovi u
okviru kojih se tejednacine svode na nivo algebarskih, resivih jednacina.

U sledeéojiglavi 7, Ustaljeno tecenje fluida kroz cevi, detaljnije ¢e se
obraditi slucajykretanja tecnosti (tecenja) u cevima, u razvijenom turbulent-
nom rezimupAnaliza rezima te¢enja u cevima, zajedno sa otporima trenja,
¢e biti data’ u posebnoj glavi 6, Hidrodinamicki otpori. U istoj glavi Ce
sefobraditi i otpori trenja ravnih plo¢a u fluidu, kao i otpori oblika. Na
kraju, oblast kretanja fluida se zavrsava glavom 8, Otvoreni tokovi, gde ¢e
se analizirati ustaljeno tec¢enje u prizmati¢nim otvorenim kanalima.

85
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4.1 Pojmovi i osnovne karakteristike toka

U oblasti kretanja fluida se uvodi dosta novih pojmova, kao Stétsu tur-
bulencija, dimenzionalnost strujanja, strujnica i sli¢cno. U nastavku ovog
poglavlja ¢e se dati kratka objasnjenja i definicije za neke od gih’pojmova.
Takode, izvrsice se podela strujanja prema osnovnim karakteristikama toka
(linijsko ili prostorno strujanje, promenljivo kroz vreme,ili nepromenljivo,
rezimi strujanja) i prema karakteristikama fluida (realan iliidealan fluid,
stigljiv ili nestisljiv). Deo o rezimima strujanja je, medutim;ovde dat veoma
kratko, jer ¢e znatno detaljnije biti obraden u poglavlju® 6.1, Trenje pri
jednolikom tecenju kroz cev kruznog popreénog preskeka.

4.1.1 Materijalni deli¢, strujanje realnog i idealnog fluida

U Mehanici krutih tela, masa (ili telo), zagkoju se pisu jednacine, jasno
je definisana. U Mehanici fluida se jednadime najcesce postavljaju za deo
fluidnog prostora, za materijalni ili fluidnigdelic, koji je beskonacno mali deo.
On poseduje dovoljnu masu da moze, kdagyelementarni deo, da reprezentuje
ceo fluid, a istovremeno je dovoljno velikiida, poseduje sve osobine cele fluidne
mase. Fluidni deli¢ moze da menja/blik 1 zapreminu, ali ne i masu. Veze
izmedu fluidnih deli¢a su iste kao iveze/izmedu konacnih masa fluida.

Koriséenje fluidnog deli¢a pretpostavlja da je fluid neprekidan (potpuno
zauzima prostor, nema prekidafgrupa), tako da se u strujanju neée pojaviti
delovi prostora koji nisu ispunjeni‘fluidom i izotropan (sve osobine se pod-
jednako ispoljavaju u razliégitim pravcima, odnosno, u svim pravcima ima
ista fizicka svojstva, istovétno se ponasa).

Jedna od osnovnih, fizickih
karakteristika svih fluida je visko-
znost (poglavlje 2.2 Viskoznost).
Zahvaljujudi viskoznosti, izmedu
fluidnih deli¢a se prenose uticaji,
trenje, odnosno, tangencijalni na-
poni. Veli¢ina, odnosno, stepen
trenja, zavisi od relativne brzine

Slika 4.1s Raspored brzina u cevi pri izmedu deli¢a (jednacina (2.6)).

strujanjmrealnog i idealnog fluida Prilikom resavanja zadataka
iz Mehanike fluida, kada se trenje

uzimagu, obzir, odnosno, viskoznost, fluidi se nazivaju realni fluidi. Medutim,
u‘analizi strujanja fluida cesto je neophodno da se pretpostavi da ne postoji
trenje izmedu fluidnih deli¢a kako bi se resile jednacine. Takav fluid se tada
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naziva idealan fluid (strana 17), a viskoznost u se zanemaruje.

Posledica zanemarenja trenja, odnosno, nepostojanja tangencijalnih na-
pona, je bezvrtloznost fluida: fluidni deliéi se tako deformisu damefdolazi do
njihove rotacije (strana 111), pa se kod idealnog fluida ne javljajumidokalni
gubici energije (strana 162), odnosno, ne postoji gubitak energije mna trenje
(slika 7.15 na strani 306). Posledica nepostojanja trenja jé prikazana na
slici 4.1: kod realnog fluida, zid preko trenja koci deli¢epdokikod idealnog
fluida nema trenja pa svi deli¢i u preseku imaju istu brzinu.

4.1.2 Stisljiv i nestisljiv, homogen i nehomegen fluid

U poglavlju 2.5, Elasticne deformacije, stisljivest fluida, razmatrana je
stisljivost fluida kao jedna od bitnih fizickih karakteristika. Tada je receno
da su svi fluidi u izvesnoj meri stisljivi. Kod gasova‘je ta stisljivost u veéini
zadataka tolika da se ne moze zanemariti, dok je kod teCnosti stisljivost
mala, pa se najceS¢e zanemaruje, a za te€nosti se kaze da su nestisljive
(jednacina (4.21) na strani 110).

Postoje mnogi zadaci Mehanike fluida,u kojima nacinjena podela na
stisljive gasove i nestigljive teCnosti nijeykorektna. Na primer, prilikom
izu¢avanja otpora oblika, ukoliko se telotmalazi u vazduhu i ukoliko su brzine
vazduha relativno male, moze se prétpostaviti da je vazduh nestisljiv, ¢ime se
znatno uproséava proracun (strana,249). Ili, kod te¢enja vode u cevovodima,
usled nagle promene brzine, mé%e, se javiti hidrauli¢ki udar, pojava u kojoj
talas visokog pritiska brzo putuije kroz cevovod, pod uticajem upravo stisljivo-
sti vode u sadejstvu sa elastiénoScéu zida cevi.

Prilikom resavanja diférencijalnih jednacina kretanja fluidnog delic¢a, ces-
to je potrebno definisati osobine fluida po prostoru. Fluid je homogen ako
u svim tackama ima istelesobine, pa se ne mora voditi ra¢una o polozaju
fluidnog deli¢a. U guprofnom, fluid je nehomogen i sve fizitke osobine su
funkcija polozaja.

U zadacima se ¢esto postavlja uslov p = Const. Ovaj uslov znaéi da
je fluid homogén, ali ne znaci automatski i da je fluid nestisljiv. I obrnuto,
nestisljiv fluid nemmnora biti istovremeno i homogen: na primer, voda u jezeru
ima razli¢itu temperaturu po dubini, a samim tim i gustinu iako je voda
nestigljiva.

4.1.3 " (Laminarno i turbulentno strujanje

U zavisnosti od uslova strujanja i brzine, fluidni deli¢ se moze kretati
po “glatkoj” putanji, bez meSanja i presecanja svoje putanje sa putanjama
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drugih deli¢a, ili moze haoti¢no da prepli¢e svoju putanju sa drugim deliéima,
da formira vrtloge i talase, a da ipak na kraju stigne do istog odredista kao
i onaj deli¢ koji je i8ao po “glatkoj” putanji.

Slika 4.2: Kretanje fluidnog deli¢a pri laminarnom (levi deo slike) i
turbulentnom strujanju (desni deo slike)

Uredno, glatko kretanje fluidnih deli¢a semaziva laminarno strujanje (levi
deo slike 4.2) dok se haoti¢no, ili uzburkameykretanje, prikazano na desnom
delu slike, naziva turbulentno strujanje. fiaminarno strujanje je povezano sa
malim brzinama, gde je viskoznost doveljno jaka da zadrzi deli¢e na svojoj
putanji i da ne dozvoli brzem delié Iy(sa slike 4.2) da, usled ko¢enja od
strane sporijeg deli¢a 2, bude povucen ka tom deli¢u, ili obrnuto, da sporiji
deli¢ usled ubrzavanja promeni syojwputanju. Ako je brzina dovoljno velika,
viskoznost neée vise moci da spreci mesanje deli¢a i pojaviée se turbulencija.

Na slici 4.2 se vidi jos jedan rezultat turbulencije. Zbog intenzivnog
mesanja deli¢a, sporiji delidigkoeCe'brze, a brzi ubrzavaju sporije, pa je rezultat
tog procesa bolje uprosecavanje svih velic¢ina po strujnom polju. Deliéi koji
su bili sporiji, sada se u preseku B kreéu brze, a oni brzi su malo usporili.
Kada ne bi bilo turbulengije, na primer, zagadenje usled ispustanja prljave
vode iz kolektora u reku,bi teklo kao jedna zagadena nit, ne bi se pomesalo
i razblazilo sa ostagkomivode.

Prve razlike u ponasanju fluida pri malim i velikim brzinama su detaljnije
opisane tokom830-ih godina. Tada je postalo jasno da se radi o razli¢itim
rezimima strujamge, da nisu isti uticaji dominantni pri malim brzinama
strujanja i pri‘welikim, te da treba odvojeno istrazivati te oblasti. Veliki
doprinos 41 istrazivanju je dao Osborn Rejnolds,! izvodeéi 1883-¢e eksperi-

'OsHornelReynolds (1842 - 1912), britanski inZenjer i nauénik. Potice iz poznate i
obrazovaneysvestenicke familije. Posle zavrsenog Kembridza, zaposljava se u inzenjerskoj
fitmicu Dondonu, da bi 1868. presao na Owens Colledge (danasnji Univerzitet u
Mancestéru) kao prvi profesor inzenjerstva, gde je ostao sve do svoje penzije. Rejnolds
je dao znacajan doprinos u proucavanju fluida, uslova strujanja u cevima i prelaza iz
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mente teCenja vode u glatkim cevima, upravo u prelaznim rezimimaiyPo
njemu je nazvan i bezdimenzionalan broj koji definiSe granicu dva stfujanja.

Slika 4.3: Laminarno i turbulentno isticanje vode 1z cevi: izgled mlaza vode
i izmerene brzine kroz vreme

U prirodi je laminarno strujanje retkoostyvaruje. To su uglavnom struja-
nja gde su brzine izuzetno male: u podzemnim vodama, u jezerima usled
temperaturne neravnomernosti ili izlazakydima iz dimnjaka po mirnom danu,
kada nema vetra. Turbulentno strujanje,je ¢esée u rekama, kanalima, vodo-
vodnim mrezama, ili kada duva vetar. Naslici 4.3 je prikazan primer isticanja
vode iz cevi malog precnika, kada je,tecenje u mlazu pri manjim brzinama
laminarno, a pri nesto veéim brzinama (i protocima) postaje turbulentno (u
mlazu se primeéuje uzburkangst). Ako bi se dalje poveéavao protok, mlaz bi
postao isprekidan, sa potpume, razvijenom turbulencijom.

Na donjem delu slikeg4.3, dati su dijagrami brzina. Dok je strujanje
laminarno, brzina je kroz vreme konstantna u(t) = uw = Const. (gde je
sa T oznacena srednjadbrzina). Kada strujanje postane turbulentno, brzina
vise nije konstantna,veé je promenljiva kroz vreme u = u(t). Radi lakseg
izuCavanja turbulentnogystrujanja, moguce je brzinu razdvojiti na dve kom-
ponente: jednu koja jéjednaka srednjoj vrednosti brzine u i koja je konstantna
i drugu, slucajmitkomponentu v/, koja se naziva fluktuacije:

u(t) s@t v = u=ult)-T

Posto su fluktwacije razlika izmedu trenutnih i osrednjenih brzina, srednja
vrednostpfluktuacija je nula v/ = 0, ali srednja vrednost kvadrata fluktuacija

laminarnogytt turbulentan tok. Medu prvima se bavio i izu¢avanjem turbulencije, gde je
predloezio osrednjavanje toka po vremenu razdvajanjem turbulentnog toka na osrednjenu
brzinu iMma fluktuacije. Intenzivno se bavio i modeliranjem, teorijom podmazivanja kao i
uslovima stabilnosti toka.
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nije nula u’2 # 0.

Ovde je kao primer turbulencije uzeta brzina deli¢a. Naravno,pkao i
brzina, tako i sve ostale veli¢ine koje se vezuju za deli¢ su u turbuléntnom
strujanju promenljive kroz vreme, te se mogu razdvojiti na osrednjeni i
fluktuacioni deo.

Princip osrednjavanja jednacina i uvodenje fluktuacione kémpenente nije
predmet ove knjige, jer se ne izucava na redovnim studijamama Gradevinskom
fakultetu. Jednacine, koje ¢e se u nastavku ove glave izvestigvaze samo za
laminarno strujanje. Da bi se primenile na osrednjeni deo turbulentnog
strujanja, neophodno je u jednac¢ine uneti uticaj fluktuaéija na osrednjeni
tok, Sto se najcesée sprovodi kroz “turbulentnu wyiskoznost”. Medutim,
turbulencija ¢e se spominjati i u narednim poglayljima. U poglavlju 6,
Hidrodinamicki otpori, jer upravo turbulencija bitmo utice na otpore, tako da
¢e se u tom poglavlju dati malo detaljnije objasnjenje mehanizma nastajanja
vrtloga. Takode, u poglavljima 7, Ustaljeno“tecenje fluida kroz cevi, i 8,
Ustaljeno tecenje u otvorenim tokovima, razmatra se samo turbulentno tece-
nje, ali se u tim poglavljima uticaj turbulengije obracunava posredno, kroz
razli¢ite koeficijente.

4.1.4 Ustaljeno i neustaljeng strujanje

Ukoliko se posmatrane veli¢ine ne menjaju u odredenom, kona¢nom vre-
menskom intervalu, strujanje‘jeyustaljeno. Uslov za ustaljenost je:

o
ot

odnosno, veli¢ina ¢ je funkcijaisamo polozaja a ne i vremena: ¢ = ¢(z,y, z).
Ukoliko se veli¢ina ¢ mienja sa vremenom, onda je strujanje neustaljeno.

=0 u intervalu ()

Slika 4.4: Ustaljeno ili neustaljeno strujanje i kako ga racunati

Da li je strujanje ustaljeno ili ne ¢esto zavisi i od nacina kako se posmatra
odredena veli¢ina. Na levom delu slike 4.4, dat je primer isticanja vode
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ispod ustave. Ako je protok koji dotice, jednak onome koji isti¢e, nivowmede
ispred ustave ¢e biti konstantan, nepromenljiv kroz vreme, znaci ustaljen.
Posmatranjem brzine u suzenom preseku (na slici je nacrtano oko pesmatra-
¢a), takode ¢e se “videti” ustaljene brzine. Medutim, ako se posmatrabrzina
jednog deli¢a, od trenutka 1 do trenutka 7, on menja svoju brzinu, pa je
njegova brzina neustaljena.

Neustaljenost donosi dosta problema u reSavanju jedna¢ina Mehanike
fluida. Ukoliko su promene kroz vreme relativno spore, pa‘su¥¢lanovi, koji
sadrze ubrzanje, u jednac¢inama zanemarljivi u odnosu/mna estale koji uno-
se uticaje tezine, trenja i pritiska. Prorac¢un se moze #Zmacajno uprostiti
primenjujuéi princip kvaziustaljenosti: strujanje se ugiekom kratkom vremen-
skom intervalu posmatra kao da je ustaljeno, odrede,se mepoznate veli¢ine, a
onda se sa tim veli¢inama koriguje pocetno stanje. Kao primer, na slici 4.4
desno je prikazano isticanje vode iz rezervoara, gde nivo postepeno pada pa
se i protok smanjuje. U vremenskom trenutkult;, za poznati nivo, moze se
izracunati protok koristeéi jednac¢inu za ustaljeno tecenje. Pretpostavljajuci
da je protok konstantan u intervalu At =ty — t; moze se izra¢unati novi
nivo u rezervoaru u trenutku ¢;11. Ako Seyuzme relativno mali korak At
u proracunu, razlike izmedu stvarne prémiene nivoa (isprekidana linija) i
izracunate (na slici je ta razlika oznacen@sa ), bice prihvatljivo male.

4.1.5 Jednoliko i nejedmolikostrujanje

U prethodnom poglavljugje na levom delu slike 4.4, pokazano da je
moguce imati neustaljenost brzine delica, iako su nivo vode i protok ustaljeni.
Ta neustaljenost je rezultab,promene geometrije proticajnog preseka.

Ukoliko su veli¢ine koje sulbitne za izucavani problem istovetne u svim
posmatranim poprecnimypresecima fluidne struje, u jednom vremenskom
trenutku, kaze se dayjelstrujanje jednoliko (leva strana slike 4.5). Uslov za
jednoliko strujanjefje:

dp
a:L'Z' N

Ako se mizifluidnu struju neka od veli¢ina menja, iako su mozda sve
ostale velicineykonstantne, strujanje je mejednoliko. Na slici 4.5 sa desne
strane, prikagano je nejednoliko tecenje u otvorenom kanalu gde se menjaju
dubina vode i brzina iako je protok konstantan, kao i nejednoliko tecenje u
ceVi, gde se menja precnik cevi, pa i brzina vode.

Studenti pojmove jednoliko/nejednoliko i ustaljeno/neustaljeno ¢esto me-
Saju. Ustaljenost je vezana za promenu po vremenu u jednom preseku

0 h=1,2,3 zatrenutak: t=t¢;
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Slika 4.5: Jednoliko i nejednoliko te¢enje u kanalu i u kruznoj cevi

fluidne struje (gleda? se kroz duzi period samo jedan presek), a jednolikost
za promenu duz fluidne struje u jednom#mremenskom trenutku (pogleda® se
na kratko duz cele fluidne struje).

4.1.6 Dimenzionalnost problema: 3D, 2D, 1D

U opstem slucaju pri strujamju fluida deli¢i imaju komponente brzina
u sva tri koordinatna pravca u = u(x,y,z,t). Takvo strujanje se naziva
prostorno strujanje ili skraéeno 8D (tro-dimenzionalno strujanje). Svako-
dnevni primeri 3D strujamja su opstrujavanje automobila, te¢enje vode u
zoni vodozahvata ili opstrujavamje mostovskog stuba.

Ukoliko je jedna Komponenta brzine zanemarljiva u odnosu na ostale
dve, strujanje se nagivayravansko ili 2D strujanje: uw = u(x,y,t). Primer
ravanskog strujanja je opstrujavanje avionskog krila u srednjem delu, izvan
uticaja tela aviona i kraja krila. Rezultat izucavanja polja brzina u jednoj
presecnoj ravnifselmoze primeniti na sve ostale prese¢ne ravni.

Cesto je strmjanje na “granici” izmedu 3D i 2D. Na primer, strujanje
vode u velikim jezerima ima sve tri komponente brzine, ali je dubina znatno
manja velicinayod duzine i Sirine. U racunskim modelima takvih strujanja,

2Ustaljen6st /neustaljenost teenja reke bi mogla da se snimi kamerom. Potrebno je
namestiti kameru na stativ, postaviti je vertikalno na dole i pustiti je da snima nivo vode
u(sami0 jednom preseku toka.

3Jeduolikost /nejednolikost tecenja u kanalu se moze snimiti fotoaparatom, sa kratkom
ekspozicijom, slikajuéi iskosa nivo vode duz kanala.
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¢esto se treta komponenta brzine obrac¢unava “skrac¢eno”, osrednjeno, cime se
prorac¢un svodi na nivo 2D modela, uz zadrzavanje uticaja i tre¢e komponente
brzine. Takvi rac¢unski modeli se ¢esto nazivajui 2,5D modeli.

Ako postoji samo jedna, poduzna komponenta brzine, takvo strujanje
se naziva linigjsko ili 1D strujanje: uw = wu(x,t). Sva teCenja ty cevima,
prizmati¢nim otvorenim kanalima, kanalima za klimatizacijufi drugim linij-
skim elementima spadaju u 1D strujanja.

Jasno je da slozenost reSavanja zadataka Mehanike fluida raste od linijskog
ka prostornim strujanjima. Osnovni inzenjerski problem/fje dg koje mere neko
slozeno prostorno strujanje sme da se uprosti, a da_se débije prihvatljivo
tacno reSenje. Na primer, iako je te¢enje vode u prirodnim rekama sigurno
prostorni problem, proracun nivoa reka Save i Dumavajgse moze raditi kao
linijski problem ako se posmatraju nivoi reka @uz mjihovog toka u nasoj
zemlji. Ako nas interesuje prostiranje zagadenja Koje Beograd ispusta u
Dunav i njegovo razblazenje nizvodno, tok u duzini od nekih 10-tak kilometara
ée se reSavati sa 2D jednacinama. Ako se analizira strujna slika u zoni uséa
Save u Dunav, koristi¢e se 3D model, ali §ame,za lokalitet usca.

4.1.7 Trajektorija, strujnica i emisiona linija

Postoje tri na¢ina za pracenje, kretanja fluidnih delica. Prvi je da se
obelezi samo jedan fluidni deli¢ i dayse prati njegovo kretanje kroz vreme.
Trag koji deli¢ ostavlja zove sentrajektorija*. Drugi nacin je istovremeno
pracenje kretanja velikog brojafluidnih deli¢a. Ako se u kratkom vremenskom
intervalu zabeleze tragovi syih.d€li¢a, dobiée se strujnice’, intenziteti i pravci
brzina tih deli¢a. Tretagmoguénost vizuelizacije fluidnog toka je da se
u tok kontinualno ubacuje (imjektira) traser, odnosno, da se kontinualno
obelezavaju fluidni deliéikoji prolaze kroz jednu tacku. Ako se u odredenom
trenutku snimi polozajsvih obelezenih delic¢a, dobija se emisiona linija® za
taj vremenski trengtak

Naslici 4.6, prikazane su sve tri linije: trajektorijadeli¢a prilikom isticanja
ispod ustave, stFujnice oko avionskog krila i emisiona linija u cevi, u laminar-
nom rezimu teééenja koji postepeno prelazi u turbulentno. Trajektorije se
najcesce dobijaju tako sto se odredeni deo fluidne struje slika fotoaparatom,
koji miruje 11a, kome se drzi dugacko vreme ekspozicije. Ako se jedan fluidni
deli¢ obelezimekim fluorescentnim traserom i cela fluidna struja osvetli ultra-
ljubi¢astimzracima (UV svetlo), posmatrani delié¢ ¢ée se jasno razlikovati od

“Efigléski termin: Pathline
®Engleski termin: Streamline
SEngleski termin: Streakline
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Slika 4.6: Primeri trajektorije, strujnica i emisione linije

ostalih deli¢a i fotoaparat ¢e zabeleziti njegovu putamjm, trajektoriju. Kod
snimanja trajektorija na rekama, ¢esto se koriste maliyplovci na koje se stavi
sveca.

Strujnice su linije koje imaju u svakoj svojojitacki tangentu, koja je u
pravcu brzine u toj tacki. Kod neustaljenog strujanja, strujnica se vezuje i za
vremenski trenutak: ona pokazuje istovremene prayce brzina u svim tackama.
Strujnice se dobijaju fotografisanjem fluidne ‘struje, koriste¢i kratko vreme
ekspozicije. U celu fluidnu struju se obico ubacuje’ fluorescentni prah koji
se krece isto kao i fluidni deli¢i. Na snimku'se dobijaju, u stvari, trajektorije
trasera ali za kratak vremenski intemval,“tako da te trajektorije pokazuju
tangente na brzine.

Uhizucavanju strujanja oko tela, strujnice
se cesto'vizuelizuju koriséenjem tankih Stapica
kojitsu pri¢vrséeni upravno na konturu tela a
nayCijem drugom kraju se nalazi tanak koncéic.
1z polozaja svih konc¢i¢a u jednom trenutku se
dobijaju strujnice®.

Jednacina strujnice se dobija iz uslova da

) | je tangenta u tacki istog nagiba kao i vektor
Slika  4.7: Jednagina brzine (slika 4.7):

strujnice

tana:d—y:% = d—:E:d—y:%

dz 0 uy Up Uy U (4.1)
Posto strmjnica u svakoj svojoj tacki ima isti smer kao i vektor brzine,
sledi i vazmayposledica: upravno na strujnicu ne postoji komponenta brzine,
odnosno,“nema protoka fluida upravno na strujnicu. Ako se uoce bilo koje
dve sugedne strujnice na srednjoj slici 4.6, ovo znaci da protok koji je bio
izmedu te.dve strujnice na pocetku slike, ispred avionskog krila, mora ostati
unutdr te dve strujnice. Drugim recima, dve strujnice se mogu posmatrati
kao zidovi cevi, pa se u Mehanici fluida ¢esto koristi i pojam strujna cev.

"Termin koji se koristi je “zasejati”, jer je potrebno uneti u celu fluidnu struju
fluorescentni prah ili neki drugi traser ¢iji deli¢éi moraju biti dovoljno mali a opet lako
vidljivi.

8] zastava koja se viori na vetru, u stvari, pokazuje trenutni pravac vetra u toj tacki.
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Primer 4.1.1

Ako je na snimku opstrujavanja avionskog krila (srednja slika 4.6) raznfak izmedu
dve strujnice ispred krila 5 mm i na tom mestu su brzine 35 m/s, kolikayjesbrzina
na mestu iznad krila gde su strujnice na medusobnom rastojanju odf3 mm?

Pretpostavice se da je tre¢a dimenzija, upravna na snimak, jednaka 1 m. Tada
je protok kroz strujnu cev ispred krila:

Q = AV = 0,005 x 1,0 x 35 = 0,175m" /s

Brzina iznad krila je:

0 0,175
V:— fy 7:583 5
AT 0003x 10 oo/

Emisiona linija (desna slika 4.6) se Cesto koristi za vizuelizaciju toka.
Upravo je Osborn Rejnolds, pomocu vizuelizaceije emisione linije, pokazao
mehanizam prelaska iz laminarnog u tutbulentno tecenje, kao i postojanje
grani¢nog sloja (slika 6.11 na strani 231). Sam postupak injektiranja trasera
je priliéno komplikovan, jer se ne sm@pokvariti prirodna strujna slika a ni
traser svojim osobinama ne sme uti¢ati na tok. Emisiona linije se cesce
koristi u laboratoriji za vizuelizacijuy, nego u samoj analizi strujnog polja.

U opstem slucaju, trajektorija, strujnica i emisiona linija se ne poklapaju.
Medutim, u ustaljenom strujanju su sve tri linije iste, poklapaju se. Linije
se mogu poklapati i u posebnem sluc¢aju neustaljenosti, ali samo ako se
neustaljenost ogleda u promeni)intenziteta brzine.

Primer 4.1.2

Voda izlazi iz prskaca prayedi polje brzina: v = Upsin|w (t —y/Vo)], v =Voiw =0
gde su Uy, V) 1 w kongtante,(prskac osciluje u (x, y) ravni) [20]. a) Odrediti jednacinu
strujnice koja prolazi kroz koordinatni pocetak u vremenskim trenucima t; = 0 i
to = m/2w. b) Odrediti jednacinu trajektorije za iste vremenske trenutke. c¢) Kako
izgleda emisiona linija za koordinatni pocetak?

a) Za dati raspored brzina moze se napisati jednacina strujnice (4.1):

dy dy 4

i Up sin [w (t —y/Vo)]

Razdvajanjem varijabli, dobija se integralna jednacina za bilo koji trenutak ¢:

W [ o=ty [sinfo e - y/Vo)ldy
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Uvodedi smenu w (t —y/Vh) = ¢ dobija se resenje integralne jednacine: 0

Vbx+C':UOEcos [w <t—i>]
w o

Za trenutak t; = 0 u koordinatnom pocetku z = y = 0 vrednos nte je
C = UpVh/w pa je jednacina strujnice:

x:%[cos<ﬂ>—l] za t=11 =0 &
LT O

U trenutku to = 7/2w vrednost konstante je
C = 0 pa se sredivanjem jednacina strujnice
svodi na: Q

Uy wy

r=—sin| —= za t=1ty =7/2w
w < Vo ) ’ / O
Na slici su prikazane dve strujnice, za izabrane vremenske trenutke 1 i 5. Linije

su razlicite jer je strujanje neustaljeno. Na primer;Brzina u koordinatnom trenutku
je u trenutku ¢y jednaka u = 0,v = Vj, dok je u tg brzina u = Uy, v = Vj.

b) Iz uslova da su brzine u = dz/dt i v @t, za poznat raspored brzina se

mogu odrediti trajektorije: N
d—x:Uosin [w <t—%>] d

: i
Drugi izraz dy/dt se moze integrisati jeryje Vj konstanta, pa se dobija: y = Vot +Ch.

Ako se y zameni u prvom izraz :
dx Vot C
n = Upsin [w <t _ 0 ! = —Upsin <w701> = Const.
Integracijom se dobija = ko ta trajektorije:
C
x:—[Uosin<w . t+ Cy

Konstante se odredujii\z te pocetne uslove. Za slucaj t; = 0 i za koordinatni
pocetak (xr =y = ONa vrednost je C; = Cy = 0 pa je jednacina trajektorije
prava linijja y = Vpt. Za drugi slucaj to = 7/2w vrednosti konstanti su Cy =
—7Vo /2w 1 Cy ﬁo/m pa je jednacina trajektorije data sa:

v =Ufeg o) 1 v=Vo(t-5;)

Eliminisu 7 jednacina njihovim deljenjem,
dobija Cina trajektorije

2

U

1z jednacine trajektorije sledi da su to prave
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linije koje se zrakasto Sire iz koordinatnog pocetka. Na slici su prikazane trajektorije
za dva deli¢a: jednog koji je bio u koordinatnom pocetku u trenutku ¢; a dtugogu
trenutku t5. Trajektorije i strujnice se ne poklapaju, jer je strujanje neustaljeno.

¢) Emisiona linija u trenutku ¢ = ¢35 se
dobija spajanjem svih deli¢a koji su prosli kroz
koordinatni pocetak. Svi deliéi putuju duz
trajektorija koje su prave linije pod nagibom
+Vo/Up. U zavisnosti od trenutka ¢ < i3
kada su deli¢i prosli kroz koordinatni pocetak,
trajektorije i udaljenja su razlic¢iti. Kad bi se
kontinualno ubrizgavao traser u fluidnu struju
u koordinatnom pocetku, linija koja bi se videla
bi izgledala kao prikazana emisiona linija. Sli¢na
emisiona

linija se dobija kada se prskac creva za zalivanje trave oscilatorno pomera.

4.1.8 Protok fluida i srednja brzina

Posmatra se zapremina ¥ ogranic¢ena pevrsinom A. Iz te povrsine A, kroz
elementarnu povrsinu dA izlazi fluidtkgji'sa sobom nosi neku karakteristi¢nu
velicinu. Ta veli¢ina moze biti zapremina, masa, koli¢ina kretanja ili neka

druga karakteristika.

Na slici 4.8 je prikazano kakeépkroz dA istice zapremina d¥. U jedinici
vremena je isteklo d¥ = d¢ ddygde je £ normala na povrs dA, pa je protok

zapremine:

_d¥ d¢dA
@ = dt  dt

= ugdA

jer je d¢/dt = u¢. Brzinaae je komponen-
ta vektora brzine @gna mestu dA, u pravcu
¢ ijednaka je skalarnom proizvodu vektora
brzine i orta posmatrane elementarne po-
vrsine dA:
Ug =y 17

Rezultamskalarnog proizvoda dva vektora
u - 11 je/skalar, jednak zbiru proizvoda
odgovarajucih komponenata tih vektoras:

U+ T = Up X Ny + Uy X Ny + Uz X Ny

(4.2)

Slika 4.8: Zapremina koja istice
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U radu sa vektorima, ¢esto je zgodnije pravac vektora obelezavati indek-

som? i, gde je i = x,y, z ili opstije i = 1,2,3. Ako se usvoji pravilesda u

jednom monomu mogu da se ponove isti indeksi i da tada oni, oZnagavaju
trinom koji je zbir monoma za sva tri koordinatna pravca, tada sepskalarni
proizvod moze napisati kao:

U1 =un; =up X N1+ us X Ng + uz X ng
Elementarni protok zapremine kroz dA dat jednacinom (4£2) je:
dQ = U;N; dA

dok je ukupni protok suma elementarnih protoka p6ieeloj povrsini A:
Q:/ﬁ-ﬁdA:/umidA (4.3)
A A

Iz jednacina (4.2) i (4.3) se vidi da je protokapozitivan kada fluid istice,
napusta posmatranu zapreminu. Ukoliko se zapremina d¥, koja isti¢e kroz
dA, u jednacini (4.2), pomnozi sa gustingin, pd¥, dobija se isticanje elemen-
tarne mase. Ukupan protok mase krozpovesinu A je tada:

Qum Z/Apumi dA (4.4)

Uopsteno, moze se napisati protok
bilo koje veli¢ine B koja je po jedinici
zapremine jednaka ¢ kao:

OB = /Asoumi dA (4.5)

odnosno, velic¢ine B koja je po jedinici
mase jednaka b kao:

Slika 4.9: Stvarni raspéred brzina u Op = / pbuin; dA (4.6)
preseku wu(z2) i srednja brzina A

V' koja se cesto kOTiSt.i kao Ako se izucava kretanje fluida kroz
reprezentativma profilska brzina konagni presek A, po pravilu brzine u

preseku nisu konstantne (na primer,
na slici 4.9je, prikazano tecenje fluida kroz kruznu cev, gde se brzine menjaju
od nulé pzysam zid cevi do maksimalne vrednosti u centru cevi). U veéini
prakticnilizadataka promenljivost brzine po preseku u(x) nije interesantna,

9Detaljniji prikaz obelezavanja skalarnih, vektorskih i tenzorskih veli¢ina se moze nadi
u poglavlju 15 knjige Mehanika fluida, osnove G. Hajdin, 1977-2002 [9].
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veé nam je dovoljna jedna brzina V', koja bi bila konstantna po preséku'°.
Ta brzina se naziva srednja profilska brzina i dobija se iz uslova da jéWW. X A
jednako zapreminskom protoku kroz cev (jednacina (4.3)):

VxA:/ul(:ng)dA L ov=9 (4.7)
A A

Samo u malom broju zadataka, kada se u izrazu pojave trenutne brzine
u(x) na drugi ili treéi stepen i kada se zeli postiéi veéa ta€nost proracuna,
uvode se korekcioni faktori: Businesov faktor § (poglavlje 4.5.5 Resenje
integralne jednacine odrzanja kolicine kretanja za ustaljemoftecenje homoge-
nog fluida w cevi, strana 150) i Koriolisov faktor a (poglavlje 4.6.3 Resenje
integralne jednacine odrzanja energije za ustaljenogtecéemje homogenog fluida
u cevi, strana 165).

Primer 4.1.3

U ustaljenom ravanskom strujanju izmedju dve Paralelne nepokretne ploce, koje su
na medusobnom rastojanju h, raspored brzinafje,dat sa:

2

h

P

ur = Up 1—<3h2> Us =z = 0 za, 0<ax3<h
2

Za razmak izmedju ploca od h = 1 coii prétok za jedan metar Sirine fluidne struje
B=1mod Q= 6dm?/s (0 < x5 b);kolika je vrednost konstante Uy?

Protok izmedu dve ploce je dat mtegralom:

h
Q:/udA:/ uyBdxs gdeje B=1m
A 0

Ako se zameni raspored brzina uyiu integralu, gde su B i Uy konstante, dobija se:

h A\ 2 h h 2
) —h/2
Q:B/ Uo |1 (22 dxg_BUg/dxg—BUg/<u) das
0 5 0 0 h/2

4 (M, h? 4 n® 2
Q:BhUo—BUgﬁ o Ig—h,xg—i-z dIgZBhUQ—BUgﬁﬁnghUQ

Za date podatkejwrednost konstante Uy je:
4 .30y  3x0,006
o 2Bh  2x1x0,01

UQ = 0,9 m/s

00U _poglavlju 4.1.1 Materijalni delié, strujanje realnog i idealnog fluida je kao primer
razlike strujanja realnog i idealnog fluida upravo uzeto strujanje kroz cev.
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4.2 Metode opisivanja kretanja fluida
U opisivanju strujnog polja, moguca su dva razli¢ita pristupa:

Sistemski pristup Trazi se reSenje bez sagledavanja sta se dégada unutar
sistema'’. To je mogucée uraditi na dva nacina:

1. Posmatra se inercijalni'? sistem sa konstantnom imasom. Pristup
je uobicajen u klasi¢noj mehanici, gde se izuéavaykretanje krutih
tela. Svi klasi¢éni zakoni kretanja (I i II Njutmev zakon, termo-
dinamicki zakon) vaze za sistem sa konstantnom masom. Kod
fluida, jednac¢inama se opisuje kretanjegiednog deli¢a konstantne
mase dm = p d¥.

2. Posmatra se inercijalni sistem sa konstantnom zapreminom (ili
sa kontrolnom zapreminom). Zgodnijipristup za analizu kretanja
fluida jer se ne prati kretanje jednog (odredenog) deli¢a veé se
posmatra jedna konstantna zapremina, koja se kroz vreme ne
pomera, a kroz koju prolazéfluidni deliéi (slika 4.11 na strani 103).
Jednacinama se prati samegukupni bilans neke od veli¢ina unutar
zapremine (promena velidine u zapremini kroz vreme, protok kroz
granicu zapremine i “proizvodnja” te veli¢ine unutar zapremine
moraju biti u ravneétezi)dok sama prostorna raspodela te veli¢ine
unutar zapremine nije bitna. Jednacine su dosta jednostavnije od
onih koje prate kretanje deli¢a, ali je neophodno klasiéne zakone
kretanja prevesti iz ablika za konstantnu masu u oblik za konstant-
nu 2aPTeminu.

Sistemi sa kéhstantnom zapreminom se nekada nazivaju i otvore-
ni sistemi. "Ro definiciji, sistemski pristup zahteva pracenje uvek
istih atoma ii fluidnih delica. Kod kontrolne zapremine to nije
slucaj, jer\jedni fluidni deli¢i napustaju posmatranu zapreminu
dok drugi ulaze u nju. Medutim, svi fluidni deli¢i kontinualno
prolaze Kroz posmatranu zapreminu jer nema “rupa’ u fluidnom
pblju, a fizicka svojstva (osobine) im se kontinualno menjaju:
nema skokovite, nagle promene neke od osobina (gustine, pritiska,
temperature i sli¢no).

LPremayjednoj od definicija, sistem je zbir Gestica istih svojstava (uvek isti atomi ili
fluidni delic¢i) koje mogu da se kreéu, teku i stupaju u interakciju sa okolinom.

20snovna osobina inercijalnih sistema je da je u odnosu na njih prostor homogen i
izotropan a vreme homogeno.
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Zadatak inzenjera gradevine se uglavnom svodi na prorac¢un ukupne
sile na objekat (ventil na cevovodu, zgradu), usled opstrujavanja, flui-
da, bez zalazenja u detalje (Sta se dogada sa fluidnim deli¢gmidok se
provlaci kroz poluotvoreni ventil ili kroz neciju sobu). Zbog tega ¢e se
u ovoj knjizi uglavnom koristiti sistem sa konstantnom Zapreminom.
U sledetem poglavlju, prvo ¢e biti izvedene jednacinefkojepovezuju
konstantnu masu i konstantnu zapreminu, a u nastavku, ma osnovu tih
jednacina, bice izvedeni osnovni zakoni odrzanja.

Jednacine koje se dobijaju sistemskim pristupom (se najcesce resavaju
u integralnom obliku, jer se posmatra cela masa,odnosno kontrolna
zapremina. Za ovakve jednacine se Cesto kazeda su konzervativne, jer
bilans posmatrane veli¢ine u celokupnoj posmuatranej zapremini mora
bitt uwvek zadovoljen. Uz dopunske pretpostavke'o ustaljenom strujanju
homogenog i idealnog fluida, jednacine se svode na obi¢ne algebarske
jednacine.

Analiza strujnog polja Proucava se krétanje delica u svakoj tacki koor-
dinatnog sistema. Moguca su dya,pristupa u pracenju delié¢a:

Slika 4.10: Ojlerov pristup: prate se promene u jednoj tacki polja (levo);
Lagranzeov priStup: prate se promene koje se dogadaju jednom deli¢u
(desno)

1. Ojlerév'3 pristup: manje detaljan pristup gde se posmatraju pa-
rametri polja kroz vreme, ali u fiksnoj tacki prostora. Ne zna

13LeohardyEuler (1707 - 1783) &vajcarski matematicar koji je dao znatan doprinos
Njutnovskojimehanici formulisu¢i jednacine kretanja idealnog fluida i ¢vrstih tela. Bio je
dak Jakoba Bernulija a dobar prijatelj sa Danijelom Bernulijem. Zbog bolesti je izgubio
vid prye na jednom, pa zatim i na drugom oku, ali to ga nije sprecilo da nastavi svoj
izuzetan rad.



102 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

se tacno koji je deli¢ unutar posmatrane tacke, jer jedan“deli¢
napusti tacku, a drugi dolazi na njegovo mesto (levi deo slike4.10,
posmatra se trenutno deli¢ A, koji ¢e otiéi, a na njegovofmesto Ce
do¢i deli¢ B).

2. Lagranzeov'? pristup: najdetaljniji na¢in izu¢avanjafluidhe struje,
gde se prati svaki deli¢ pojedinacno i karakteristike polja vezane
uz taj deli¢ (na slici 4.10 desno, prati se deli¢ A)¢ Ovaj pristup je
najkomplikovaniji ali i daje potpuni uvid u stzujnoe’polje.

U analizi strujnog polja se polazi od jednacina za,fluidni deli¢ i one se
najcéescée resavaju u diferencijalnom obliku. Jednagine nisu konzerva-
tivne, jer se posmatra samo jedan deli¢, afibilans, neke posmatrane
veli¢ine ¢e biti zadovoljen na nivou celokupne zapremine. Kod neusta-
ljenog strujanja homogenih ili nehomogenih fluida, do resenja jednacina
se uglavnom dolazi numerickim putem, pribliznim metodama.

Bez obzira da li se radi na nivou sistema, ili na nivou deli¢a u strujnom
polju, jednacine koje se dobijaju su, u opStem slucaju, analiticki neresive. Da
bi se resile, neophodno je uvesti odredena uproséenja, koja su opravdana u
konkretnom zadatku. Moze se reéi, &t stwvari, da je predmet mehanike fluida
razvoj matematickih metoda za resavanje opstih jednacina mehanike kao 1
vrste upro§éavanja, koja se moraju primeniti da bi jednacine bile resive.

4.3 Koncept kontrelne zapremine

Osnovni zakoni odrzanjapkoji se primenjuju u klasi¢noj mehanici, kao sto
su zakoni odrzanje masge, Njutnovi zakoni i zakoni termodinamike, odnose
se na sisteme sa konStantnom masom. U izucavanju fluida, zgodnije je
posmatrati fiksnu, Konstantnu zapreminu, koja se ne pomera kroz vreme
i kroz koju proti¢e fluid. Pri tome, potrebno je uspostaviti vezu izmedu

sistema sa konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom!'®,

1 Joseph-Louis| \Lagrange (1736 - 1813) smatra se francuskim matematicarem i
astronomom, gmada je roden u Torinu, Italija. I pored toga sto je u matematickom
obrazovanjugbio samouk, ve¢ sa 19 godina postaje profesor matematike na Kraljevskoj
Artiljerijskej. skeli u Torinu. Objavljuje, pod nadzorom Ojlera, racun verovatnoce,
bavi se teorijom oscilacija zica, gde koristi diskretni model masa i reSava sisteme od
(n+1) diferencijalnih jednacina. Analizirao je reSavanje diferencijalnih jednacina u oblasti
meh@anike fluida, ali i u oblasti astronomije. Za svoje zasluge u oblasti matematike je dobio
1808.4od Napoleona orden Legije casti.

50 literaturi se prelazak sa sistema koji posmatra masu na sistem koji posmatra zapre-
minu, ili region, ¢esto naziva Rejnoldsova transportna teorema.
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kako bi mogle da se iskoriste osnovne jednacine odrzanja na fluid u posmatra-
noj zapremini.

U nastavku ¢e se prvo uspostaviti veza izmedu konstantne mase,1 za-
premine, odakle ¢e se dobiti opsti izraz za promenu neke karaktewisticne
veli¢ine vezane uz masu (koja se pomera), posmatranjem népokretne za-
premine. Uvesée se pojam materijalnog izvoda, koji se odn@si‘ma kretanje
odredenog fluidnog deli¢a, kao i pojam brzine deformacije, fluidnog delica.
Kako materijalni izvod prati promenu deli¢a, odnosno odredéne mase fluida
koja se krete kroz prostor, da bi zadrzali koncept kariséenja nepokretne
konstantne zapremine, na kraju ¢e se uspostaviti veza,izmedu materijalnog
izvoda i konstantne zapremine.

4.3.1 Prelazak sa konstantne mase na kenstantnu zapreminu

Posmatra se odredeni inercijalni sistem amnase m. Velicina B je neka
karakteristicna veli¢ina tog sistema (masa, dmpuls mase ili energija). Kako
je masa mera inercije sistema, uvodi se veliéina b koja je jednaka veli¢ini B
po jedinici mase'®, tako da je:

B=bm

Ako se posmatra deo flui-
dne struje, masa fluidnog de-
licaje dm = p d¥, a vrednost
karakteristi¢ne veli¢ine deli¢a
je dB = b dm. Sumiranjem
vrednosti karakteristi¢ne veli-
¢ine po celokupnoj posmatra-
noj masi fluida, dobija se:

B- /V pb d¥ (4.8)

Naslici 4.11, prikazana je ko-

nacna masa fluida sa karakte-
Slika 4.11: (Keémstantna masa se nalazila U igtiénom velicinom B. U tre-

posmatrafiojzapremini u trenutku (¢) da bi putku ¢, vrednost karakteristi-
deo te maseimapustio zapreminu u (t + At)  gne velicine je Boay, a kada

1 Jmekim knjigama se kao karakteristika inercijalnog sistema uvodi veli¢ina ® i veli¢ina
¢ jednaka ® po jedinici zapremine. Prema ovde usvojenim oznakama vaze sledece relacije:
P=DB,¢=pbi®= [¢d¥
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se posle nekog malog vremena At konaéna masa pomeri u novi poloZajy,uz
postovanje osnovnih zakona odrzanja klasi¢ne mehanike, vrednost karakteri-
sticne veli¢ine ¢e biti Bopy+.

Koncept konstantne zapremine zahteva praéenje promene karakteristicne
veli¢ine B unutar zapremine koju je konacéna masa zauzimalafu grenutku t.
Ako se sa C¥ oznadi ta zapremina, tada je By vrednost karakteristicne
velicine u trenutku t a Beoys+ u trenutku ¢ + At. Sa slike, 4711, vidi se da
mora biti ispunjen uslov:

B u trenutku t = Beoy = Bow (4.9)

U trenutku t+At, kada se posmatrana masa pomeris vrednost njene karakteri-
sti¢ne velicine je:

B u trenutku t + At = B+ = Besys+ #+.Brzn — Bur

gde su Byzy, 1 By, koli¢ine karakteristicne veligine koje za vreme At napuste
ili udu u konstantnu zapreminu. Promena karakteristi¢ne veli¢ine u vremenu
je, uz zamenu Beyy sa Beoy na osnovipjednacine (4.9):

AB _ Bom+ — Bom _ Bov oy | Brzw — Buw

At At JAN/ At
AB _ ABcy i Brz1r # Bur
At At At

Smanjenjem vremenskeg@ikoraka sa At na dt, dobija se veza izmedu
sistema sa konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom (Rej-
noldsova transportna teorema):

dB _ dBcy g8 Bz — BuL
dt dt Ate0 At

Izvod po vremenu dB/dt je promena bilo koje osobine sistema sa konstant-
nom masom, dBcw/dt je promena te osobine unutar kontrolne zapremine, a
zadnji ¢lan je ukupno izasla karakteristicna veli¢ina kroz konturu konstantne
zapremine, Koristeci (4.8) prethodna jednacina se moze napisati u slede¢em
obliku:

d _d . Brzr — By
E/V bdv= 4 /cvpb dv'+ lim At

priféemu ' se granica prvog integrala pomera sa pomeranjem posmatrane mase,
a granica drugog integrala je nepokretna (sa desne strane jednakosti). Kako
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je granica nepokretna, nije funkcija vremena pa se izvod po vremenu‘moze
uvudi unutar drugog integrala:

dB (pb) . Brzr — By
T dt/ bd¥= /CV dv lim =X (4.10)

Zadnji ¢lan jednacine predstavlja protok karakteristi¢nefvelicine B kroz
granicu konstantne zapremine (izlaz - ulaz). U poglavlju 418 Protok fluida
i srednja brzina je pokazano da je protok veli¢ine B krozpoyrsinu A (jedna-
¢ina (4.6)) jednak:

Qs = / pbugn; dA
CA

Da bi se naglasilo da je granica integracije konstantna, da se ne pomera kroz
vreme, umesto integracije po A u izrazu se piselintegracija po C'A.

Sredivanjem jednacine (4.10), dobija se traZena veza izmedu promene
veli¢ine B za sistem sa konstantnom masomyi za sistem sa konstantnom
zapreminom, koji ¢e se koristiti u daljim izvedenjima:

dB d(pd)
E_/cv - dV+/ bl A (4.11)

Prvi, zapreminski integral, prédstavlja lokalnu promenu velicine B kroz
vreme, unutar fiksne kontrolune zapremine (C¥%), a drugi, povrsinski integral,
protok veli¢ine B kroz povesimu (C'A), omotac fiksne kontrolne zapremine.

Primer 4.3.1

U sudu konstantne zaprémine, se pod pritiskom nalazi fluid. U pocetnom trenutku
t = 0 sud je zatvoren U trenutku ¢ = 0 + dt naglo se ovori ventil i fluid po¢ne da
istice. Napisati izraz(za pfomenu mase fluida u sudu kada se otvori ventil?

Na glici je, sa leve strane, prikazan sud sa zatvorenim ventilom, se celokupnom
masom fluida unutar suda, dok je sa desne strane prikazan trenutak kada se otvori



106 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

ventil i kada fluid po¢ne da izlazi iz suda. Posmatra se masa fluida, pa je karakteristi-
¢na velicina B = m a njena vrednost po jedinici mase b = 1. Jednacina (@ul1) se
svodi na:

dm dp
— = —d in; dA
n ~/C\7‘8t V—l-/CApun

Prema osnovnom zakonu mehanike, masa sistema je nepromenljiva, pa je leva
strana jednacine nula. Ako se pretpostavi da je fluid homogenjparcijalni izvod po
vremenu sa desne strane jednacine moze da izade ispred integralal jer je gustina
samo funkcija vremena, a ne i prostora.

Poslednji ¢lan jednacine je protok mase kroz konturu, utrenitku kada se otvori
ventil. Ako se sa A; oznadi proticajna povrina, a brzing kojom fluid napusta sud
sa V1, tada je protok mase (4+pVi A;1). Prethodna jednac¢inaige svodi na:

d
dt Jow
Integral |, o P d¥ je jednak masi fluida kojadje ostala u sudu mey, pa se dobija
finalna jednacina:

d
3 (mov) = —pV1Ay

odnosno, smanjenje mase fluida u sudufjejednako masi fluida, koja izade iz suda u
jedinici vremena.

Povrsinski integral iz jednacingy(4.11) se, na osnovu Gausove!” teoreme,
moze pretvoriti u zapreminski‘integral'®:

/ pbun; dA = [a(pb“f) 4 Apbuy) | Hpbuz)] 4y (4.12)
CA c¥ | Ox Oy 0z

Koriséenjem udvojenog indeksa i (notacija koja ¢e se koristitiu ovoj knjizi) ili
operatora gradijentamabla V, sumiranje parcijalnih izvoda po koordinatnim
pravcima (4.12) se moze prikazati kompaktnije:

9(pbui)

/ pbumpdd = [ D2 qpr [ (pba) av (4.13)
cA cv 0z v

17 Johann Carl'Friedrich Gauss (1777 - 1855) je poznati nemacki matematicar koji je dao
veliki doprinospfundamentalnoj algebri, teoriji brojeva, teoriji diferencijalnih jednacina,
teorijskgj astrenomiji, hipergeometrijskim funkcijama i neeuklidskoj geometriji. Zajedno
sa Meberomyje radio na otkri¢u Kirhohovih pravila kao i na uspostavljanju svetske mreze
za merenje Zemljinog magnetizma.

BDetalino izvodenje se moze naéi u poglavlju 23 knjige Mehanika fluida, osnove G.
Hajdin, 1977-2002.
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Zamenom povrsinskog intergrala zapreminskim u jednacini (4.11), debija
se izraz za promenu u vremenu karakteristi¢ne velic¢ine B, vezane za konstan-
tnu masu, prilikom kretanja te mase, a posmatranjem konstantne, népokretne,

zapremine:
dB _ [ [0(ph)  O(pbu)
at /CV or " om
Prema principu odrzanja veli¢ine B, promena u vremiénu dB/d¢ mora
biti jednaka nekoj drugoj veli¢ini S, koja se odnosi na celekupnu masu:

d¥ (4.14)

dB

P _g 4.15

i (4.15)
Na primer, ako je B masa, tada je S = 0, jer masa ne moze ni da se

stvori ni da nestane. Za koli¢inu kretanja B = mW, velicina S je prema
drugom Njutnovom zakonu suma sila, koja izaziva promenu kolicine kretanja
posmatrane mase. Takode, prema prvom zakonu termodinamike, za unutras-
nju energiju B = E, veli¢ina S je jednaka razlici dovedene koli¢ine toplote i
rada koji sistem utrosi na okolna tela. U narednim poglavljima 4.4, 4.51 4.6,
detaljno ¢e se izuciti principi odrzanja pésmatranjem konstantne zapremine

fluida.

4.3.2 Pracenje kretanja materijalnog deli¢a

U opstem slucaju brzinagfluidnog deli¢a, kao i ostale veli¢ine koje su
vezane uz deli¢ (gustina, pritisak, koncentracija zagadivaca i sli¢no), su
funkcija i vremena i prostora‘@,= p(x,y, z,t). U Mehanici fluida se ¢esto
koristi izvod veli¢ine ¢ po viemenu. Ako je u pitanju, na primer, koncentraci-
ja dima u vazduhu C, taj izved je moguce odrediti na tri na¢ina. Prvi bi bio
da se postavi instrument za merenje koncentracije dima na odredeno, fiksno
mesto i da se kontinualno belezi koncentracija. Brzina promene koncentracije
je tada jednaka 0C/@t, parcijalnom izvodu koncentracije po vremenu.

Druga moguénost je da se montira instrument na avion, koji ¢e leteti
nekom svojom trajektorijom a da instrument kontinualno meri koncentraciju
C. Instrument( ce zabeleziti brzinu promene koncentracije u jednoj tacki, ali
i brzinu promene koncentracije po prostoru usled kretanja aviona:

dC goC™ o0Cdx 0Cdy 0Cdz
E_E—i_@:pdt—i_@y dt+8z dt

Izvodi(pemeranja aviona po vremenu su komponente njegove brzine uf, u‘;
i uf panse prethodni izraz moze napisati u obliku:
dC o0C oC oC oC
— =+ —ul )+l (4.16)
dt ot  Ox oy 0z
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Tre¢a moguénost je da se instrument postavi u balon i da se puSti,da
vazdusna struja slobodno nosi balon. Promena koncentracije po vremenu je
slicna onome Sto je zabelezeno i kada je instrument bio u aviengd, 8a tom
razlikom Sto je sada balon pratio kretanje vazduha, pa se umestegbrzine
aviona sada uzima brzina vazduha, odnosno brzina materijalnog delica:

DC 9C 9C  8C  9C  dC  9C

e _o¢ L 9C, LY | 417
Dt ot T T oy T 92T or T on (4.17)

U jednagini je za izvod po vremenu DC'/Dt upotrebljeno veliko slovo da bi
se naglasilo da se radi o izvodu koji prati kretanje fluidneg delica. Takav
izvod po vremenu se zove materijalni (supstancijalng) izvod, jer je vezan za
kretanje materijalne tacke.

Na slici 4.12, prikazan je jedan fluidni deliéu trenutku ¢, sa svojom
trajektorijom i strujnicom. Uz deli¢ se prati neka veli¢ina ¢. U sledetem
trenutku ¢ + dt, kad bi deli¢ mogao da se pomeriu bilo kom pravcu dx, pro-
mena veli¢ine ¢ bi bila dp/dt (4.16). Medutimyanaterijalni deli¢ moze samo
da nastavi po svojoj trajektorijii jedini moguéi pravac njegovog kretanja je
Dz. Izvod veli¢ine ¢ po vremenu je:

Dy _ 9¢ d¢ d¢ O

ﬁ—a—l-um% —I—uya—y —|—qu

Izraz se moze napisati u notacijitsa;
indeksima, gde udvajanje indeksa
i oznacava tri sabirka, tako%da se
dobija uopsSteni oblik materijalnog
izvoda:

Dy 0Oy g

A SRR 4.1
—I—ua% (4.18)

Dt Ot
Ako je, na primer,/ velicina ¢
komponenta brzine u‘pravcu y tada
je ubrzanje déliéa, u tom pravcu
jednako materijalnom izvodu:
Slika 4.12: Iz polozaja x;, deli¢ se u

Duyg 0, Ouy ) > s
i R, T slede¢em trenutku ne moze pomeriti
D¢ ot Ox; . . . .. .
za bilo koje diferencijalno pomeranje
odnosne| za bilo koji pravac i: dz; ve¢ samo za Dz;, duz svoje
Du, Ou; Au; trajektorije
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Indeks j, u prethodnoj jednacini, oznacava sumiranje tri ¢lanajidok
indeks ¢ daje pravac vektora.

U jednacini (4.18) prvi sabirak predstavlja promenu veli¢ine @ kfozwreme,
dok se deli¢ nalazi u fiksnoj tacki pa se taj ¢lan Cesto naziva lokalnaykompo-
nenta izvoda. U lokalnom izvodu je fiksiran prostor, deli¢ se né pomera veé
se samo gleda promena veli¢ine ¢ kroz vreme.

Drugi sabirak jednacine (4.18) daje promenu veli¢ineyp, koja je nastala
usled promene polozaja materijalnog deli¢a. Taj ¢lan se nazivd konvektivna
komponenta izvoda. Kod konvektivne komponente je fiksirano vreme, a gleda
se kolika je promena veli¢ine ¢ po prostoru.

Primer 4.3.2
Iz rezervoara u kome se nivo vode postepeno smanjuje, izlazi horizontalna cev ¢iji
se precnik postepeno povecava. U preseku 1 je pre¢nik cevi D; = 0,15 m a u

preseku 2, koji se nalazi 2 m nizovodno, prec¢nikpje Do = 0,17 m. U trenutku
to, = 10 s u preseku 1 je izmerena brzina Vi* &,1,5 /s a u trenutku ¢, = 15 s
brzina V¥ = 1,4 m/s. Koliki je materijalni izyed brzine V u preseku 1 u trenutku
ty?

Brzina u preseku 2 se moze odrediti'izjuslova nestisljivosti vode Q1 = Qo,
odnosno, V1 A1 = Vo As gde su A; i Ay poviSine poprecénih preseka cevi:

A Di\? 0,15\ >
Vhe=2t=n(Z) =1 = 0,7785V}
2 1A2 1 <D2) 1 0’17 ) 1

Za vremenski trenutak t, brzina u preseku 2 je Vi = 1,1678 m/s (za trenutak ¢,
brzina V7 = 1,0899 m/s nije petrebma za proracun). Materijalni izvod brzine V u
preseku 1 i u trenutku ¢, je za date uslove:

DV oV 9V 14915 1,1678 — 1,5

— ‘2
T s SRS 2 = —0,269 m/s

4.3.3 Brzina deformacije materijalnog deli¢a

Fluidni, matezijalni deli¢ se kre¢e nekom svojom trajektorijom, brzinom
koja je, u opstem sluc¢aju, promenljiva duz trajektorije i kroz vreme. Takvo
strujno poljeje promenljivo po prostoru i vremenu. Ako se posmatra samo
jedan delic¢, weli¢ine dz1 X dxo X dzg, brzine njegovih temena e biti razlicite,
jer se malaze u razlicitim delovima strujnog polja. Za razliku od krutog
tela, fluidni deli¢ ¢e se deformisati tokom putovanja jer pored apsolutnog
pomeramnja svih tacaka u fluidu, dolazi i do relativnog pomeranja: rastojanja
izmedu pojedinih tacaka se vremenom menjaju.
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Na slici 4.13 je prikazana samo jedna strana materijalnog deli¢a, u‘ravni
x1,x9. Brzina donjeg levog temena u vremenskom trenutku ¢ je (u1jug).. U
istom tom trenutku, brzine ostalih temena su:

e donje desno teme: <u1 + g dxq,us + g—dl'l)
1

. ouq Ouo
e gornje levo teme: |wu + s d:L'g,’LLQ + o d:ng
T2

e gornje desno teme: <u1 + %d$1 + gul dxo, us + gu2 dzy + %dm)
1 T2 T1 T2

Zahvaljujudi razlicitim brzi-
namay materijalni deli¢ ¢e u
narednom vremenskom tre-
nutku t+dt da se deformise.
Od kvadratnog oblika dobi-
¢e oblik slican onom prika-
zanom isprekidanom linijom
na slici 4.13.

Brzina kojom se materi-
jalni deli¢ deformise zavisi
od velicine deli¢a dx; 1 od
vremenskog inkrementa dt.
Ako se posmatra brzina de-
formacije u jedinici vremena,ipo jedinici duzine, ona se moze razdvojiti
na slede¢e komponente (slika 4.14): translaciju gde sva temena imaju istu
brzinu, linearnu deformaciju gde stranice ostaju i dalje medusobno paralelne,
rotaciju gde deli¢ ostagénistog oblika i zapremine i ugaonu deformaciju gde
dolazi do promena uglova/u deli¢u.

Linearna deformagijardeli¢a je brzina izduzavanja stranica, odnosno, brzi-
na dilatacije. Na primer, za ravan (1,2) i stranicu dzo dzs, to bi bila brzina
Ouy1/0z1. Postemeyistovremeno sve tri stranice pomeraju, moze se definisati
brzina zapreminske dilatacije kao brzina kojom se menja zapremina deli¢a:

8u1 6u2 a’LL3 auz
" 8131 8:1:2 8:1:3 a:L'Z ( )
Ako jeMuid nestisljiv, brzine dilatacija stranica deli¢a moraju biti takve da
nedolazi,do ukupne promene zapremine delica. Na osnovu toga, moze se

napisatiida je uslov za nestisljivost brzina zapreminske dilatacije nula:

Slika 4.13: Komponente brzine fdidnog delica
u x1, T2 ravni

wii =0 za nestisljiv fluid (4.21)
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Slika 4.14: Brzina deforma@nog deli¢a, u jedinici vremena i po
i

jedinici duzine, se moze razdv jednostavnije komponente: translaciju,

linearnu deformaciju, rotacij aonu deformaciju
Brzina obrtanja stranica uzvni (1,2), odnosno, ugaone brzine kojima se

stranice obréu, su Ou i Qua/0x1. U opstem slucaju se to moze napisati
kao: N
Ou; .
Yz uslov i #j (4.22)
a’L‘j

Da bi s
rotacije u j

%_ax; sa i ] (4.23)

zenom strujnom polju deli¢ se i rotira i deformise, pa se komponenta
rotacije moze odrediti preko brzine rotacije simetrale uglova. Za ravan (1,2)

otirao bez deformisanja, potrebno je ispuniti uslov da su
oj ravni iste, ali suprotnih znakova:
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bi to bila brzina rotacije u smeru (3):

1 6u2 a’LL1>
O = = _ 4.24
3 2 (6:131 OZEQ ( )
dok je u opstem slucaju brzina rotacije:
1 Ou;

(3

gde je simbol €;;; permutacioni simbol. On ima vrednost “F1vako su indeksi
i, J, k u rastuéem smeru (1,2,3; 2,3,1; 3,1,2) odnosno za parnu permutaciju
skupa (1,2,3), vrednost -1 ako su indeksi u opadajuéem smieru (3,2,1; 2,1,3;
1,3,2) odnosno za neparnu permutaciju skupa (1,2,3)1 za gve ostale slucajeve
vrednost nula.

Slika 4.15: Bezvrtloznogyvrtlozno kretanje fluidnog deli¢a

Ukoliko u toku kretanja deli¢a ne dolazi do njegove rotacije, takvo kretanje
se zove bezurtlozno kretanje.g@dsustvo rotacije pokazuje da ne postoji moment
tangencijalnih napona, $t@\je uslov za idealan fluid. Na slici 4.15 sa leve
strane je prikazan primer bezwrtloZznog kretanja: mada dolazi do ugaone
deformacije, rotacija prave,AB i CD su iste, samo u suprotnim smerovima,
pa je rotacija simetrale jednaka nuli. Sa desne strane je pokazano kako bi
izgledalo tecenje réalnog fluida, u kome postoji i rotacija.

Posto su u opstem slucaju ugaone brzine za sve stranice razli¢ite, kao
mera ugaone przine deformacije (4.22), ¢esto se koristi srednja vrednost
brzine promenepravog ugla (ili sklapanja koordinatnih osa), brzina klizanja.
Za ravan (152)"bi to bilo:

1 (6u1 + a’LL2>
Wi =wo] = = | =— + =—
12 21 2 8:1:2 8:::1
odnesnolu opstem sluc¢aju, uz uslov i # j:

1 auz a’LLj
whj = wji = 3 <a$j + 6:@) (4.26)
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Prethodna jednacina se moze koristiti i za slucaj ¢ = j, kada se dobijaju
brzine dilatacija.

Slika 4.16: Podela brzine deform idnog deli¢a, u jedinici vremena i
po jedinici duzine, na sferni i de@rski deo
L 4

Pored podele brzine defot
moguce je ukupnu deformacij

acija na osnovne komponente (slika 4.14),
padeliti na deo koji menja zapreminu fluidnog
deli¢a, a ¢uva oblik, i na d @ nji menja oblik deli¢a (slika 4.16). Prvi deo
se zove sferni deo, a drugi dewigatorski deo tenzora brzine deformacija:

wij =+l ’b (4.27)

Sferni deo brzine macija je skalar. Jednak je srednjoj vrednosti svih
brzina dilatacidnosno, jednoj treéini zapreminske dilatacije (4.20):

koji.i dnost 0;; =1zai=jad; =0zai#j:
1
%_.f:w:é--—% (4.28)
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Devijatorski deo brzine deformacije jednak je zbiru brzine klizanja i
razlici izmedu brzine dilatacije i sfernog dela brzine deformacija:

1 (0u; Ou; Oou; 10u

d i 7 i k

d —(1-6,;)= == Sii | — — =&

wij = ( J)2 <62L'j + 8:@) + % <62L'j 38:%)

Prvi sabirak postoji samo za slucaj razlicitih indeksa (i #.7) dok drugi

sabirak postoji za slucaj kada su indeksi isti (i = j). Spajanjém izraza u
jedinstven izraz, dobija se devijatorski deo brzine deformagije:

1 /(0u; Ou; 10u 1
a_ 1 i S I el AN 4.29
Wi T g <62L'j + 8:@) '3 Dy, Wij T Oy g&kk ( )

4.3.4 Veza materijalnog izvoda i kontrolne zapremine

Promena karakteristi¢ne veli¢ine B, vezaneyza celokupnu masu koja se
pomera, a na osnovu posmatranja elementarnth delica pb u konstantnoj
zapremini ¥, koja se ne pomera, je data jednacinom (4.14). Posto se prate
elementarne mase deli¢a koji se kreéu,yjukupna promena veli¢ine B mora ima-
ti neku vezu i sa materijalnim izvodoni (4ed8) definisanim u poglavlju 4.3.2,
Pracenje kretanja materijalnog delida.

Clan sa leve strane jednacine {4.14) dB/dt, moze se napisati koristeci
zamenu (4.8):

dB / / Y )
dt At @ (Y

gde je zamenjen redosled diferenciranja i integraljenja, jer je oblast integracije
(¥) konstantna (C¥). U dobijenom integralu sa desne strane se nalazi izvod
proizvoda (pb) x (d¥); nadvkojim se moze primeniti pravilo diferenciranja:

d AR d(d¥)
3 1(P0) x (d¥)] 0 T

Poslednji ¢lan e moze pomnoziti sa d¥/d¥, jer je zapremina d¥ razlicita od
nule, pa se debija:

o) d(d¥)
d (- d(ob —ar
0175( pb) > (dV)] = T d{’; dv

d
Owako napisan poslednji ¢lan izraza E(dV) /d¥ predstavlja brzinu promene

zapremine fluidnog deli¢a po jedinici zapremine deli¢a. Brzina kojom se
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menja zapremina deli¢a je jednaka brzini zapreminske dilatacije (4.20)a(sli-
ka 4.14) pa se poslednji ¢lan moze zameniti sa w;; = Ju;/0x;:

by x @] = [12 4 2

|

Polazna jednacina (4.14) zamenom dB/dt¢ sa dobijenind izrazom, sada
postaje:
d(pb)

——— + pb—| d¥ = /
/cv dt p Ox; cv
Integracija se obavlja po istoj, konstantnoj zapremini C¥ pa integrandi

moraju biti isti da bi jednacina bila uvek ispunjena. Diferenciranjem proiz-
voda u zadnjem desnom ¢lanu, jednacina (4.30) postaje:

d(pd) 0
ot | on

(pb uhpd¥ (4.30)

o2y, )

d(pb) 0w _ 0(pb) ,
a  Por, T ot 0z, | Undr,

po jedinici zapremine, jer je jednacina(4.30)podeljena sa d¥. Skracivanjem,
dobija se:

d(pb) _ 9(pb)  O(pb)

dt ot " om,

Velic¢ina pb je (masa po jedinici zapremine, odnosno, masa deli¢a jedini¢ne
zapremine) X (osobina koja géprati po jedinici mase) sistema sa konstantnom
masom (jednacina (4.8) nastrani 103). Posto se prati kretanje materijalnog
delié¢a, izvod po vremenu d(pb)/dt je materijalni izvod, pa se moze napisati:

D(pb) _ 9(pb), " (. 0(pb)

Dt~ od o A o, (4.31)

Do iste jednacine je moglo da se dode dosta jednostavnije. Kako je
pb karakteristiéna weli¢ina nekog materijalnog deli¢a koji se krece brzinom
u;j, izvod veliéine ¢ po vremenu je materijalni izvod. Zamenom ¢ = pb u
jednacini (@.18) direktno se dobija jednacina (4.31).

Izraz (4:31) se moze napisati i u drugacijem obliku. Clan (pb)/dt, lokalni
izvod Karakteristicne veli¢ine po vremenu se moze izraziti iz prethodne je-
dnatine:

pb) _ D(pb)  9(pb)

ot Dt ' Ox;
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pa se moze staviti u polazni izraz (4.14). Ako se zadnji ¢lan jednacine (4s14)
razvije kao izvod proizvoda, nakon skrac¢ivanja se dobija nesto drugacijioblik
izraza (4.15):

iy
dt  Jew

Kako je wy; = 0u;/0x; brzina zapreminske dilatacije delida, poslednji ¢lan
se moze shvatiti kao promena unutrasnje zalihe veli¢ine pb. Ceo izraz (4.32)
pokazuje da je promena kroz vreme veli¢ine B, koja je vezana za ceo sistem,
(odnosno njen porast ili opadanje, ili proizvodnja i petresnja) jednaka sumi
svih promena te veli¢ine vezanih za elementarni deli¢ unutar nepomerljive
granice sistema i povecanju ili smanjenju zalihe.

D(pb) @_u] _
D oy | V=S (4.32)

4.4 Princip odrzanja mase

U klasi¢noj mehanici, kod sistema sa kefistantnom masom, zakon konzer-
vacije ili odrzanja mase je po definiciji ispunjen, pa se o njemu i ne govori. U
izu¢avanju fluida, gde se koristi sistem sa_konstantnom zapreminom, masa
se mora ekspicitno odrzavati konstantmom, odnosno, mora se eksplicitno
obezbediti konzervativnost mase. Ugnastavku ¢e se prvo dati osnovna jednaci-
na u opstem slucaju, a zatim ¢e se jednacina uprostiti za ustaljeno strujanje
homogenog fluida. Na kraju Cefse dati primer za teCenje u cevi.

4.4.1 Jednacina odrzamja mase

Ako se u prethodno izvedenim jednac¢inama koje se odnose na kontrolnu,
konstantnu zapreminugistavi da je veli¢ina B ukupna masa sistema, tada
je b masa po jedinici mase, odnosno jedinica (b = 1). Iz osnovnog principa
odrzanja mase'? sledi dasje brzina promene konstantne mase nula dB/dt = 0,
pa jednacina (4.11) pestaje:

0

/ —pdV+/ pumn; dA=0 (4.33)
cv Ot CA

Napisana jednacina pokazuje da je pove¢anje mase u posmatranoj zapremini,

plus razlikayprotoka mase kroz konturu (izlaz - ulaz), jednako nuli. Ili, da

je povécanje mase zapremine ¥ jednako razlici ulaza i izlaza protoka mase

Pfincip klasicne mehanike, da je masa nepromenljiva, i nije bas tacan. U nuklearnim
reakcijama se masa moze pretvoriti u energiju. Medutim, ¢ak i u nuklearnim reaktorima,
masa koja se “unisti” je zanemarljivo mala.
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kroz konturu. Ista jednacina se moze napisati i u integralnom oblikiy, po
konstantnoj zapremini (jednacina (4.14)):

/ dp n d(pu;)
¥

at a:L'Z
Napisane dve jednacine (4.33) i (4.34) predstavljaju jedracinu odrzanja
mase u konacnoj zapremini ¥ ograni¢enoj povrsinom A. Jednaéina odrzanja
mase se ¢esto naziva jos 1 jednacina kontinuiteta ili jednacina nepromenljivosti

} d¥ =0 (4.34)

mase.

Kontrolna zapremina C¥% moze obuhvatiti bilo kejeygranice integracije.
Da bi se zadovoljila prethodna jednacina (4.34), neéphodno je da integrand
u svakoj tacki prostora bude nula. 1z tog uslova se debijajednacina odrianja
za elementarnu masu:

dp | 9(pui)
ot om,

_ 0 (4.35)

koja vazi u bilo kojoj tacki prostora C¥4Prvilsabirak jednac¢ine predstavlja
promenu mase u jedinici vremena unutar konstantne zapremine, dok drugi
sabirak kaze da, ako postoji promenammase, ona mora biti jednaka protoku
mase kroz granicu te zapremine. Sa desne strane jednacine stoji nula, jer
produkcija mase nije moguca.
Ako se u jednacini (4.35) druigt sabirak diferencira, dobija se:
op ou; op

P _
ot " oz T Yo,

Prvii tredi ¢lan jednacine predstavljaju lokalni i konvektivni ¢lan materijal-
nog izvoda gustine (akéise u jednacinu (4.18) stavi ¢ = p), pa se prethodna
jednac¢ina moze napisati i/u obliku:

Dp auz
Dt * pa:L'i

D
= 0" odnosno D—i +pwi; =0 (4.36)

Prvi sabirak predstavlja promenu (poveéanje) gustine jednog deli¢a u jedinici
vremena, a drugi,clan ekspanziju deli¢a usled povecanja gustine, jer pozitivna
vrednost brzine zapreminske dilatacije wy; (izraz (4.20) na strani 110) znadi
da se deli¢ povecava.

Doliste jednacine odrzanja elementarne mase se moglo do¢i i na osnovu
izrazag(4.32), zamenom b = 1, postavljanjem uslova da je proizvodnja/potros-
nja‘mase nula S = 0, deljenjem izraza sa elementarnom zapreminom d¥ i
postavljanjem uslova da integrand mora biti nula u svakoj tacki prostora.
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Primer 4.4.1

U posmatranoj tacki fluidnog prostora, u trenutku ¢y gustina delica stisljivogifluida
iznosi p = 1050 kg/m3, a brzine dilatacija u pravcima 2 i 3 su Qug/0xs <0405 s+
i Quz/0r3 = —0,02 s71. Gustina se kroz vreme menja. U trenutlt #s vrednost
materijalnog izvoda gustine je Dp/Dt = —42 kgm 3s~!. Kolika jegrréduost brzine
dilatacije u pravcu x1 u trenutku to?

Na osnovu jednacine odrzanja mase (4.36) napisane za prayee,l, 21 3, u trenutku
t = 0 mora biti ispunjen uslov:

Dp 8U1 8U2 8U3 8U1
t—l—p( L + 2—‘,— 5 2 4+ 1050 . +0,05 0,02 0

Sredivanjem po nepoznatoj brzini dilatacije u pravcu xi-dobija se:

ouq
P 1 —1
0z, 0,01s

4.4.2 Ustaljeno strujanje nehomogenog i homogenog fluida

Uslov ustaljenosti strujanjaznaci da je u jednacini odrzanja mase (4.35)
lokalna komponenta promene;gustine nula dp/0t = 0 pa se jednacina svodi
na:

2 (pu) =0 (4.37)

U integralnom obliku jednacina odrzanja mase (4.33) se svodi na:

/pumidAzo = Qu=0
CA

odnosno, na uslév da je protok mase (4.4) (strana 98) kroz granicu nula.

Primer4.4.2

U rezervdar za pravljenje smese ustaljeno doti¢u voda (p; = 1000 kg/m?) protokom
Q4 =082 m3 /s i hemikalija X specificne tezine 7o = 7500 N/m? kroz cev preseka
A3"=_04,05 m? i brzinom Vi = 4 m/s. Iz rezervoara izlazi smesa ¢ija je gustina
ps = 940 kg/m3. Koliki su maseni Q,, i zapreminski Q3 protoci smese?
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U jednacini (4.33) zbog ustaljenog
strujanja je prvi sabirak nula, pa ostaje
samo drugi sabirak:

/ pu;n;dA
CA

koji se svodi na tri masena protoka (uz
pretpostavku da je brzina v = V konstantna
po pre¢niku cevi):

—Qﬂl - sz =+ st =0

Maseni protok kroz izlaznu cev je:

7500
Qps = p1Q1 + 7—2V2Az = 1000 x 0,2 4 98l 4 390,05 = 352,9 kg/s
g 5
Volumetrijski protok se dobije deljenjem masenog §a,gustinom fluida:
Qp, 3529 3
== = =0,375 3
Q3 03 940 ) m /b

Interesantno je proveriti u preth@dnom primeru da li su volumetrijski
protoci u ravnotezi, odnosno da li je iSpunjeno > Q; = 0:

Q1=02; Q=VoA4, =0,250Q3=0,375 = 0,2+4+0,2> 0,375

Rezultat pokazuje da u rezervoar dotice vise vode i hemikalije X nego §to
istice rastvora. Ovo je moguée kod fluida koji ne ¢ine idealan rastvor, pa se
oni izmeSaju na nivou atema:) molekuli jednog fluida se uvuku u molekule
drugog fluida. Zbog toga je kemzervacija mase fundamentalni zakon prirode,
a ne konzervacija zapremyne. Volumetrijski protoci bi bili u ravnotezi samo
kod fluida sa istom gustinom ili fluida koji ¢ine idealan rastvor.

Ako se pored asslov& o ustaljenosti tecenja postavi i uslov da je fluid
homogen, konstantne gustine?® p = Const, gustina se moze izvuéi ispred
diferencijala pafSéjjednacina odrzanja mase (4.37) svodi na uslov da je zbir
brzina dilatacija,u/sva tri koordinatna pravca jednak nuli:

—=20 =
pa$i a$z

= Wi = 0 (4.38)

20pojam hemogen je definisan u poglavlju 4.1.2, Stisljiv i nestisljiv, homogen i nehomogen
fluidy Ovde se jos jednom naglasava da homogen nije isto Sto i mestigljiv: nestisljiv
flaid anoze menjati gustinu pod uticajem temperature ili rastvorenih materija. Prome-
na koncéntracije rastvorene soli u vodi, na primer, menja gustinu i po prostoru i kroz
vreme, 1ako je voda nestisljiva.
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jednacina odrzanja mase se svodi na:

/ Ui NG dA=0 = QZO Q
CA

odnosno, na uslov da je protok zapremine (4.3) (strana 9 Qgranicu
posmatrane zapremine jednak nuli. !

gde je wj; brzina zapreminske dilatacije deli¢a (4.21). U integralnom &u

Primer 4.4.3

Za ustaljeno strujanje homogenog fluida dat je rasporedQQ

Y
um:UOL uy:UoLm Uy

x? +y?
Da li je ovakav raspored brzina moguc?

Uslov odrzanja mase (4.36) mora biti ispu@ svako strujanje fluida. Za
homogen fluid i za ustaljeno strujanje uslov se a (4.38) Ou;/0x; = 0. Za date

uslove, brzine dilatacija su:

Oy -1 -1 212
=UyL|——— —2(—1 20| = Uy L

Fra LR Py x( )g& x R s 1

Ouy _ =t

oy ° 222 )2

Njihov zbir treba da bude j(Q i:
ou, 0 — 222 -1 2y
A b+ +—Y

Ox Oy +192 (@2 +92)° 224y (a2 +92)°
Oug  Ouy —2 2 (x2 + y2) —242

== 2 D) 2| = 2 5 =0
or 0Oy 224y (22 + 42) 22 +y

4.4.3 @' tecenja u cevi

Powa se ustaljeno tetenje homogenog i nestisljivog fluida kroz cev.
U imte 0j jednacini odrzanja mase (4.33):
0

—pdV—i—/ pumn; dA=0
cv Ot cA
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Prvi ¢lan je nula jer je tecenje ustaljeno, a u drugom ¢lanu gustina p se‘fmoze
napisati ispred integrala, jer je fluid homogen pa je gustina konstantna:

p/ un; dA=0 = u;n; dA =0
CA CA

Ako se pogleda prethodna jednacina, kao i jednacina (4.3) na“strani 98,
vidi se da je dobijeni integral jednak ukupnom zapreminskom protoku () kroz
celokupnu povrsinu C' A, koja se nalazi oko posmatrane konstantnhe zapremine
C¥, pa se jednacina kontinuiteta svodi na uslov:

2Q; =0 (4.39)

Slika 4.17: Deo zapremine koju, fluid napusta za At mora biti jednak delu
zapremine koju osvaja

Isti oblik jednacine kontinuiteta se dobija i ako se direktno primeni
princip odrzanja mase natecenje u cevi. Na slici 4.17 je prikazana cev, ¢iji se
popre¢ni presek niz fluidiu struju smanjio. Za ustaljeno te¢enje, masa fluida
koja napusti presek 1,.mora biti jednaka masi fluida koja osvoji presek 2, jer
je fluid nestisljiv i neprekidan:

p“?zl:pQ1XAt pVQZpQQXAt (440)

1z uslova jedmakosti dve mase, odnosno iz uslova jednakosti dve zapremine

(jer je gustima konstantna), dobija se jednacina kontinuiteta?!:

pVa=pVo = Q1 =Q2 (4.41)

*Teduacina kontinuiteta ée biti izvedena i u sledeéem poglavlju 7.2.1 (strana 290),
koristeci ovaj integralni pristup.
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Jednacina se Gesto pise i u formi srednje brzine po preseku (4.7):

V1AL = VoA, ili Vo = Vlﬁ—; (4.42)
odakle se, za dati primer na slici 4.17, jasno vidi da ¢e se W smanjenom
nizvodnom preseku As, brzina V5 povelati.

Na slici 4.18 je dat primer primene jednaci-
ne kontinuiteta na spoj cetiri cevi. Kroz grani-
ce konstantne zapremine (osen¢eno na slici)
prolaze protoci —@Q1 (negativan protok jer je
suprotnog smera u odnosu na smer normale
na omotac zapremine), Q2, —Q3 i Q4. Prema
jednacini kontinuiteta (4.39) mora biti ispu-
njeno:

Q14+ Q2 — Q3+ Qs =0 Slika, 4.18: Detalj spoja
cetiri cevi, sa konstantnom
odnosno, protok koji ulazi u posmatrangl, 24~ zapreminom za koju se pise

preminu mora biti isti kao protok kojitizlazt iz jednacina kontinuiteta
te zapremine: Q1 + Q3 = Q2 + Q4.

4.5 QOdrzanje koli¢inekretanja

Kad god se promeni brzina fluida ili kada se menja smer tecenja, javlja se
sila. Prema zakonu akcije izeakeije, sila se prenosi sa fluida na konturu koja
je izazvala promenu. Primeri’su brojni: sila udara mlaza vode u lopatice
turbine ili sila vetra na dimnjak ili sila uzgona koja omogucava avionu da
leti.

Osnovni zakon kojiise bavi silama i koji vazi u mehanici krutog tela
je Drugi Njutnov zakeou? “Promena koli¢ine kretanja srazmerna je sili koja
dejstvuje na telo i vriise u pravcu dejstva sile” [21]. Taj princip se odnosi na
konstantnu, pokretnu masu. Primenom Rejnoldsove teoreme, taj princip ¢e
se primeniti nateel (nepokretnu) zapreminu fluida. Postavice se integralna
jednacina, kaoWi, jednacina koja se odnosi na deli¢ konstantne zapremine
koji je nepokeetan (ne prati se kretanje jednog deli¢a) ali koji moze biti
bilo gdegsu posmatranoj zapremini - diferencijalna jednacina. ReSavanjem
tih jedna¢ina dobijaju se dve vrste reSenja: u integralnom pristupu se uvodi
fiktivaa,inercijalna sila koja je jednaka prirastaju koli¢ine kretanja celokupne
mase w/ posmatranoj zapremini, u jedinici vremena i ta inercijalna sila je u
ravnotezi sa ostalim povrsinskim i zapreminskim silama. U diferencijalnom
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pristupu, nakon neophodnih upro$¢avanja dobija se Bernulijeva jednagina
koja vazi duz jedne strujnice i koja ima energetski karakter: zbir kineticke
energije, potencijalne energije i energije toka usled razlike pritisaka@duzjedne
strujnice je konstantan.

4.5.1 Integralna i diferencijalna jednacina odrzanja“kolicine
kretanja

Koli¢ina kretanja ili impuls Cestice je vektor, proizyodimase i brzine, i
predstavlja osobinu inercijalnog sistema: B = mi. Prema (4.8), veli¢ina
b je tada vektor brzine b = w, a S iz (4.15) je, prema drugom Njutnovom
zakonu kretanja, jednak sumi svih pravih sila*? kojégdeluju na sistem sa
konstantnom masom. Jednaé¢ina odrzanja koli¢ine Kretanja u najopStijem
smislu je:

dB -
—=F 4.43
= (4.43)

Prelaskom sa konstantne mase na Komtrolnu zapreminu, prema (4.11),

prethodna jednacina se moze napisati‘a'sledecem, integralnom, obliku:

/ 00D qey [ pia(r - 7) Al F (4.44)
cy Ot CA

Sila F je suma svih zapreminskih 1 povrsinskih sila koje deluju na fluid u
kontrolnoj zapremini C¥ sa povrsinom C'A.

Pretvaranjem povrsinskeg, integrala u zapreminski (jednacina (4.14)) i
smanjenjem kontrolne zapremine do nivoa elementarnog fluidnog deli¢a d¥,
ukupna sila F postaje sila f poyjedinici zapremine. Diferencijalna jednacina
u vektorskoj notaciji tada,glasi:

d(pi) n O (pudy)
ot al'j

= f
odnosno, jedna@ima odrianja kolicine kretanja za jedinicénu zapreminu®® za
pravac t je:
Opu), ~@(puiv;)
ot a:L'j

=fi (4.45)

228vefsilefse mogu podeliti u dve kategorije: prave sile koje poticu od uzajamnog
sadejstva iziedu tela i za koje vaze Njutnovi zakoni i inercijalne sile koje poticu od
ubrzanja posmatranog sistema i za koje ne vaze Njutnovi zakoni.

“Post0 jednacina odrzanja kolicine kretanja opisuje kretanje fluida, Gesto se naziva i
dinamicka jednacina.
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Udvojeni indeks j, iz prethodne dve jednacine, oznacava zbir parcijalnih
izvoda u tri glavna pravca, a indeks ¢ daje pravac za koji se pise jednacina.
Levi deo jednacine predstavlja bilans koli¢ine kretanja u konstantno§jzapremi-
ni: prvi sabirak je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena, a deugi sa-
birak je protok koli¢ine kretanja kroz grani¢nu povrsinu. Suma svih pravih
sila po jedinici zapremine, koja se nalazi sa desne strane jednacine; treba da
doda ostvarenu promenu koli¢ine kretanja i koli¢inu kretanjagkoja istekne
kroz granicu.

Za pravac ¢ = x, na primer, jednacina odrzanja koli¢ine kretanja za
jedini¢nu zapreminu (4.45) glasi:

I(puz) | O(pusus)  I(pusuy) = O(pugu:)
o ar oy | oz

= fr

Jednacina (4.45) se moze preurediti diferenciranjem proizvoda iz oba
sabirka sa leve strane:

u; ~ Op J(pu;) Ou; Juj Ou; <ap 5([’“)’)) —

at 8::: 5

U = PPty
oz; Yo gt or, "
Izraz u zagradi je jednak nuli na o$néyvu jednacine odrzanja mase (4.35).
Sredivanjem se dobija drugi oblikyjednacine odrianja kolicine kretanja za
jediniénu zapreminu:

aui auz . DU; _
pg —I—puj%j =fi = p Dt = fi (4'46)

Jednacina vazi u tacki, za'deli¢ fluida, ali, za razliku od prethodne jednaci-
ne (4.45), vise nije konzervativita (poglavlje 4.2 na strani 101). Da bi vazila
za celokupnu zapreminu, uz ovu jednacinu je potrebno reSavatii jednacinu
kontinuiteta (4.35).

Prave sile kojé delifju na konstantnu zapreminu fluida (odnosno, na
fluidni deli¢) su zapreminske i povrsinske sile. Od zapreminskih sila u ovoj
knjizi se uzimd u Obzir samo gravitaciona sila**, odnosno, tezina, pri ¢emu
je tezina elementarnog delica dimenzija dxy X dze X dxs = d¥ jednaka
dG = pgd¥ (slika 3.1 na strani 34). Sila usled gravitacije po jedinici za-
premine je f: g 1 wvek deluje vertikalno na dole. Ako se koristi indeks ¢ za

24Pored jgravitacione sile, u zadacima u kojima se kreée kontrolna zapremina, odnosno
¢vista kontura u okviru koje se nalazi fluid koji tecCe, treba uzeti i silu usled ubrzanja
masedluida. U poglavlju 3.4, Relativno mirovanje fluida, na strani 79, prikazan je slucaj
kada fluid miruje u sudu koji konstantno ubrzava ili u sudu koji se okrece konstantnom
ugaonom brzinom.
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pisanje vektorske jednacine, neophodno je projektovati ¢ na bilo koji pravac
i, tako da sila usled gravitacije po jedinici zapremine postaje:

Oh
g = — 4.47
(filg = —pyg e (4.47)
gde znak (—) daje pravac na dole a sa h je oznacena vertikaln@ esa sa smerom
na gore®s.

Slika 4.19: Naponi - normalni i smi¢uéigu svom pozitivnom smeru (jer
izazivaju pozitivne brzine deformacija,ilevi deo slike) i konvencija koja se
koristi u Mehanici fluida: normalui naponi su pozitivni ako pritiskaju deli¢
(desni deo slike)

Povrsinskessile na fluidni deli¢ su rezultat delovanja povrsinskih normalnih
i smic¢u¢ih napona. Na sli€i™4.19, sa leve strane, nacrtan je fluidni deli¢,
u (z,y) ravni sa odgovarajuéim naponima u presecnoj ravni = i ravni y.
Nacrtani su naponi koji zatezu deli¢, tako da su brzine deformacija pod
dejstvom tih napona pozitivne. Medutim, u Mehanici fluida je uobicajeno
da se kao pozitivni sapomi uzimaju naponi koji pritiskaju fluidni deli¢. Na
desnom delu slike Su'nacrtani usvojeni pozitivni naponi na fluidni deli¢, pri
¢emu je sada promenjena oznaka: umesto normalnih i smic¢uc¢ih napona o;;
koriste se tangéncijalni naponi 7;; = —o;;.

Kada fluid miruje, na deli¢ deluje samo pritisak. Normalni naponi su
jednaki 7,g = Ty, (slika 4.19), dok su tangencijalni naponi nula, jer nema
promene brzin€ izmedu dva deli¢a (jednacina (2.6) na strani 16). U opstem
slucajugkada postoje naponi 7., = 7y, normalni naponi nece biti jednaki, pa
je zgodno da se pritisak na deli¢ definise kao (negativna) srednja vrednost

0sadh je isto 5to i osa z, ali se ovde naglasava da je iskljucivo vertikala na gore. U
literaturi se Cesto koristi i veliko slovo Z.
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svih normalnih naponas:

P = _éaii = %Tii (4.48)

Pod dejstvom pritiska fluidni deli¢ menja zapreminu, ali neli eblik, pa se

u skladu sa terminima koji su uvedeni u poglavlju 4.3.3, Brzina deformacije

materijalnog delica, jednacina (4.27), pritisak moze posmatrati kao sferni

deo tangencijalnih napona. Ostatak normalnog napona_(napisan u opstoj
(i, 7) notaciji):

1
Tidj = 5ij7_ij —p= 5@' (Tij — ngk> (4.49)
i svi (negativni) smicuci naponi (1—6;;)7;; Cine devijatorski deo tangencijalih
napona (desni deo slike 4.19):

1 1

Od povrsinskih sila na elementarni deli¢, u jednacini (4.46), u obzir se
uzimaju dve sile: sila pritiskai sila usled tangencijalnih napona. Sile se mogu
odrediti ako se posmatra elementarna®prizma zapremine d¥, ¢iji se centar
nalazi u (z,y, z), sa pritiscima (slika;8.1, samo u y i z pravcima) i naponima
koji deluju na njene stranice (slika 4.20, samo u y pravcu).

Sila usled pritiska se dobijaysabiranjem komponenti u izabranom pravcu,
slika 3.1 na strani 34. Pogitivan pritisak je onaj koji pritiska elementarni
fluidni deli¢, jednacina (4:48)ma strani 126. Za prikazani y pravac, ukupna
sila na elementarnu prizmu je:

dp, = (p— g—Z%) dr dz — (p—l— %%) dr dz = —g—ZdV

Deljenjem ukupne,sile sa zapreminom elementarne prizme i uvodenjem in-
deksa ¢ kojim(se daje pravac sile, dobija se sila usled pritiska po jedinici
zapremine:

a:L'Z'

(fidp = (4.51)

Svigtangencijalni naponi koji deluju na elementarnu prizmu u y pravcu,
prikazani su na slici 4.20. Normalni napon 7,, = T;ly je devijatorski deo
napona dat jednac¢inom (4.49), odnosno, razlika izmedu punog normalnog
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Slika 4.20: Naponi koji deluju na elementarnu zapréminu (na slici su
prikazani samo naponi u y pravcu)

napona i proseka normalnih napona, koji jéprebacen u pritisak. Za pravac
y sila usled tangencijalnih napona je:

B OTpy  OTyy asz)
dly = (8:13 + 3y + 5, d¥

U opstem slucaju sila od viskoznihtangencijalnih napona na jedinicu zapre-
mine za pravac ¢ se moze napisatinkao:

ord
(ﬁ%z—gﬂ (4.52)
Zj
gde udvojeni indeks j oznacawva zbir tri parcijalna izvoda.
Stavljajuéi dobijenentri komponente sile (4.47), (4.51) i (4.52) u jednadci-
nu (4.46), dobija se:

du; Ju 4 on  op O
ro Puya—% I oz, (4.53)

diferencijalna, jediacina odrianja kolicine kretanja za jedinicénu zapreminu®®

ili kako se jos maziva, diferencijalna jednacina kretanja za tacku, za i-ti
pravac.

267bog msvojene suprotne orijentacije tangencijalnih napona 7i; = —oyj, u jedna-
Cinig(4.53), poslednji je clan negativan. U literaturi se mogu naéi i izvodenja gde se zadrzava
originalni) sferni deo napona, bez promenjenog znaka, pa je zadnji ¢lan jednacine pozitivan.
Naravnoj ova razlika nema kasnije nikakvog uticaja na kona¢na resenja dinamicke jednacine
ukoliko se dosledno postuje usvojen sistem.



128 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

Primer 4.5.1

Napisati jednacinu kretanja (4.53) za vertikalni z pravac, u opstem opliku, @zatim
za slucaj fluida u mirovanju.

U jednacini (4.53) indeks ¢ treba zameniti pravcem z, a udvojéni’ indeks j se
menja zbirom po pravcima z, y i z. U opstem obliku, jednacina glasi:

3uz 8]) 8ng 8Tydz aTzdz

ou, n ou, n ou, n
Uy —— + pu U, =—pg— — — — -
P 77 Py Yy P g 979 Br dy 0z

ox 0
U slucaju kada fluid miruje, sve tri komponente brzinasujednake nuli. Takode,
i svi tangencijalni naponi su nula, pa se prethodna jednagina svodi na:

0= % dnosno P —
=P odnosno 9. =

Dobijena diferencijalna jednac¢ina mirovanja fluidagje ista kao i diferencijalna jedna-
¢ina hidrostatike (3.4) izvedena u poglavlju 3.12,0snévna jednacina hidrostatike.

Jednacina (4.53) prati kretanje fluiduog delica, pa nije ni ¢udno $to se sa
leve strane jednacine pojavljuje materijalni izvod brzine (jednacina (4.19)),
odnosno, ubrzanje delic¢a:

(4.54)

Napisana jednacina znaci slede¢e: masa pomnozena ubrzanjem deli¢a jedini-
¢ne zapremine, jednaka je sumisila koje deluju na taj deli¢: gravitacionoj
sili, sili usled pritiska i viskeznim ili silama trenja.

4.5.2 ResSenje diferencijalne jednacine odrzanja kolic¢ine kre-
tanja za edredena pojednostavljenja

Diferencijalna jednacina (4.53), izvedena u prethodnom poglavlju, u op-
Stem slucaju jegmereSiva. U nastavku ée se uvesti odredena uproséavanja
koja ¢e dovesti do/analitickog reSenja jednacine odrzanja koli¢ine kretanja,
odnosno din@micke jednacine.

Ako sefpretpostavi da je fluid idealan (poglavlje 2.2 na strani 17), clan
u jednacinigkoji je posledica viskoznih tangencijalnih napona postaje nula
T;li = 0./ Jednacina (4.53) se moze podeliti sa gustinom p, ¢ime se dobija
dim@micka’jednacina poznata pod nazivom Ojlerova jednacina:

aui auz ah _ 1 ap
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Ovako napisana Ojlerova jednacina predstavlja skup od 3 nezavisne jédna-
¢ine, za proizvoljne pravce 1, 2 i 3, dok je 5 veli¢ina nepoznato: brzine w1,
uo 1 usg, pritisak p i gustina p. Pored Ojlerove jednacine na raspolaganju je
i jedna jednacina odrzanja mase (4.35) (jednac¢ina kontinuiteta, strana 117),
tako da je potrebna jos jedna, peta jednacina, da bi sistem jedmacina bio
odreden.

Peta jednacina je jednacina stanja, koja za te¢nosti obiénodma uproscen
oblik p = Const, dok kod gasova jednacina stanja zavisi od vrsté procesa. Na
primer, za spori izotermni proces, gde ne dolazi do pré@mene temperature,
koristi se veza p = pRT = p x Const.

Sa napisanih pet jednac¢ina dobijen je odreden sistem; Na zalost, njegova
integracija nije moguca analiti¢ki ve¢ samo priblizne, numericki, za odredene
konkretne pocetne i grani¢ne uslove.

Za analiticko reSenje potrebno je uprostiti
sistem jednacina. U nekom (z,y,z) koordinat-
nom sistemu, koji je nezavisan od strujanjay
brzina w ima sve tri komponente razli¢ite ‘od
nule (slika 4.21). Ako se, medutimy, postayi
tako koordinatni sistem, da se pravac 1 pokléapa
sa pravcem brzine, postojace samo jednamkom-
ponenta brzine u; razli¢ita od nule dok'stt druge
dve komponente jednake nuli. [T'imese pojedno-
stavljuje resavanje dinamicke jednacine uz ogra-
nicenje jednacine samo na ‘Pravac strujanja.
Ojlerova jednacina se sadaméze napisati u obliku:

du, ou_ _ oh Wy
ot " “or

Slika 4.21: U koordinat-
nom sistemu odredenom
strujnicom postoji samo
jedna komponenta brzine

gde je izostavljen indeks " jer je u napred re¢eno da jednacina prati brzinu u,
odnosno, da jedna€inadprati strujnicu. Drugi sabirak sa leve strane se moze
malo preurediti, pa se'dobija jednacina:

ou 0w Oh 10p
ot (0xn2 or pox

Daljequproscavanje zahteva i postavljanje uslova ustaljenosti strujanja,
¢ime prvipsabirak iz prethodne jednacine postaje nula. Sada se jednacina
moze napisati u obliku zgodnom za integrisanje duz strujnice:

a [ u? D
o TS S A -
8$<2+g +p> 0
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Parcijalni izvod ¢lana u zagradi je nula, pa se zakljucuje da ceo ¢lan u zagradi

nije funkcija pravca vektora brzine z. Sledi da duZ strujnice vazi:
2

u? + gh+ P _ Constl (4.56)
P
Deljenjem cele jednacine sa g, jedna¢ina dobija dimenziju duzine:
2
4 h+ 2 = Const2 [m] (4.57)
29 rg

Dobijena jednaéina se naziva Bernulijeva®” jednacifia®h Izvedena je iz
jednacine odrzanja koli¢ine kretanja (odnosno iz dinamigke jednacine) u
diferencijalnom obliku uz sledeée pretpostavke:

e idealan fluid, fluid bez viskoznosti, odnosno %ez unutrasnjeg trenja,

e konstantna gustina fluida (Sto je ostriji uslowed uslova nestisljivosti),
e jednacina vazi samo duz jedne strujnicefyi

e strujanje je ustaljeno.

Poslednji uslov, ustaljeno st-
ujanje, znaci da se pritisak i br-
zina u jednoj tacki strujnice ne
menjaju kroz vreme (naravno, u
jednom trenutku i duz jedne struj-
nice se pritisak i brzina mogu
menjati). PoSto su strujnica i
trajektorija u ustaljenom struja-
nju jedna ista linija, sledi da Ber-
nulijeva jednacina vazi i duz tra-
jektorije.

Ojlerova jednacina (4.55), u
dimenzionalnom smislu, predsta-
vlja silu po jedinici mase, jer je
nastala deljenjem sile po jedinici zapremine (jednac¢ina (4.53)) sa gustinom
p. Nakon integracije Ojlerove jednacine duz strujnice x, sila po jedinici mase
se mnozi sagduzinom i dobija se rad po jedinici mase ili, ako se podeli sa
gravitaciomim ubrzanjem, rad po jedinici tezine (4.57).

Na slieh4.22 je Sematski prikazano ustaljeno strujanje idealnog fluida, sa
8 strujmicas, Ako se koordinatni sistem tako postavi da je z osa vertikalna,

Slika 4.22: Bernulijeva jednacina vazi sa-
mo za jednu strujnicu

D aniel Bernoulli (1700 - 1782), svajcarski matematicar, roden u Holandiji u “matema-
ticke§” porodici: otac Johann (1667-1748), stric Jacob (1654-1705), stariji brat Nicolaus IT
(169541726) i mladi brat Johann II (1710-1790) su se, takode, bavili matematikom. Na
zalost, unutar porodice Bernuli je vladala izrazita ljubomora i rivalstvo. Danijel je bio
dobar prijatelj sa Ojlerom, sa kojim je zajedno radio na mehanici vibrirajuc¢ih tela. Bavio
se problemima mirovanja i kretanja fluida i prvi je uveo re¢ hidrodinamika 1738. godine.

28 Jednagina je nazvana u Gast Bernulija mada ju je izveo ili Ojler ili Lagranz.
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tada se za deli¢e koji se nalaze u tackama A i B i koji leZe na jednoj strijnici,
moZe napisati Bernulijeva jednacina, zato Sto su iste integracione komngtante
(Const2 iz jednacina (4.57)):

2 2
u A u B
Ay PA B P8 (4.58)
29 rg 29 rg
Za deli¢ C se ovakav izraz ne moze napisati, jer je na deugoj strujnici i
konstanta u Bernulijevoj jednacini ima drugu vrednost.
Sredivanjem gornjeg izraza, dobija se:
2 2
Up — U bA — DB
B4 _ (54— zp)+ H—=

4.59
29 Py (4.59)

U skladu sa prethodnim dimenzionalnim razmatranjem, clan sa leve
strane Bernulijeve jednacine (4.59) predstavlja,rad koji je, usled poveéanja
brzine delié¢a, potreban za poveéanje kinetickeenergije deli¢a jedini¢ne tezine.
Taj potreban rad se dobija iz dva izvoragismanjenjem potencijalne energi-
je, odnosno, radom sile tezine usled smafijenja visine deli¢a (prvi sabirak sa
desne strane) i radom sile pritiska usled smanjenja pritiska u tackama A i B
(drugi sabirak), sve po jedinici teziné delica.

Poslednji ¢lan u prethodnoj jednagini je rezultat rada sila pritiska, jer
se fluidni deli¢ pomerio iz tacke Azu kojoj vlada pritisak pa, u tacku B
sa pritiskom pp. Rad se ostwaruje kretanjem fluida, pa se taj ¢lan po
nekada naziva i rad toka ili 7ad na’ pomeranju. Cesto je u upotrebi i naziv
potencijalna energija usled puitiska. U jeziCkom smislu taj naziv nije korektan
jer fluid, cak i kad je stigljivi ne poseduje “energiju pritiska” kao Sto to
poseduju ¢vrsta elasti¢na tela:dSabijanjem fluida i poveéanjem pritiska se ne
skladisti energija pritiskapvec se ona prenosi kretanjem fluida a da sam fluid
tu energiju ne poseduje (kao sto, na primer, poseduje kineticku energiju).

Spajanjem, oduosnofgrupisanjem drugog i tre¢eg clana u jednacini (4.57),
dobija se uslov odrzanja mehanicke energije duz jedne strujnice:

2
=y (h + ﬁ) — Const2 (4.60)
29 rg
koji glasi:( zbin kineticke i potencijalne energije po jedinici tezine fluidnog
deli¢a jeskonstantan duz jedne strujnice.

Za/prakticnu primenu Bernulijeve jednacine problem predstavlja konstan-
taf Const2 koja menja vrednost od jedne do druge strujnice. Kako je u
izvodenju Bernulijeve jednacine pretpostavljeno da je fluid idealan, neviskozan,
kao posledica nepostojanja tangencijalnih napona je i bezvrtloznost: fluidni
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deliéi se tako deformisu da ne dolazi do njihove rotacije (slika 4.15 na'stra-
ni 112). Uslov bezvrtloznosti je dat sa uslovom Q; = 0 (4.25) odnosho,sa:

aui . a’LLj
a:Ej N a:EZ

Ako se ovaj uslov primeni na Ojlerovu jednacinu (4.55)j@ drugom sabirku
sa leve strane se moze izvod po pravcu j zameniti sa izvedom po pravcu 1,
pa cela jednacina postaje:
aui a’LLj Oh 1 ap
— 4 u;j =—g I
ot 0x; dx; pox;

(4.61)

Primenjujuéi uslov konstantne gustine i aistaljenosti toka, uvlacenjem
brzine u; pod parcijalni izvod u drugom sabirku¥i grupisanjem svih izvoda
po x;, dobija se:

0 [(ujuj p)
— (= h+=)=0
Ox; ( 2 Toh P

Proizvod brzina u;u; je jednak gbiru kvadrata po svim pravcima, Sto je
jednako brzini duz strujnice figkvadrat: wju; = uf + u3 + u3 = u®. Da bi
prethodna jednacina bila zadgvoljena, mora biti ispunjen uslov da je po bilo
kom pravcu i izraz u zagradi-nezavistan od tog pravca, odnosno, da je izraz
u zagradi konstantan:

2
u? + gh+ P — Gonsts (4.62)
p

Dobijena je Bernulijeva jednacina koja ima isti oblik kao i jednacina (4.56),
pri cemu nije kori§éen uslov integracije po jednoj strujnici veé uslov bezvr-
tlozZnosti, pa jedna€ina vazi za celo strujno polje. Jednacina se moze podeliti
sa gustinom p,ako da se dimenzionalno dobije energija po jedinici tezine
deli¢a, odnosno, dimenzija duzine (kao i jednacina (4.57)).

Primer/4.5.2

Vodageniz dovodnog kanala, u kome tece brzinom od 1 m/s i sa dubinom od 2 m,
naglo_spusta u donji kanal, u kome je dubina 0,8 m. Ako je denivelacija dna 3 m,
kolika je brzina vode u donjem kanalu?
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Kod kratkih objekata, cesto se usvaja
pretpostavka da je fluid idealan ijda je
raspored brzina po presekw, Konstantan.
Takode, u preseku treba “daybude i
hidrostaticka raspodela pritiska. Za
tacke 11 2, koje su na poyasiniyode, moze
se postaviti Bernulijeva §ednacina:

2 2
V—1+2’1+p—1=v—2+2’2+p—2
29 rg. 29 Py

Posto su obe tacke na povrsini vode, p; = po = 0. Zamlenom ulaznih podataka,

dobija se:

1,02
2 x 9,81

1% 1%
2 10,840 & 2 —495]

2 =2
+(3+2)+0 2 x 9,81 2 x 9,81

pa je brzina V5 jednaka:

Vo= /4,251 x 2 x 9,81 = 9,13 m/s

Isto resenje bi se dobilo i za bilo keju drmgu strujnicu. Na primer, ako se
odabere strujnica koja je blizu dna, brzina Viaje ista kao i Vi, kota tacke z;, = 3 m
a visina pritiska u tacki je p1./pg = 2 m. JKota tacke 2’ je nula, a visina pritiska je
p2r/pg = 0,8 m. Bernulijeva jednacinayinma‘isti oblik kao i prethodno napisana, pa
je ireSenje za brzinu u tacki 2’ istof

4.5.3 Primeri primene Bernulijeve jednacine

Bernulijeva jednacina pratitmehanicku energiju jednog deli¢a duz strujni-
ce idealnog fluida. Ukélike strujnice polaze i zavrsavaju u rezervoarima, gde
svi deli¢i imaju istugmehanicku energiju (jednaku potencijalnoj), jednac¢ina
se moze pisati zadacké’ 1 i 2, koje leze na bilo koje dve strujnice, jer je
konstanta Const2 iz jednacine (4.60) ista za sve strujnice.

Bernulijevagiednacina je izvedena za slucaj strujanja idealnog fluida. Taj
uslov znaci da sefzanemaruje trenje, koje niz struju postepeno smanjuje
raspolozivumehanicku energiju fluidnom deli¢u. U praktiénoj primeni jedna-
Cine, Cesto seWprvo pretpostavi da je fluid idealan i za tu pretpostavku se
nade resenjepna primer, protok ispod ustave u otvorenom kanalu. Zatim se
dobijeno/resenje “popravlja”’ za slucaj realnog fluida, mnozenjem sa koefici-
jemtommprotoka, koji je odnos realnog i idealnog protoka i ¢ija je vrednost
uvek manja od jedinice. Za svaki konkretan slu¢aj vrednost koeficijenta
protoka se odreduje eksperimentalnim merenjima.
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U izvodenju Bernulijeve jednaégine pretpostavljeno je ustaljeno te€enje.
U mnogim zadacima u gradevinskoj hidrotehnici, neustaljenost se iskazuje
kroz relativno spore promene, kao na primer isticanje vode iz rezeryoata, gde
se protok postepeno smanjuje usled smanjenja nivoa u rezervoarlgslakvi
problemi se zovu kvaziustaljeni (poglavlje 4.1.4 na strani 90) 4 anogu se
reSavati primenom Bernulijeve jednac¢ine uz koriséenje i jednagine kontinuite-
ta, kojom ¢e se u vremenskim intervalima od nekolikopminuta korigovati
promene u grani¢nim uslovima.

U nastavku ¢e se dati nekoliko primera primene Bernulijeve jednacine
za teCenje nestisljivog fluida u cevima i u otvorenim.tokévima. Pri tome
se nece ulaziti detaljnije u prirodu raznih koeficijenta kojima se resenje za
idealno tecenje svodi na realno. Time bi se doslo de,neophodnosti pracenja
ukupne energije, a ne samo mehanicke energije deli¢a, a to je oblast koja ¢e
se razmatrati u poglavlju 4.6 Odrianje energije sistema.

4.5.3.1 Isticanje kroz oStroivicni otyor

U Hidrotehnici se ¢esto koriste ostroiviéng otvori, prelivi i ustave. Ako se
otvor u konturi kroz koju prolazi fluid“takeynapravi da je sa uzvodne strane
zid konture upravan na fluidnu straiju,pa sa nizvodne strane zase¢en pod
uglom od 45° (slika 4.23) tako dade formira ostra ivica, dobija se precizno
definisan oblik izlazne fluidne stzuje, koja ¢e imati minimalan kontakt sa
konturom pa, samim tim i minifmalan efekat trenja. Kada otvor nije ostroivi-
¢ni, strujanje zavisi i od debljine zida konture, njegove hrapavosti kao i
kapilarnih napona.

Na slici 4.23, prikazanejjedsticanje iz rezervoara kroz ostroiviéni otvor.
Zid rezervoara je namerno naertan uvelicano, da bi se jasno video detalj
preseka. Fluidni delidi 1z'zezervoara formiraju paraboli¢nu putanju kako bi
prosli kroz ostroivicai otwor. Zbog inercije, u preseku otvora deli¢i ne mogu
naglo da promene‘putanju, pa se nesto nizvodnije od otvora formira suzeni
presek? u kome su sve strujnice medusobno paralelne i upravne na presek.
Taj suzeni pregek se cesto naziva vena contracta ili mlaz fluida (na slici 4.23
je to presek mYmwOdnos povrsina preseka mlaza prema povrsini otvora je:

(W (dt\?
CA_AO‘(dO>

2Suzeniypresek se obicno formira nizvodno na rastojanju od oko 1/2 pre¢nika otvora.
Na slici 4223 je suzeni presek odmaknut da bi se lakse prikazao tok fluida. Kod malih
brzina, postoji izrazen uticaj gravitacije na mlaz fluida, ali cak i tada postoji suzeni presek
nizvodno od otvora u kome se taj uticaj moze zanemariti.
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Slika 4.23: Isticanje kroz mali ostroiviéni otvor (levijdeo slike) i kroz veliki
otvor gde pretpostavka o konstantnoj brzini po préseku otvora vise ne vazi
(desni deo slike)

i naziva se koeficijent kontrakcije mlaza. Koeficijent kontrakcije se odreduje
pazljivim merenjem. Za kruzni otvor njegovayvrednost je priblizno konstantna
i jednaka C4 = 0, 65.

Zbog uslova paralelnosti strujnica umlazu, moguce je postaviti Bernulije-
vu jednacinu (4.59) izmedu tackeéll, koja se nalazi negde u rezervoaru, i
tacke 2, koja je u centru mlaza (lewa deo slike 4.23):

2 2
U U
—1+Z1+p—1=—2—|—732+p—2

29 rg 29 rg
Za veliki rezervoar i tackudlg‘koja je dovoljno udaljena od otvora, brzina
u1 je zanemarljivo mala. Zbir polozajne kote tacke 1 i visine pritiska je
jednak pijezometarsk@j koti (jednacina (3.11) sa strane 38), koja se poklapa

sa kotom rezervoaras
n 4+ 2z =1Ig
P9
Tacka 2 se'malazi u suzenom preseku, gde je fluid u kontaktu sa atmo-

sferom. Pritisak u tacki je jednak atmosferskom pritisku, pa je po = 0.
Sredivanjemizraza dobija se:

2
U
g = ﬁ +z2 = up=1/29(Ilg — 22) = V29Ho = tp (4.63)

gdé'je H, rastojanje od osovine mlaza do pijezometarske kote rezervoara.
Za mlaz ¢iji je precnik relativno mali u odnosu na visinu H, promena brzine
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po visini mlaza se moze zanemariti, pa se moze staviti da je brzina u fillazu
konstantna i jednaka brzini u tacki 2.

Zavisnost brzine fluida, pri isticanju iz rezervoara, od kvadratnégkorena
rastojanja do nivoa u rezervoaru, 1643. godine je eksperimentalneydokazao
Toriceli, pa se u njegovu cast jednacina (4.63) Cesto naziva josfi Toricelijeva
jednacina. Brzina uo = u,,; je brzina u suzenom preseku,fdoksu samom
preseku otvora u ravni zida rezervoara i brzina i pritisak misuumiformni, pa
u tom preseku se ne sme primenjivati Bernulijeva jednacinas

Za mlaz prikazan na desnoj strani slike 4.23 se ne moze\smatrati da su
brzine po preseku konstantne. Za tacku 2, koja sada,nijé"u centru mlaza,
ve¢ na bilo kojoj strujnici, postavlja se Toricelijeva jednacina:

ug = \/QQ(HR — Zg) (4.64)

odakle se dobija brzina. ReSavanjem jednacine za sve tacke u preseku mlaza
(u kome jos uvek vazi uslov da je suzen i da su strigjnice medusobno paralelne
i upravne na presek) dobija se raspored brzina us = ug(z2). Protok kod
velikog otvora je integral brzina us po preseku mlaza, odnosno, suma proiz-
voda brzina i pripadajucih proticajnih'povrsina.

Toricelijeva jednacina isticanja vazijsamo za idealan fluid. Brzina isticanja
realnog fluida je nesto manja zbog postojanja trenja, pa se uvodi koeficijent
brzine Cy. Prava brzina mlaza i protok kroz otvor su:

le = CV V 29Ho
Q = Aleml = C’Vf4ml V. 29Ho

Cesto je zgodnije protok dzraziti u funkciji povrsine otvora u zidu a
ne suzenog mlaza. Keéri§éenjem koeficijenta kontrakcije, moze se zameniti
Ay = CaA, pa se dobijas

Q = CACy ABGH, = CoA,/29H, (4.65)

Koeficijent Cg ="C4Cy se zove koeficijent protoka. Tipiéna vrednost za
koeficijent brzine"kod kruznog ostroiviénog otvora je Cy = 0,95 ~ 0,98 pa
je koeficijent, protoka obi¢no u granicama Cg = 0,61 ~ 0,64.

Primer4.5.3

U zatvorénom rezervoaru u kome se nalazi voda gustine p = 1 kg/dm? i dubine 3 m,
pritisakiu vazduhu iznad vode je pyaz = 15 kPa. U dnu rezervora je ostroiviéni
kruzni otvor precnika d = 1 cm. Ako je izmeren precnik mlaza nizvodno od otvora
dmy = 0,81 cm 1 ako je koeficijent brzine Cy = 0,96, koliki je protok kroz otvor?
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Referentna ravan se moze postaviti na koti otvora, odnosno dna suda. Pritisak
na koti povrsine vode je zadati pritisak vazduha, pa je pijezometarska kotaiwode:

15
H:ﬂ—i-z:

) 13-452
g 1><9,81+3 ,529 m

Koeficijent kontrakcije mlaza je odnos povrsina mlaza i otvora u dau Suda:

Ami _ (%)2 _ 0812

d

Ca=21 = 7 = 0,656

A

Protok kroz otvor na dnu je:

12
Q = CACyA\/29(T1 — zpm) = 0,656 x 0,960’04 L /@%0,81(4,529 — 0)

Q = 0,000466 m® /s = 0,466 L/s

4.5.3.2 Pito i Pito-Prantlova cev

Zbir kineticke i potencijalne ener-
gije duz jedne strujnice idealnog flu-
ida je, prema Bernulijevoj jednacini,
konstantan. Poveéanje brzine deli¢a
je moguce samo na ra¢un smanjenja
potencijalne energije i obrnut@,sus-
poravanjem deli¢a kineticka energi=
ja se pretvara u potencijalnu.
Na slici 4.24 je prikazan fluidni
deli¢ 1 koji ima brzinu u;. Naynje-
govom putu, neposredm@ynizvodno,
nalazi se otvor savijene gevi (presek
2) u kojoj svi fluidmi deli¢i stoje. Slika 4.24: Pito cev pokazuje kolika je
Kada deli¢ 1 dode do tacke 2, njego- ukupna mehanicka energija po jedinici
va brzina naglopadne sa u; nanulu. tezine fluida u jednoj strujnici
Za taj deli¢ se moze napisati Bernu-
lijeva jednagina

2 2
u u
a2
2g g 29 rg

Posto jelz{ = z2 i brzina us = 0, jednacina se svodi na:

U% D1 D2
= L — ===
29  pg  pg
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2
BIPL_M = Ap=py = spud (#6)
Py 29 2
Dobijena veli¢ina p,, ima dimenziju pritiska [Pa]. Ona se zove zaustavni
pritisak, jer predstavlja maksimalno povetanje pritiska koje segdobija kada
se fluidni deli¢ naglo zaustavi. Pojam zaustavnog pritiska se Cesto' koristi u
Mehanici fluida i o njemu ¢ée biti vise price u oblasti otporafiiopstrujavanja
tela, u poglavlju 6.4, Otpori oblika. Zaustavni pritisak kao, maksimalno
mogudi pritisak je, takode, zgodna mera za izrazavanjegelativnih pritisaka
u fluidnoj struji i koristi se u oblasti Dimenzionalne amalize, koja ¢e biti
obradena u glavi 5.
U savijenoj cevi B, kojoj pripada i deli¢ 2, svi fluidmi deli¢i miruju, tako
da se za deo fluida unutar cevi moze napisati osnovnajjednacina hidrostatike:

HUp=—=+2

Iz prethodno dobijene jednacine, sledi da se pritisak py poveca u odnosu na
neporemedeni pritisak p1 za zaustavni pritisakip,,, pa je pijezometarska kota
za fluid u cevi B:

Ako se umesto zadnjeg ¢lanagzo“Stawd kota tacke 1, prethodna jednacina se
svodi na:

2 2
u U

Mp ==t + 24z 2l
29 pg 2

gde je Il pijezometarska kota fluida na mestu gde je fluidni deli¢ 1.

Kako su strujnice @ préseku 1 paralelne i upravne na presek, pijezometar-
ska kota Il; vazi za céo presek 1 pa ¢e se i fluid u pijezometarskoj cevi A, nacr-
tanoj na slici 4.24£popeti upravo do te kote. Prethodna jednacina postaje:

2 2
=T, = HOp-T=-t=Iv
2g 29 pg

odakle se vidi da razlika dve kote Ilp — II4 predstavlja visinu zaustavnog
2

U .
pritiska p—u, odnosno, brzinsku visinu 2—1 fluidnog deli¢a na koti z;. Merenjem

te razlike pijezometarskih kota moze se odrediti brzina deli¢a, a pomeranjem
ce¥1 Bypo Vvisini preseka, moze se odrediti kompletan raspored brzina u(zs).
A%0 je tok fluida sa slobodnom povrsinom, tada je sima slobodna povrsina
pijezometarska kota, pa druga pijezometarska cev A nije potrebna.
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Savijena cev B se zove Pito cev, po francuskom inzenjeru Anriju Pifeu?,
koji ju je prvi upotrebio za merenje brzine vode u reci Seni 1732 ‘godine.
Interesantno je da je tek nekih 200 godina kasnije, nemac LudyigfPrant]®!,
napravio elegantnu konstrukciju spajanjem dve cevi u jednu celinuypéime je
dobijena jednostavna i tac¢na sprava za merenje brzine fluida.

4.5.3.3 Ostroiviéni preliv

Ukoliko se u otvoreni tok postavi vertikalna pregrada, kojoj se nalazi
oStroiviéni preliv, moguée je uspostaviti vezu izmedu vising mlaza fluida na
prelivu i protoka. Ostroiviéni prelivi se najceSce prave tako da imaju otvor
u pregradi celom Sirinom toka ili pravougaoni otver sasSirinom manjom od
sirine kanala (slika 4.25). Takode, koriste se i prelivipsa otvorom posebnih
oblika, kao na primer trougaoni “V” preliv sa uglomi‘od 90°.

Strujna slika uzvodno i nizvodno od preliva je veoma kompleksna (levi
deo slike 4.25), tako da ne postoje uslovi zaydirektnu primenu Bernulijeve
ili Ojlerove jednacine. Mada je nizvodm@pod preliva moguée obezbediti
atmosferski pritisak sa obe strane mlazazbog nesimetricne zakrivljenosti
strujnica ne postoji suzeni presek u komepbistrujnice bile paralelne i upravne
na presek a pritisak uniforman. Na protek preko preliva utic¢u i turbulencija
u dolaznoj fluidnoj struji kao i postojanje dolazne brzine, ¢iji raspored zavisi
od geometrije dovodnog kanala itrenja u kanalu.

Analiticku zavisnost visine prelivnog mlaza od protoka je prvi uspostavio
nemadcki inzenjer Vajsbah3?, isvajajuéi sledec¢a znacajna pojednostavljenja

Henri de Pitot (1695 - I7T1)) francuski matemati¢ar i fizicar. Radio je kao
gradevinski inzenjer na odvodnjayanju mocvarnog zemljista, konstrukeiji mostova, sistema
za navodnjavanje i sistema za odbranu od poplava. 1732 godine je upotrebio efekat
zaustavnog pritiska za mer€nje, brzine u reci Seni tako to je savio staklenu cev pod 90° i
njome u nizu tacaka u profilu reke merio brzinsku visinu u?/2g.

3L udwig Prandt] (1875 - 1953) nemacki inzenjer koga najéesée nazivaju i ocem moderne
mehanike fluida, ali koji nikada nije bio priznat kao pravi nauénik. U svojim istrazivanjima,
koristedi vizuelizaciju toka; uocio je postojanje sloja oko tela u kojima je gradijent brzine
veliki i definisao jéte€oriju grani¢nog sloja, prema kojoj se fluidni tok moze razdvojiti na
deo uz samu ¢vrstu granicu, gde viskoznost ima dominantnu ulogu i na udaljeniji deo gde
se fluid smatragheviskoznim i idealnim (poglavlje 6.3.2 Raspored brzina i graniénsi sloj oko
tanke ploce, strana 250). Takode, dao je teorijske osnove za proracun sile uzgona na krila
aviona Cime je zmacajno doprineo razvoju avijacije pocetkom dvadesetog veka. U toku
rada na eksperimentima, doprineo je razvoju merne opreme, izmedu ostalog i pravljenjem
etalonskKe, referentne Pito-Prantlove sonde.

32Julius Weisbach (1806 - 1871) nemacki inZenjer i profesor matematike i geometrije,
mineralogije, rudarstva, geodezije, optike, masinstva, ...Interesantno je da je pre pocetka
svoje profesorske karijere, 1830. godine proveo Sest meseci pesaceéi kroz Madarsku, Tiroliju
i Bavariju. Hidraulikom se “zarazio” za vreme posete Pariskom sajmu industrije, 1839.
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Slika 4.25: Kompleksno tec¢enje preko ostroiviénog prelivarse moze uprostiti,
uz primenu empirijskih koeficijenta na dobijene iztaze

(slika 4.25 sa desne strane):

1. uzvodno od preliva dolazna brzina jé uniformna sa hidrostatickom ras-
podelom pritisaka po preseku,

2. mlaz preko preliva je horizontalam, svi fluidni delié¢i se u ravni preliva
kre¢u horizontalno, upravno aa prelivnu ivicu,

3. pritisak oko preliva kaod u"Samom prelivu je atmosferski,

4. zanemaruje se efekat viskoznosti i povrsinskog napona.

Za usvojene uslove Bernulijevahjednacina duz jedne strujnice je:

2 2
U U
—1+Z1+p—1=—2—|—732+p—2
29 rg 29 pg
i svodi se na oblik:
u_% 2

w
I, = 2
29—1— 1 2g+z2

Ako je referentmi sistem (z = 0) postavljen na koti vrha prelivne ivice,
tada je pijez@metarska kota II; jednaka visini H od ivice preliva do nivoa
fluida u préseku 1. Iz prethodne jednacine se dobija brzina u mlazu:

uf
Uz =] 29 H—Z2—|—%

godine. 4Svoje najznacajnije radove, Ciji se rezultati i danas koriste, je publikovao bas iz
oblasti hidraulike.
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koja nije konstantna po visini mlaza z. Cesto se kod ostroiviénih preliva
zbir visine prelivnog mlaza i brzinske visine u dolaznom preseku 1 oznacava
sa Hy:
2
U
Hy=H+ =
29
Protok preko preliva se dobija kao suma proizvoda svilibrzina ug(z) i
pripadajuéih elementarnih povrsina dA. U slu¢aju pravougaenog, ostroivic-
nog preliva, datog na slici 4.25, elementarne povrsine sufprayougaonici kon-
stantne Sirine b i visine dzs, pa je protok preko preliva:

H
Qi = /}QdA:b/‘uyugz
A 0

29

H ’LL2
- m&g/ H—z+ ) dsy =
0

5 w2 3/27

29
0

9 u2 3/2 u2 3/2
= Zb/29||H+ 2 5

Dobijena jednacina za protok nije direktno resiva, jer se sa desne strane
nalazi brzina u; koja je funkcija ptotoka3? u; = Q/A;. Do resenja se dolazi
iterativnim postupkom, pri cemuyse u prvoj iteraciji dolazna brzina w; moze
zanemariti, a u narednim,literacijama, uzima se brzina ui, koja se rac¢una
iz protoka dobijenog prethodhom iteracijom. Cesto se u resavanju protoka
dolazna brzinska visinamskroz zanemaruje, pa izraz za protok postaje:

2
Qia = gb\/ 2941°

Da bi se odredio protok na realnom prelivu, potrebno je dobijeni anali-
ticki izraz pomfoZiti sa koeficijentom protoka Cop:

Q = Conx Qia

Koeficijentyprotoka se odreduje za svaku geometriju preliva i dolaznih
uslova laboratorijskim merenjima. Koeficijent u sebi ukljucuje i neravnomer-
nost brzina v presecima 112, tako da se u izrazima za protok ne koriste brzine

3°Prilikom resavanja zadataka, pravi se Gesta greska u obracunu popreénog preseka Aj.
Kao poprecni presek treba uzeti celokupni proticajni presek dubine (H + P), od dna kanala
do povrsine fluida, a ne samo dubinu H!



142 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

deli¢a ug i ug ve¢ srednje profilske brzine V; i Va. U literaturi [1, 12], Tegu
se nadi tablice i dijagrami iz kojih se odreduje koeficijent protoka zdyeéinu
standardnih oblika preliva.

Primer 4.5.4

Voda tece pravougaonim kanalom konstantne Sirine B = 1 m. WVisina prelivnog
mlaza je H = 25 cm a preliv je osStroivi¢ni pravougaoni, Sirine b =30,4 m i visine
P = 0,3 m. Koliki je protok kanalom ako je za date geometrijskeluslove koeficijent
protoka Cg = 0,617

Kao prva iteracija proracuna protoka moze se uzeti da jedelazna brzina u kanalu
nula:

2 2
QW = Cng\/2gH3 = 0,6150,4\/2 x 9,81 x 0,253 = 0,00007 > /s = 90,07 L/s

Dolazna brzina za tako sracunat protok je:

v QW QW 0,09007
YU A T BH+P) 1,000,25+ 043)

=0,164 m/s

a ¢lan brzinske visine u preseku 1 je:

VE 0,1642
% 5% 081 0,001371 m 371 mm

Kako se u izrazu za protok pojavljuje zbir visine prelivnog mlaza H i brzinske visine,
rezultat prve iteracije pokazuje gpfavdanost pretpostavke o zanemarenju dolazne
brzine. U drugoj iteraciji, protok,je:

2 V2 3/2 V2 3/2
@ _ b /24 i _ (A —
@ CQ3b % <H+ 29) (29)

2
= 0613 0,4,/2 x 9,81 [(0,25 +0,001371)*2 — 0,001371%/2| =
= 0,09077 m3/s = 90,77 L/s

Dobijeni protok je veél @d protoka iz prve iteracije za 0,7%. U veéini proracuna,
greska manja od 1% se smatra prihvatljivom. Ako bi se nastavilo sa iteracijama,
brzina V7 u drugoj iteraciji je 0,1650 m/s a brzinska visina 1,388 mm, dok je protok
Q®) =90,78 Ly/s,§t0 se moze konacéno usvojiti kao tacna vrednost.

4.5.4 /' Navie-Stoksove jednacine

Dinamicka jednac¢ina (4.53), odnosno (4.54), na strani 128, sadrzi ¢lan

ord
— &6ji predstavlja povrsinsku silu od devijatorskog dela napona (—of).

. ij
0
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Kao posledica delovanja te sile dolazi do deformacija, pa bi trebalo da postoji
veza izmedu tangencijalnih napona (Tflj) i brzina deformacija (wij;).

Za strujanje fluida konstantne gustine, pri ¢emu postoji samepjedna
komponenta brzine uq, a druge dve su nula uo = ug = 0, izvodi kompenenti 2
i 3 su takode nula, pa vazii da je:

a’LLQ_a’LL3_ Oul_

na osnovu uslova (4.38) da je zbir brzina dilatacija u sy@& t&i pravca jednak
nuli. Brzina u; je samo funkcija pravca 2 (uz pretpostaykat da je strujanje
u dve ravni), odnosno, u; = uy(x2).

Slika 4.26: Pozitivni smerovi,brzina ‘deformacija i napona na fluidni deli¢
U poglavlju 2.2 Viskoznost,je jedna¢inom (2.6) na strani 16, data veza
izmedu tangencijalnog napemiay ugaone brzine (jednac¢ina (4.22), strana 111):
du
T(y) =p m

Za date uslove, veza,se moze napisati u slede¢em obliku:

ou
Tol = T12 = —[4 8—:1:; (4.67)

gde je u skladu sa’konvencijom o pozitivnim smerovima napona (slika 4.19
na strani 128Mslika 4.26), u izrazu za tangencijalni napon promenjen znak.
Za opigane uslove strujanja, brzina deformacija w;; je:

1 (6u1 + a’LL2> N 1 (8u1>
W=~ —+— wig = — | =—
¥ 2 8:1:2 8:::1 12 2 8:1:2
jer je'ug = 0. Kombinujuéi prethodni izraz sa izrazom (4.67) dobija se:

Ti2 = —2 w2
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Dobijena relacija se moze prosiriti na ceo devijatorski deo napona i defor-
macija (4.29):

1
(—U?i :) T;li = —2,uw§li =-2u (wﬁ — 5@'5 wkk> (4,68)

Sredivanjem izraza zamenom clanova koji nose deformagiju wj; (4.26) i
wir (4.20), dobija se veza izmedu tangencijalnog napona i brzine deformacija:

ou;  Ouy 2 ou
a_ _ (Ou O\ 2 . Oup 4.69
Tji N<a$i ‘|‘a$j> +3N513 Ozn ( )

Povrsinska sila u pravcu ¢ je izvod tangencijaliiog napona T;li po koordi-
natnom pravcu x;:

orf. 9 A 9 du 2 9 Au

Ji _ i J S (pué — 4.70
Ox; O:Ej < H Ox; O:Ej ( —H 8:@) J 3 0x; (,u J 8$k> ( )
Kod drugog ¢lana zbira se moze promenitisredosled diferenciranja, pa ¢e se
dobiti sledeéi oblik:

0 0 0 8
. ( “J> = - v (4.71)
Ox; aznZ Ox; 61:]
U tre¢em ¢lanu zbira (4.70)pmogu se spojiti parcijalni izvod x, po pravcu j
i Kronekerov simbol ¢;;, tako dagse dobija parcijalni izvod po pravcu i:

2 0 ouy 200 ouy 2 0 au
3o (00 g ) — 2o (k) = 2ol (w5 (4.72)
3 0x; Ox 3 0x; Oxk 3 0x; O:Ej
U izrazu je i udvojeni indeks k£ zamenjen indeksom 7, jer se radi o zbiru po
tri osnovna koordinatm@ pravca, pa je svejedno koja se oznaka Kkoristi.

Spajanjem drugog (4.71) i tre¢eg (4.72) ¢lana izraza, dobija se:

0 6u3 —I—g 0 auj 1 0 auj
0y &Ej 3 0x; O:Ej 30 O:Ej
Kadayse uvrste sredeni ¢lanovi u jednacinu (4.70), dobija se veza izmedu
povrsinske/sile i brzine deformacija:

ord .
T _ _i . ou; B 1 0 auj (4.73)
ox; Ox; Ox; 3 0x; O:Ej
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Stavljanjem te veze u dinamicku jednacinu (4.54) (strana 128), dobija'se:

Du; Oh  Op 0 ou; 10 Ou,j
bt ~ pg@:ni 0x; + ox;j (,u O:L"j) + 30x; ( 8:13)) (.74)

dinamicka jednacina za viskozni, Njutnovski fluid. Jednacinalje/vektorska,
Sto znaci da su izrazom (4.74) napisane tri jednacine, za osnoyne koordinatne
pravce i = 1, i = 21 4i = 3. One se najces¢e zovu NavieX*-Stoksove
jednacine.

Izvedene Navie-Stoksove jednacine vaze za viskozne fluide, kod kojih je
viskoznost promenljiva po prostoru p = u(z;). Togémajcesce slucaj kod
strujanja fluida koji su izloZeni temperaturnim uticajimas Ako se pretpostavi
da je fluid homogen, tako da viskoznost ne zavisi od,koordinatnog pravca,
tada se koeficijenat viskoznosti p moze izvudéi ispred parcijalnog izvoda po
xj, odnosno po x;. Treéi clan zbira (4.74), tada se moze napisati u obliku:

8 auz _ azui _ 82ui + azui + azui
O:Ej Moz, ox; | K Ox;0xj 4 Ox?  Ox3  0x3
gde je pokazano da ¢lan, sa udvojenim ideksom (dx; 0x;), predstavlja zbir

tri ¢lana, po pravcima 1, 2 i 3. Cetyrti%lan zbira (4.74) se moze napisati u
obliku:

Lo (o) _1 a0
3 0x; O:Ej _3'u8:1:i 0%y

pa Navie-Stoksove jednacide za homogen fluid postaju:

Du; o a_h_@_l_ 9%, 1 0 auj
th N pg@:ni 0x; M@:Ej Ox; 3 aznZ Ox;

(4.75)

34Claude-Louis Marié Henri Navier (1785 - 1836) francuski inzenjer i kasnije profesor,
koji se specijalizovao ‘za ‘mehaniku elasti¢nih tela. Radio je na projektovanju mostova i
prvi je dao potpunu teoriju vise¢ih mostova. Danas je poznatiji po radovima iz mehanike
fluida, gde je 1824-"“godine dao prvi oblik Navie-Stoksove jednacine za nestisljive fluide,
a godinu dana kasnije'i za viskozne fluide. Interesantno je da je do korektnog oblika
jednacina doSaepbez poznavanja koncepta tangencijalnih napona, veé direktno uzimajuci
sile medu melekulima kao meru trenja.

35George)Gabriel Stokes (1819 - 1903) engleski matematicar i fiziéar, irskog porekla,
jedan odpredsednika Kraljevskog udruzenja engleskih naucnika. Kombinujuéi izvrsno
matemadticke znanje i sklonost ka eksperimentalnom radu, u mnogim oblastima je postavio
fundamentalne matematicke principe. U svojim prvim radovima iz 1842. i 1843. se
baviofustaljenim kretanjem nestisljivog fluida, da bi kasnije poceo da se bavi i talasnim
kretanjima i viskoznoséu. Velike doprinose je dao i u teoriji prostiranja svetlosti kao i u
razvoju opSte matematicke fizike.
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pri ¢emu je clan povrsinske sile za homogeni fluid:

ots, &%u; L, & Ouj

Ox; = HMor o, Oz Ox; 3 sz Ox;

Ako se pretpostavi da je fluid homogen i nestisljiv (p =

na osnovu jednacine odrzanja mase (4.38) (strana 119) ¢

Navie-Stoksove jednacine svode na: 0

Du; oh  Op 0%u;

= —pg—ot — 2 4 -t 4.77

p Dt g 8:1,‘1 8:1,‘1 H 8:1,‘]' 8:1,‘]' Q ( )

Primer 4.5.5 e

Za jednoliku ravansku ustaljenu struju

homogenog, viskoznog i nestisljivog 0

fluida, pokazati da je pijezometarska

kota konstantna po preseku struje. Q
Prema datoj skici, brzine su u; = N

Gu _ 0 jer iz uslova p = Const. sledi %0
6931

= 0. Za date uslove je i

Za homogen nestisljiv fluid prim juse Navie-Stoksove jednacine (4.77). Za
sluéaj jednolikog (izvodi po z1 .1 i ustaljenog (izvodi po vremenu su nula)
strujanja, ¢lan sa leve strane, m m izvod brzine je nula:

Dui -
"Dr ~ Q
pa su Navie-Stoksove jednacine:
0— Oh 02u;
- 6931 axj axj

Deljenjem sa p. dama se piSe za pravac 2, upravno na fluidnu struju:

7]
II) = II=
+0 = 69:2( )=0 = Const.

6932
odakle s je pijezometarska kota konstantna duz preseka, u pravcu 2. Da bi
se v1de Gega zavisi pijezometarska kota, napisace se i Navie-Stoksova jednacina

%_ a_h__<£>+ﬂ62“1 L 0 s P

pg Ox3 89:1( ) pg Ox3
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1z uslova da II zavisi samo od x; a brzina u; od z2, dolazi se do toga da Sweba
clana izraza konstante, pa se parcijalni izvodi mogu zameniti totalnim:

dIt d?u dIt
S8 —21 = Const. = —— = Iy = Const.
dzy  pg dzj dzq
Za date granic¢ne uslove, izraz se moze integrisati, odakle ¢e se dobiti raspoted brzina

i nagib pijezometarske linije.

4.5.5 ResSenje integralne jednacine odrzanja koli€¢ine kretanja
za ustaljeno tecenje homogenog fluidayu cevi

Integralna jednacina (4.44) odrzanja koli¢ine kretanja, odnosno dinamic-
ka jednacina data na strani 123, napisana za bilg,koji'pravac ¢ glasi:

/ a(pUZ) dV—I—/ pui(ujnj) dA = FZ’ (4.78)
oy Ot CcA

Sa leve strane jednacine se nalazi prirastaj koli€ime kretanja u jedinici vreme-
na, po odredenoj zapremini ¥, uveéan za'protek koli¢ine kretanja u jedinici
vremena kroz omotaé¢, graniénu povrsimu A posmatrane zapremine ¥. Drugi
sabirak je pozitivan ako je protok kojisnapuSta zapreminu veéi od onoga koji
u nju ulazi. Prema drugom Njutnovem zakonu, vektorski zbir ova dva ¢lana
F; mora biti jednak zbiru pravih sila koje deluju na kona¢nu zapreminu.

Prethodna jednacina se uaajopstijem obliku moze napisati kao uslov da
je zbir dva vektora, odnosno dve'sile, jednak nuli:

I+F=0 (4.79)

odakle je prema jednacini (478), sila I za pravac i negativan zbir prva dva
sabirka:

I =— (/Cva(g:fh) dv + /CApui(ujnj) dA) (4.80)

Ovako definisana sila f, zove se inercijalna sila ili fiktivna sila i predstavlja
primenu Dalamberovog3® principa, kojim se zadaci dinamike fluida svode na
statiku: iako se\dfluid krece, moze se smatrati da posmatrano telo zapremine
¥ miruje poStéysu sve prave sile i inercijalne sile u ravnotezi.

% Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783) kontraverzni francuski matematicar, koji je
lako ulazie, u'svadu sa svima oko sebe. Dao je izvanredan doprinos primeni matematike u
fizici, pgsebnoyu oblasti odrzanja kineticke energije, poboljsanjem Njutnove definicije sile.
Bayio se statikom i dinamikom fluida, primenjujuéi integralni pristup umesto Bernulijevog
difereficijalnog, usput tvrdedi da je njegov pristup bolji! Radio je na pisanju Enciklopedije
sa Volterom i Didroom, gde je bio zaduzen za matematiku i fizicku astronomiju. Saradivao
je, a1 intenzivno svadao, sa Ojlerom.
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Slika, 4.27: Na deo cevi izmedu preseka 1 i 2 sefprimenjuje dinamicka
jednacina: na levom delu slike su prikazane brzine, a naidesnom delu slike sve
prave sile, koje treba zajedno sa fiktivnim inercijalnima silama da “zatvore”
poligon sila (prema jednacini (4.79))

Jednacine (4.78), odnosno (4.79), moraju biti zadovoljene u okviru odre-
dene, konstantne zapremine. Na slici 4.27 jeyprikazan tok fluida kroz cev,
koja se postepeno suzava. Tecenje je ustaljeno a fluid je homogen. Zapremina
u okviru koje se resava dinamicka jednacCina je omedena presecima 1 i 2, kao
i nepokretnom konturom cevi.

U dinamickoj jednaéini (4.78), zbog ustaljenog tecenja, ¢lan sa parcijalnim
izvodom po vremenu je nula. U ‘pévrsinskom integralu, deo povrsine koji se
odnosi na konturu (na levoj straniyslike 4.27 je ort konture oznacen sa ng),
mnozi se sa brzinom nula, pa‘@staje samo deo povrsine na presecima 1 i 2.
Ako se pretpostavi da su (brzine u presecima konstantne, jednake Vi i V5
(prema (4.7)), tada se resenjefdinamicke jednacine svodi na:

pQVQ - pQVl = ﬁ (4.81)

Negativan znak kod preseka 1 ukazuje da je smer brzine suprotan od smera
orta povrsine, odnosno da je u pitanju dotok koli¢ine kretanja.

Sa leve stragiée jednacine (4.81), nalazi se prirastaj kolic¢ine kretanja posma-
trane mase u jedinici vremena, u uslovima ustaljenog tecenja fluida konstant-
ne gustine krozycev. Do istog izraza se moze doéi i direktnom primenom
osnovnog,/prinigipa odrzanja koli¢ine kretanja, pri istim uslovima, na deo
fluida izmedw dva preseka cevi (slika 4.28). Prema jednacini kontinuite-
ta (4.42); zbog promene preseka cevi duz fluidne struje, u svakom od preseka
delicidmaju razlicite brzine. Deli¢ koji je sivo obojen, u trenutku ¢, ima
koliéinu kretanja mV,. U sledeéem vremenskom trenutku t+At, kada napusti
svoje mesto i pomeri se niz fluidnu struju, imacée veéu brzinu pa ¢e njegova
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koli¢ina kretanja mT_/;H_ At da poraste. Medutim, u tom sledeéem vremenskom

trenutku t4+At, na upraznjeno mesto sivog delic¢a ¢e doci beli deli¢ (jerjefluid

neprekidan), koji ¢e sada imati brzinu i koli¢inu kretanja jednaku @n@j koju

je imao sivi deli¢ u trenutku t. Moze se zakljuciti da unutar posmatranog
prostora, kroz vreme, ne dolazi do promene koli¢ine kretanja®7

Promena koli¢ine kretanja se do-

gada samo na krajeyima, zapremine,

u presecima 11 2, takayda je dovoljno

posmatrati preseke fluidne struje, a

ne celu masu_fluida. U preseku 1

se oduzimagdeo jiase m = p¥ =

pQAt pa sépuz pretpostavku o tome

da je brzina 1 preseku konstantna

Slika 4.28: Jedina prava prome- i jednaka srednjoj profilskoj brgini,

na koli¢ine kretanja se dogada na Smanjuje kolicina kretanja za mVi =

krajevima zapremine, u presecima 1 i PQAWLS U preseku 2 se osvaja ista
9 masalpa se koli¢ina kretanja povecava

zamly = pQAﬂ?g. Ukupna prome-
na koli¢ine kretanja u vremenskom intervalu At je:

—pQALV; + pQALV;

pa se dobija da je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena ista kao i
leva strana jednacine (4.81):
pQRVa — pQV;

Inercijalna sila f, kojasje jednaka negativnoj vrednosti promene kolicine
kretanja (4.80), moze se razdvejiti na dve komponente, na preseke 11 2. Za
teéenjti u cevi,_)u sklacju sa jedniméinom (4.81) inercijalne sile 7 i I su:

Il == pQVl 12 —pQV2 (4 82)
Zbog promenjenog zhaka u izrazu, sila Il deluje u pravcu ulazne brzine
Vl, a sila Ig suprotng od izlazne brzine V2 Moze se zakljuciti da je smer
komponente inereijalne sile takav da sila uvek deluje ka poprecnom preseku
kontrolne zapremine, odnosno, da inercijalna sila uwvek deluje ka masi fluida.

Ucinjend pretpostavka u resavanju jednacine (4.80), o konstantnoj brzini
u presekuf bila je koriSéena i kod izvodenja jednacine kontinuiteta, jer je

srednjadbrzina V isto Sto i integralni oblik a1/ dA. U dinamickoj jednaé¢ini
A

se amutardntegrala javlja proizvod brzine, pa sada vise nije V? isto &to i

31Veé je receno da se koristi Ojlerov pristup u analizi strujnog polja, u kome se
neustaljenost vezana za fluidni deli¢ izbegava tako Sto se posmatra fiksan nepokretan
prostor, u kome je onda strujanje ustaljeno.
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1 . - L .
1 / u? dA. Da bi se tacnije redio integral u uslovima neravnomernog
A

rasporeda brzine po popre¢nom preseku (prikazano u preseku A slike 4.27
kao i na slici 4.9, strana 98), uvodi se koeficijent 3 definisan ka0t

1
ﬁQV:/usz = ﬁ:—/ﬁ dA (4.83)
A QV Ja
pa je tac¢no resenje dinamicke jednacine:
B2pQVa — B1pQVI = F (4.84)
a inercijalne sile po presecima su:
I = pQVi 1o = —[(2pQV2 (4.85)

Koeficijent 3, zove se Businesor®® koeficijent i onje uvek veéi od 1,00. Za
paraboli¢ni raspored brzina u kruznoj cevi, koji se@stvaruje pri laminarnom
tecenju (bi¢e obradivano u poglavlju 6.1), Businesov koeficijent je f =
4/3 = 1,333, a za razvijeno turbulentno tecenje u cevi, gde su brzine po
preseku ujednacenije S = 1,01 ~ 1,10. Kod preeiznijih obra¢unavanja sila na
konstrukciju potrebno je koristiti Businesovkeeficijent, dok ¢e se u nastavku
knjige njegov uticaj zanemarivati.

Primer 4.5.6

Raspored brzina u kruznoj cevi je dat ledééim izrazom:

Yy 1/7
uzUmam(E) OSySR

gde je R poluprecnik cevi a y rastojamje od zida cevi. Izracunati koliki je Businesov
koeficijent 3 i prokomentarisati@ezultat.

Srednja brzina V je, prema jednacinama (4.3) i (4.7) data sa:

Q 1

R ™ J A
Na slici je prikazan(kruzni presek. Za osnosimetrican
raspored brzine, glementarna povrsina dA se moze zameniti

kruznim prstenom Sirine dr:

u dA

dA =2rmrdr r=R-—y dr = —dy

Granica dnfiegracije je od R do 0. Ako se promeni znak
prirastajaydy integracija ¢e i¢i od 0 do R:

n /[° 2u R y\ /7 98
=50 2 dr = T - <_) dy = — max
v e /R rru dr 2 /0 (R—v) 7 Y= 100 ¥

3Valentin Joseph Boussinesq (1842 - 1929) francuski matematicar i fizicar, koji je dao
znacajau doprinos u oblasti hidraulike. Proucavao je talasno kretanje, otpore trenja,
raspored brzina kao i fenomen razvoja turbulencije.
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Zamenom srednje brzine u jednacinu za Businesov koeficijent 5 (4.83) dobija se:
or [V, syN\2T
QV/ u” dA = el / U o <§) dr =
o (120\° [F y\2/7
= — _— — —_ d =
R27r<98) /O(R y)<R) Y

2,9988 [/ . 2,9988 ( a5t 7
I /7,2/7 _ p—=2/7,9/7 dy = ’ 2 2 71 9
R? /O<R A )y R? <R9 Rm) 0

Dobijeni Businesov koeficijent pokazuje da su stvarne inercijalne sile za 2% veée
od sila koje se dobijaju uz pretpostavku o konstantnaog, srednjoj brzini po preseku.

Prave sile koje deluju na posmatranu zapteminu, prikazane su na slici 4.27,
sa desne strane (sile tezine, pritiska i kohturna sila), dok su na slici 4.29
dodate i fiktivne sile, ¢ime je postignuta ravnoteza sila:

L+P +T+N+G+ L+ B{=e (4.86)

Od zapreminskih sila najéesée;sehuzima samo sila tezine G = pg¥ i ona
deluje iz tezista zapremine vertikalno na dole. Od povrsinskih sila, u obzir
se uzimaju sile pritiska na presecima 1 i 2, koje se ra¢unaju po nacelima
hidrostatike i ¢iji je pozitivamgsmer ka preseku (sile P na slici), kao 1 ukupna
sila kojom kontura deluje na, fluid K koja j je zbir trenja izmedu fluida i zida
konture (sila T) i normalnih népona (sila N).

Slika 4,29: Vektorski zbir svih sila koje deluju na posmatranu zapreminu
fluid&; izmedu preseka 1 i 2, je nula
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U prakti¢nim primerima, koji ¢e biti dati u nastavku, najcesce se‘dina-
mickom Jednacmom trazi rezultujuca sila — K, kojom fluid deluje na konturu.
To susile T + N sa suprotnim smerom, smerom od fluida ka kontari:

—

—K=—(T+N)=L+P+G+L+P (4.87)

4.5.6 Primeri primene jednacine sila

Korigéenjem jednacine odrzanja koli¢ine kretanja ugintegralnom obli-
ku (4.86), ili kako se ¢e3ce naziva dinamicke jednacine ili jednacine sila,
dolazi se jednostavno do prakti¢nih reSenja pri opterecenju konstrukcije
fluidom koji se krec¢e. Pri tome se, zbog integralnog, pristupa, ne ulazi u
komplikovane jednacine, kojima bi se odredio rasperedvbrzina i pritisaka
unutar posmatranog fluida.

U koriséenju jednacine sila treba biti oprezan, jer se moraju zadovoljiti
uslovi postavljeni pri izvodenju jednacine: ustaljeno tecenje, fluid konstantne
gustine, brzina u preseku priblizna srednjoj brzini i nepokretna kontura.
Takode, neophodno je korektno obracunaty sve sile koje deluju na izdvojenu
masu fluida. U nastavku ¢e se dati dvajprimera primene jednacine sila: jedan
za te¢enje u cevi i drugi za te¢enje uwmetvorenom kanalu.

4.5.6.1 Sila na vertikalni mlaznik

Posmatra se isticanje vode verti-
kalno u vis kroz mlaznik, cev koja se
pri svom vrhu smanjuje sa prec¢nika
D na manji precnik d. Pretpostavlja
se da je poznat protok kroz cev i pije-
zometarska kota za presek u cevi pre
suzenja. Potrebno je odrediti silu
kojom voda deluje na mlaznik.

Na levom delu slike 4.30 je pri-
kazan detalj cevi sa mlaznikom. Na
desnom delu su nacrtane sve sile koje
deluju na posmatranu zapreminu. Za
date podatke mogu se odrediti priti-
sak u preseku 1 i brzine u presecima 1

Slika, 4.30: Odredivanje sile vode na i 2. Sile na zapreminu su:
vertikalni mlaznik
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e Sila pritiska3” u preseku 1:
Pr=pi A

e Sila pritiska u preseku 2 je nula, jer mlaz izlazi u atmosféru pa je u
preseku hidrostaticki pritisak nula:
P,=0 (p=0)

e Inercijalne sile u presecima: I1 = pQVi i Is = p@QVs. Nezu izmedu
brzina V7 i V5 daje jednacina kontinuitetas:
V1AL = VoA

e Sila tezine vode izmedu preseka 11 2: G = pg¥. Zapremina mlaznika
se moze izracunati kao zapremina zarubljenog konusa:
D?’r H d d?
V=— 5 |1+=5+—=
4 3 < * D * D2>
e Sila konture na fluid K je nepoznata.gPosto je deo cevi sa mlaznikom

kratak, moze se zanemariti uticaj tremja 1 smatrati da je celokupna sila
rezultat normalnih napona izmedufzida cevi i vode.

Sve sile izmedu preseka 1 i 2 merajubiti u ravnotezi, pa je, sa desne
strane slike 4.30, nacrtan poligon silal Vektorska jednacina sume sila, kada
se napise za pravac z, glasi:

P1+11—G—(+K)—12:0

gde je za silu K, stavljen predznak (+K), da se zna da je to sila konture na
fluid. Trazena sila fluida na konturu (—K) je jednaka:

(—K):Pl—i—ll—G—Ig

Za proracun sileppritiska potreban je pritisak u preseku 1, a on se ne
moze odrediti iz dg sada pomenutih jednacina.

4.5.6.2 Hidraulicki skok

U otvorenim tokovima, rekama i kanalima, dubina vode zavisi od protoka
ali i od nagiba dna, trenja i uzvodnih i nizvodnih grani¢nih uslova. U glavi 8
Ustaljeno“tecenje u otvorenim tokovima ove knjige ¢e detaljno biti reci o
rezimima te¢enja i pravcima prostiranja uticaja, kao i o uslovima koji namecéu
premenudubine duz toka (nejednoliko tecenje).

Da bi se odredio pritisak p; potrebna je jos i energetska jednacina (4.119), koja ¢e biti
izlozena kasnije u ovom poglavlju.
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Generalno, ako se u toku sa malim nagibom dna, gde bi trebala da‘bude
velika dubina, a veoma mala brzina (pa samim tim i jaka gravitacionasila),
nekim grani¢nim uslovom (recimo ustavom) nametne vodi malafdubina i
velika brzina (odnosno, velika inercijalna sila), doé¢i ée do “sukoba™uticaja u
kanalu. Sa nizvodne strane trenje i gravitacija namecu velikufdubinu, koja
bi trebala da vlada kanalom, a sa uzvodne strane inercijalfia“sila namece
malu dubinu, sa zeljom da se ista propagira u nizvodnom,pravieu.

Pomirenje ta dva suprotna pravca
prostiranja uticaja jeyu hidraulickom
skoku®?. Voda jedanwdeo kineticke ene-
rgije pretvara u potencijalnu, dizudi
svoj nivo, addrugiideo kineticke ener-
gije sama4gebi joduzima kroz vrtloge,
smiruje se i naglo prelazi iz oblasti
malih dubina, a velikih brzina u oblast
velikihdubina, a malih brzina.

Slika 4.31: Hidraulicki skok u Nayslici 4.31 je prikazan hidraulicki
otvorenom kanalu skokiy, Zbog velikog gubitka energije
u skoku, Bernulijeva jednacina (4.57),
koja pretpostavlja tecenje idealnoglfimida*', ne moze se koristi. ReSenje
skoka se dobija postavljanjem jednaciné sila (4.87) (na slici su nacrtane sve
sile sa svojim smerovima):
T+N+L+P+G+f W =0

Vektorska jednacina segpostavlja za pravac z, pravac toka vode. Sile
pritiska su funkcija dubifayispred i iza skoka i geometrije kanala (oblika
popreénog preseka) P, = P,(hyA(h)). Inercijalne sile su funkcija protoka i
brzine, a brzina zavisi odngeometrije popreénog preseka I, = I,.(A(h), Q).
Ukoliko se kanal tako mapravi da nema promena poprecnog preseka, sila
N, = 0 je nula. Takode, ukoliko se dno kanala na mestu skoka tako napravi
da bude horizontalno, komponenta sile tezine u pravcu toka x je nula G, = 0.
Na kraju, silafgtrenja T, se moze zanemariti, jer je mala u odnosu na sile
pritiska i inercijalne sile. Polazna jednacina se svodi na I1 + P, = Is + P»

odnosno nat
2 2

pQVL +ppi AL = pQVa + prads = Pi—l + pghT1 A1 = Pi—z + pghr2As

“OPetaljnije o hidraulickom skoku, mehanizmima nastajanja i uklapanju skoka u liniju
nivoadu poglavlju 8.5 Hidraulicki skok.

U pravo su viskozne sile te sile koje treba da u malim vrtlozima skoka potrode visak
kineticke energije i da smire tok.



4.6. ODRZANJE ENERGIJE SISTEMA 155

U ovoj jednacini mora biti poznata dubina sa jedna strane skoka i protok ili
su poznate obe dubine, pa se iz jednacine moze odrediti protok.

4.6 Odrzanje energije sistema

U jednacinama koje su dobijene koris¢enjem principa odrzanja koli¢ine
kretanja, pojavljuje se rad sila kojima se menja energija‘fluidnog deli¢a iz
potencijalne u kineticku i obrnuto (jednacina (4.59) nagstrani 131 odnosno
jednaécina (4.60) na strani 131). To znaci da u procesu kretanja fluida dolazi
do transfera energije ka i od fluidnog delica. Taj (tramsfer energije mora
ispuniti jedan od osnovnih principa fizike: u odsustv@rnuklearnih reakcija,
energija se ne moze ni stvoritt ni unistiti.

Prvi zakon termodinamike je zakon odrzanja energije, koji tvrdi da su rad
i toplota razli¢iti, ali ekvivalentni oblici transféra.energije. Zakon uspostavlja
relaciju izmedu koli¢ine toplote, koju sistemf(telo konstantne mase) primi ili
oda, izvrsenog rada i promene unutrasSnje‘énergije sistema: kolicina toplote
koja se preda sistemu ide na povecanje umutrasnje energije i na rad koji taj
ststem vrsi na okolna tela.

U nastavku ¢e se prvi zakon termodinamike primeniti na fluid pri ¢emu
ée se predi sa tela konstantne masema fluid konstantne zapremine. Izvescée se
integralna jednac¢ina odrzanja ukupne energije, energetska jednacina, kao i
jednacina odrzanja samo mehaniéke i samo toplotne energije. Pokazace se da
se, sredivanjem jednacine mehanicke energije, dobija Bernulijeva jednacina
(kao i iz jednacine odrzanjaskeli¢ine kretanja, jer obe jednacine “prate” sa-
mo mehanicku energiju),4dok se, uproséavanjem energetske jednacine, za
slucaj tecenja u cevi, dobija sliéan oblik kao i Bernulijeva jednacina, ali sa
¢lanovima koji ukazujit dasse deo energije nepovratno “trosi” na zagrevanje
fluida. Na kraju poglavljace se navesti nekoliko primera upotrebe energetske
jednacine.

4.6.1 Integralna i diferencijalna jednac¢ina odrzanja energije

Prvi zakon termodinamike se u formi jednacine moze napisati kao:
AQ.—"AE + AW (4.88)

gde je A@ koli¢ina toplote koja se dovede u sistemu, AE poveéanje unutrasnje
energije a AW rad koji se utrosi na okolna tela dok se menja unutrasnja
energija.
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U prethodnoj jednacini se mogu konacne promene A svesti na promeéne u
malom vremenskom intervalu d¢. Prebacujuéi unutrasnju energiju ka@pgednu
od karakteristika inercijalnog sistema na levu stranu izraza, dobija se:

dE dg dw
@ _ 4 (4.89)
dt dt dt

Unutrasnja energija fluida je zbir dva ¢lana: kinetickesenergije fluidnih
deli¢a, koja zavisi od njihove brzine m x u?/2, i interne energijedm x e, koja je
rezultat oscilovanja atoma u molekulu i uzajamnog dejstva molekula fluida
pod uticajem toplote deli¢a??

/ dV—I—/pedV / < e> ¥ (4.90)

Ako se sa B ozna¢i unutrasnja energija Egtada je, prema jednacini (4.8)
(strana 103) veli¢ina b jednaka b = u?/2 + e Jednacina (4.89), koja vazi za
sistem sa konstantnom masom, u sistemumsa konstantnom zapreminom (u
skladu sa (4.11) na strani 105) postade:

2 2 SO
/CV%lp<2 —|—e> dV—l—/ ( —|—e> umidA:@—d—w (4.91)

dt dt
gde je skalarni proizvod vektora@™m mapisan pomoc¢u udvojenog indeksa i.
Dobijena jednacina predstavlja jednacinu odrianja energije (ili energetsku
jednacinu) za sistem sa kona@nom, konstantnom zapreminom, u jedinici
vremena.

Poslednji ¢lan dw/dt u'prethodnoj jednaécini je ukupno utroSeni rad u
jedinici vremena i mozese napisati kao zbir rada zapreminske sile, povrsinskih
sila pritiska i trenja po kenturi (viskozne sile) i mehanickog rada koji se
upotrebi na pokretamje nekog sistema (turbine, pumpe ili ventilatora), sve u
jedinici vremena:

A digydi, di,  diy
A Dl @ @ ar (4.92)

42U veéini knjiga Mehanike fluida se zakon odrzanja energije postavlja za ukupnu
energiju tela, gde se pored unutrasnje energije pojavljuje i potencijalna energija. Kako
se ovdel radiyo termodinamickom procesu, korektnije je poéi od unutrasnje energije.
Potencijalna’ energija ¢e se pojaviti kasnije, u toku izvodenja zakona o odrzanju ener-
gije, Kao posledica rada zapreminske sile, sile tezine. Finalna jednacina ¢e na kraju biti
ista, alise prikazanim postupkom jasno stavlja do znanja kako se doslo do potencijalne
energije.
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Slika 4.32: Prvi zakon termodinamike: koli€ina toplote, koja se preda sistemu
ide na poveéanje unutrasnje energije i na rad koji taj sistem vrsi na okolna
tela

Od zapreminskih sila ovde sedrazmatra samo sila tezine. Rad te sile
po jedinici vremena je jednak preizyodu sile tezine (jednacina (4.47) na
strani 125) i brzine:

dwg = / pg uz dt"= pg a@h u; d¥ (4.93)

Znak (—) ispred 1ntegrala ukazuje na to da je ukupan rad gravitacione sile
negativan, jer gravitaéija,dodaje rad na zapremini ¥, dok je po definiciji
pozitivan rad onaj kojizapremina trosi.
Rad sile tezine @ jedimici vremena i po jedinici zapremine se moze napisati
kao zbir dva ¢lana:
oh

0
e 2 (pghuy) — gh
P9 5. & G (pghui) — g 9

Parcijalni igvodw zadnjem ¢lanu se na osnovu jednacine odrzanja mase (4.35)
(strana 14%) pretvara u negativni parcijalni izvod gustine po vremenu:

M 0
pgaa:i " Oy

Préizvod (gh) ne zavisi od vremena pa je uvucen u parcijalni izvod kao

(pui)

op 0 0
ghui) + gh—- % = o2 (pghu;) + g(pgh)

konstanta.
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Ako se prethodni izraz stavi u jednacinu (4.93) i ako prvi sabirak Pprede
sa zapreminskog integrala na povrsinski, dobija se rad sile tezine u§edinici
vremena:

dwg /pghumZ dA—I—/ 5 (pgh) d¥ (4.94)

Rad sile pritiska se obavlja po konturi A konaé¢ne zapremine.”Za elemen-
tarni deli¢ na konturi dA koji se pomera brzinom , rad silegpritiska u jedinici
vremena je proizvod sile i brzine, odnosno:

dit,

Rad je pozitivan, jer se trosi na savladivanje pritiska, koji je suprotnog smera
od smera orta povrsine dA, a povrsina dA se"poiera u smeru orta 7.

Sila od viskoznih tangencijalnih napona péykonturi posmatrane zapremi-
ne je proizvod tangencijalnog napona Tidj (jednacina (4.50) na strani 126) i
posmatrane povrsine. Rad u jedinici yremena je povrsinski integral, koji se
moze predstaviti i u formi zapreminskog-integrala:

di,
= _/ L ujn; dA = / a@ (4.96)

Ukoliko se kontrolna zapremina, tako izabere da nema pokretne granice (kon-
tura je ¢vrsta), brzina fluida, uz granicu ¢e biti nula pa neée biti rada
viskoznih sila uz konturu.“Fakode, ako se mesto preseka kroz fluidnu struju
(presek A, odnosno C' na slici 4:32) tako izabere da strujnice budu upravne
na presek, u izrazu (4496)ée ucestvovati samo normalni viskozni naponi, pri
¢emu je njihov doprimoszanemarljivo mali.

Izraz (4.92) seé'moze staviti u jednacinu energije (4.91). Ako se rad
sila tezine (4.94) i pritiska (4.95) sabere sa odgovarajué¢im povrsinskim i
zapreminskim integralima, dobija se jednacina odrianja energije u integral-
nom obliku (u jedinici vremena):

/Cvgt[ ( h)

u?
dV—I—/ < +gh+ = —|—e> u;n; dA =
P

=T -4 (4.97)
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3 pu? pu? . O
Clan - + pgh + pe | odnosno - + pgh + p + pe | je zbir kineti¢ke

energije, potencijalne energije (kod povrsinskog integrala u potencijalnwener-
giju spada i pritisak koji omogucava pronos energije kroz konturu, @bjasnje-
nje je dato na strani 131) i interne toplotne energije, po jedinicifzapremine®3.
Jednacina (4.97) pokazuje da se poveéanje energije u posmatr@nojzapremini
i protok energije, koja izlazi kroz povrsinu koja okruzuje pesmagtranu zapre-
minu, nadoknaduje iz dotoka koli¢ine toplote (energije) u jedinici vremena
umanjenom za rad, koji ta energija utrosi u jedinici vremiena na savladavanje
viskoznih sila i pokretanje nekog mehanickog sistema.

Jednacina odrzanja energije se moze napisati i wpdiferencijalnom obliku.
Potrebno je prvo u osnovnoj integralnoj jednacinitedrzamja energije (4.97),
povrsinski integral zameniti zapreminskim, priménom Gausove teoreme (je-
dnacina (4.13), na strani 106). Zatim, ¢lan jednacine, koji oznacava rad
viskoznih sila, treba zameniti zapreminskim intégralom (4.96). Takode, ¢lan
koji oznacava dovedenu koli¢inu toplote u sistem u jedinici vremena, treba
napisati kao protok toplote kroz konturu pesmatrane zapremine, odnosno,
kao promenu koli¢ine toplote u posmatran@j,zapremini:

% _ _/A‘j“” dA = — ngz A (4.98)

Znak (—) ukazuje na to da jeppOzitivan smer protoka koli¢ine toplote kada
ona ulazi u sistem. Na Kkraju, wosnevnoj integralnoj jednacini odrzanja ener-
gije (4.97), trebalo bi smanjititkontrolnu zapreminu do nivoa elementarnog
fluidnog deli¢a d¥, sto dovodi'do diferencijalne jednacine:

0 u? 0 u? D
glp<7+gh+e> + — [pUi <——|—gh—|—;—|—e>

a:L'Z' 2
g, 0 (Tflj“j)
== _ U 4.99

U jednacinijjefizostavljen mehanicki rad, koji ne moze da se svede na
nivo elementarne zapremine, pa je diferencijalna jednacina ogranicena. U
reSavanju,jednacine za poznate konturne uslove, ako postoji mehanicki rad,
on se mora maknadno, eksplicitno, uzeti u obzir.

W izuGavanju stisljivih fluida, gasova, Gesto se koristi pojam entalpija. To je zbir
interne energije i pritiska po jedinici mase h=e + p/p. Takode, koristi se i pojam ukupna
entalpija koja obuhvata entalpiju, kineticku kao i potencijalnu energiju po jedinici mase
H = h+u%/2+ gh.
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U prethodnoj jednacini se prvi ¢lan, parcijalni izvod po vremenu,‘moze
razviti u zbir:

u? op 0 [ u? oh
<7—|—gh—|—e>a—|— 6t< —|—e>—|—pgat (4.100)

a drugi ¢lan, parcijalni izvod po pravcu i:

2 , 2
<u—+gh+e>M+pu- 0 <u +e>+pgu1@+a(pul) (4.101)

2 0x; "Ox; \ 2 0 0x;

Zbir prvih ¢lanova iz (4.100) i (4.101) je, prema jedna@ni odrzanja mase (4.35)
(strana 117), jednak nuli. Poslednji ¢lan u (4.100)jemula, jer vertikalno me-
rena visina h ne zavisi od vremena. Takode, poslednji ¢lan u jednaécini (4.101)
je zbir parcijalnih izvoda p i u; po x;. Sredivanjem preostalih ¢lanova dobija
se diferencijalna jednacina odrzanja energije za¥jedini¢nu zapreminu:

Por\ 2 T¢) T PG\ 2 25T

04 9 3 ug) 9 (pus) oh

B a:L'Z Ba:z a:L'Z pgLi a:L'Z

(4.102)

Leva strana prethodne jednagine se moze napisati i koris¢enjem mate-
rijalnog izvoda Dg/Dt (jednagina (4.18) na strani 108) gde je veli¢ina ¢
jednaka internoj energiji po jedinici mase fluidnog deli¢a p = u?/2 +e :

a:L'Z' a:L'Z a:L'Z PG a:L'Z

(4.103)

D [u? . 0q; a(%y) d(pu;)
pa<7+e> T om -

¢ime se dobija ‘slican oblik jednacine, kao i diferencijalna jednacina odrzanja
koli¢ine kretanja, (4.54), (strana 128).

Dobijena‘diferencijalna jednacina odrzanja energije (4.103), pokazuje da
je povedanjenunutrasnje (zbir kineticke i interne) energije po jedinici mase
fluidnag [delica, jednako dotoku kolicine toplote umanjenom za rad viskoznih
sila, sila pritiska i sile teZine, sve u jedinici vremena. Ne treba zaboraviti
daje, prilikom prelaska sa integralnog pristupa na diferencijalni, izostavljen
jo§ i mehanicki rad u jedinici vremena, koji treba naknadno obrac¢unati.
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4.6.2 Jednacine mehanicke i toplotne energije

U prethodnom poglavlju je izvedena jednacina odrzanja ukupne.encrgije,
odnosno, odrzanja zbira mehanicke i toplotne energije. U naStavkul Ce se
razdvojiti uticaji mehanicke i toplotne energije, uz odredivanjegprocesa koji
su zaduzeni za konverziju iz mehanicke u toplotnu i toplotne ufmehanicku
energiju.

Ako se kolic¢ina kretanja deli¢a (masaxbrzina) pomnozi sa polovinom
brzine, dobija se mehanicka energija mu?/2. Analogno tomegako se jednacina
odrzanja koli¢ine kretanja (4.54), sa strane 128, pomnozigkalarno sa brzinom
u;, pri cemu se leva strana izraza moze srediti na sledeéihnacin:

Du; D (ulul> D [u?
Us _— = e = e _
Pt P Di\ 2 bi 2

dobija se jednacina odrzanja mehanicke energijes

D u? oh op otk
Z 7 — pqui— —u—2 —
th 2 g Za:L'i Za:L'i Z@:z:j

(4.104)

Kao 8to se reSavanjem diferencijalne jednacine odrzanja koli¢ine kre-
tanja (4.54), u poglavlju 4.5.2, doglo do Bernulijeve jednacine (4.57), tako
se i diferencijalna jednac¢ina odrzanja mehanicke energije (4.104) moze ana-
liticki resiti uz odredena pojédmostavljenja. Tako, na primer, za ustaljeno
strujanje idealnog fluida konstantne gustine, lokalna komponenta materijal-
nog izvoda i rad viskoznih napona su nule, pa se izraz (4.104) moZze napisati
kao skalarni proizvod brzine i gradijenta skalara (tri sabirka u zagradi):

0 [u? 0
i —| — h& =] =0
ua$i<2—|—g +p>

Ako se jednacina ‘ogranici na jednu strujnicu®*, i ako se postavi uslov da
je brzina razli¢ita od nule, dolazi se do Bernulijeve jednacine iste kao i (4.57):

u? P
— + W, — = Const2 [m] (4.105)
29 P9
To stoiyedrzanje koli¢ine kretanja i odrzanje mehanicke energije dovode
do istdg jizraza, pokazuje da je isti fizicki zakon, drugi Njutnov princip, u
osmovi_obe jednacine. Medutim, u narednom poglavlju ¢e se dati resenje

Uz dodavanje uslova bezvrtloznosti Qi = 0, Bernulijeva jednaéina vazi za sve strujnice,
odnosno, za celo strujno polje.
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integralne jednac¢ine odrzanja ukupne energije sistema, koje ¢e doveSti,do
jednacine sliéne Bernulijevoj, ali sa bitno drugacijim znacenjem. ‘U, tom
reSenju se nece koristiti pretpostavka o idealnom fluidu, jer ¢e upravemisko-
znost biti ta koja oduzima jedan deo mehanicke energije fluidnoj struji.
Prethodna jednac¢ina odrzanja mehanicke energije (4.104)f dodavanjem

; ou
i oduzimanjem sa desne strane ¢lanova p aul' i Tga— uz malo preuredenje
dvojnih indeksa®?, dovodi se u oblik jednac¢ine mehanicke eniergije:
D u? o(t %uj) 0(pu;) oh ou; d@uj
_Z __ — — —_— 4.106
Dt 2 oz, oz Pion, TPk, Wi gy,  (+100)

koji je pogodan da se oduzme od jednacine odrzanja ukupne energije (4.103).
Nakon oduzimanja te dve jednacine, ((4.103)-(4.106)), dobija se jednacina
toplotne energije:
De a(jz auz d a’LLj

L AN S’ 4.1
th Ox; palEi Tij ox; ( 07)

Poslednja dva ¢lana sa desne stranme izraza, sa promenjenim znakom jav-
ljaju se i u jednacini mehanicke energije iu jednacini toplotne energije. Kroz
njih se obavlja prenos, odnosno, konverzija energije, iz jednog vida u drugi:

. Ou;

1. Clan pa—Z predstavlja rad sile’pritiska po jedinici zapremine i u jedinici
T

vremena na deformacijiffiuidnog deli¢a® i moze biti pozitivan i negati-

van. Ovaj ¢lan noSireverzibilnu konverziju energije: kroz njega se

mehanicka energija pretvara u toplotnu, ali i iz toplotne se energija

moze vratiti u mehanicku.

a4 0uj
2. Clan 742 predstavlja rad viskoznih sila po jedinici zapremine i u

zya

jedinici veemena na deformaciji fluidnog deli¢a®” i moze biti samo ne-

“5Ukupan radyviskoznih sila je skalar, sa devet sabiraka O(7ju;)/0z;. Isti rezultat se
dobija i akogse zamem redosled mdeksa (3to je ovde zgodnije), pa se rad viskoznih sila
moze napisati ka® O(rhu;)/0x; = 750u;/0x; + u;Ors [0

46Gila pritiska (4.48) je ista u svim pravcima deli¢a i pod njenim dejstvom se deli¢ tako
deformige da'menja zapreminu a zadrzava oblik. Zbog toga se u literaturi ovaj ¢lan cesto
zoyelr sfermildeo deformacionog rada po jedinici zapremine i jedinici vremena.

47 ZBogtoga sto je rad pod dejstvom devijatorskog dela tangencijalnih napona (4.50), u
literaturi se ovaj ¢lan ¢esto zove i devijatorski deo deformacionog rada po jedinici zapremine
i jedinici vremena.
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gativan?®. Pretvaranje mehanicke energije u toplotnu kroz viskozfigsile
je uvek ireverzibilno, pomoc¢u viskoznosti nije moguce vratiti énergiju
iz toplotne u mehanicku.

Prvi ¢lan, koji obezbeduje konverziju energije u oba smera, &6d nestislji-
vih fluida je nula. Odatle sledi vazan zakljucak, koji se odnesiihastecnosti,
nestisljive fluide kod kojih se trenje ne moze zanemariti: konverzija energije
je uvek od mehanicke ka toplotnoj, u suprotnom smeru nije'moguca. Energija
koju viskoznost oduzme od mehanicke energije i pretvoria toplotnu je sa
stanovista glavnog strujanja izgubljena, nema ¢lana u jedma€ini koji je moze
vratiti, pa se zato drugi ¢lan, ireverzibilni, Cesto naziva ¢lan gubitka energije.

4.6.3 Resenje integralne jednacine odrzanja energije za usta-
ljeno tecenje homogenog fluida u cevi

Na strani 156 je izvedena integralna jedmacina odrzanja energije (4.91).
Jednagina vazi za konstantnu zapreminu,@ivicenu konturom koja u opstem
slu¢aju moze biti pokretna. Sredivanjem<“lana koji nosi ukupno utroseni rad,
jednacina odrzanja energije je svedena ma oblik (4.97). U nastavku se daje
reSenje u kome je teziste na ireverzibilnoj konverziji energije, na gubicima.
U narednom poglavlju ponoviée segresenje jednacine (4.91), ali uz stavljanje
naglaska na radove svih sila koje.ucestvuju u energetskom bilansu.

Ako se pretpostaviti da je strujanje fluida ustaljeno, tada unutar posma-
trane zapremine nema promene ukupne energije kroz vreme (povecanja ili
opadanja), tako da se prvigélanriz jednacine (4.97), zapreminski integral
lokalnog izvoda po vremefiu, moze zanemariti. Sto se tiée protoka ukupne
energije kroz konturu, drugog €lana sa leve strane jednacine, ako u kontrolnoj
zapremini postoji samé jedan ulazni i jedan izlazni presek (kao na slici 4.32
ili kod tecenja u cevi, slika 4.27), povrsinski integral po konturi posmatrane
zapremine moze semapigati u vidu zbira dva integrala, po presecima. Polazna
jednacina (4.97) odrzanja energije se tada svodi na jednacinu:

2

2
/p u—+gh+£—|—e umidA—l—/p u——l—gh—l—]—g—l—e u;n; dA =
A\ 2 p Ay \ 2 p

_dg_ dir  diy (4.108)

“B@vo jen koliziji sa nekim knjigama Mehanike fluida, gde se ovaj ¢lan naziva funkcija
disipacije'Yq;s i gde se zakljucuje da je on uvek pozitivan. Razlika proizilazi iz usvojenog
pozitiynog smera tangencijalnih napona: ovde je prihvacen pozitivan smer onaj koji
pritiska elementarnu zapreminu, kao $to je prikazano slikom 4.20 na strani 127.
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Ukoliko se ulazni i izlazni kontrolni preseci tako izaberu, da 9zmedu
njih nema pokretnih mehanickih sistema, iz prethodne jednaéing€ sénmoze
izostaviti poslednji ¢lan sa desne strane, ukupno utroSeni mehaniéki‘rad u
jedinici vremena?.

Kontrolni preseci treba da zadovolje uslov da je u njima brzina upravna

na presek i da vlada hidrostaticki raspored pritisaka. U tem slucaju je ¢lan
(gh + B) konstantan po preseku i moze se izvudi ispred integrala, a proizvod

u;n; se svodi na brzinu —uq odnosno +us.

Ako se, dalje, postavi uslov da je i kontura posmatrane zapremine ne-
pokretna, prema jednacini (4.96) rad sile trenja duz kémture je nula, dok se
na samom mestu preseka 1 i 2 moze zanemaritigpa je pretposlednji ¢lan u
jednacini (4.108):

dw,
dt

~0

U reSavanju integralne jednacine jodrzamja energije, izostavljanje clana
koji nosi viskoznost nije isto sto i pretpostavka o idealnom fluidu. Viskoznost
fluida unutar posmatrane zapremin€ postoji i zaduzena je za ireverzibilnu
konverziju mehanicke energije u imternu, toplotnu energiju. Koris¢enjem
integralne jednacine se to ne viditeksplicitno, jer se posmatraju samo protoci
kroz konturu i promena stanja,sistema, bez ulazenja u procese unutar same
zapremine. Ako bi se koristiodiferencijalni pristup, kao na primer u jednacini
toplotne energije (4.107), n@'stzani 162, videlo bi se da se mehanicka energija
pretvara u toplotnu uprave keoz viskoznost.

U integralnoj energetskoj jednacini (4.108), kao problem ostaje jos resava-
nje povrsinskog integrala:wPo istom principu kao sto je uveden i Businesov
koeficijent (jednacin@ (4.83) na strani 150), uvodenjem koeficijenta kineticke
energije « ili, kako Se jo§ naziva Koriolisovog®® koeficijenta, promenljiv raspo-

Sistem koji sefastoji od cevovoda i pumpe se obi¢no resava iz dva dela. Kontrolni
preseci se postavljaju od ulaza u cev do ispred pumpe, kao i iza pumpe do izlaza iz
cevovoda, dokgseyenergija koju pumpa dodaje fluidu naknadno uzima u obzir. Mogu¢ je i
drugaciji pristup, kada se u energetsku jednacinu naknadno dodaje ovaj izostavljeni ¢lan,
kao $to je o pokazano jednac¢inom (4.122) na kraju ovog poglavlja, strana 173.

*0Gaspard Gustave de Coriolis (1792 - 1843), francuski profesor mehanike i inZenjerske
matemaftike; blizak saradnik Kosija (videti fusnotu 7 na strani 200). Bavio se problemima
tremja, hidraulike, rada i ergonomije masina. Uveo je pojmove ‘rad’ i ‘kineticka energija’
kao ifjedinicu rada ‘dynamode’. Pokazao je da se zakoni kretanja mogu koristiti i u
rotirajuéem referentnom sistemu ukoliko se uvede dodatna sila kroz Koriolisovo ubrzanje
(kasnije je u njegovu Cast tako nazvano). Koriolisova sila se primenjuje i u analizi kretanja
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red brzine po popretnom preseku u se moze zameniti konstantnom sredmjom
profilskom brzinom V:

V2 u? 1
o= Ya4 = a= /u3 dA 4,109
Primer 4.6.1
Za tok fluida u kruznoj cevi, sa rasporedom brzina istim kao i u primeru 4.5.6:
Lo () <y<
Umazx n <R 0 =Y= R

odrediti koliki je Koriolisov koeficijent a?

Posto je isti raspored brzina kao i u primeru 4.5.6_(strama 150), ista je i srednja
brzina:

L
120 max

Zamenom srednje brzine u jednacinu (4.109),1 resavanjem dobija se Koriolisov
koeficijent:

_ 1 54 2m [0 SN\
a = QV2/AU dA = AV?’/RTUWW (E) dr =
o (120\° [F .\ ST
= Ton (%) /0<R—y>(§) dy =

3,672 (%, 3,672 7 7
_9% /7,37 -3 10/7)d _9 2 L p2 )y
= /O (R S5y y=""r (R =R 17) 058

Integrisanjem jednagine (4.108) za nestisljiv fluid dobija se energetska
jednacina za fluid izmedu)dva preseka u jedinici vremena:

dq

1% 1%
pQ (—al—l —ghl—22 —61+C¥2—2+gh2+]2+62>

2 P 2 p
Prebacujuéi sve veli¢ine uz uzvodni presek sa leve strane, a uz nizvodni
presek sa desne,strane i deljenjem sa tezinom u jedinici vremena pg(@, dobija
se drugi oblikjednacine energije, izraZzen u metrima:

V2 e V3 e 1 dg
Py + B gy P2 2 (___q) [m] (4.111)
29 Py 9 29 pg g pg@Q dt

vodenih/masa na Zemljinoj povrsini, pa je u njegovu cast, 1963. francuski istrazivacki
okeanografski brod nazvan “Koriolis”.
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Slika 4.33: Promene ukupne energije, méhamicke i potencijalne za tecenja
idealnog i realnog fluida

Jednacina (4.111) je napisana za mstaljeno strujanje realnog nestisljiog
fluida. Za idealan fluid, u uslovimajgde nema dodatnog mehanickog rada i
gde je uspostavljena ravnotez&izmedu temperature fluida i spoljne tempera-
ture, nema transfera toplote. &akoyse temperatura fluida izmedu preseka 1
i 2, ne menja i interne energije €gi e2 su iste. Jednacina (4.111) dobija oblik:

V2 V2
a2 =y gy 4 2
29 Py 2g Pg

slican Bernulijevoj jednacini (4.58). Na levoj polovini slike 4.33, prikazan je
takav slucaj gde jeder =pes i 1 = Go = 0.

Kod tecenja realnog fluida (desna polovina slike 4.33), potrebno je utrositi
rad na savladivamje viskoznih sila. Energija koja se pri tome trosi se transfor-
misSe u toplotu,,pa/temperatura fluida, odnosno interna energija po jedinici
mase e, postépeno raste. Sa porastom temperature fluida dolazi i do transfera
toplote odffluida ka spoljnoj sredini, pa raste i odvodenje energije po jedinici
mase —q (peozitivna vrednost ¢ je kada se toplota dovodi u posmatranu za-
preminu ). WWkupan gubitak korisne, mehanicke energije po jedinici tezine
fluida _je'rézultat trenja:

- 1 dg
-4 - A (4.112)

h+ =
’ g pgQ dt




4.6. ODRZANJE ENERGIJE SISTEMA 167

dok je interna energija na dobitku, za razliku e; — e;. Clan hy se ¢é8to u
inzenjerskoj praksi uproséeno naziva gubitak energije. U velini prakticnih
problema, gubitak energije se eksperimentalno odreduje merenjimamaimode-
lu ili na prirodnim objektima. Samo povecéanje interne energije kojerezultuje
podizanjem temperature fluida, kao i prenos toplote kroz konturmgu veéini
slu¢ajeva nisu od primarnog znacaja®!.

Kod stisljivih fluida koji ovde nisu razmatrani (dobijeno re§enje jednaci-
ne (4.110) je ograniceno na nestisljive fluide sa konstantnmem gustinom),
prelazak mehanicke energije u internu nije gubitak za gkupnu energiju, jer
je i interna energija zajedno sa mehanickom deo ukupnefkorisne energije.
Pretposlednji ¢lan u jednacini toplotne energije (4107)y na strani 162, je
kod stisljivih fluida razli¢it od nule, tako da se keez taj,clan moze obaviti
konverzija toplotne energije nazad u mehanickuenergiju.

Primer 4.6.2

Kaptaza vode za lokalni vodovod se nalazi natkoti 432 mnm. Od kaptaze se
voda cevovodom spusta do rezervoara potrosacapcija je slobodna povrsina na koti
360 mnm. Visak energije koju poseduje vodase unistava regulacionim zatvaracem.
Ako se pretpostavi da je cevovod termickipizelovan od okoline i da je specifiéni
toplotni kapacitet vode C), = 4,18 KJ/K&g,"C), za koliko se poveéa temperatura
vode?

Energetska jednacina se postavljasza, kompletan cevovod, gde je ulazni presek
na koti 432 m, a izlazni na koti 360, m. Uz pretpostavku da je pre¢nik cevovoda
isti, iste su i brzine V; i V5. Takede, pritisci na ulaznom i izlaznom preseku su isti,
atmosferski. Jednacina (4.111)se svodi na:

2
ghi +e1 = ghs +es = M er = g(hy — ha) = 9,81(432 — 360) = 706,32 I:—Q

Toplotni kapacitet vodefje dat u KJ/(kg °C). Sredivanjem jedinica, dobija se:

C— 418 ST W igo 1 _ 410 N _ yige M/
P kg 0CNT kg 0C kg 0C oC

Povecanje tempgrature vode je za:

Con=— €1 706,32 0
Af = = =0,1
C, 4,18 - 103 0.177C

51 Jednayod Primena u kojoj se mora voditi raéuna o grejanju vode u toku rada sistema,
je ispitna linija za proveru karakteristika pumpi. Te ispitne linije su obi¢no zatvorenog
tipaspvodakruzi kroz cevi do pumpe, zatim kroz regulacioni zatvara¢ kojim se unistava
energija koju pumpa dodaje vodi i nazad u pumpu. Kod veéih snaga pumpi, energija koju
treba prévesti u toplotu nije zanemarljiva, pa je neophodno obezbediti i aktivno hladenje
vode u sistemu.
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Ako je temperatura vode na izvoristu 10°C, kod potrosaca ée usled kon¥erzije
mehanicke energije u toplotnu biti priblizno 10,2°C, §to je zanemarljivaprome-
na.

Energetska jednacina (4.111) se najcesce pise u takvom oblikut gde figurise
¢lan koji nosi trenje (4.112):

2

V,
a1+ hy + L
29

V2
= a2 + hy+ = + hy (4.113)
2g Pg

21
Py

gde su a Koriolisov koeficijent, V2/2g brzinska visina [m], h geodetska
visina [m|, p/pg visina pritiska [m] i hp gubitak enetgije'na trenje [m].

U najopstijem obliku, energetska jednacina pokazujérda je emergija na
ulazu uw posmatranu zapreminu jednaka zbiru eriergije na izlazu i izgubljene
energije na putu od ulaza do izlaza, pa se Gesto pise i u obliku®?:

Fi=FEy+AFE{_9 (4114)

4.6.4 Drugi oblik reSenja integralne jednac¢ine odrzanja ener-
gije za ustaljeno tecenje hemogenog fluida

U uvodu prethodnog poglavljas.6.3/je najavljeno da se do istog resenja
energetske jednacine, u uslovima,ustaljenog strujanja homogenog fluida kroz
nepokretnu konturu, moze doéi,i direktno iz jednacine (4.91) koja prati
promenu unutragnje energije,(kineticke m x u?/2 i interne m x e). Kada
nema razmene toplote izmedu,fluida i sredine, i kada nema spoljnog rada, za
masu fluida koja u vremenskom trenutku ¢ zauzima prostor u cevi izmedu
dva preseka, jednacina se svodi na stav da je prirastaj unutrasnje energije
jednak radu pravih sild e, posmatrany masu.

Na slici 4.34 je prikazan tok fluida kroz cev koja se niz fluidnu struju
postepeno suzava. U uzvodnom preseku 1 se srednjom brzinom V; (srednja,
profilska brzina je defimisana uslovom (4.7), na strani 99) napusta zapremina
¥V = A1V At =@QAt, mase m = p¥, dok se u nizvodnom preseku 2 osvaja
ista zapremina,yodnosno masa. Ukupna energija te mase, po presecima, je
zbir kinetickeWm,x V2/2 i interne energije m x e :

2

Vi Vi
o S¥-pQ At | - t+er tEy=+pQ At - +e2

22Pgtrebno je obratiti paznju na ustaljenu praksu koriséenja reci “energija”’ a da se pri
tome mishi na “energiju po jedinici tezine”, dimenzije [m]. U tekstu se prava energija pise
debljim uspravnim slovom E; a energija po jedinici tezine kurzivom FE.
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Slika 4.34: Do promene energije dolazi usled togaysto fluid napusti jedan deo
zapremine (uz prvi presek), a drugi deo zapremine osvoji (uz drugi presek)

pa je promena, odnosno prirastaj ukupne, energije za vreme At:

Vi V¢

2 2

E, — E; :pQAt <————|—62—61> (4115)

Ukupna energija je napisanatkori-
§¢enjem pretpostavke da je u preseku
konstantna brzina. Stvarnagbrzina
nije konstantna (na slici 434 je nacr-
tan tipican turbulentni profil*‘brzina
u preseku 1), pa uz kinétiéku energiju
treba uvesti korekcioni €lan, Korioli-
sov koeficijent o (jedna€ina (4.109),
na strani 165): a2V§¥/2 i aiV32/2.
Vrednost Kori6lisevog koeficijenta
kod laminarnihitekova je o« = 2. Pri
turbulentnom tecenju, Koriolisov koe-

Slika. 4.35: Rad sile tezine se
svodi na premestanje “napustene” u
“osvojenu” zapreminu

ficijent ima vrednost od o = 1,10 za slabije izrazenu turbulenciju do o« = 1,01
za razvijeni‘gurbulentni tok. Kako je u vecini zadataka u okviru gradevin-
ske hidrotehnike tec¢enje u cevima turbulentno, u prora¢unima se Koriolisov

koeficijent najcesce zanemaruje.

Sile/ koje svojim radom povetavaju energiju fluida su sila tezine, sila

pritiska i konturna sila:
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e Rad sile tezine se obavlja na svim deli¢ima celokupne zapremine izmedu
preseka 1 i 2. U ukupnoj sumi, taj rad je jednak radu kojipbi’se
utros$io na “prebacivanje” napustene zapremine iz preseka L, ufosvojenu
zapreminu preseka 2 (slika 4.35). Tezina fluida koji se tako “premesta”
je G = mg = pQ At g. Pomeranje “premestene” zapreniine m pravcu
sile G je visinsko rastojanje tezista dve zapremine Az £ 292 25, pa je
rad sile tezine:

Wy =G Az = pgQ At (21 — 22)

e Rad sile pritiska se ostvaruje samo na presecima, 11 2. Sila pritiska u
preseku 1 je P; = p1A;. Pomeranje preseka je,V14A¢, pa je rad sile u
preseku 1 Wy = p1A1Vi At = Q At pi. U'pseseku 2 rad sile pritiska
je negativan jer je pomeranje u suprotnom smeru od pozitivnog smera
sile, tako da je ukupan rad sile pritiska:

Wy, = Q At (p1 — p2)

e Konturna sila K je zbir sile trefijapi normalne sile. Normalna sila N ne
daje rad jer je, prema pretpostavei, kontura nepokretna. Sila trenja T
je posledica viskoznosti fluida, ali je njen rad duz konture isto nula, jer
delié¢i fluida, koji se nalaze,neposredno uz konturu imaju brzinu nula.
Cinjenica da viskoznost) odnésno sila trenja, ne ucestvuje direktno u
energetskoj jednaciniggebjagnjava se integralnim pristupom: prati se
promena energije celokupne mase, bez ulazenja u unutrasnjost struje.
Viskoznost je na difereneijalnom nivou, na nivou fluidnog deli¢a, odgo-
vorna za prelazak kerisne mehanicke energije u toplotnu. Na integral-
nom nivou, to,Celse samo manifestovati poveCanjem interne energije
m X e, izmedl \ulaznog i izlaznog preseka.

Izjedna¢enjemppromene ukupne energije (4.115) sa radom sila, dobija se
energetska jednacina:

V22 V12
pQ At v, — 5 te—ea = pgQ At (21 — 22) + Q At (p1 — p2)

Deljenjem/cele jednacine sa tezinom G, dobija se:

17 V2 eg—e —
g2 _1+g:zl_z2+w [m]
29 29 g Py

(4.116)
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Sa leve strane jednacine se nalazi zbir prirastaja kineticke i interne, toplotne
energije, dok je, sa desne strane, rad sile tezine i sile pritiska, sve po4edinici
tezine. Sredivanjem ¢lanova prethodne jednacine:
2 2

Wigetta Vo, 2 o (4.117)

29 rg 9 29 Py g
dobija se oblik istovetan jednacini (4.111), osim $to je ovdetkeriséena pret-
postavka da je brzina po preseku konstantna i jednaka srednjoj brzini, kao i
da nema razmene toplotne energije kroz konturu cevi.

Clan (e2—e1)/g predstavlja poveéanje interne energije,.@dnosno, povecéa-
nje toplote fluida usled trenja. Interna energija se kod nestisljivih fluida ne
moze pretvoriti u neki drugi vid energije, pa je, sa‘stanovista obavljanja
mehanickog rada beskorisna. Kako je povecanje interne energije upravo
jednako smanjenju korisne energije fluidne struje, $ofse taj ¢lan obi¢no zove

qubitak energije i izrazava se u dimenziji visine>3:
€2 — €1

, m

U jednacini (4.117), drugi i treéi glan, Tad sile tezine i rad sile pritiska,

mogu se zameniti pijezometarskom kotomydi preseku:
=2+ 2 [m (4.118)
Py

Prilikom resavanja osnov-
ne jednacine hidrostatike (jed-
nacina (3.11), na strani 38),
pijezometarska kota je uvede-
na kao integraciona konstan-
ta. Kroz energetsku jedna-
¢inu, pijezometarska kota do-
bija svoje pravo fizicko, tu-
magcenje, jer se vidi 'da ona
predstavlja potemeijalnu ene-
rgiju (po jedini€i tezine) u pre-
seku, izrazemmyisinom fluida.
Potencijalmaencrgija je spo-  §lika 4.36: Pijezometarska kota u presecima
sobnost dayse obavi rad, pa 19
se prenda (4.118), moze razdvo-
jitigma petencijalnu energiju usled visinskog poloZaja i potencijalnu energiju
usled delovanja pritiska (slika 4.36).

hr = AE|_5 =

®31sti ¢lan za gubitak energije je dobijen i u jednacini (4.112).
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Sredivanjem jednacine (4.117), dobija se oblik jednacine, u kome séyidi
da je ukupna energija u jednom preseku zbir kineticke i potencijalne energije:
v? v
— + 11 =—=+1L +AFE;_ 4.119
29—1—1 29-1— 2+ 1-2 [m] ( )
odnosno, da je ukupna energija na ulazu u posmatranu zapremimit jednaka
zbiru energije na izlazu i izgubljene energije:

Ei=FEy+AFE;i_o [m] (4120)

4.6.5 Poredenje energetske sa Bernulijevemijjednacinom

Dobijena energetska jednacina (4.113), odnosnoi(4.119), veoma li¢i na
Bernulijevu jednacinu (4.57), sa strane 130, pa Sefcesto, pogresno, i ona
naziva Bernulijevom jednacinom®. Energetska i Bernulijeva jednacina su
sustinski razlicite:

e Nastale su kao posledica dva razlicita principa: energetska je rezultat
prvog termodinamickog zakonaydokije Bernulijeva rezultat principa
odrzanja koli¢ine kretanja®.

e Energetska jednacina se primenjuje na realan fluid konstantne zapre-
mine izmedu dva preseka, dok se Bernulijeva jedna¢ina primenjuje na
tacke duz jedne strujnicebidealnog fluida. To znac¢i da bi koriSéenje
koeficijenta kineticke energije (Koriolisovog koeficijenta) u Bernulijevoj
jednacini bilo nekorektmo.

e Kod energetske jednaéine nisu koriséene pretpostavke o viskoznosti
ili bezvrtloznostisy Jednacina se primenjuje na realan fluid, u kome
viskoznost pravi'gubitak energije, pretvara mehanic¢ku energiju u top-
lotnu.

Primer 4.6.3

Voda tece ustaljeno kroz dugacku cev konstantnog prec¢nika. U preseku A na koti
za = 9 mgpritisak u centru cevi je py = 28 kPa, dok je u preseku B na koti
zp = 12 mi pritisak u centru cevi pg = 11 kPa. U kom smeru tece voda?

*Porfegdelse, u literaturi, energetska jednagina zove i prosirena Bernulijeva jednacina.

®3Podusemmi zakoni fizike nisu nezavisni! Ako se energetska jednacina napise za jednu
strujmieu (V' se menja sa u a o = 1) idealnog fluida (nema hr), dobija se Bernulijeva
jednacina - to pokazuje da je prvi zakon termodinamike opstiji zakon, da je zakon odrzanja
koli¢ine kretanja izveden iz termodinamickog.
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Koristedi energetsku jednacinu (4.114) treba odrediti razliku ukupnih enérgija
E4 — Ep. Ako je razlika pozitivna, smer toka je od A ka B.

% V2
EA—EB:OZA—A‘F%-FZA— (aB—B—l-Z)—B—i-ZB)
29 pg 29 pg

Kako je cev konstantnog preseka brzine u presecima su iste, kao i kerekeioni faktori,
pa se prethodna jednacina dovodi do oblika:

PA —PB 28 — 11

Fp—FEgp = ——-"— — = — +9— 12 ==27
A B g t2a—2p 1><9,81+ @i

Smer tecenja vode je od B ka A. Treba uociti da sé pestavljeni zadatak ne
moze resiti primenom Bernulijeve jednacine, jer se razmatra,tiok realnog fluida, gde
dolazi do gubitka energije u smeru te¢enja vode.

Kod tokova gde se moze primeniti Bernulijeva jednacina, ukupna ener-
gija je konstantna duz strujnice. U jednacini se¥pojavljuje brzina fluida u
sa kvadratom, pa je smer toka neodredengpodnosno, jednacina vazi za bilo
koji smer toka. Kod energetske jednacime, trenje oduzima energiju fluidu
u pravcu toka, tako da je smer toka uvek ‘6d preseka sa ve¢om ukupnom
energijom ka preseku sa manjom. Jedimiizuzetak je, ako se izmedu kontrolnih
preseka nalazi pumpa, hidraulicka, magina, koja dodaje energiju po jedinici
tezine:

1 dwpy
Hp=FEy = ~90 dt [in] (4.121)
Znak (—) pokazuje da je!rad)maSine suprotan od pozitivnog rada, koji
konstantna zapremina trosima,spoljni mehanicki sistem. U opstem obliku,
energetska jednacina (4#120) je tada:

Ei=FEy+AB) o= Hp [m] (4122)

4.6.6 Primer primene energetske jednacine

Jednacina edezanja energije, ili energetska jednacina, ¢esto se koristi u
oblasti gradevimske hidrotehnike. Vecina resenja u oblasti te¢enja u cevima,
tecenja u Ot verenim tokovima ili u podzemnim vodama, bazira se na primeni
energetske jédnacine. Pri tome se, po pravilu, zanemaruje promena interne
energije A problem transfera toplote, ve¢ se samo prati mehanicka energija
kroz zbir pijezometarske kote i brzinske visine. Ukoliko u sistemu postoji
neka hidraulicka masina, koja daje ili oduzima rad fluidu, njen uticaj se
obracunava odvojeno.
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U nastavku ¢e se dati dva primera primene energetske jednacine. “Rrvi
primer se odnosi na ra¢vanje fluidne struje i pokazuje kako se pise jednacina,
ako fluid prolazi kroz vise od dva popre¢na preseka. Drugi primer jéisticanje
kroz oStroiviéni otvor, isti kao i primer koji je koriS¢en kod Bermulijeve
jednacine. Na tom primeru ¢e se, joS jednom, podvudéi razliké izmedu dve
slicne jednacine, koje se ¢esto pogresno izjednacuju.

U narednom poglavlju, prilikom izucavanja tecenja pugcevi, dace se u
okviru tacke 7.2.3.4, Primeri pisanja energetske jednacine, joSmekoliko prime-
ra pisanja energetske jednacine, kao i crtanja energetgke 1)pijezometarske
linije.

4.6.6.1 Racvanje fluidne struje

Izvodenje energetske jednacine, u prethodnom poglavlju, sprovedeno je
za ustaljeno tec¢enje u cevi, gde celokupna fluidna struja prolazi kroz jedan
ulazni i jedan izlazni presek. Isti princip,kojijje koris¢en u drugom delu
poglavlja, primeniée se u nastavku, na slu@aj racvanja fluidne struje.

Slika 4.37: Ll racvanju cevi, postavlja se jedna energetska jednacina za
masu fluida koja “ode” kroz jedan krak i druga jednacina za masu koja
“ode” dragim krakom

Nalslici 4.37, prikazana je cev poprecnog preseka Ai, koja se niz fluidnu
stfujuedeli na dve druge cevi, preseka As i As. TeCenja u presecima 1, 21 3
morajw zadovoljiti uslove paralelnosti i upravnosti fluidne struje. Fluid koji
struji je homogen i konstantne gustine. Pretpostavlja se da fluid struji od
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preseka 1 ka presecima 2 i 3. Za masu fluida izmedu tri preseka, moéze se
napisati da je promena ukupne energije jednaka radu svih sila:

V2 V2 V2
—pQ1At <71 + 61) + pQ2At <72 + 62) + pQ3At <73 + 63) =
= pgQ2At (21 — 22) + pgQ3At (21 — 23) +
+ Q1At p1 — Q2At pa — Q3At p3 (4.123)

Iz jednacine kontinuiteta koja se moze napisati za samu racvu, sledi da
su protoci Q1 = Q2 + @3, pa se prvi ¢lan jednacine (4.123) moze razdvojiti
na dva sabirka:

V2 V2
—pQ2At <71 + 61) — pQ3At <71 + 61)

Prvi ¢lan u treéem redu jednacine (4.123)ywad sile pritiska uz presek 1,
takode se moze razdvojiti na dva dela: QA®p; + Q3At p1. Grupisanjem sa
ostala dva Clana iz treéeg reda, dobija,se ukupan rad sile pritiska:

Q2At(p1 — p2) + Q3At(p1 — p3)

Sredivanjem jednacine (4.123) dobija se:

V2 V2
pQ2At <71 +e1 — 72 —4 62) + pgQ2At (21 — 22) + Q2AL (p1 — p2) =
V12 ‘/32
= —pQ3At <7 te - 75§ 63) — pgQ3At (21 — z3) — Q3At (p1 — p3)

Izvlacenjem ¢lana koji nosi tezinu fluida ispred zagrade, dobija se:

V2 Vi
pgQ2At —+ o+ B 24+ 2 AR L) =
Py 29 Py

%5 V2
= @At |-+ + ) - [+ B AR,
29 pg 29 pg

Jednacina s€ymoze napisati i u opsStem obliku proizvoda teZzine i energije
izrazene /visinom:

mag (E1 - E2 - AEl_g) = —m3g (E1 - E3 - AEl_g) (4124)
— \6./
>

>0 >0 >0
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Clanovi sa masom su uvek pozitivni i veéi od nule. Vrednost ¢léna u
zagradi ne moze biti negativna, jer je pretpostavljeni smer strujanjayfluida
od preseka 1 ka preseku 2 i od preseka 1 ka preseku 3, pa se eneng@ijay koju
poseduje fluid, ne moze povecati niz fluidnu struju. Jedino moguéeresenje
jednacine (4.124). je da su ¢lanovi u zagradama nula, ¢ime se dobija sistem
od dve jednacine (4.125) i(4.126):

Ei = Ey+AE|_» (4125)
Ey = E3+AF|_3 (4126)
Q1 = Q2+ Q3 (4.127)

Uz dve energetske jednacine, dopisana je i trec¢a jedhacinajjednacina kontinu-
iteta (4.127), koja je koriséena prilikom izvodenja‘#%a primenu ovih jednac¢ina
neophodno je unapred poznavati smer tecenja fluida, jer se jednacine moraju
pisati samo u nizvodnom smeru.

Mogu¢ je i drugi nacin reSavanja problemairacvanja fluidne struje. Ako
se rac¢va podeli na tri dela uvodenjem preseka na samom mestu rac¢vanja
(odnosno, dovoljno blizu gde su strujuice medusobno paralelne), mogu se
napisati tri energetske jednacine (4.120):

E1 = Eri+AFE1 g
Ery = Ey+ AFEpry_o
Er3 = FE3+ AER3_3

i jedna jednacina kontinuiteta koja ¢e povezati tri protoka. Ako se pretpostavi
da unutar racve, male zapremine oznacene Srafurom na slici 4.37, ne¢e doéi
do promene ukupne efiergije®®, tada ¢e biti Epy = Ers = FEgrs, pa e
se postavljeni sistem ‘od tri jednacine svesti na ve¢ dobijene dve jednaci-
ne (4.125) i (4.126)f

Kao zakljucak primera, moze se ustanoviti pravilo po kome se za sistem
racvanja ili spajamja n fluidnih struja, pise n — 1 energetskih jednacina za
svaki od pretpostavljenih smerova fluidne struje. Zajedno sa jednacinom
kontinuiteta; ‘debija se sistem od n jednacina sa m nepoznatih protoka (ili
brzina). Akeyse odabere pogresan smer fluidne struje u jednoj od raévi,
dobice se nelegicna (negativna) resenja, pa je potrebno ponoviti proracun sa
okrenutim Smerom.

Ufglaxi knjige 7 Tecenje fluida kroz cevi, detaljnije ée se obraditi tecenje u cevi. Tu ée
se gubici energije podeliti na linijske i lokalne, pa ¢e se videti da ovu pretpostavku treba
korigovati.
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4.6.6.2 Isticanje iz suda

U primerima Bernulijeve jednacine u poglavlju 4.5.3.1, dato je.resenje
za slobodno isticanje kroz oStroivi¢ni otvor. Brzina u izlaznomi‘mlazu je, u
tom primeru, odredena prateéi jednu strujnicu, uz pretpostavkusda je fluid
idealan (jednacina (4.63) na strani 135). Prava brzina isticamjal je nesto
manja, pa je uveden korekcioni faktor Cy , koeficijent brzineé,\tako da je na
kraju dobijena jednacina isticanja iz suda (4.65). U nastavku ce'se pokazati
da se do istog resenja moze dod¢i i primenom energetske gednacine (4.120).

Slika 4.38: Isticanje iz suda sasestreivicnim otvorom (levi deo slike) i sa
naglavkom (desni deo)

Na izlazu iz oStroiviénoggetvera dolazi do suzenja mlaza, zbog zakrivlje-
nog kretanja deli¢a. Presek “ml” je najuzi deo sa paralelnim strujnicama i na
tom mestu su ispunjeni usloviza,postavljanje kontrolnog preseka. Energetska
jednacina se postavljaiod, rezervoara do suzenog preseka. Pri prorac¢unu
gubitaka energije zanemaruju se gubici na trenje, jer je rastojanje izmedu
izabranih preseka maloy

V2 V2 2

Er = EntAER_—yu = HR—Fi:HmZ—I———I—f—

V
Brzinska visinalu rezervoaru se zanemaruje, tako da je 2—R =0:
g
V2
U T = H = (1+¢) 3™

Sredivanjem prethodne jednacine po brzini u mlazu, dobija se:

1
Vi = ——+vV29H = Cy\/29H = Cy x V] 4.128
l \/m g \% g % ID ( )
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gde je Cy = koeficijent brzine a izraz Vip = \/2gH brzina idealnog

1
Vv1+
fluida®7 . :

Vrednosti koeficijenta lokalnog gubitka £ zavisi od izrade oStroivi¢nog
otvora. Za dobro napravljen ostroivi¢ni otvor njegova vrednost je"€== (0,05 —
0,10), pa se vrednost koeficijenta brzine kreée u opsegu Cy = (0595 — 0,98).

Protok je proizvod brzine i popre¢nog preseka mlaza A

Q = leAml = leAotvCA

Medutim, jednostavnije je da se u ra¢unu koristi pepreéni presek samog
otvora Ay, jer je to velicina koja se lako meri. Koeficijent Cy = A1/ Aoty
je koeficijent kontrakcije mlaza. On je uvek manji o@yl i odreduje se pazljivim
merenjem. Vrednost C'4 za kruzni oStroivi¢éni oter je'C4 =~ 0,65.

Proizvod koeficijenta brzine Cy i koeficijenta kontrakcije mlaza Cy4 je
koeficijent protoka Cg:

Co =CyCy Cg ~ 0,60 za kruzpitestroivicni otvor

Odavde se, na kraju, dobija jednacinafisticanja za realan fluid istog oblika
kao i jednacina (4.65), na strani 136;

Q = CyCalotw V29H = CQAotv V29H

Na desnoj strani slike 4.38, prikazan je slucaj isticanja iz suda kroz kratak
naglavak. Na skici se vidi dage fluidna struja, na samom pocetku naglavka,
skupila u suzeni presek, sliéno kao i kod ostroivicnog otvora. Medutim,
u naglavku dolazi i do vrac¢anja fluidne struje na prec¢nik jednak precniku
prvobitnog preseka, ¢ime se degykineticke energije mlaza vraca u potencijalnu
energiju. Ako je naglavakerelativno kratak, pa ne postoji znacajniji gubitak
na trenje duz naglavka, ukupan gubitak energije je manji nego kod isticanja
kroz ostroivicni otyory pa je i protok vedi.

Energetska jedna@na se postavlja na isti na¢in kao i u prethodnom
slucaju, samo stoje sada A, = Ay, pa je koeficijenat kontrakcije C'4 = 1.
Zbog zanemarenjasgubitaka na trenje, uzima se nesto veci koeficijent lokalnog
gubitka energijex, tako da je koeficijent brzine Cy ~ 0,8 —0,9. Kao rezultat
dobija se,da‘je protok kroz otvor veéi nego kod osStroiviénog otvora istog
precnika (Cgy~ 0,8 — 0,9).

STPoznata je jos i kao Toricelijev princip.



Glava 5

Dimenzionalna analizas
slicnost 1 modeli

U prethodnoj glavi 4, Osnove dinamike fluida, izvedene su jednacine
odrzanja u diferencijalnom obliku. Te jednacine su u opsStem slucaju neresive
i za svaki konkretan zadatak Mehanikefluida potrebna su uprosé¢avanja i pro-
vere kroz eksperimente na modelu ilis@stvarnom sistemu. ReSenje strujanja
realnog fluida je najcesée kombinacija, osmisljenog eksperimenta i primene
uproscenih jednac¢ina u tumacenju debijenih eksperimentalnih podataka.

Kao i u drugim inzenjerskimyoblastima (maginstvo, elektrotehnika, kon-
struktivni deo gradevine), eksSperimenti su sastavni deo oblasti Mehanike
fluida te je neophodno pozmavati pravila kako se odredeni problem koji se
izucava, iz realnog zivotae(ili iz prirode) moze preneti u laboratoriju, kako
napraviti model, koje veli¢ine ma, modelu treba eksperimentalno izuciti i kako
ih posle tumagciti u realnom sistemu. Cilj svakog eksperimenta je da se dobiju
opsta reSenja, primenljiva ne samo na jednom, konkretnom problemu, veé
uporediva i sa drugim, Slicnim sistemima i eksperimentima koje su sproveli
drugi istrazivaci.

U ovoj glayi ée,se prvo dati osnove dimenzionalne analize, oblasti koja
proucava velicinedl dimenzije, kao i odnose izmedu njih. Dimenzionalna
analiza nijeliskljucivo vezana uz Mehaniku fluida ve¢ se moze primeniti u
bilo kojojfoblasti tehnike. Uporedujuéi dimenzije veli¢ina, koje ucestvuju
u fenomenutkoji se izucava, odreduju se medusobne zavisnosti, a time se
omogugéava Tuspostavljanje novog dimenzionalnog sistema. U tom novom
dimenzionalnom sistemu, pravi se fizicki model uz postavljanje uslova zadovo-
lyenga slicnosti strujanja i odnosa dominantnih uticaja. Rezultati merenja i
zakljucci dobijeni na modelu se zatim preslikavaju na prirodu.

179
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5.1 Dimenzionalna analiza

5.1.1 Uvod u dimenzionalnu analizu

Dimenzionalna analiza je oblast koja se bavi analizom dimengija veli¢ina
koje ucestvuju u pojavi koja se istrazuje. Analiza se zasniva na pretpostavci
da veza izmedu velicina koje ucestvuju u pojavi a koja unapred nije poznata
i tek treba da se istrazi, mora biti ista kao i veza izmedu mjthovith dimenzija.
Drugim re¢ima, analizirajuéi veze izmedu dimenzija veli¢ima koje ucestvuju
u istrazivanoj pojavi, istrazivaci dobijaju i moguce veze izmedu velic¢ina bez
detaljnijeg ulazenja u same jednacine kojima se opisgjéipojava.

Dimenzionalna analiza je direktno povezana sa Korigéenjem dimenzional-
nih sistema. U poglavlju 2.1, Veli¢ine, dimenzionalniysistem i jedinice mere
(na strani 10), data je osnovna definicija pojma veligina kao i razlog postoja-
nja dimenzionalnog sistema i potreba da se omn propise, unificira. Medutim,
¢injenica da je dimenzionalni sistem propisan,zakénom, istovremeno znaci da
on nije optimalan za svaku od izu¢avanih pejava, te da je ¢esto u analizama
bolje koristiti neki drugi dimenzionalni sistem:.

Primer 5.1.1

Analizira se zapremina flasa na jedngj proizvodnoj liniji. Ispravne flage treba da
budu zapremine ¥ = 1,50 dm?® (1,5 L), Merenjem na kraju proizvodne linije, uz
postovanje SI sistema, dobijene gu, vrédnosti 1,50;1,52;1,49;1,51;1,48;... dm?. Da
li radnik na kontroli ima jasan uyidim,greske nastale u proizvodnji flasa? Sta ako
se ista linija koristi i za proizvodmju flasa od 2 L?

Ako se za prikaz rezultata, merenja zapremine umesto SI sistema i duzine kao
osnovne veli¢ine koristi o¢ekivanayzapremina flase od 1,5 L tada proizvedene flase
imaju zapremine 1,000; 1,013; 0,993; 1,007; 0,987 . .. odnosno, radnik na proizvodnoj
liniji moze odmah videti telativna odstupanja zapremina. Promenom proizvodnog
programa sa flase od{1\5 Iima 2 L potrebno je promeniti i dimenzionalni sistem, pa

se sada kao jedinica mere uzima ocekivana zapremina od 2 L.

Primenom ‘dimnenzionalne analize se po pravilu odustaje od standardnog
SI dimenzionalneg sistema i prelazi na sistem koji bolje fizicki interpretira
razmatranu pejavu. Kao rezultat promene dimenzionalnog sistema dolazi do
smanjenja bteja nezavisno promenjivih veli¢ina ¢ime se omogucuje jednostav-
nije skaliramje problema na relaciji priroda - model uz neophodna zanemari-
VAN s

Prilikom izbora novih osnovnih veli¢ina, moraju se ispostovati tri osnovna
pravila:
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1. da osnovne veli¢ine budu medusobno nezavisne jer ako su meduSebno
zavisne, onda nisu osnovne veli¢ine i jedna od njih se moze predstaviti
kao kombinacija ostalih;

2. da budu karakteristicne za fiziku problema koji se izucawe imace se
u razmatranom problemu neée smanjiti broj nezavisne ‘promenljivih
veli¢ina;

3. osnovne jedinice moraju biti sveobuhvatne, moraju.omogucavati izra-
zavanje svih ostalih izvedenih veli¢ina preko izabranih osnovnih.

Vrednosti ovako izabranih osnovnih veli¢ina predstavljaju novu mernu jedi-
Nnicu.

Primer 5.1.2

Koje od ponudenih kombinacija su prihvatljive Kao nove osnovne veli¢ine a koje
kombinacije nisu i zasto?

Vel. 1 Vel. 2 Vel. 3 Komentar

Masa Duzina Povrsina | Nije dobarligbor jer ne figurise vreme a duzi-
na i pevesina su medusobno zavisne veli¢ine

Masa Vreme Duzina U redu

Vreme Ubrzanje | Duzina Nije'dobar izbor, jer nema mase

Sila Duzina Vreme U redu

Gustina | Protok Duzina U redu

U zadacima Mehanike fluida najcesée se kao osnovne veli¢ine usvajaju duzina
(¢ime se opisuje geometrija problema), brzina (da bi se opisalo polje brzina) i gustina
(kao nosilac mase).

Izborom novog dimenzionalnog sistema se postize pojednostavljenje u
eksperimentalnom izucayanju razmatrane pojave. Ako se, na primer, izu¢ava
trenje u kruznoj cévi prilikom jednolikog ustaljenog tecenja (poglavlje 6.1.1
Koeficijent linijskog gubitka energije) dobija se da pad energije duz cevi zavisi
od tangencijaluégimapona (jednac¢ina (6.7) na strani 220):

Z
I, = Iff o2 Const. (5.1)
U daljemtizvodenju je pretpostavljeno da viskoznost fluida i geometrijski
uslovi pe utic¢u na trenje, te je dobijena jednostavna veza gubitka energije i
koeficijenta trenja A. U realnosti je, medutim, tangencijalni napon slozena
funkéijasledecih veli¢ina:

= ¢(p, 1, V, D, k) (5.2)
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gde su p i u fizicka svojstva fluida, V brzina koja opisuje kinematiénost
i D (precnik cevi) i k (hrapavost zida cevi) geometrijski parametsi, koji
opisuju uslove strujanja. Izucavanje te funkcionalne zavisnosti podfazumeva
pravljenje eksperimenta: uspostavljanje ustaljenog strujanja kroz eevikonst-
antnog prec¢nika D i hrapavosti k, pri ¢emu se meri pad pritiska;na nekom
rastojanju L pri te¢enju razlicitih fluida pri razli¢itim brzinama.

Slika 5.1: U [M,L,T] dimenzionalnom sistému analiza tangencijalnog
napona od ostalih zavisnih veli¢ina zahteva veliki broj eksperimenata

Opisani eksperiment bi bio obiman, jér,bi zahtevao da se u instalaciji
varira samo jedan parametar (slika 5.1); dekse svi ostali zadrzavaju konstan-
tnim. Za sve te izmerene rezultate bi se malazila odgovarajucéa veza, da bi se
na kraju pokusalo sa formiranjemekefopste relacije.

Primenjujué¢i dimenzionalpusamalizu moguce je odabrati nove osnovne
veli¢ine koje su primerenije preblemu trenja u cevi. Umesto SI sistema
[M, L, T] zgodnije je odabraftisistem gde se osnovne veli¢ine ve¢ nalaze u
spisku veli¢ina datih u jedn@@mi (5.2). Ako se, na primer, odaberu [p, V| D],
ostale veli¢ine se mogu izfagiti kao njihova kombinacija':
T

. 17,2 70 _
T—NTXPVD = Nq——m (53)
1 pVD
— N,xpvip = N =_HF L —_PZ 5.4
lu’ H X p H pVD N/J, ,U/ ( )
k
k= Ng&ZplvoDt = N = 5 (5.5)

gde je sa N ¢Zmacen merni broj (rezultat merenja veli¢ine u novom dimenzio-
nalnom sisfemu ) pa se dimenzionalni izraz (5.2) moze napisati u bezdimenzio-
nalnom obliku:

HWobi¢ajeno je da se fizicke konstante fluida pisu u bezdimenzionalnim sistemima u
imeniocu izraza, pa je to iskori§¢eno u izrazu (5.4).
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Promenom dimenzionalnog sistema, umesto
tangencijalnog napona dobijen je koeficijent tan-
gencijalnog napona, pri ¢emu on zavisi samo od
dve bezdimenzionalne veli¢ine, pVD/u i k/D.
Projektovanje eksperimenta je sada mnogo jedno-
stavnije. Potrebno je varirati samo dve bezdimen-
zionalne veli¢ine sa desne strane izraza (5.6) a
svi dobijeni rezultati se mogu predstaviti na sa-

mo jednom dijagramu 5.2. Eksperiment je jedno- Slika %5#2: U novom
stavan i zbog toga §to sada nije neophodno koris- dilnenzionalnom sistemu
titi razlicite fluide da bi se odredila zavisnost 4R Vo] tangenci-

trenja od viskoznostii gustine. Takode, postupakdgjalni — napon  postaje
omogucuje potpunu nezavisnost od izabranog sis- koeficijent koji zavisi od
tema jedinica za osnovne velicine, jer je analiziram, dve  bezdimenzionalne
bezdimenzionalan izraz. veli¢ine

5.1.2 Bakingemova Il teorema

U prethodnom primeru je pokazano da se izraz sa Sest dimenzionalnih
veli¢ina (5.2) sveo na izraz sa trijbezdimenzionalne veli¢ine (5.6) nakon
promene dimenzionalnog sistemam@dnos broja dimenzionalnih i bezdimen-
zionalnih veli¢ina je definisany Bakingemovom? II (pi) teoremom: Ako je
jednacina sa (m) varijabli dimenziono homogena, moze se svesti na (m —n)
nezavisnih bezdimenzionohfpreizvoda, gde je (n) minimalan broj osnovnih
veli¢ina potrebnih da se opi§ufvarijable.

Bezdimenzionalni proizvodl se Cesto nazivaju pi ¢lanovi, a za njihovo
pisanje koristi se simbol/TLvSam dokaz II teoreme je veoma komplikovan. U
primeru sa analizom otpera u kruznoj cevi, gde se poslo od dimenzionalnog
izraza Sest veli¢ina(5.2) (m = 6) nakon uzimanja prec¢nika cevi, brzine u cevi
i gustine vode kao osnovnih veli¢ina (n = 3) dobijen je bezdimenzionalan
izraz (5.6) sa m —m = 3 II ¢lana:

II; = ¢(My, II3) gde su pojedini II ¢lanovi:

?Edgax, Buekingham (1867 - 1940) americki nauénik koji je stekao obrazovanje na
Harvardu i umiverzitetu Lajpcig. Radio je u americkom birou za zemljiste i u birou za
nagionalne standarde. Oblasti interesovanja su mu bile fizika zemljista, osobine gasova,
akustika, mehanika fluida i zracenje crnih tela. Mada je viSe istrazivaca, ukljuc¢ujuéi i Lorda
Rayleigha (1842 - 1919), radilo pre njega na razvoju dimenzionalne analize, Bakingem je
prvi u svojim radovima (1914) formulisao II teoremu.
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M =7xp v iDY
Iy = uxp tv=ip=t
3 = kxp'vOD!

§to je u skladu sa Bakingemovom II teoremom. U nagoj praksi se umesto I1
¢lana Cesce koristi forma u kojoj se pojavljuje merni broj N koji je kolicnik
dimenzionalne velicine i novih osnovnih veli¢ina dignutih®na edgovarajuci
eksponent. Izraz (5.6) je napisan upravo u takvoj formi.

Postupak odredivanja bezdimenzionalnih mernih brgjeva NV se moze for-
malno definisati kroz sledece korake:

1. Nabrojati sve varijable, dimenzionalne i bezdimenzienalne (konstante)
koje su ukljucene u razmatrani problem:

Xl = SD(X% X37 .- 7Xm)

Ovo je verovatno najvazniji korakgjer jé od sustinske vaznosti da se
u razmatranje ukljuce sve dominantne veli¢ine. Spisak varijabli se
formira na bazi znanja eksperimentatora i fizickih zakona koji su uklju-
¢eni u fenomen. Da bi spisak varijabli bio sto kraéi (i time se olaksali
eksperimenti) vazno je da sve, varijable budu nezavisne. Na primer,
ako su za fenomen bitnifprecnik cevi i njena povrsina, dovoljno je uzeti
jednu od te dve veli¢ine(

2. lIzraziti svih m varijabli wlesnovnom dimenzionalnom sistemu. Najéesce
se koristi SI sistem [MyL, T'] ili ponekad sistem u kome je sila osnovna
veli¢ina [F, L, T]..U prilogu A su date neke izvedene veli¢ine.

3. Izabrati minimalantbroj n varijabli koje su bitne za razmatrani problem
i koje mogu‘da se koristite kao osnovne veli¢ine. Proveriti da li su
medusobno nezavisne i da li se pomoc¢u njih mogu izraziti sve ostale
veli¢ine. Merni broj za osnovne veli¢ine je N = 1.

4. Za své ostale varijable (kojih ima m — n) odrediti merni broj N kao
koliénikiweli¢ine i osnovnih varijabli dignutih na odgovarajuéi stepen,
tako daymerni broj bude bezdimenzionalan.

5. Eormirati bezdimenzionalnu relaciju oblikas:

Nl = ¢(N27N37 .. '7Nm—n)
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Kako su merni brojevi u stvari bezdimenzionalni koeficijenti, 4reba
razmotriti da li je moguce reorganizovati ih na neki smisleniji®madin,
kako bi se dobio fizicki logi¢niji izraz. Na primer, u bezdimenzionalnom
izrazu (5.3) za tangencijalni napon, ako se merni broj N, pemnozi i
podeli sa 1/2, dobija se izraz:

N’T — T — C’T (57)

1
ZoV?
2P

U imeniocu se javlja prepoznatljiv Clan, zaustawvni pritisak, veli¢ina
koja predstavlja jednu od karakteristika strujanjal(poglavlje 4.5.3.2).
Bezdimenzionalni merni broj N, postaje neKipdrugi, bezdimenzionalni
broj, koji se najcesée zove koeficijent tangéncijalnog napona C;.

5.1.3 Primeri primene dimenzionalnejanalize

Prosta greda Prvi primer primene Békingemove teoreme je iz oblasti

statike konstrukcija. Potrebno je analizirati moment savijanja proste grede

u zavisnosti od raspodeljenog optereéenja,iyraspona grede My = (g, L).
Nepoznata veza momenta na spedini

grede, raspona grede i optereéenja se moze

dobiti iz eksperimenta: naprayi se,greda,

postave merne trake na sredini grede kako

bi se merio moment M; i opterecuje se

greda razli¢itim optereéenjimayg. Takode,

potrebno je napraviti i drugu.seriju ekspe-

rimenata sa gredama ragzli¢itithyduzina L Slika 9.3 Odredivanje
pri ¢emu se sve gredé Optereéuju istim momenta  savijanja  proste
opterecenjem g. grede dimenzionalnom analizom

Druga moguénostjé’ da se sprovede dimenziona analiza i da se odredi
koliki je bezdimenzionalni moment. Veli¢ine koje su od interesa su My, ¢ i
L. One se mogit predstaviti bilo u SI sistemu [M, L, T ili, jos jednostavnije
u sistemu gde swsila i duzina osnovne veli¢ine [F, L]:

["Velicina | [M, L,T] sistem | [F, L] sistem |

M, MIL27—2 Frt
q MIT2 FILT
L Lt Lt

Kao osnovne veli¢ine mogu se uzeti raspodeljeno otereéenje ¢ i duzina
L. Te velicine su medusobno nezavisne, a obe veli¢ine su potrebne da bi se
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dimenziono izrazio moment, tj. nije moguée napisati izraz: My = Npfx.g®
ni izraz: Mo = Ny x L* gde bi a bio bilo koji eksponent.

Biranjem ¢ i L za osnovne veli¢ine, moment na sredini grede, niozéyda se
napise:

My = Ny x ¢* L
Eksponenti a i b se odreduju koriséenjem zajednickog sistema fF, L]:
[FlLl] — [FIL—I]CL [L]b

Izjednacujuéi eksponente uz iste veli¢ine, dobija se:

Uz silu F . l=ua = a=1
Uz duzinu L : l=—a+b = b=2
pa je:
M,
My =Nyq'L> = Ny= T‘; — Const. (5.8)
q

Polazni dimenzionalni izraz ugkome moment zavisi od dve veli¢ine se
sveo u [¢'L?] dimenzionalnom sistému na jednu konstantu, na merni broj
Ny odnosno na bezdimenzionalni moment koji ne zavisi ni od jedne veli¢ine.
Ovo znaci da je potreban svega jedan eksperiment i da je vrednost konstante
koja se odredi u tom eksperimentu primenljiva na sve raspone greda i na sve
veli¢ine raspodeljenog opterecenja.

Opstrujavanje tela( Amnalizira se sila na telo oblika kruzne ploce preénika
D postavljeno uprayno na fluidnu struju, usled delovanja fluida koji se krece
brzinom V' (slika 5.4).
Pretpostavice se da su veli¢ine od zna-
¢aja za silu brzina fluida V', gustina fluida
p 1 pre¢énik ploce D. Dimenzionalno, sila
se moze predstaviti kao funkcionalna zavi-
snost 3 velicine:

F=o(p,V.D) (5.9)

Slika'5.4: Sila otpora ostroivi-

. . . a svaka od tih veli¢ina se moze izraziti
¢nogadiska brzine V'

preko SI sistema [M, L, T:
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[F] = [MLT™]
Pl = (ML
V] = [T

D] = [Z]

Kao nove osnovne veli¢ine uzimaju se p, V' i D jer su medusobno nezavisne
i sveobuhvatne. Koristeéi novi sistem, moguce je napisati silu kao:

F = Np x p*V® D¢ (5.10)

Eksponenti se odreduju koriséenjem zajednickog Sl sistema, izjednacavanjem
eksponenata uz L, T i M:

[MLT™?] = [ML73* LT L)
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
[T —2=sb = b=2
(L] l=-3a%b+c = c=2 (5.11)

Prema Bakingemovoj teoremi trebalo bi odabrati najmanji mogudéi broj
novih osnovnih veli¢ina. Ako se.pokusa sa izborom p i V kao osnovnih
veli¢ina, jer su sveobuhvatne 1 faedusobno nezavisne, dobija se da izraz:

F=Npxp*V®

nije moguce resiti:

[MLTy= [ML3 [LT7Y°
Eksponenti uzgh [ M} : l=a = a=1
7 : —-2=-b = b=1
L] l=-3a+b = 1#-3+1

Na osnoya izFacunatih koeficijenata (5.11), dimenzionalni izraz (5.10) za
silu u novom sistemu duzina, brzina, gustina je:

F.= Np x pV?D?

gdefje Ngfmerni broj. Bezdimenzionalna sila je:

F

Np=—%
E pV2D?2
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Pocetni izraz F' = ¢(p, V, D) koji je imao Cetiri dimezionalne nezavisne
veli¢ine (m = 4), izborom tri veli¢ine kao osnovnih veli¢ina (n = 3)‘Se,sveo
na (m—n = 1) bezdimenzionalnih veli¢ina Nr = ¢(1, 1, 1) odnosngmayjednu
konstantu Np = Const. Ako se istrazuje sila na plo¢u, odavde sledi da je
dovoljan samo jedan eksperiment da se odredi konstanta Np, gimesto serije
eksperimenata sa razli¢itim gustinama fluida p, pri razli¢itind brzinama V' i
sa razli¢itim veli¢inama ploce D.

Bezdimenzionalnu konstantu Np treba preurediti kako bilsé dobio fizicki
“opravdaniji” izraz. Umesto pV? moze se napisati gaustavni pritisak a
umesto prec¢nika ploce D? staviti povrsinu kruga:

Nova bezdimenzionalna konstanta Cr se,obiéno naziva koeficijent sile i
moZze se protumaciti kao odnos realne silegna ploc¢u i neke referentne sile,
koja bi se dobila ako bi celokupni zaustavni pritisak proizveo silu na plocu:

[ Koeﬁcuent ] _ [Realnasilal (5.12)
sile

[Zaustavni pritisak] x [Povrsinal

Sprovedenom dimenzionalpomganalizom je dobijeno da je koeficijent sile
Cr konstanta. Medutim, u nizupeksperimenata, merenjima se pokazalo da
CF nije konstantno ve¢ da zavisi 1 od viskoznosti fluida kao i od debljine
ploce. To znaci da je polazmaipretpostavka o dominantnim uticajima na silu
bila pogresna i da spisak dimenzionalnih veli¢ina treba dopuniti:

F =¢(p,V,D, ugd) (5.13)

gde su p viskoznost flulda i d debljina ploce. Ako p,V, D ostanu osnovne
veli¢ine, sila F' se u bezdimenzionalnom obliku i dalje izrazava preko koefici-
jenta sile:

Cr = T O
5 pVPA
Bezdimenzionalna debljina plo¢e se moze predstaviti kao:
d=NgxD = Ng= 4
D

gde se Ny obi¢no naziva relativna debljina ploce.
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Viskoznost fluida i je u novom dimenzionalnom sistemu:
p=N,xp* Vb De

Koristedéi SI sistem, moguce je odrediti eksponente a, b1i c:

[MLT'TTY = [ML7P) (LT L)
Eksponentl uz [M] l=a = a=1
[T] —1=-b = 4=l
(L] —1=-3a+b+c =__e=1

pa je bezdimenzionalni izraz za viskoznost:

7
N,= +——
B pVD
Uobic¢ajena praksa je da se bezdimenzionalniyizrazi za materijalne kon-

stante fluida (u, v, 4, . ..) pisu tako da materijalna konstanta bude u imeniocu
razlomka:

(5.14)

Inverzna vrednost bezdimenziotialné viskoznosti predstavlja Rejnoldsov?
broj. On pokazuje odnos inergijalmihiuticaja (gustina i brzina u brojiocu) i
viskoznih uticaja (viskoznost u iaeniocu). Sto je veéi Rejnoldsov broj, to je
viskoznost slabija i ne uspeva‘da_smiri vrtloge u toku.

Kao rezultat dimenzion@alne analize sile na plocu, dobija se bezdimenzio-
nalni izraz:

Cr=2¢ (Re, %)

Izraz pokazujefda Koeficijent Cp nije konstantan, ve¢ da je funkcija

Rejnoldsovog broja Re i relativne debljine ploce D

Primer 5.1.3

Za slucaj opStrujavanja ploce (slika 5.4) odrediti bezdimenzionalni merni broj za
pritisak, ako sutesnovne velic¢ine gustina fluida p, brzina dolazne fluidne struje V' i
precnik ploceD.

Frazise izraz za pritisak u obliku: p = N, x [p® V? D¢]. Koristedi SI sistem kao
pomeéni sistem, nepoznati eksponenti se odreduju izjednacavanjem eksponenata uz

3Biografija Rejnoldsa je data u fusnoti 1 na strani 88.
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veli¢ine L, T'i M:

[ML7'T7?] = [ML73)*[LT'° (L)
[M] l=a = a=1
[T] —2=—b = b=2
(L] —1=-3a+b+c = c=0

Bezdimenzionalni izraz za pritisak je:

p

= Cp=+—
p %pvQ

p
N, = —
p pv2

gde je C), koeficijent pritiska, koji je jednak koli¢niku prigiska i zaustavnog pritiska:

(5.15)

Koeficijent | [Pritisak]
pritiska o

[Zaustavni pritisak]

Dobijeni izraz je slican izrazu za bezdimenzionalni tangencijalni napon (5.7). To
je i logicno, jer su i pritisak i tangencijalni naponisile po jedinici povrsine: pritisak
je rezultat normalne sile, a tangencijalni napon rezultat tangencijalne sile.

Prelivanje preko brane Preko brane preliva voda protokom @ (slika 5.5).
Naéi jednacinu za jedini¢ni protokig =€ /B, gde je B §irina brane, pretpo-
stavljajuci da je sloj vode nagbramirdovoljno debeo da se mogu zanemariti
uticaji povrsinskog napona, kaoWi,da je uticaj gravitacije znatno veéi od
uticaja viskoznosti.
Velicine koje su bitne za prelivanje pre-
ko brane su visina vode H, visina brane
P, zaobljenje krune brane r, mizvodni na-
gib n i gravitaciono ubrzanje g:

q=¢(g,H,P,rn)

Sve velicine izrazene preko SI sistema su:

Slika 5.5: Prelivanje preko brane

visine P i sifinie. B [ = [L°T7]
lg] = [LT?
H) PG ] = (o

Potrebne su samo dve veli¢ine kao osnovne. Ako se izaberu g i H,
jedini€ni protok se moze izraziti kao:

q:qugaHb
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Sredivanjem izraza po vremenu i duzini, dobija se:

LAY = LT (L)
Eksponentiuz [T] : —-1=-2a = a=1/2
(L] 2=a+b = b=3/2
pa je trazeni izraz za jedini¢ni protok:
q= N, x g"?H3? = C,\/gH3 (5.16)

Izraz je napisan u standardnoj formi, koja se koristifu oblasti otvorenih
tokova. Koeficijent C; je koeficijent protoka i za idealam fluid je jednak
jedinici a za realan fluid je manji od jedan.

Iz polazne dimenzionalne veze za ¢, sledi daprotek, zavisi i od visine
brane P, polupre¢nika krune brane i nagiba bran€y(koji je ve¢ bezdimenzioni
parametar). Bezdimenzionalna visina brane se moze napisati kao H/P a
poluprecénik kao r/P, pa se polazni dimenzieénalni izraz svodi na sledeéi
bezdimenzionalni:

C. mﬁ(%%n) (5.17)
gde se vidi da C; nije “pravi” koeficijent,jer zavisi od tri bezdimenzionalne
velicine.

5.1.4 Komentari u vezivdimenzionalne analize

Postupak dimenzionalne 4analize izloZzen u prethodnim poglavljima je
u principu jednostavan. keriste¢i SI sistem ili neki drugi pogodan opsti
dimenzionalni sistem, usp@stavlja se veza izmedu varijabli, koje su izabrane
za osnovne veli¢ine, i ostalih varijabli koje opisuju razmatrani fenomen. U
nastavku ¢e se razmotritinkriterijumi za izbor svih varijabli koje ucestvuju
u nekom fenomenu pogranicenja u vezi toga, kao i da li su dobijena reSenja
jedinstvena, odnosno, d@ li reSenja zavise od izbora dimenzionalnog sistema.
Na kraju e se jo$ jednom analizirati veza dobijenih bezdimenzionalnih veli-
¢ina sa samim gksperimentima, zbog kojih se uglavnom i radi dimenzionalna
analiza.

5.1.4.1 ,JIzber varijabli

Pryi kérak u dimenzionalnoj analizi je nabrajanje svih varijabli, dimen-
zigmalnihii' bezdimenzionalnih (konstanti) koje su bitne za razmatrani feno-
mens

Xl = SD(X% X37 ) Xm)
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Za analizu i eksperimentalni rad sigurno je dobro u spisku imati Sto manje
varijabli. Sa druge strane, ako se ne ukljuce sve dominantne varijable, /-
menzionalna analiza ne¢e mo¢i da pruzi dobar uvid u njihovu medugavisnost.

Koje sve varijable treba uzeti kao dominantne? Nema jednostavmesproce-
dure kojom se to moze definisati. Neophodno je dobro poznavanje fenomena i
osnovnih fizickih zakonitosti, kao i veliko iskustvo u eksperiméntalnom radu.
Cesta greska je da se ukljuce nepotrebne varijable koje opisujiygeometriju,
kao na primer pre¢nik cevi i povrsina, ili duzine pravih deoniea’ cevi ispred i
iza zatvaraca, ili dve brzine vode u sistemu sa dva precnika cevi, i sli¢no.

Prilikom izvodenja bezdimenzionalnih brojeva, meze se dogoditi da nije
moguce odrediti sve eksponente uz novoizabrane osnovne veli¢ine. Razlog za
to moze da bude los izbor novih osnovnih veli¢ina koje nisu sveobuhvatne ili
nekompletan spisak svih dominantnih varijabli.“Wsled neiskustva, moze se
dogoditi da se izaberu nove osnovne veli¢ine koje jesu medusobno nezavisne
i koje jesu sveobuhvatne, ali koje na kraju neée,dati dobar uvid u fizi¢ko
znacenje bezdimenzionalnih brojeva. Na primer, bezdimenzionalni pritisak
u sistemu [p, V, L] je fizicki prepoznatljiy/ (5:16) (primer 5.1.3) dok se to ne
moze redi za resenje (5.18) u sistemu iy V' B].

Opasnija greska je, ako se izostavesbitne varijable, pa se nakon dimenzio-
nalne analize ne pojave u bezdimenzionalnoj funkciji bitni bezdimenzionalni
brojevi. U datom primeru opstrujavanja tela, na strani 186, krenulo se
od pretpostavke da sila na telo,zavist, pored brzine fluida i pre¢nika diska,
samo od gustine fluida, a ne®i od viskoznosti (5.9). U nizu sprovedenih
eksperimenata se, medutim, pekazalo da ta pretpostavka ne daje dobre
rezultate i da je neophodno ‘m spisak dominantnih varijabli dodati jo$ i
viskoznost i debljinu ploce (5813).

Prilikom sastavljanja,liste bitnih varijabli, treba razmotriti sve velic¢ine
kojima se moze u potpunosti opisali strujanje:

e geometrijske, odnosno konturne uslove L;,

e kinematske uslove date ili preko brzina V; ili protoka @, ¢, i

e materijalne konstante: p, u, g,9, K, . ..

U veéini'neustaljenih fenomena su bitni i po¢etni uslovi, odnosno, stanje
svih” varijabli na pocetku eksperimenta i tokom vremena. Zbog toga je

ponekad u spisak bitnih varijabli potrebno ukljuciti i potreban broj vremen-
skih trenutaka t;.
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5.1.4.2 Jedinstvenost resSenja

Izbor novih osnovnih veli¢ina iz spiska bitnih varijabli se vrsi uglaviiom
na osnovu iskustva. Razli¢it skup osnovnih veli¢ina daje i razlicitaresenja za
bezdimenzionalne merne brojeve. Da li su ta reSenja medusobneynezavisna
pa samim tim i nose neke nove informacije?

Ako se analizira pritisak na telo usled opstrujavanja, kao\bitne veli¢ine
se mogu uzeti gustina i viskoznost fluida, brzina fluida i pre¢nik ploce:

p=¢(p,p,V,D)

Nove osnovne veli¢ine mogu biti ili [p, V, D] (prva kombinacija), ili [, V, D]
(druga kombinacija). Bezdimenzionalni broj za pritisakje za prvu kombinaci-
ju osnovnih veli¢ina:

= Gip) = ()

dok je za drugu kombinaciju:
D VD
pD _ ., (P ) (5.18)

Oba resenja za bezdimenzionalni ‘pritisak ¢e na kraju dovesti do istog
izraza za pritisak p mada su funkeije @y i ¢o razlicite. ReSenja nisu medusobno
nezavisna, jer je moguce naprawviti proizvod bezdimenzionalnih brojeva iz
prve relacije da bi se dobio bézdimenzionalni broj iz druge relacije:

(L) (pVD>*’ 4D
pV? w)

pri ¢emu su eksponenti a=11ib=1.

Da li je prvi ili diugioblik bezdimenzionalnog broja bolji za opisivanje
fenomena, u mnogomezavisi od potreba, a i samih moguénosti da se napravi
eksperiment. Dobro je koristiti bezdimenzionalne brojeve koji su opstepri-
hvaceni u Mehanici fluida jer se time olaksava razmena podataka i medusobno
uporedivanjesrezultata eksperimenata.

5.1.4.3 €Veza sa eksperimentima

Dimenzionalna analiza se najcesée koristi za analizu pojava Cija direktna
amalitiéka veza sa drugim veli¢inama nije unapred poznata te je tu vezu
neophodno istraziti kroz eksperimente. Na osnovu ustanovljenih veza bezdi-
menzionalnih brojeva, projektuje se eksperiment i kasnije se tumace dobijeni
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rezultati. Pri tome vazi opste pravilo da sa porastom broja bezdimenzional-
nih brojeva raste i kompleksnost eksperimenata.

Ako je rezultat dimenzionalne analize samo jedan bezdimenzionalni,broj,
to znac¢i da je on konstanta, ¢iju vrednost treba ustanoviti samegjednim
eksperimentom. Dobra praksa je, naravno, da se uradi visé¢ ponovljenih
eksperimenata u promenjenim uslovima, kako bi se i merenjitaa potvrdila is-
pravnost rezultata dimenzionalne analize. Takode, usled neigbeznih slucajnih
greSaka u merenjima, najverovatnija vrednost konstante se dobija kao srednja
vrednost vise rezultata merenja.

Primer 5.1.4

U primeru sa prostom gredom (strana 185) dimenzion@lna analiza pokazuje da je
merni broj za moment konstanta, da ne zavisi od drugih bezdimenzionalnih veli¢ina:

Mo

Ny = —5
M E

U sprovedenom eksperimentu, za gredu duzine L =Jl m, pri razli¢itim optereéenjima
su izmereni momenti M. Izrac¢unati bezdimenzienalni moment Nj;.

Velicina | Dimenzija | 1 p) 3 1 5
q kN/m | 0,818 | 1,522 | 2,010 | 3,153 | 4,050
M, Nm 0,103%] 0.191 | 0,251 | 0,392 | 0,505
[ Nu | B [ 0,125990,1251 [ 0,1249 | 0,1243 [ 0,1247 |

1z izmerenih momenata na stedini grede izracunat je bezdimenzionalni moment
Ny (poslednji red u tabeli). Rezultat bi trebalo da bude jedan, konstantan broj, ali
on varira zbog neizbeznih gré§akau merenju. Najverovatnija vrednost bezdimenzio-
nalnog momenta je jednaka sredmjoj vrednosti:

1
Ny = 5(0,1259 + 0,251 + 0,1249 4 0,1243 + 0,1247) = 0,12498 = 0,125
Analiticko resenje istog problema daje moment na sredini grede:

1
MQ = qu2

Sto je u potpunej saglasnosti sa rezultatima obavljenog eksperimenta.

Kada su dva bezdimenzionalna broja rezultat dimenzionalne analize,

oblikas

Ny = ¢(N2)
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rezultati eksperimenta se mogu prikazati jednom linijom, na dijagramu, sa
osama Nj i Ny. U primeru prelivanja preko brane (strana 190) pokdzano je
u izrazu (5.17) da koeficijent protoka zavisi od relativne visine brane:

=7 (%)
Ve~ \&H
U eksperimentu treba napraviti opite sa nekoliko razli¢itih visina prelivnog
mlaza H dok samu visinu brane P nije neophodno menjati.“Nazavno, ako se
zeli postiéi veliki opseg promena P/ H , neophodno je napraviti 1 eksperimente
sa ragli¢itim visinama brane P.

Na slici 5.6, dat je primer dobijenih
rezultata merenja (tacke) i fitovane krive
kroz te tacke (puna linija). Oblik krive,
koja se koristi za fitovanje izmerenih re-
zultata zavisi od problema koji se izucava
i trebalo bi da bude zasnovan na teorij-
skoj analizi. Na osnovu rezultata fitova-
nja, moguce je u odredenoj meri i ekstra-
polovati funkciju ¢ (isprekidana linija na
slici 5.6), mada u tome treba biti posghno
pazljiv. Slika 5.6: Funkcija ¢ - veza dva

Kako raste broj bezdimenzienalnih bezdimenzionalna broja
brojeva, tako i kompleksnost sathog eks-
perimenta i obrade podataka znacajno
raste. Kod tri bezdimenzienalna broja
opsta zavisnost je oblika Nj = @(No, N3)

i nju je jos uvek moguce prikazati na
standardnim dijagramimasa N1 i Ny osa-
ma, pomocu familijekrivih linija sa kon-
stantnim N3 brojein}\ Na slici 5.2 je na
taj nac¢in prikazana zavisnost mernog bro-
ja za tangencijalni napon u odnosu na
merni broj za viskoznost (odnosno, Rej-
noldsov brof) #a,razlicite vrednosti me-
rnog broja zaghrapavost (odnosno, pri
konstantanejrelativnoj hrapavosti).

U poslednje vreme su popularni i trodimenzionalni prikazi prostornih
pgvrsina koje su definisane funkcijom ¢ (slika 5.7). Kroz izmerene tacke se
intérpoluje teorijska funkcija primenom, obi¢no, metode najmanjih kvadrata
razlika izmedu izmerenih i fitovanih vrednosti. Ako nije poznat teorijski oblik

Slika 5.7: Prostorni prikaz veze tri
bezdimenzionalna broja
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povrsine, tada se najceS¢e smatra da su izmerene tacke apsolutno taéne, a
prostor izmedu tacaka se interpoluje nekom od korelacionih ili statistickih
metoda.

5.1.5 Standardni bezdimenzionalni brojevi u Mehanigi fluida

U oblasti Mehanike fluida, bezdimenzionalne veli¢ine, SenCesto koriste
kao nacin sporazumevanja. Na primer, kao uslov za izbor debrog mesta za
postavljanje merila protoka na cevi, obi¢no se kaze da mora poestojati prilazna
pravolinijska deonica minimalne duzine 10D. Ovo je mnege/prakti¢nije nego
da se definisu potrebne duzine u metrima, u zavisnosti ed prec¢nika cevi.

Najcesce velic¢ine koje se koriste kao osnovne yeliéifie u dimenzionalnoj
analizi su gustina, brzina i duzina. Kroz gustinu fluida se u analizu unosi
masa, kao pokazatelj inercijalnosti. Brzina moze biti"srednja brzina fluida u
cevi, brzina objekata koji se krec¢e kroz fluidnipstruju koja miruje ili brzina
nekog karakteristicnog fluidnog deli¢a. Brzina je pokazatelj kinemati¢nosti
toka i kroz nju se u analizu unosi vreme. Na'ksaju, sa odabranom karakteristi-
¢nom duzinom ili pre¢nikom se opisuju,geemetrijski uslovi zadatka.

U svakom zadatku Mehanike fluidaswukljucene jedna ili vise materijalnih
(dimenzionalnih) konstanti ¢ije vrediosti,mogu biti nepromenljive (konstan-
tne) ili promenljive u prostoru i veemenu. Za usvojeni novi dimenzionalni
sistem [p, V, L] moguce je naéi bezdimenzionalne brojeve materijalnih kons-
tanti. U tabeli 5.1, date su nek@mnajcesce koris¢ene materijalne konstante u
bezdimenzionom obliku, a u nastavku se daju i komentari o nekoliko najéescée
korigéenih brojeva.

Bezdimenzionalna viskoznoest Bezdimenzionalni broj koji predstavlja
viskoznost je RejnoldSop broj, sa oznakom Re. Rejnoldsov broj je veoma
znacajan za vecinu gadataka Mehanike fluida i u prethodnim primerima je
ve¢ pokazano kako'se on' dobija (5.14):

pV Ly, VL

e v

U izrazu za Rejnoldsov broj u je dinamicki koeficijent viskoznosti, a odnos

wu/p je kimematski koeficijent viskoznosti (jednacina (2.8), na strani 16).
Rejmoldsov broj se najceste tumaci kao odnos inercijalnih i viskoznih

uticaja. [Ako se inercijalna sila definige preko proizvoda mase i ubrzanja i

izrazifSé u dimenzionalnom sistemu [p, V, L] dobija se:

Re =

Fr=ma=pL®>x V> L' =pVv?L? (5.19)
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Bezdim. | Ime Tumacenje
grupa | Oznaka (odnos sila) Primena
pVL Rejnoldsov broj inercijalne Generalno  vazno ) za
[ Re viskozne vedinu hidrotehnickih
zadataka
V2 Frudov broj inercijalne Tok sa slobednom povr-
g_L Fr gravitacione éinom, talasi
D Fuler-ov broj pritisak Problemi gde je bitan
pV2 E’LL inercij alne pl“ltlsak 111 raZlika
pritiska)
pV2L Veberov broj inercijalne Problemi gde je povr-
S We pOVTS. napon ginski napon dominantan
(male dubine)
174 Mahov broj inercijalne Tok sa izrazenom stislji-
B Ma Stishivest voscéu fluida
(c je brzina zvuka)
2 Kosijev broj . N Tok sa izrazenom stislji-
pV inercijalne
K Ca stisljivost voscu fluida
(K je modul stisljivosti)
wL Strouhal-ov Werc. lokalne Neustaljeni tok sa
Vv broj St Therc. konvekt. | karakteristi¢nim
frekvencijama w oscilacija

Tabela 5.1: Najcesce koriséeni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida

Viskozna sila je proizved tangencijalnog napona i povrsine, pa izrazena u
istom dimenzionalnom Sistemu je jednaka:

Fy=7A=uVL (5.20)

Sada se vidi da‘jefodnos te dve sile jednak Rejnoldsovom broju:
Fr ¢ pV 2 L? _ pVL

F VL
Kod razvijenog laminarnog toka ovakvo tumacenje Rejnoldsovog broja
nije debro, jer je inercijalna sila nula dok je Rejnoldsov broj veé¢i od nule.

Istiffenomen se moze posmatrati i preko odnosa karakteristicnih vremenskih
skala koje ucestvuju u fenomenu. Viskoznost je “zaduzena” za molekularni,

= Re
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difuzni transfer, koji se obavlja sa vremenskom razmerom Tp;p, dok, se
konvektivni transfer vrsi pomeranjem deli¢a brzinom V', pa je vremenska
skala TKO N-

L? L

T = — T ——
DIF v KON Vv

gde je L karakteristi¢na duzina. Inverzni odnos tih vremenma, odnosno,
odnos brzina kojima se obavljaju konvektivni i difuzni tramsfer, je jednak
Rejnoldsovom broju:

1/Txkon  Tprr L’V VL

= = = Re

Dobijena relacija daje i drugo fizicko tumacenje Rejnoldsovog broja kao
odnosa brzina konvektivnog i difuznog transfera momenta u fluidu. Kod
malih Rejnoldsovih brojeva, u laminarnom tecemju, difuzni transfer je domi-
nantan, jer je brzina priblizno jednaka nuli. Kedgelikih Rejnoldsovih brojeva
turbulencija i velika srednja brzina su zaduZeni za konvektivni transfer a
difuzni transfer je zanemarljiv.

Bezdimenzionalna gravitacija Bgzdimenzionalni broj, koji predstavlja
gravitaciju. je Frudov* broj, sa ozhakom Fr. Gravitaciono ubrzanje g se
moZze napisati kao:

V2

L
g:NGXﬁ:NGXT

pa se sredivanjem dobija Friidov broj?:

1 v?

Fr=— =21
"T N 4k

(5.21)

Frudov broj je znacajan u oblasti dinamike fluida, gde sila gravitacije
utic¢e na kretanjesfluidnih deli¢a. Svi zadaci sa otvorenim tokovima spadaju
u ovu oblast. Takode i zadaci koji izu¢avaju otpore na telo moraju uzeti u

William Froude (1810 - 1870), engleski inzenjer gradevine, matematiGar i poznati
projektant brodeva. Froude je obavio pionirska istrazivanja u oblasti modeliranja brodova
vucenjem _krozpbazen.

®Vazia) napomena: U anglosaksonskoj struénoj literaturi je uobicajeno da se koristi
Frudev brojkoji je kvadratni koren iz recipro¢ne vrednosti mernog broja Ng:
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obzir Frudov broj, ako se telo nalazi samo delimi¢no potopljeno u fluidjpkao
na primer otpor kretanja broda ili opteretenje mostovskog stuba.

Frudov broj se moze tumaciti i kao odnos inercijalne sile (¢ijijeprédstav-
nik brzina) i gravitacione, koja pod dejstvom dubine i gravitacijeypokusa-
va da “smiruje” fenomen. Gravitaciona sila (sila tezine) je preizvod mase i
gravitacionog ubrzanja. Ako se masa izrazi u [p, L] dimenzionélnem sistemu,
dobija se:

Fg =mg = pgL? (5.22)

pa se vidi da je odnos inercijalne sile (5.19) i gravitacionggsile jednak Frudo-
vom broju:
2
B _pVCLE VR, (5.23)
Fg  pgl® gL
Ako je Frudov broj vedi od 1, znaci da je inercijalna sila “jaca” od gravitaci-
one i da su uticaji brzine dominantni. Takvo tecenje je povezano sa “silovitim
tec¢enjem. Obrnuto, ako je Frudov broj manji'od 1, teCenje je sa malim
brzinama, “mirno”, jer je gravitacija “jaga’”.

9

Bezdimenzionalna kapilarna konstanta U Mehanici fluida, na Grade-
vinskom fakultetu, za najveéi broj zadataka, bitni su viskoznost i gravitacija,
pa se zato najcesée i koriste Rejnoldsov i Frudov broj. U manjem broju
zadataka su interesantni kapilarna kénstanta i stisljivost (zajedno sa brzinom
propagacije talasa), dok se ostale‘materijalne konstante veoma retko sreéu.

Bezdimenzionalni broj, koji¥predstavlja kapilarnu konstantu, je Veberot®
broj, sa oznakom We. Poyrsinski napon (kapilarna konstanta) §, moze se
napisati kao sila po jedinici duizine:

8 = Ns x FL™' &INs x pLV?
pa je Veberov broj iliverzna vrednost bezdimenzionog mernog broja:

2
We = €1 = Py
N )

Veberov broj_je od znacaja za strujanja sa izrazenim uticajem granice

dva fluida ili'ked strujanja tankog sloja fluida preko ¢vrste granice. Kod

vedine povrSimskih tokova, kada je veoma mala dubina (ili tanak sloj vode

koji tece) kapilarne sile postaju znacajne i treba ih, pored gravitacije, uzeti

u obzit, Takode, u analizi vlage u zemljistu, kapilarne sile mogu biti za red
veliGine vece od gravitacionih sila.

(5.24)

SMozitz Weber (1871 - 1951), nemacki profesor pomorske mehanike. Uveo je u upotrebu
standardne bezdimenzionalne brojeve kao osnovu za istrazivanje sli¢nosti.
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Bezdimenzionalni moduo stisljivosti Bezdimenzionalni broj, kojipred-
stavlja stigljivost, je Kosijev” broj, sa oznakom Ca. Prema definicijing2.10)
(strana 22), relativno smanjenje zapremine je jednako odnosu povecanja
pritiska i zapreminskog modula stisljivosti K:

K=Ngxp=Ngx ML™'T7% = Ng x pV?
Kosgijev broj je jednak mernom broju:

V2
Ca= Ny = p? (5.25)

Pokazatelj stisljivosti fluida je i brzina propagacije talasa kroz fluid ¢ koja
je jednaka korenu odnosa modula stisljivosti i gustine:

| K ML-1T—2 1.2
C:NCX ;:NCX W:NCX ﬁ:NCXV

Bezdimenzionalni broj za brzinu propagacije, zéve se Mahov® broj, sa ozna-
kom Ma:

Ma=— = — (5.26)

Moze se uspostaviti veza izmedu Mahovog i Kosijevog broja, ako se u
Mahovom broju brzina propagaéijestalasa napise preko stisljivosti:

2
Ma:K:L:Vﬁﬁ = MazzﬁzCa
& K K K
\/p

tako da se oba broja miegu koristiti za opisivanje uticaja stisljivosti fluida,
odnosno, kao pokazatelj adnosa inercijalnih sila i sila stisljivosti. Kada je
Mahov broj relatiyne mali (ispod 0,3), inercijalne sile izazvane kretanjem
fluida su relativno slabe i ne mogu da naprave znacajniju promenu gustine
fluida. Zbog togapse u prakti¢nim zadacima odredivanja opterecenja grade-
vinskih objekata od strane vetra moze znacajno uprostiti reSenje zanemaru-
judi stisljivostiwvazduha.

"Augustin Lemis de Cauchy (1789 - 1857), francuski inZenjer hidrodinamike i
matematicar.“JBavio se analizom realnih i kompleksnih brojeva, teorijom permutacija,
kao i Konvergencijom i divergencijom beskonacnih nizova, diferencijalnih jednacina,
determinanti i verovatnoca u matematici i fizici.

SEinsth Mach (1838 - 1916), cesko-austrijski fizicar i filozof. U oblasti fizike se
bavio interferencijom, difrakcijom, polarizacijom i refrakcijom svetla, kao i supersoni¢nim
brzinama i pojavom stojecih talasa.
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5.2 Sli¢nost i fizicki modeli

Postoji veliki broj problema, koji zahtevaju koriséenje geofmetrijski sli-
¢nog modela, na kome ¢e se u kontrolisanim uslovima izucavati odredene
pojave. Svi vedi inzenjerski projekti, kao §to su izrade velikih reénih i morskih
luka, brana na rekama, brodova, aviona, superbrzih vozowva, mostova sa
velikim rasponom i sli¢no, zahtevaju pravljenje modela. Sve dovkraja 20-og
veka su pravljeni skoro iskljué¢ivo fizicki modeli, dok se danas,cesto kombinuju
fizicki i matematicki modeli. Fenomeni, koji su dobro istrazeni i koji mogu
da se modeliraju za odredenu geometriju uproséenimfmatematickim mode-
lima turbulencije, racunaju se upotrebom 2D ili 8D, simulacija (akustika
pozorisne sale, strujanje vode u jezeru, itd.). Svipostali detalji, koji su
prekomplikovani za matematicko modeliranje ili‘gde/postojeéi matematicki
modeli strujanja nisu dovoljno tacni (visefazno strujanje, mesavina vode i
vazduha na brzotocima preliva, komplikovani grani¢ni uslovi, itd.) i dalje
zahtevaju pravljenje fizickih modela.

Opsta definicija modela bi mogla dajsbude da je to sve ono na cemu
se nesto proucava, dok je definicija prirede, odnosno objekta da je to swve
ono mna Sta se proucavanja odnose. Ovakva definicija obuhvata razne vrste
modela: matematicke, fizicke, aliyi”foto modele, ekonomske modele kao i
socioloske modele. Sam pojam fizi¢ki model vezuje se za ispitivanje nekih
fizickih fenomena na modelu(na primer, automobil ili avion u aerotunelu,
ili preliv na brani), a zatim na prenosenje dobijenih rezultata na prirodu.
Problem sa kojim je suocengsvaki modelar je kakav i koliko veliki (odnosno,
mali) treba da bude model; ka0 i kako uspostaviti relacije izmedu izmerenih
veli¢ina na modelu i istih u prizodi.

Slika 5.8: Objekat i geometrijski slican model
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Da bi rezultati merenja na modelu bili uporedivi sa prirodom, model i
strujna slika na modelu moraju biti sli¢ni prirodi, odnosno objektu u prirodi.
Sliénost znaci moguénost preslikavanja nekog problema sa objektamaimodel
(slika 5.8). Sa objekta na model se prenose uslovi zadatka, a sa medela na
objekat rezultati dobijeni ispitivanjima modela kao i zakljuéci debijeni tokom
eksperimenta. Odnos veli¢ina koje se prenose izmedu objekba immodela se
nagziva razmera. Za neku veli¢inu X razmera je:

_ Xo

X, —
* XM

(-]
Simbol zvezde (x) se koristi kao oznaka za razmeru’, Razmera za veli¢inu
X, je uvek bezdimenzionalni broj jer je koli¢nik dve,istewelicine.

Uslov da su model i objekat geometrijski slicnijeprilicno jasan: koeficijent
gubitka energije na leptirastom zatvaracu, na primer, sigurno najvise zavisi
upravo od konstrukcije zatvaraca i ne bi imaleysmisla koristiti neki drugi,
na primer kugli¢ni zatvara¢, da se modeliradeptirasti. Koji su jos uslovi
sli¢nosti koje treba da ispuni model? Strujna slika oko objekta je sigurno
bitna za veéinu fenomena, pa bi bilokdobreyda se i ona verno predstavi na
modelu, odnosno, da bude ispunjena kinemiatska slicnost. Kako se na modelu
istrazuju sile koje treba preneti na prirodu, neophodno je da bude ispunjena
i dinamicka sli¢nost.

5.2.1 Geometrijska slichost

Geometrijska slicnost pedrazumeva da su objekat ¢ model istog oblika ali
razlicitih veli¢ina. Sve razmere za duzine treba da budu iste:

L, Los L L

n
L, o o o _ _ ~no

_LIJ\/I_L2]\/I_L3]\/I_“' L

nyv

Razmera za povrsine jé A, = L? a za zapremine ¥, = L3.

Kompletnu geometrijsku sli¢nost, na zalost, ¢esto nije moguée postiéi.
Ako se, na primer; modelira transport finog nanosa u kanalu, koriste¢i mo-
del razmere za ‘duzine L,, model tecenja vode u betonskom kanalu zahteva
smanjenje hrapavosti dna na modelu u istoj razmeri kao i smanjenje duzina.
To bi znaéilo da je na modelu potrebno napraviti izuzetno glatko dno, $to

9Neki autori kao oznaku za razmeru koriste malo slovo r od engleske reéi ratio - odnos,
paerrazmera za duzine, na primer L, = Lo /L. Cesto se koristi i modelska razmera
sa ozflakom A koja je jednaka inverznoj vrednost razmere Ly = 1/L. = Ly /Lo. Za
modelskal razmeru za duzine od 1:20 ili A = 0,05 odgovarajuc¢a razmera za duzine je 20:1
odnosno L, = 20. Modelska razmera se standardno koristi u kartografiji.



5.2. SLICNOST I FIZICKI MODELI 203

¢esto nije moguce. Kretanje peska po dnu u prirodi treba modelirati, sa
prahom koji je L, puta manji od peska, a tada su kohezione sile dtukéije
nego kod peska. Pa ¢ak ni uslovi teenja u samom modelu verovatne nece
biti isti, jer ¢e zbog velikog smanjenja popreénog preseka do¢i do smamnjenja
Rejnoldsovog broja, pa ¢e te¢enje biti laminarno umesto turbulentnog koje
je na objektu.

Resenje se Cesto nalazi u svesnoj distorziji modelapkadapse usvajaju
razli¢ite razmere za duzinu, Sirinu, hrapavost ili neku drugt duzinsku dimen-
ziju. Takvi modeli su, po pravilu, komplikovaniji za analizu\i za prenosenje
rezultata na objekat i zahtevaju detaljno izucavanje efékta distorzije na
dobijene rezultate.

5.2.2 Kinematska sli¢nost

Kinematska sli¢nost znaci da je, pored geometrijske slicnosti, postignuta i
slicnost za brzine. Razmere za brzine u svimdedgovarajuéim tackama objekta
i modela treba da budu iste:

Vlo V2O V30 | Vno

B VlM B V2M B V3M S VnM

Zahvaljujuti geometrijskoj i kinemafskoj’sli¢nosti, strujna slika oko modela
¢e biti ista kao i strujna slika u privedi.

Vi

Primer 5.2.1

Ako je automobil duzine 4,0 m(ebjekat) a njegov model duzine 0,5 m, kolika je
razmera za duzine? Ako se model automobila kreée brzinom od 10 m/s, kolika je
brzina automobila (objekta)?

Razmera za duzine jé"odnos duzina objekta i modela:
_ Lo _ 40
Ly 055
Razmera L, = 8 vazi samo za duzine. Da bi se odredila brzina automobila

(objekta) potrebnoje prvo naéi razmeru za brzine, kao odnos brzina objekta i
modela:

L, 3

Vi
V, =g
Vir
Ako se u¥sti razmera za duzine u prethodni izraz, dobija se:
Lo
E Lo Ty 1 1
V :—:——:L*—:S—
¥ Lu Ly To T. T.

T
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Razmera za vreme po pravilu nije 7, = 1 (vreme ne protice istom brzinéim, na
objektu, u prirodi, i na modelu) ve¢ je u zadatku nepoznata. Bez dodatnihjuslova
nije moguce odgovoriti kolika ¢e biti brzina automobila (objekta).

U datom primeru je prilikom izvodenja razmere za brzine, pokazano prvo
pravilo sliénosti: Razmere za dimenzionalne veli¢ine se odnosékaordimenzije
tih wvelicina. Dakle, brzina automobila V', koja moze dagselizracuna kao
predeni put L, za vreme 71"

V = £ ima razmeru V, = &
T T
Kako se razmere odnose kao i njihove dimenzijegsledinda postoji onoliko
nezavisnih razmera koliko i nezavisnih osnovnih #elicina. U Mehanici fluida
se koriste tri osnovne veli¢ine, pa odatle sledi da su na raspolaganju i tri
nezavisne razmere.

1z prvog pravila posredno sledi i drugo prawviloslicnosti: Bezdimenzionalne
veli¢ine se prenose nepromenjene sa modelayna objekat, odnosno, Razmera
za bezdimenzionalne velicine je 1. Ake pritisak u nekoj tacki moze da se
izratuna preko izraza:

1
b= Cp_pV2
2
tada je razmera za pritisak:

Px = (Cp)* (%)* Px (Vz)* = Px (V*)2

Jedan od problema pri iztadi modela je postizanje sli¢nosti za brzine
na granicama modelad NModel koji se napravi je uvek “isecak” iz prirode,
“prozor” kroz koji se,gleda na deo prirodnog strujanja. Strujnu sliku koja je
na granicama tog prozora, u prirodi, ¢esto je tesko ili nemogucée reprodukovati
na modelu, jer je na ‘modelu to istovremeno i fizicka granica prostora. Na
primer, ako se pravi model brane na reci i ako je bitna strujna slika u okolini
zahvatnih gradewina, veoma je bitno da se na modelu postigne verna strujna
slika u uzvodmim presecima. Kako je, medutim, model konatne duzine
(obi¢no je'satmzvodne strane dugacak L/W = 3 — 5 gde je W S&irina reke),
veoma je, te§ko posti¢i da voda iz nekog rezervoara ulazi u model upravo
sa istim /rasporedom brzina kao Sto se to dogada u prirodi. Zbog toga je
potrebno “kalibrisati” model, proveriti verodostojnost strujne slike na mo-
del u odnosu na prirodu i oceniti uticaj eventualne razlike strujne slike na
rezultate istrazivanja.



5.2. SLICNOST I FIZICKI MODELI 205

Drugi primer ogranicenosti modela da verno reprodukuje strujnu sliku iz
prirode se vidi na slici 5.9, gde se model automobila ispituje u vazdusnom
tunelu. Uslov da dolazne brzine budu istovetne, ovde je relativno, lako
postiéi, dok je drugi uslov, da je iznad automobila “beskonacan?yprostor,
gotovo nemoguée postiéi zbog ogranic¢enih dimenzija vazdusngg tunela (na
slici je nacrtan zbog toga zid i iznad modela). Znagi, pored osdovnih ispitiva-
nja sila na model, neophodno je sprovesti i posebna istrazivamja o uticaju
blizine drugog zida na strujnu sliku.

5.2.3 Dinamicka sli¢nost

Dinamicka sli¢nost znaci da je, pored geometrijskeiskinematske sli¢nosti,
postignuta i slicnost svih odgovarajucih sila. U obzir se uzimaju realne
sile (zapreminske, sila tezine Fg i povrSinske, sila¥pritiska Fp po preseku
i normalno na konturu i viskozna sila F),, ili sila trenja) i fiktivna inercijalna
sila (slika 7.9 na strani 295), pri ¢emu mora, biti’ postignuta ravnoteza tih
sila (jedna¢ina (7.10) na strani 295):

Fo+Fp+F,+...+F =0

Slika 5.9: Sliémost dimenzija, brzina i sila koje deluju na automobil u
mirovanjul pritkretanju fluida brzinom V

Kako/prema dinamickoj sli¢nosti razmere za sve interesantne sile moraju
biitiste (slika 5.9), sledi:

FGI\/I FPM FHM FII\/I
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Ako se fiktivna inercijalna sila uzme kao referentna sila, tada se prethedna
jednakost n sila moze napisati kao n — 1 nezavisnih uslova:

7)o @) &) @) (7),7(5) 70
Fc)o \Fo)u \Fp)o \Fp)yu \F, o \Fu el '
U poglavlju 5.1.5, Standardni bezdimenzionalni brojevi,u, Mehanici fluida,
uvedeni su bezdimenzionalni brojevi za veé¢inu materijalnth'kenstanti (tabe-
la 5.1). Pokazano je da su svi bezdimenzionalni brojeviju stvari odnosi

inercijalnih sila i odgovarajuéih realnih sila. Na primer, zagkrudov broj (5.21)
je pokazano izrazom (5.23) da se dobija kao odnos:

Fr——_
r o

pa se onda prva jednakost u uslovu dinamicke sli¢nosti moze napisati kao:

(Fryo=(Fr)y = Fr*:(

Uslov dinamicke sli¢nosti name@e 'da_su Frudovi brojevi na objektu i
modelu isti, odnosno, da je njihovasrazmera jednaka jedinici. Sli¢no se moze
izvestii za ostale jednakosti iz izraza(5.27), zamenjujuéi redom odgovarajuce
bezdimenzionalne brojeve iz tabele 5.1, §to daje n — 1 nezavisnih uslova
slicnosti svih sila:

Fro,=1, Fuy,=14 Re, =1, We,=1,... (5.28)

Na primer, ako je u nekem fenomenu dominantna samo sila tezine (od realnih
sila), model mora da zadovolji slicnost za sile tezine i inercijalne sile, odno-
sno, da zadovolji dd je razmera za Frudov broj Fr, = 1.

Uvodenjem dinamicke sli¢nosti, sada je moguce zavrsiti primer 5.2.1, sa
strane 203. Potwebno je odrediti koji su uticaji na objekat dominantni, i
postaviti uslovida je razmera za odgovarajuéi broj jedinca. Ako su to uticaji
viskoznosti,fada se uvodi uslov:

ViLy

Vi

Re, =l =1

Kako.se modelira sa istim fluidom kao i na objektu, moze se staviti da je
vy=1,/pa se dobija nedostajua veza izmedu razmere za duzinu i za brzinu
ViL, =1, pomoc¢u koje je moguce resiti primer.
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5.2.4 Sloboda izbora razmera za fizicke modele

Ako se kreée u avanturu pravljenja modela, kako odabrati razmere za
osnovne veli¢ine, duzinu Ly, brzinu V, i gustinu p,? Izbor 4ih ragmera
nije slobodan, jer se kroz uslov o zadovoljenju geometrijske, kinematske i
dinamicke sli¢nosti vezuju pojedine razmere.

Najprostiji model treba da obezbedi sli¢nost samo geometrijskih (kontur-
nih) i pocetnih uslova, pri ¢emu se ne postavljaju zahteviza slicnost sila.
Kod takvog modela je slobodan izbor sve tri razmere: LgW 1 p.. Medutim,
kako je izbor fluida sa kojima se modelira ogranicen, razmera za gustinu
mora biti fiksirana. Ako je na modelu i na objektu isti fluid, razmera ce biti
p« = 1,0, inace je p, = po/pm # 1,0. Ovakva slicnostyse naziva inercijalna,
ili geometrijska slicnost, a istraziva¢ je slobodan dapizabere preostale dve
razmere prema raspolozivom prostoru i uslovima wilaboratoriji.

Ako se pored inercijalne (geometrijske) slignosti trazi i slicnost sila, onda
je to dinamicka slicnost, pa je potrebno ispuniti uslove (5.28), odnosno,
obezbediti da razmere bezdimenzionalnihdizickih karakteristika fluida (Re,
We, Ca, Fr), koje u sebi nose odnose ttazenih sila i inercijalnih sila, budu
jednake jedinici. Dinamicka slicnost vezuje broj nezavisnih razmera tako da
svaki dodatni zahtev o slicnosti nekef@d, sila smanjuje za po jedan slobodne
dve razmere (treca je vezana inercijalnim uslovom):

e Broj slobodnih razmera:,(35l)=1=1 Ako se postavi uslov o sli¢nosti sa-
mo jedne, dominantne sile;’koja je pod uticajem jedne fizicke karakte-
ristike fluida (na primef,wiskoznosti), tada se broj slobodnih razmera
smanjuje sa dve na jednu. Obi¢no se kao slobodna razmera uzima
duzina.

e Broj slobodnih r@Zmera: (3-1)-2=0 Ako se trazi da model ispuni uslov
slicnosti za dvg, siley broj slobodnih razmera je nula. Model je (barem
teorijski) josMmvekymoguée napraviti, ali su sve razmere fiksirane. U
realnosti, pitanje je da li je izvodljiv takav model, jer je potrebno naci
fluid kojié@se koristiti na modelu sa tactno definisanim karakteristikama,
kako bi seyispunile zahtevane razmere.

e Brojgslobodnih razmera: (3-1)-3=% 1 na kraju, ako se trazi da model
ispni, uslov sliénosti za tri ili viSe sila, model mora imati sve razmere
jédmake jedinici, odnosno, model je isto Sto i objekat, priroda.

U okviru kursa Mehanike fluida, na Gradevinskom fakultetu, uglavnom
sedzucavaju fenomeni koji zavise od jedne dominantne sile: ili od sile viskoz-
nosti (svi efekti povezani sa trenjem) ili od gravitacije (otvoreni tokovi):
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1. Sli¢nost za viskozne uticaje (p) znaéi uslov da je razmera za Rejnoldsov

broj (strana 196, Bezdimenzionalna viskoznost) jednaka jediniéiy

p*V*L* _ VL,

Mok Vi

Re, =1,0=

Ova sli¢nost se Cesto naziva Rejnoldsova sliénost. Akoje,isti fluid na
modelu i objektu, Rejnoldsova sli¢nost se svodi na" vezir razmera za
brzine i duzine:

1
Vily =1 = V*:L_

*

pa se za 4 puta manji model, na primer, dobijaida je potrebno postici 4
puta vece brzine na modelu da bi efekatgviskoznosti ostao isti. Upravo
zbog ove Cinjenice se ¢esto u modeliranju fehomena koje izaziva voda,
na modelu koristi vazduh.

Takode, treba obratiti paznju dayvréme na modelu znatno brze tece
nego na objektu:

1 L,
V:—:>_
L, T, ks *

a i gravitaciono ubrzanje nije isto:

L, V2, 1
_ (5.29)

"TTET LW

. Sli¢nost za gragitaeione uticaje (g) znaci uslov da je razmera za Frudov

broj (strana 498, /Bezdimenzionalna gravitacija) jednaka jedinici:

Vf
Q*L*

Frie=1,0=

Ovaslicnost se naziva Frudova sli¢nost. U najveéem broju slucajeva su
objekatri model u uslovima istog Zemljinog ubrzanja pa je uglavnom
g« =1, 0 a Frudova sli¢nost se svodi na:

V2
L—*:1 = Vi=+VL,
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Kod Frudove sli¢nosti, manji model znaéi i (sa korenom) manje brzine.
Razmera za vreme je:

oL L
TV, VL.

a za protok:

N

Q* - V*A* =V L* Lz - 2/2

Prilikom izvodenja razmera za pojedine veli¢ine, koristi se pravilo sli¢nosti
gde se razmere odnose kao dimenzije tih velicima. “Da bi se izracunala
razmera za neku veli¢inu, potrebno je napisati, neki od najjednostavijih
dimenzionalnih obrazaca (na primer, protok @ je proizvod brzine V i povrsine
A, a povrsina je duzina L na kvadrat), a zatim formirati razmeru: sve
dimeznionalne veli¢ine dobijaju u indeksu zwezdicu, a svi bezdimenzionalni
brojevi postaju jedinice.

5.2.5 Primeri fizickih modela

Sliénost za inercijalne i gravitacione uticaje - Frudova sli¢nost
Frudova sli¢nost se koristi kod fenomena gde je tezina fluida dominantna, u
oblasti otvorenih tokova (prelivi, propagacija talasa, propusna mo¢ kanala,
sile na ustave i slicno) i u oblasti”otpora kretanja tela koja su delimi¢no
uronjena u vodu.

Primer 5.2.2

Model ustave je napravljénprema Frudovoj sli¢cnosti. Razmera za duzine je L, = 16.
Kolika ¢e biti razmera_ za/brzinu ispod ustave, razmera za fluktuacije pritisaka na
dno i za silu na ustayn?

Uslov za Frudovu sli¢nost je da razmera za Frudov broj bude jedan:

v: v

Fr, = L0
" g*L* L,

gde je stayljenolda je razmera za gravitaciono ubrzanje g, = 1. Trazena razmera za
brzine je:

VISL, = V,=+L,=V16=4

Dobijena razmera za brzine vazi za sve brzine na modelu, pa i za brzinu ispod
ustave.
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Kako je u pitanju Frudov model pravljen za zadovoljenje gravitacionih utieaja,
za razmeru za pritisak je zgodno koristiti obrazac u kome se pojavljuje gravitacija.
U hidrostatici se koristi obrazac:

p=pg(l —2) = pgL
gde je ¢lan (IT — z) zamenjen bilo kojom duzinom L. Razmera za pritisak je:
Dx = P*g*L* = P*L*

Kako nije receno da li je isti fluid na objektu i na modelu, prétpostaviée se da se
koristi voda u oba slucaja, pa je razmera za gustinu p, = 1., Trazena razmera za
pritisak i za fluktuacije pritiska na dno je tada:

pe =L, =16
Razmera za silu na ustavu se jednostavno dobija kada se zna razmera za pritisak:

F=pA = F,=(p.gil,)L?

*

= Fa=1° =409

opet uz pretpostavku da je isti fluid na modelu i nagobjektu.

U datom primeru je dobijena velikayrazmera za sile. To prakti¢no znaci da
¢e izmerena sila na modelu biti izuzetnomala: 16 puta smanjujuéi duzine,
sila na modelu se smanjuje 4096 putal” Ovo predstavlja Cesto praktican
problem u izvodenju eksperimentaiiylakode, treba voditi racuna da razmera
za vreme kod Frudove sliénostinijé§edinica, odnosno, vreme ne protice istom
brzinom na modelu i na objektu.

Istovremena Frudova i Rejnoldsova sli¢nost Prilikom izbora razmera,
postavljanje uslova za istoviémenu slicnost za dva uticaja, ukupan broj
slobodnih razmera je nula, odnosno, sve razmere su medusobno povezane.
Takav model je prili¢ne gesko napraviti, jer modelar ima ogranicen dijapazon
mogucéih fluida sa kojima ¢e modelirati prirodu, pa je i razmera za gustinu i
viskoznost fluida ogramicena.

Primer 5.2.3

Koje uslove treba da zadovolji model koji ima isti odnos inercijalnih i gravitacionih
sila, kao i imercijalnih i viskoznih sila, odnosno model koji istovremeno zadovoljava
uslove Frg= 1'Y Re, = 17

Postayljeni uslovi daju sledeé¢u vezu razmera za brzine i duzine:

P, = 1 = V=1L, (5.30)
P*V*L* - VL,

Mo Vs

Re, = 1 =10 = V.L,=u, (5.31)



5.2. SLICNOST I FIZICKI MODELI 211

Ako se na modelu i objektu koristi isti fluid (p, = 1), tada je razméra, za
kinematsku viskoznost v, = 1, pa se iz uslova Re, = 1 dobija veza razmer@ybrzine
i duzine:

1
Vilo=1 = V=4 (5.32)

Sredivanjem izraza (5.30) i (5.32) dobija se resenje za razmerepla 1 Dy

VE=
‘/*:

B v
— L,=1
L, *

Dobijeno resenje pokazuje da ako se fiksira razmera zapgustinu uzimanjem istog
fluida, objekat i model moraju biti isti jer je razmera za‘duzine 1. Ako se na modelu i
objektu upotrebe razliciti fluidi, brzina iz izraza (5.30) se moze staviti u izraz (5.31)
i nac¢i razmera za kinematsku viskoznost:

Vi=vIL. = v,=VilL, = v, EWL, =1*=V3 (5.33)

Dakle, da bi se ispunio postavljeni uslov, pottebno je na modelu koristiti takav fluid
¢ija je kinematska viskoznost vy = vo B 2

Dobijen uslov o potrebnoj razmieri za kinematsku viskoznost u datom
primeru nije lako posti¢i. EkSperimentatorima je na raspolaganju veoma
suzen opseg mogucih fluida, teyje prili¢no tesko napraviti model. Ako se, na
primer, voda na objektu zameni vazduhom na modelu, tada je razmera za
kinematsku viskoznost (5:33)s

107°
Yo _ B I_0625

BT U 1.6 1095

Model treba da ima razmeru za duzine:

L, = 23=0.1575

odnosno, model treba da bude veéi od objekta. Nesto je “zgodnije” istrazivati

otpore usledistrujanja vazduha na objektu, jer je sada moguce koristiti vodu
kao maodelski fluid, pa ¢e razmere za duzine i brzine biti:

1
~0,1575

*

=6,35 Vi=+L, =6,35=2,52
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Objekat i model su iste konstrukcije U hidrotehni¢koj praksi séypo-
nekad srece i situacija da se na objektu obavljaju eksperimenti koristeéi,neki
drugi fluid. Tada se i dalje govori o modeliranju, pri ¢emu je,razmera za
duzine L, = 1 arazmere za gustinu i viskoznost zavise od vrste upotrebljenog
fluida. U najveéem broju slucajeva se radi o Rejnoldsovom smodelu, a
ispitivanja se sprovode radi utvrdivanja koeficijenta otpora (trénjasili oblika).

Primer 5.2.4

Pri pravljenju velikih tunelskih dovoda vode do hidrocentrale, bitno je postiéi sto
manje gubitke energije, odnosno, sto manji koeficijent linijskeg gubitka energije.
Parametri tunela se ¢esto odreduju uduvavanjem vazduha/i merenjem pada pritiska
na izabranoj deonici. Pri normalnim uslovima, gustinavazduha je p = 1,2 kg/m? i
viskoznost p = 1,92 - 1075 Pa s, dok su gustina vode_p =pk,0%kg/dm? i viskoznost
vode pt = 1,0- 1073 Pa s. Kod trenja je dominantna vigkeznost, pa se u modelskoj
analizi moraju zadovoljiti slicnosti za inercijalne i viskozne uticaje. Ukoliko se
izmeri razlika pritiska izmedu dva preseka na cevov@du Ap = 1,0 kPa pri radu sa
vazduhom, kolika ¢e biti razlika pritiska u radu sagwedom?

Iz uslova zadatka sledi da mora biti zadéveljena Rejnoldsova sli¢nost:

VD X
pizl ENTA M

Re* - 1 = =
Mok p*D*

Objekat i model su jedan isti cevovod,tako da je razmera za duzine:

_ Do

D, =
Dy

=1

Na objektu se koristi voda a na moedelu vazduh, pa su razmere za gustinu i viskoznost:

1
po = Lo 1000 oo o4
PM 1,2

HO 1,0 . 1073
= —— = == = 2’
= i 120 0208

Iz uslova da se koristi Rejnoldsova sli¢nost, sledi i razmera za brzine:

Ny, 52,0833

Vs pab, 833,33

= 0,0625
Na gévovodu je izmerena razlika pritiska od Apy; = 1,0 kPa. Da bi se odredila
razlika pritiska na objektu, potrebno je naéi razmeru za pritisak. Kao dimenzionalni

ohrazaey koristi¢e se zaustavni pritisak:

1
p=Cp5pV*
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pa je razmera za pritisak:

1
P =Cp, <§> p V2= p, V? = 833,33 x 0,0625 = 3,255
Razlika pritisaka na objektu ¢e biti:

_ Apo
Apu

D =  Apo = p« Apym = 3,255 x 1,0 = 3,255 kPa

Interesantno je pogledati kolika treba da bude brzina vazduha, na modelu da bi
se postigla brzina vode na objektu od 2 m/s. Razmera za brzine/je:
Vo 2

Vo
V,=00625=-2 = Vy=-2= ~32
Var M= T 50025 s

pa se dobija prilicno velika potrebna brzina vazduha“@yttinelu od V' = 32 m/s ili
V =115 km/h.

Prilikom izvodenja razmere za pritisak u“datom primeru, koriSéen je
obrazac za zaustavni pritisak. Da li je. mogao da se koristi obrazac iz
prethodnog primera 5.2.3: p = pgh?. Razmere za gustinu p, i duzinu
h, = D, su poznate, ali kolika je ragmera“za gravitaciju g,? Na strani 208
je pokazano (5.29) da razmera za ‘gravitaciono ubrzanje kod Rejnoldsove
sli¢nosti nije jedinica. Razmera g, Se moZze, na primer, posredno odrediti iz
brzinske visine:

V2 V2
=L, = g,= = 0,0625%=0,003906
Gx L,

pa je sada razmera za pritisakista kao i izvedena preko zaustavnog pritiska:
Dx = Pxgxl = 833,38 x 0,003906 x 1,0 = 3,255

Razmeru za gravitaciju je moguce dobiti i iz dimenzija ubrzanja, preko
razmere za vreme:

_ & T — Ly — 1
9= 12 * TV, T 0,0625
gx = 5 = 0,0625% = 0,003906
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Glava 6
Hidrodinamicki otpoki

Otpori koji se javljaju na granici fluida i ¢vrste konture, i koji su rezultat
kretanja fluida se nazivaju hidrodinamicki otporinSile proizisle iz tih otpora
postoje samo ako postoji razlika u relativnim brzinama fluida i ¢vrste konture.
Mogu se posmatrati dve situacije: kada e fluid krece (tece) unutar curste,
nepokretne konture (na primer tecenjékrozieevi) ili kada se fluid nalazi oko
céurste konture pri cemu kontura miruje, a fluid se krece (na primer mostovski
stub) ili fluid miruje a kontura se kreée (fia primer podmornica).

Oblast hidrodinamickih otpora je vazna jer sile otpora ulaze u ukupan
bilans sila ili kao gubitak energije®koji treba korektno obracunati ili kao
aktivna sila sa kojom se treba {boriti”, primiti je konstrukcijom ili je savladati
nekim motorom.

Zajednicko za sve hidrodinamicke otpore je zavisnost strujne slike (raspo-
reda brzina) od relativnog odiiosa brzina (inercijalni uticaj) i viskoznosti, od-
nosno, od Rejnoldsovoggbroja (5.14). Pri malim brzinama i jakoj viskoznos-
ti (odnosno pri malim /Regjnoldsovim brojevima) strujanje je laminarno a
raspored brzina je moguce analiticki odrediti. Za velike Rejnoldsove brojeve
viskoznost je slaba daspreci pojavu turbulencije, pa raspored brzina (kao i
hidrodinamickeetpore) nije vise moguée odrediti analiticki, ve¢ su neophodna
i eksperimentalna istrazivanja'. Analize dodatno komplikuje i ¢injenica da
granica izmedu dva rezima kretanja, laminarnog i turbulentnog, nije precizna
ve¢ u mnogome zavisi od uslova strujanja.

U nastavku ove glave ¢e se prvo detaljnije analizirati otpori pri kretanju
fluida @& eevi. Koristeé¢i dimenzionalnu analizu (poglavlje 5.1) doéi ¢e se
dogkoeficijenta trenja, koji bi trebalo da bude konstantan za odredenu cev

10 prethodnoj glavi 5, Dimenzionalna analiza, sliénost i modeli, bilo je dosta reci o
eksperimentalnom istrazivanju.

215
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i fluid. Medutim, pokazace se da koeficijent gubitka energije na trenjeyije
konstantan ve¢ da zavisi od Rejnoldsovog broja i geometrijskih karakteristika
cevi (odnosa precnika i hrapavosti).

U drugom delu ove glave izucavace se otpori kretanja tela krozpfluid, ili
obrnuto, otpor prilikom kretanja fluida oko nepokretnog tela.fZboeg lakseg
izuCavanja, ukupni otpori ¢e se razdvojiti na dve grupe: n& otpore usled
trenja i otpore nastale promenom rasporeda brzina paptimeli, promenom
pritisaka oko tela.

6.1 Trenje pri jednolikom tecenju kroez cev kruznog
poprecnog preseka

6.1.1 Koeficijent linijskog gubitka energije

Jednac¢ina odrzanja energije, u integralnompebliku, sredena za ustalje-
no tecenje homogenog fluida (poglavlje 4.5:55i¢poglavlje 4.6.4) kroz cev i
napisana izmedu dva preseka glasi:

Ei=Fy+AFE_

(jednacina (4.114), strana 168 i jedn@cina (4.120), strana 172).

Clan AE predstavlja “gubitak”
energije po jedinici tezine, odnosno,
energiju koja je iz korisne mehanicke
presla u toplotnu energiju (jednaci-
na (4.112), strana 166). Gubitak
energije je rezultat delovanja trenja
izmedju fluida i zida cevi kao i lokal-
nih poremecaja fluidne struje (nagle
promene brzine ili pravca brzine, su-
zenja ili proSirenja cevi, zatvaraci i
sli¢no).

Da bi se izucio uticaj trenja na
gubitak energije, neophodno je pos-
matrati sluc¢aj tecenja kroz dugacku
pravu deonicu cevi, gde nema prome-
ne poprecénog preseka cevi pa nema
ni usputne promene brzine. U pos-
matranoj deonici nema drugih gubi-
takd energije (lokalnih poremecaja), pa je pad ukupne energije samo usled
trenja (slika 6.1).

Slika, 613, Gubitak energije izmedu
dva.preseka je rezultat trenja
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Za date uslove je pad pijezometarske linije jednak gubitku energij

vy V2
Hl + Z = H2 =+ Z + AEl_Q = Hl - H2 = AEl—Q (61)

Kako su gubici energije povezani sa konturnom silom K u @ranje se
mora uvesti i dinamicka jednacina. {

o
S

&
R4

0\
Slika 6.2: U jednolikom s u komponenta sopstvene tezine u pravcu
strujanja i sile pritiska na cima se uravnotezuju sa silom trenja

Ako se, prema je@i (4.86) (strana 151), odnosno jednacini (4.87)
(strana 152) nacrtaji sve'sile izmedu izabranih preseka (slika 6.2), vrednosti

pojedinih sila su:
e Sile prit@ presecima 11 2:

&plz‘h Py =paAy

mu povrsine poprecnih preseka jednake A; = Ay = A, ukupna
laypri

q& tiska je:
Py — Py = A(p1 — p2)
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e Inercijalne sile (zbirno): 0
I=-pQ (V2= W) Q

Iz jednacine kontinuiteta i uz uslov jednakosti protlca ovrsina
dobija se:

V1A1 = V2A2 = Vo=W1 = =0 0\
e Sopstvena tezina fluida: Q
G = pg¥'= pgAL 0

Sopstvena tezina se moze podeliti na k onente u pravcima zp (pra-
vac toka) i xo (normalno na pravac Za proracun je znacajna

komponenta u pravcu toka: Q
1— 22

Gz, = Gsina  gde je  si i3

Gy = pgA(z1 — 22 . s (6.2)
e Sila konture K je sam@ trenja (jer je strujanje jednoliko, nema

promene u preseku fl truje) i ona uvek deluje suprotno od smera
tecenja. Za prorac nacajna komponenta K,, po obimu cevi (u
daljem tekstu K).

Sve sile moraju bi vnotezi, pa se moze postaviti dinamicka jednacina:

—p2) + &Zl —2) =K,

(1
Kada se gornjacma podeli sa pgA, dobija se:
P

A

+ (21 — 22)
pgA
Uz U.SI@JG II=— —1— z, dobija se:
Q_ I, = Ko (6.3)

pgA



6.1. TRENJE PRI JEDNOLIKOM TECENJU KROZ CEV 219

Jednacina (6.3) daje vezu sile trenja sa razlikom (padom) pijezometaxske
kote u jednolikom strujanju. Izjednacavanjem jednacina (6.1)1 (6.3) petvrdu-
je se da celokupan gubitak energije fluidne struje odlazi na trenje:

K,
pgA

Sila K, je sila trenja po unutragnjem omotacu cevi, .Omna je direktno
srazmerna sa unutrasnjom povrsinom cevi i tangencijalnim maponom (ili

ABE_, = (6.4)

naponom trenja):
K,=70L

gde je 7 tangencijalni napon koji ima dimenziju pritiska, O okvaSeni obim
(slika 6.3), a L duzina na kojoj se ostvaruje padéenergije AFE.

Ako se izraz za K, stavi u jednacinu za prorac¢un gubitka energije (6.4),
dobija se sledeéi izraz:

AFE_o =
pgA
Odnos povrsine popreénog preseka A4 okvaSenog obima O se naziva
hidraulicki radijus (slika 6.3):
A

R=% (6.5)

Hidrauli¢ki radijus je veli¢ina ko=
ja je bitna za gubitak energijefyjer
oznacava pogodnost poprednog prese-
ka da propusta fluid. Sto je vrednost
hidraulickog radijusa Baveta to su
manji gubici energije 1 (pavoljniji su
uslovi za transport/fluida.

Za istu povrsinu pepre¢nog prese-
ka A, maksimalna vrednost hidra-
ulickog radijusa,_R je kod kruznog
preseka, dok“za_ kvadratni i, pose-
bno, uskefpravougaone preseke hi-
draulicki radijus je manji (fluid teze
protice nego kroz kruzni presek).

Tzraz 7a proracun gubitka energije sada moze da se napise kao:

7L AEl_Q T

AE, o= — ili Ip= = — 6.6
2T pgR L pPgR (6.6)

Slika  6.3: Hidraulicki radijus
je odnos proticajne povrSine i
okvasenog obima
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gde je I nagib linije energije. Kod jednolikog strujanja (A; = As — Vi&15),
nagib linije energije je isti kao nagib pijezometarske linije I = I1g:

Ip=1In= T — Const. (6.7)
pgR
Kod resavanja prakti¢nih zadataka, dobijena veza tangengijalnog napona
i nagiba energetske linije nije puno od pomo¢i. Bolje bi bilgtuspéstaviti vezu
izmedu tangencijalnog napona i brzine fluida, jer je sigurme, da‘tangencijalni
napon 7 nije isti za razli¢ite brzine u jednoj istoj cevi.
Primenom dimenzionalne analize (poglavlje 5.1) débijena je veza izmedu
napona i brzine u obliku (5.7) (strana 185):

T

C. =
T 1 2
1l

(6.8)

odnosno, da je koeficijent tangencijalnog napona odnos tangencijalnog napo-
na i zaustavnog pritiska (poglavlje 4.5.3.2). Problem izucavanja tangencijal-
nog napona, dimenzionalne veli¢ine kojazayisi od brzine u cevi, tako se svodi
na laksi problem analize bezdimenzigfialnog koeficijenta C;.

Kada se izraz za tangencijalni napen stavi u jednac¢inu (6.6) dobija se:

L o
Ap - 2 gy (6.9)
== pgR  THR 29 '
Za, cev kruznog popreénog preseka hidraulicki radijus je:
A D’n d D
=_=_"__"_&8¥ye 1
R O 4 aDme 4 (6.10)
pa je:
LV?
AFE,_ o —4G; — —
1-2 C‘I‘D oF

Umesto. 467 uvodi se novi bezdimenzionalni koeficijent A = 4C'., koefici-
jent lingjskog gubitka energije. Ukupan gubitak energije usled trenja, izmedu
dva_preseka, je sada:

LV?

LBV 11
AE AD2g (6.11)



6.1. TRENJE PRI JEDNOLIKOM TECENJU KROZ CEV 221

Izraz (6.11) je poznat u literaturi kao Darsi>-Vajsbahova® jednacifia,za
proraéun gubitka energije na trenje?.

U izvodenju Darsi-Vajsbahove jed-
nacine, koriséen je koeficijenat tangenci-
jalnog napona C;. Posto su koeficijenti
bezdimenzionalni, za o¢ékivati je da e
imati konstantnu vredmosty, tako da bi
i koeficijent trenja A (kejifse jos naziva
i Darsijev koeficijent trenja) trebalo da
bude konstantan za jednu cev. Medutim,
brzo je uoceno da ovako izveden koefici-
jent trenja nije komstantan, ve¢ da u
jednoj cevi, 4a jedan isti fluid, ima razli-
¢ite vrednosti.

Da bi se razmotrili razlozi zasto koeficijenttrenja nije konstanta, analizi-
race se koje sve veli¢ine uti¢u na gubitak energije primenom dimenzionalne
analize. Na slici 6.4, prikazan je jako uvelicamdetalj zida cevi. Tangencijalni
napon 7 na kontaktu zida cevi i fluida,zavisi, od slede¢ih veli¢ina:

Slika 6.4: Tangencijalni napon 7
zavisiod D, V, p, uik

e precnika cevi D, jer od veli¢inemprecnika zavisi raspored brzina u cevi
pa samim tim i izvod brzine uz gam zid cevi,

e srednje profilske brzine V' odnesno protoka @@ = V A,
e gustine fluida p,

¢ dinamickog koeficijenta viskoznosti fluida u, koji je pokazatelj unutras-
njeg trenja izmedu slojeva fluida, i

e apsolutne hrapavosti £k, koja predstavlja visinu izbo¢ina na zidu cevi.

Moze se napisati sledeéa/dimenzionalna relacija (jednacina (5.2), strana 181):
7= ¢(p, 1, VD, E) (6.12)

*Henri-Philibert-Gaspard Darcy (1803 - 1858) francuski inzenjer i nau¢nik. Ucestvovao
je u pravljenju akvadukta za gravitacioni dovod vode do grada Dizon. Bavio se
istrazivanjima koeficijenta trenja A u cevima pod pritiskom i uspostavio je vezu koeficijenta
trenja i parametacra toka: brzine, precnika i hrapavosti. Istrazivao je i tok vode u kolonama
sa peskom, na,osnovu Cega je izveo Darsijev zakon, koji se i danas primenjuje za tokove
vode u poreznim gredinama.

3Biografija'Wajsbaha je data u fusnoti 32 na strani 139.

4 Jedfiaginiy je izveo 1845. Vajsbah, ali bez adekvatnog tumacenja koeficijenta X. U
to arfeme (el bila siroko prihvaéena Pronijeva (Gaspard Clair Francois Marie Riche de
Prony; 1755-1839) jednagina AE = L/D(aV + bV?) gde su a i b empirijski koeficijenti.
Darsi jefn svojim radovima kriticki analizirao Pronijevu jedna¢inu (mada je Proni bio
profesor Darsiju) i prihvatio dimenzionalno korektnu Vajsbahovu jednac¢inu (6.11) dajuéi
vezu izmedu koeficijenta trenja A, brzine u cevi i geometrije cevi. Zbog ovoga se u literaturi
koeficijent trenja A Cesto naziva i Darsijev koeficijent, a Vajsbahova jednacina (6.11) je
danas opste prihvacena i zove se “Darsi-Vajsbahova” jednacina [2].
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Biranjem tri veli¢ine (p, V, D) za osnovne, zavisnost se svodi na® 6 — 3= 3
bezdimenzionalnih veli¢ina.

Za osnovne veli¢ine zgodno je izabrati pre¢nik cevi D, sredajul profilsku
brzinu V i gustinu fluida p. U takvom dimenzionalnom sistemu tamgenci-
jalni napon 7, viskoznost fluida p i apsolutna hrapavost k, prédstavljeni su

bezdimenzionalnim brojevima®:
.
e koeficijentom tangencijalnog napona C; = T,
Z o2
2P
VD
e Rejnoldsovim brojem Re = Pre , 1
I

. .,k
e relativnom hrapavoséu D"

Dimenzionalni izraz za tangencijalni napen se sada moze napisati u
bezdimenzionalnom obliku kao:

Cr=¢ (Re, %) ili ¢ (C’T,Re, %) =0 (6.13)

Na osnovu dobijene veze, obawljena je serija eksperimentalnih istrazivanja
zavisnosti koeficijenta tangengijalnog napona C, (odnosno, Darsi-Vajsbaho-
vog koeficijenta \) od Rejméldsovog broja Re i relativne hrapavosti k/D.
Rezultati dobijeni takvimfspitivanjima se obi¢no prikazuju na logC; /logRe
dijagramu, kao familija krivihlinija za razlic¢ite konstantne vrednosti k/D.

Na dobijenim dijagramima (slika 6.13, na strani 236) se jasno mogu
izdvojiti dve oblastifsa razlic¢itim zavisnostima C; od Re: prva je pri malim
Rejnoldsovim brojévima, gde je te¢enje u laminarnom rezimu (poglavlje 4.1.3,
Laminarno i turbulentno tecenje), a druga, dosta slozenija, pri turbulentnom
rezimu. Razlike u obliku dijagrama jasno ukazuju na postojanje razlicitih
mehanizama, kojifuti¢u na vrednost linijskog gubitka energije.

U narednim poglavljima ¢e se posmatrati jednoliko tecenje u cevi precnika
D i hrapavosti’k, pri ¢emu ¢e se protok postepeno povecavati, tako da ¢e se
obuhvatiti,svi rezimi tecenja. Za svaki od rezima ¢e se analizirati mehanizam
formiranja/gubitka energije i moguce jednacine za njegov proracun.

®Prema Bakingemovoj II teoremi, poglavlje 5.1.2.
SPoglavlje 5.1.5 Standardni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida



6.1. TRENJE PRI JEDNOLIKOM TECENJU KROZ CEV 223

6.1.2 Trenje u cevi pri laminarnom tecenju

Pri jako malom protoku fluida kroz cev, srednja brzina V =.Q/A je
mala, pa je i vrednost Rejnoldsovog broja Re = pVD/u mala. Utaizu ekspe-
rimenata je primeceno da je u takvim uslovima strujanje fluidag’slojevito”,
uredno, i da nema mesanja izmedu pojedinih slojeva (levi deayslike 4.3 na
strani 89). Uzrok takvom nacinu kretanja (strujanja) su jake,viskozne sile.
Takvo strujanje se naziva laminarno ili slojevito.

Slika 6.5: Laminarno tecenje u kruzmoj cevi: sile na elementarni deli¢
po jedinici povrSine i zapremime, teorijski raspored brzina i raspored
tangencijalnih napona

Hrapavost cevi k£ u lamimarnem tecenju ne uti¢e na strujanje jer su male
izbo¢ine na zidu cevi u potpunosti prekrivene slojem fluida. Na elementarni
fluidni deli¢ (slika 6.5) delujusamo sila tezine (po jedinici zapremine), sila
pritiska i tangencijalnd sila (po jedinici povrsine). Ako se koristi cilindri¢ni
koordinatni sistem, uz uslove da ustaljeno tece nestisljiv fluid i da je tetenje
osnosimetri¢no ok@d ¢entralne ose cevi x1, pri ¢emu od brzina postoji samo
komponenta u pravcu'ese, moze se napisati diferencijalna jednacina odrzanja
koli¢ine kretanja (4.53) (strana 127) u sledeé¢em obliku:

1d du dp
R LAY 6.14
'u[rdr ( dr)] dzq ( )
odnosnepposle sredivanja leve strane izraza i stavljanja pijezometarske kote
umesto pritiska sa desne strane:

dIt p (d?u 1du
= _ (4" 6.15
dzy  pg <dr2 * r dr) (6.15)



224 GLAVA 6. HIDRODINAMICKI OTPORI

Leva strana izraza (6.15) zavisi samo od pravca 1 a desna strana od r{itako
da je izraz mogut samo ako su obe strane konstantne. Odatle sledi dayje:

dr _ Const. = —I (6.16)
d:E1

Resavanjem jednacine (6.15) uz zamenu (6.16) dobija se rasperédgbrzina:

U= —%Inrz—i—cl Inr + Cy (6.17)

Iz uslova da je u centru cevi (za r = 0) brzina kona¢na, dobija se vrednost
konstante C7 = 0. Konstanta C5 se dobija iz uslova dé@jeybrzina na zidu cevi
(gde je” r = R) jednaka nuli u = 0:

Co = 1yR?
4p
pa je raspored brzina po preseku pri laminarnem, te¢enju u kruznoj cevi:
_ry 2.2
u="pMn (B2 -2 (6.18)

Dobijeni izraz pokazuje da je raspored brzina kvadratna parabola, koja
u centru (za r = 0) ima maksimalnufvrednost g,

U=Unpge 28 T=0 = Unee = Z—gll-[R2 (6.19)
i

Raspored brzina po preseku sedhmoze napisati i u bezdimenzionalnom obliku,
u odnosu na maksimalnu brzinuy, deljenjem (6.18) sa (6.19):

2
u T
=1—-1|= 6.20
Umazx (R> ( )

Protok kroz cev sé moze odrediti integrisanjem rasporeda brzina (6.18)

po kruznom presekau:

R
T U U
Q= / 2rmu dr = £IHR4 = T Rir = T 4 (6.21)
0 S 2 2
gde je A powrsina poprecnog preseka cevi. Ako je srednja profilska brzina
definisanakao /A, sledi da je srednja brzina duplo manja od maksimalne
brzine (slika 6.5):
U

V [ & Q — max

A 2
™eliko slovo R se ovde upotrebljava za polupreénik cevi R = D /2, §to ne treba pomesati

sa hidraulickim radijusom iz jednacine (6.10).

(6.22)
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Sredivanjem izraza za protok (6.21) po nagibu pijezometarske linijéwidi
se da nagib linije zavisi samo od protoka na prvi stepen:

8u

= pgwR4Q — Const. x Q"0 (6.23)

It

odnosno, da je gubitak energije na trenje u laminarnom reZimupraporcionalan
brzini na prvi stepen. Zbog toga se ¢esto laminarni rezim,te€enja naziva i
linearni zakon otpora.
Ako se umesto protoka u jednacinu (6.23) stavi srednja profilska brzina
Q = VA = VR?r, anagib pijezometarske linije izrazi prekeDarsi-Vajsbahove
jednacine (6.11):
1 Vv?

8 2
In = VR'T=A—— 6.24
1 pgm R4 m 2R 2g (6.24)

mozZe se izracunati vrednost Darsijevog koeficijenta linijskog gubitka energije:

32u 64 64

= = = — 6.25
pRV  pDV  Re ( )

Primer 6.1.1

Kakva je veza izmedu linijskog gubitka ‘energije i brzine za laminarno tecenje?

Linijski gubitak energije je:

Erzg=A—=—
1ZG D 2g

Ako se u izraz stavi vrednost-keeficijenta A (6.25):

_ 64 _ 6dp
"~ Re pVD
dobija se:
Ay L V? 2u L
EIZGZG—M—V—* 321 = E;z¢ = Const.x V10

VDD 2g  pgD?

odakle se vidi dapje gubitak energije proporcionalan sa brzinom na prvi stepen. Isti
rezultat je dobijen i u jednacini (6.23), analizom protoka kroz cev.

Dolistogrizraza za koeficijent linijskog gubitka energije A je moguce doci
i gdredivanjem tangencijalnog napona na zidu cevi (za r = R):

du _ pgInR

" 5 (6.26)

T=—U
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gde je brzina u uzeta na osnovu jednaécine (6.18). Nagib pijezometarskelinije
It se moze izracunati iz (6.18) uz uvazavanje (6.22):

_ Apmar SuV

It = = 6.27
T TpgRT T pgR? (6.27)
tako da se dobija vrednost tangencijalnog napona na zidu cewi:
4uV 2 Umaz
= = 6.28
T=4 7 (6.28)
Darsijev koeficijent linijskog gubitka energije je tadas:
4uV
321 64u 64
A=4C, =41 = = == 6.29
12 pVR  pVD  Re (6.29)
2P

Iz dobijenih jednacina (6.25), odnosno (6:29), sledi da je u laminarnom
rezimu tecenja koeficijent linijskog gubitka ‘emergije moguce analiticki odre-
diti. Dobijena relacija je, naravno, vise/puta eksperimentalno potvrdena.
Cesto se, ¢ak, koristi i za odredivanje koefieljenta viskoznosti fluida: uspostavi
se ustaljeno tecenje kroz cev, izmeri se proetok i na osnovu toga se izrac¢una
koeficijent viskoznosti.

Primer 6.1.2

Iz rezervoara sa konstantnim niy@om-istice
protok Q. Za date podatke“ma slici,
uz zanemarenje lokalnog gubitka energi-
je na ulazu u cev i brzinskegvisine na
izlazu iz cevi, kao 1 uz pretpostavku
da je teCenje u cevi laminarno, odrediti
kinematski koeficijent viskeznosti v.

Za date podatke,brzing u cevi je:
V*Q* 3-107% x4
A (327106 x 7
Energetska jednacina za preseke od rezervoara do izlaza iz cevi, uz zanemarenje
lokalnog gubitka ehergije i izlazne brzinske visine, glasi:

LV? LV?

=T + A\ —— = H=)\2-—
¢ tHAD g D 2g

= 0,424 m/s

Zd pretpostavljeno laminarno tecenje, koeficijent linijskog gubitka energije je:

S 64 _ 6w 3WLV
~ Re VD ~ D%g
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odakle se dobija koeficijent kinematske viskoznosti:

_ HD?¢ 0,12 x 0,0032 x 9,81
320V 32x0,8x0,424

=0,9761-10"° m?/s

v

Prora¢un je korektan samo za male vrednosti Rejnoldsovog broja®:

VD 0,424 % 0,003

Y —1303,1
fe=="= 0o 1006 ~ 130319

6.1.3 Prelaz iz laminarnog u turbulentne tecenje

Sa poveéanjem protoka u cevi, odnosno poveéanjemrbrzine, raste i razlika
izmedu brzina susednih deli¢a. Na slici 6.6, sa léve strane, prikazan je
raspored brzina pri laminarnom tecenju u céwi, pri manjem protoku, a sa
desne pri veéem.

Slika 6.6: Sa povecanjéim, protoka u istoj cevi raste i razlika brzina izmedu
dva susedna fluidna delica pa raste i tangencijalni napon

Kako tangencijalni napon izmedu dva deli¢a zavisi od razlike njihovih
brzina, sa porastem protoka taj napon raste. Brzi deli¢i sve vise bivaju
koceni od strane sporijih i obrnuto, sporije deli¢e sve vise povlace brzi, tako
da raste i njihova Zelja da se izmeSaju, da skrenu sa svog pravolinijskog,
slojevitoguta. Dok je viskoznost u stanju da zadzi deli¢e u slojevitom
te¢enju, U €evi opstaje laminaran rezim.

Prifodredenoj brzini u cevi viskoznost vise nije u stanju da odrzi slojevito
tegenje. Weentru cevi se pojavljuju deliéi koji prelaze iz jednog u drugi sloj,

SKasnije u tekstu ¢e se pokazati da je uslov o laminarnom tecenju ispunjen, jer je
Rejnoldsov broj manji od kriti¢ne vrednosti.
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¢ime “uzburkaju” (slika 6.7) prethodno pravolinijske slojeve. Cim séWjave
prvi uzburkani, odnosno turbulentni slojevi, turbulencija se poput “zaraze”
prosiri po popre¢nom preseku od centra ka zidu cevi, sve do manjihdrzina uz
zid gde je viskoznost jo§ uvek dovoljno jaka da odrzava uredno, laminmarno,

slojevito tecenje.

Slika 6.7: Viskoznost je veli€ina koja se “bori”
sa vrtlozima

Slika 6.8: dARazliéite oblasti u cevi pri pojavi
turbulentnieg tecenja: 1) Laminaran podsloj,
2) Turbulentno jezgro

Za istu cév 1flmd, vred-
nost brzine, pri,kojoj ¢e se
pojaviti prvitwitlozi u centru
cevi, nije jednoznaécna, ni-
je uvek“ista. Ta vrednost
zavisi, ne samo od brzine,
veéi odispoljnih uticaja (da
liyje)cev izlozena spoljnim
vibracijama), kao i od ne-
ravnomernosti dolaznog to-
ka, koliko je dolazna fluidna
struja “mirna”. U prelasku
iz laminarnog tec¢enja u tur-
bulentno postojiipojava hi-
sterezisa, tj. jednom izazva-
ni vrtlozi teZe da opstanu 1
kada se smanji brzina fluida
U cevi.

Tecenje sa vrtlozima se
naziva turbulentno tecenje.
Vrtlozi se prvo pojavljuju u
centru cevi gde je brzina naj-
veca, i formiraju turbulentno
jezgro (slika 6.8). Sloj uz
zid cevi u kome je brzina
manja i u kojoj je viskoznost
jos uvek dominantna se zove
laminarni podsloj. Sa poras-
tom brzine, Sirina turbulen-
tnog jezgra raste, dok se la-
minaran podsloj smanjuje.
Pri nekoj velikoj brzini, la-

minarniypodsloj skroz is¢ezava. Takvo teCenje se naziva potpuno razvijeno

turbulentno tecenge.
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Naslici 6.9, dat je dijagram
zavisnosti izgubljene energije i
Rejnoldsovog broja za jednu is-
tu cev. Prvi deo dijagrama je
za laminarno tecenje, za line-
aran zakon otpora. Prelazna
oblast, odnosno prelaz iz lami-
narnog u turbulentno tecenje
je neodredena jer zavisi od “mir-
noce” dolazne struje kao i spo-
ljnih poremecaja- vibracija. Ta-
kode, proces je sa histerezisom:
jednom zapoceta turbulencija
se pri smanjenim brzinama teze
vraCa u laminarano tecenje. Sa
dijagramase vidi da, sa poveéa-  Slika 6,9: @ubitak energije (po jedinici
njem brzine vode u cevi (i po-  tezinefluida) za laminaran tok (samo
rastom Re broja), raste “potro- ysledyyviskéznosti) i turbulentan tok (usled

B .. i -
Snja” energije u odnosu na la-  igkoznotti i vrtloga)
minaran rezim, jer pored vi-

skoznosti uz zid treba energijomhraniti” i vrtloge u centru cevi. Medutim,
iako je viskoznost u turbulenciji “slaba” da se nosi sa velikim vrtlozima, ona
¢e 1 dalje da “smiruje” i odtzima energiju sitnijim vrtlozima koji nastaju
raspadanjem velikih. To jefi @snovni mehanizam prelaska kineticke energije
toka u toplotnu energiju.

Turbulentno te¢enjesje jedna od najkomplikovanijih oblasti fizike. Prob-
lem u turbulentnom feéenju je Sto se vrtlozi javljaju haoti¢no, a kada se
otkinu, sa sobom ngse informaciju o pritisku, brzini, temperaturi, momentu
itd. sa mesta odakle su'posli. Vrtlozi teze da uprosece sve karakteristike toka
kroz proces mesanja. Sa pojavom turbulencije, raspored brzina po preseku
se viSe ne moze analiticki odrediti, pa se samim tim ni vrednost koeficijenta

“Turbulencijom e bavio i Werner Heisenberg (1901 - 1976) nemacki fizicar, pionir
u oblasti kvantne mehanike. Poznat je Hajzenbergov princip neodredenosti, po kome
pri istovremenom merenju (posmatranju) parova osobina atomskih cestica, Sto se vise
saznaje(o jednoj osobini, utoliko se manje moze saznati o drugoj. Zbog toga, nije moguce
istevremenofznati i polozaj i brzinu neke atomske Cestice. Jo§ gore, Sto se jedna Cestica
detaljhije posmatra (meri) utoliko ¢e vise biti oStecene njene izvorne osobine. Prema [7]
na samurti je Hajzelberg rekao: “Kada vidim boga, pita¢u ga dve stvari: zasto relativitet i
zasto turbulencija. Ocekujem da ¢u dobiti odgovor samo na prvo pitanje.”
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linijskog gubitka energije ne moze izraziti analiticki, jednozna¢nim izragem.

Na slici 6.10, prikazan je uti-
caj turbulencije na profil brzina
u popre¢nom preseku cevi. Brzi-
ne su normalizovane deljenjem
sa srednjom brzinom, tako da
svi prikazani profili imaju isti,
jedini¢éni protok. Pri laminar-
nom tecenju raspored brzina je
kvadratna parabola, a maksimal
na brzina je dva puta vecéa od
srednje.

Sa pojavom turbulencije ma-
ksimalna brzina u centru cevi
se smanjuje, tako da nije viSe
dva puta veca od srednje brzine,
a mala brzina, uz zid cevi, se
povecava. Sa povecanjem Rej-
noldsovog broja i razvojem tur-
bulencije, profil brzina sve viSe tezi(pravej liniji, tako da je, pri kompletno
razvijenom turbulentnom tecenjujibrzina, u centru cevi veta od srednje
brzine samo za 12 do 13%. gRaspered brzina u/V se ne moze analiticki
odrediti, ve¢ se dobija na osneviipbrojnih eksperimentalnih istrazivanja za
razli¢ite stepene razvijenosti $urbulencije i razli¢ite hrapavosti cevi, kao i na
osnovu pretpostavke o kargktéru dijagrama (logaritamski, eksponencijalni i
slicno). Zbog toga se u literaturi moze naci veliki broj razlicitih izraza za
rasporede brzina i, iz njih izvedenih izraza za linijske gubitke.

Slika 6.10: Raspored brzina u kruznoj cevi
za laminarné tecenje i za razlicite stepene
razvijenosti turbulencije

6.1.4 Granica/izmedu laminarnog i turbulentnog tecenja u
cevi

Koja je granica izmedu laminarnog i turbulentnog tecenja? Osborn
Rejnolds'? jepl883. godine izveo niz eksperimenata koristeéi vizuelizaciju
tokal!, daghi utvrdio pod kojim uslovima i pri kojim brzinama tecenje
ostaje sldjevito. Zahvaljujuéi njegovom radu, uveden je odreden “red” u
oblastidurbulencije i pokazano je da bezdimenzionalna viskoznost (po njemu
i nagvanoj Rejnoldsov broj) moze opisati mehanizam formiranja vrtloga.

OBjografija Osborna Rejnoldsa je data u fusnoti 1 na strani 88.
"poglavlje 4.1.7 Trajektorija, strujnica i emisiona linija.
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Slika  6.11: ksperimentalno istrazivanje prelaska iz laminarnog u
turbulw ecenje putem vizuelizacije toka: Rejnoldsova aparatura (gore

levo) i k kroz aparaturu (gore desno). Fotografije prikazuju razlicite
rezi cenja: A) laminarno, B) poveéanjem brzine dolazi do nestabilnosti
u ) i D) daljim poveéanjem brzine tok postaje turbulentan (fotografije

preuzete iz knjige An Album of Fluid Motion, M.V. Dyke, 1982)
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Na slici 6.11, u gornjem levom uglu, prikazana je aparatura kéju, je
koristio Osborn Rejnolds, a u gornjem desnom uglu, dat je Sematskilprikaz
nacina ubrizgavanja boje (trasera) u staklenu cev. Ulaz u staklehulgev je
tako oblikovan da se $to manje remeti strujno polje. Brzina vode 1 cevi
se reguliSe nizvodnim ventilom, a traser, koji se ubrizgava, mgra imati istu
pocetnu brzinu kao i brzina vode u cevi.

Pri malim brzinama i malim Rejnoldsovim brojevima,(fotegrafija A, na
slici 6.11) ubrizgani mlaz trasera putuje sa vodom kao neprékinuta nit. To
pokazuje da se “ofarbani” deli¢i ne meSaju sa susednim deli¢ima i da je
tok laminaran. Ako se poveéa brzina (fotografija B).mlaz trasera postaje
nestabilan, ali jos uvek kontinualan. Ako se u ovojdazi toka brzina smanji,
tok se vrac¢a u laminaran.

Sa daljim povec¢anjem brzine dolazi do pojavégurbulencije (fotografije C
i D). Ubrizgani mlaz boje se prekida i mesa po $irini staklene cevi, farbajuéi
i susedne deli¢e. Smanjenjem brzine tok se néégpodmah vratiti u laminaran,
vec¢ Ce ostati turbulentan i pri Rejnoldovim brejevima, koji su vazili prilikom
slikanja fotografije A.

Na osnovu niza eksperimentalnilyispitivanja, Rejnolds je potvrdio da
granica izmedu laminarnog i turbulentnegftecenja nije fiksna i da zavisi od
mnogih faktora, kao Sto su oblik prilaznerdeonice, spoljne vibracije, itd. Za
inzenjersku praksu je prihvatljivo da se"pri Re < 2000 smatra da je teCenje
u cevi laminarno. Za vrednosti Res)4 000 tok moze biti laminaran, ako su
stabilni uslovi tecenja dok je za Re > 10000 tec¢enje sigurno turbulentno.

Kao indikator pojave raz%gja turbulencije moze posluziti i eksperiment
prikazan na slici 6.12. U @fom, eksperimentu se koristi ¢injenica da je pri
turbulentnom tec¢enju poveéama potrosnja energije toka. Ako se posmatra
pad pijezometarske kote izmedu’dva preseka, za laminarno tecenje sa velikim
Re brojem (na primer privRe = 4000), koeficijent trenja A je mali, pa je
samim tim mali i linijski'gubitak energije. Ako se pri istom protoku (i istom
Re broju) malo zatresé cev, tok ée preéi u turbulentan i naglo ¢e porasti
gubitak energije Ally > Ally,.

6.1.5 Turbulentno tecenje u cevi

Pri turbulentnom tecenju u ukupnim linijskim gubicima, kao §to je to
ve¢ pokazan@ na slici 6.9, ucestvuju i trenje (odnosno tangencijalni napon
na zid@ gevi) i vrtlozi u centru cevi. Koji je od ova dva elementa dominantan
“potresac” energije zavisi od stepena razvijenosti turbulencije.

Sredinom i krajem 19-og veka, ucinjen je znacajan napor da se otkrije

priroda gubitaka energije u cevi. Obavljeno je niz eksperimenata u Americi,



6.1. TRENJE PRI JEDNOLIKOM TECENJU KROZ CEV 233

Slika 6.12: Pri istom protoku pad pijezometarske kote izmedu dva preseka
je manji kod laminarnog tecenja nego kod turbulentnog

Nemackoj, Francuskoj i Engleskoj, i debijene su razne algebarske jednacine
koje, na zalost, nisu bile dovoljno uopstene. Faning'? je prvi, 1877. godine,
sakupio rezultate svih tih eksperimenata, uniformisao rezultate koristeci
Darsijev koeficijent trenja A iz Vajsbahove jednacine (6.11) za gubitak ener-
gije i umesto da trazi algebarski“izraz za A, formirao je tablice njegove
zavisnosti od brzine, pre¢nika gevi,wrste materijalai hrapavosti. Prvi upotre-
bljivi dijagram je znatno kasnijéptek 1943. godine, konstruisao Raus'?, da bi
Mudi'* godinu dana kasnije, 1944. konstruisao dijagram kakav je u upotrebi

12John Thomas Fanning (1837 -91911), americki inzenjer. Izdao je 1877. godine
knjigu: A practical treatisenon water-supply engineering: Relating to the hydrology,
hydrodynamics, and practical construction of water-works, u kojoj je stampao veliki broj
prakticénih tablica i ilugbracija.

B3 Hunter Rouse (1906 ~1996), americki hidraulicar poznat po radovima iz oblasti razvoja
i mehanike turbulencije ufluidima. Bio je profesor na MIT-ju, na Kolumbija univerzitetu i
na Ajova univerzit@tupgde se bavio problemima sli¢nosti, fizickim i numerickim modelima,
difuzijom mlaza, trenjem u grani¢nom sloju i nanosima. U toku svog nastavnickog rada,
snimio je nastavme filmove iz Mehanike fluida koji su i danas aktuelni. Izdao je knjige:
Fluid Mechanics for Hydraulic Engineers (1938), Elementary Mechanics of Fluids (1946),
Basic Mechanics'of Fluids (1953), i History of Hydraulics (1957).

M1 ewis FertyyMoody (1880 - 1953), americki inzenjer, koji je bio u publici kada je Raus
predstayio/ svoju verziju dijagrama za Darsijev koeficijent. Sledece godine publikuje svoj
radgikorigovan dijagram Darsijevog koeficijenta trenja: Moody, L. F., “Friction Factors for
PipeFlow”, Transactions of the ASME, Vol. 66, 1944. [19]. Pored izucavanja trenja u
cevima,bavio se i problemima kavitacija kod turbina. 1922. godine je prvi uveo kavitacioni
koeficijent.
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i danas (slika 6.13). Na osnovu tog dijagrama jasno se mogu izdvojiti,tri
dominantne oblasti tecenja u cevi:

e Oblast III'*> Turbulentno te¢enje u hidraulicki glatkoj cevi

U pocetnom stadijumu razvoja turbulencije, laminaran podsloj sa sli-
ke 6.8, dovoljno je veliki da prekriva sve neravnine i hrapavést na zidu
cevi, pa tangencijalni napon na zidu cevi (koji je odgovoran za trenje)
ne zavisi od turbulencije. Iako je turbulencija promemila raspored
brzina po profilu (slika 6.10), trenje zavisi sama od \wiskoznosti, od-
nosno, od Rejnoldsovog broja:

A = A(Re) (6.30)

Ukupan pad energije duz cevi je veci nego $to bi bio da je tok laminaran,
jer se energija trosi na savladivanje viskeznosti ali i na odrzavanje
vrtloga u centru cevi.

Ovakav rezim tecenja se naziva turbulentno tec¢enje u hidraulicki glatkoj
cevi, jer je viskoznost prekrila neraynine na zidu i napravila cev idealno
glatkom. Vazno je da se shvati da jedna ista cev moZe biti © hidraulick:
glatka i hrapava, u zavisnosti ad/stepena razvijenosti turbulencije.

e Oblast IV Prelazna oblast
Sa daljim povetanjem protoka u istoj cevi, raste brzina odnosno Rej-
noldsov broj. Sirina turbulentnog jezgra postepeno raste a laminarni
podsloj biva sve tanji, tako da vise ne uspeva da prekrije hrapavost
zida cevi k. Hrapavostpocinje da daje svoj doprinos u stvaranju novih
vrtloga. Koeficijent trenja u takvom rezimu zavisi i od Rejnoldsovog
broja i od relativne hrapavosti:

A = A(Re; (6.31)

4
Od relativne hrapavosti cevi zavisi pri kojim Rejnoldsovim brojevima
je tecénjénu prelaznoj oblasti. Za vecéu relativnu hrapavost, prelazna
oblagt “pecinje ve¢ za male vrednosti Rejnoldsovog broja (od 5000
do, 10900), dok kod veoma glatkih cevi rezim turbulentnog tecenja
u glatkoj cevi moze ostati i za vrednosti Rejnoldsovog broja od par
miliona.

BAkolse laminaran rezim oznali kao oblast I, a prelazni rezim izmedu laminarnog i
turbulentnog kao oblast II, tri oblasti u turbulentnom rezimu nose oznake III, IV i V.
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e Oblast V Turbulentno tecenje u hidraulicki hrapavoj cevi

Pri jos vetem povecanju brzine laminarni podsloj vise ne postojis te
viskoznost nema nikakvu ulogu na raspored brzine u cevipkao mi na
otpore trenja, pa Rejnoldsov broj ne utic¢e na gubitke energije-“Hrapa-
vost zida cevi postaje glavni “generator” vrtloga, tako dalje'koeficijent
trenja konstanta koja zavisi samo od geometrije i fizickih karakteristika
cevi:

A=A (6.32)

Ovakav rezim tecenja se naziva turbulentno tecenjeu hidraulicki hrapa-
voj cevi. U vedini praktiénih proracuna, teéenjawode se pretpostavlja
ovaj rezim tecenjal®, jer se tako dobijaju jednostavnija resenja: za
usvojenu hrapavost cevi iz tablica se odféduje koeficijent gubitka ener-
gije A i, za date grani¢ne uslove, prithenom energetske jednacine se
racuna protok kroz cev. Nakon zavfSénog proracuna korektno bi bilo
proveriti da li je dobijeno resenje, takvo da je ispunjena pretpostavka
o turbulentnom tec¢enju u hrapavojycevi.

Na Mudijevom dijagramu 6.13 gprikazana je zavisnost logaritma Darsije-
vog koeficijenta trenja A od logazitma Rejnoldsovog broja Re. Oblast lami-
narnog tecenja (linija I) je predstavljena pravom linijom (A = 64/Re), koja
vazi za Rejnoldsov broj manji od 2000. Za sve ostale oblasti, linije na
dijagramu su povucene kaemmajbolja aproksimacija niza merenja, koja su
obavljena od strane vecegibroja istrazivaca.

Prelazna zona II, na dijagramu 6.13, je oblast u kojoj je moguca i linija I
(laminarno tecenje) i linijeldII (turbulentno tecenje u glatkoj cevi) ili oblast IV
(turbulentno tecenjey prelaz iz glatke u hrapavu cev), u zavisnosti od uslova
tecenja i relativné hrapavosti cevi. Sa povecanjem Rejnoldsovog broja,
linija IIT postaje granica minimalnih koeficijenta trenja, koja bi se dobila
kod idelano glatkih cevi, sa apsolutnom hrapavoséu bliskom nuli. Za sve
realne cevi, sa‘hzapavostima reda veli¢ine milimetra, te¢enje se odvija ili u
oblasti IV (najéesci slucaj za veéinu vodovodnih primena) ili u oblasti V
(uglavnom kodvelikih tranzitnih cevovoda). Vazno je uociti da se jedna ista
cev moze.pomasati i kao hidraulicki glatka i kao hidraulicki hrapava cev, $to

5@ ovojyknjizi ée se, takode, kroz celu glavu 7 Tecenje fluida kroz cevi preéutno
pretpostayljati turbulentno teCenje u hidraulicki hrapavoj cevi, jer ¢e se smatrati da
je koeficijent trenja A konstantan, nezavisan od brzine u cevi. Time se dobija na
jednostavnosti i lakSsem objas$njenju koncepta tecenja u cevima.
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8@3 Zavisnost Darsijevog koeficijenta trenja (koeficijenta linijskog
gubitka energije) od Rejnoldsovog broja [19]
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iskljucivo zavisi od brzine u toj cevi (odnosno od Rejnoldsovog broja) ifijene
hrapavosti.

Izrazi za koeficijent linijskog gubitka A, za oblasti III (6.30), INVV(6.31) i
V (6.32), ne mogu se dobiti na osnovu analitickog resenja rasporedasbrzina
u cevi, kao 8to je to bilo moguce kod laminarnog tecenja,fza ©blast I.
Koriséenjem teorije grani¢nog sloja (poglavlje 6.3.2, Rasporedibrzina i grani-
¢éni sloj), potrebno je pretpostaviti oblik rasporeda brzinay(uglavnom logari-
tamski ili eksponencijalni) i prilagoditi pretpostavljen rasporédrbrzina izme-
renim vrednostima za razli¢ite uslove i za razli¢ite oblastiteéenja. Na osnovu
takvog rasporeda brzina, dobija se i izraz za Darsijev_koeficijent .

Kao rezultat opisanog postupka, u literaturi je moguce naéi Citav niz
obrazaca za koeficijent trenja A, pocev od jako jediestavmih do kompleksnih
implicitnih izraza oblika A = f(\, Re,k/D). Neki obrasci su nastali kao
rezultat detaljnog ispitivanja veoma glatkih cevi u laboratorijskim uslovima,
drugi obrasci su dobijeni iz niza eksperimenatayobavljenih na cevima istog
precnika, ali sa vestackim nanoSenjem (lepljenjem sa unutrasnje strane)
razlicitih hrapavosti, ili na osnovu merenja‘ma realnim starim vodovodnim
sistemima. Treba shvatiti da zbog prizedeturbulencije ne postoji “najbolji”
obrazac za koeficijent trenja, veC treba pezfiavati uslove pod kojima je svaki
od obrazaca izveden i na osnovu toga birati odgovarajuci za problem koji se
resava.

U oblasti turbulentnog tegenjamu hidraulicki glatkoj cevi (linija III), na
osnovu detaljnih ispitivanja kojapje vrsio Blazijus!” merenjima pri Re <
80000 na glatkim cevima i uzpretpostavku o eksponencijalnom rasporedu
brzina u profilu kruzne cevi, dobijen je izraz za koeficijent trenja:

, 0,3164

Linja I11: - X = f(Re)'= 27 (6.33)
(&

U primeru 6.1.14 na ‘strani 225, pokazano je da, pri laminarnom tecenju,
gubitak energije je proporcionalan brzini u cevi na prvi stepen. Ako se
ista analiza ponoyi za oblast III, primenjujuéi (6.33) u obrascu za proraéun
gubitka energije (6.11), dobija se da je gubitak energije proporcionalan brzini
u cevi na stepen1,75:

Gubitak“energije za liniju I11I: AE = Const.x V17 (6.34)

1"Paul Richard Heinrich Blasius (1883 - 1970) nemacki inzenjer i nauénik, jedan od prvih
Pramtlovih sfudenata koji je matematicki formulisao silu u grani¢nom sloju. Takode, on je
prvi primenio teoriju slicnosti da bi pokazao da je Darsijev koeficijent funkcija Rejnoldsovog
broja pri tecenju kroz idealno glatke cevi. Na osnovu serije svojih ispitivanja, 1913. godine
je formulisao izraz (6.33).
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Zaistu oblast teéenja, Nikuradze'® je obavio niz eksperimenata sa glatkim
i vestacki ohrapavljenim cevima. Na osnovu tih rezultata, us pretpéstavku
o logaritamskom rasporedu brzina, dobijena je jedna¢ina koja bolje @pisuje
koeficijenat trenja:

Linija I1I: - 0,86 In (Rev/A) — 0,8 (6.35)
VA

U literaturi se ova jednaéina ¢esto naziva Prantlova ili Karmanéva'®?. Jedna-
¢ina je implicitna, jer je nepoznat koeficijent trenja A funkeija samog sebe.
Izraz se resava iterativno, tako Sto se prvo pretpostavi jedna vrednost za
koeficijent A(Y), a zatim se racuna druga iteracija A2 = f()\(l), Re). Ako
se vrednosti izmedu prve i druge iteracije razlikdju, potrebno je ponoviti
proracun A®) = (A2, Re).

Primer 6.1.3

Ako je vrednost Re = 4000, kolika je razlika u keefi¢ijentu trenja A za laminarno i
turbulentno tecenje?

a) Laminarno tecenje

64 64
= —= — = 1
Re 4000 0,016

b) Turbulentno tecenje

\ 0,316 0,316
~ Rel/*  40001/%

Koeficijent trenja se dobija,2,5 puta veéi pri turbulentnom nego pri laminarnom

= 0,04

tecenju. Kako izracunati gubitakienergije? Inzenjerski pristup problemu je sledeci:

oba tecenja su fizicki moguca koje ¢e se javiti zavisi samo od uslova. Sa turbulentim

18 Johann Nikuradse (1894~ 1979), nemacki istraziva¢, uéenik Prantla. Bio je poznat
po svojoj pedantnosti‘u iz¥odenju eksperimenata. Bavio se merenjima rasporeda brzina
u cevima razli¢itih preseka. Prvi je uoc¢io da izotahe u cevima pravougaonog preseka nisu
konkavne. Goding™1933. je obavio niz eksperimenata iz oblasti merenja pada pritiska u
glatkim i vestacki ehrapavljenim cevima, dobijenim lepljenjem peska uniformne granulacije
sa unutrasnje strane cevi.

¥ Theodoravon Kérman (Skolléskislaki Kérman Todor) (1881 - 1963), americki nauénik
madarske npacionalnosti, Prantlov student. Po zavrsnim studijama, radio je u Madarskoj
1914. godine na projektima helikoptera i u Nemackoj na proucavanju sila uzgona na
avionska krilar U Ameriku je otisao 1930. godine, na mesto direktora Aeronauticke
laberatorijefna Kalifornijskom institutu za tehnologije. Njegov najveéi doprinos je iz
oblasti ‘aeronautike, pre svega supersoni¢nih i hipersoni¢nih brzina, kao i oscilatornih
tokova. /U svom radu je uocio neophodnost upotrebe matematickih alata za reSavanje
strujanja fluida i za interpretaciju dobijenih rezultata.
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rezimom treba racunati kada se traze gubici, jer se dobija losija varijanata, odmesno
manja propusna mo¢ cevi. Ako se proveravaju maksimalni pritisci koji $épmogu
javiti u sistemu, onda se koristi laminarni rezim.

U prelaznoj oblasti IV kada cev postepeno prelazi iz hidraulicki glatke
u hidrauli¢ki hrapavu, koeficijent trenja A je funkcija i Rejnoldsevog broja
Re i relativne hrapavosti k/D. Obrasci, kojima se izracunava koeficijent
trenja su kombinacija obrazaca za III i V oblast. Kako suyNikuradzeovi
eksperimenti sa vestacki ohrapavljenim cevima obuhvatili‘weliki dijapazon
relativnih hrapavosti u oblasti IV, na osnovu tih rezultatauz pretpostavku
o logaritamskom rasporedu brzina, Kolbruk je dae obrazac za koeficijent
trenja u implicitnom obliku:

1 k 2,51
Oblast IV: — =-0,861 6.36
" v n(37D+Re\/_> (6.36)
ili uproséeno, u eksplicitnom obliku:
1 k 5,13
Oblast IV: ﬁ —0,86 In <3 D + el 89> (6.37)

Jedna od kritika Nikuradzeovih eksperimenata je da su njima obuhvacéene
samo vestacki ohrapavljene cevi 17da su dobijene vrednosti za hrapavost
manje nego $to su u realnim sistemima, gde pored hrapavosti samih cevi, na
trenje uticu i spojevi cevi, nefegularnost u dimenzijama i sli¢no. Kolbruk i
Vajt su obavili niz merenja na vodovodnim cevima i na postojeéim vodovod-
nim sistemima. Na osnovu tih) rezultata i uz kombinaciju eksponencijalne
zavisnost iz rezima glatke cevipdobili su slede¢i, najéesée korigéen obrazac?':

k 1/4
60) (6.38)

l IV: =0.11
Oblast 1V A =0, 5(D 7

Primer 6.1.4

Koliki je koeficijent frenja za vodovodnu distributivnu cev pre¢nika D = 300 mm?

Ako se pretpestavi da je uobic¢ajena srednja brzina vode u vodovodnim cevima
Vsr = 0,800 /5Wa viskoznost vode od p = 1073 Pa-s dobija se:

pVD 1000 x 0,8 x 0,3

& 0o 103

= 240000 = 0,24 - 10°

“ORezultati istrazivanja su objavljeni u radu: C. F. Colebrook and C. M. White, Proc.
Roy. Soc. Lon,. Ser. A 161, 367 (1937).
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Za cev koja je u upotrebi par godina, uobicajena je hrapavost zida k = 1,0 my, pa
je relativna hrapavost:
k0,001

D03 = 0,0033

Prema vrednosti Re broja (dijagram 6.13) oblast tecenja je prelaz,ig glatke u
hrapavu cev (oblast IV), pa se, u zavisnosti od primenjenog obrascadebijaju sledece
vrednosti koeficijenta trenja:

e Obrazac Kolbruk-Vajta za oblast IV (6.38): A = 0,02814

e Karmanov implicitni obrazac (6.36): A = 0,02803
e Karmanov eksplicitni obrazac (6.37): A =,0,02821
e Ocitanjem sa dijagrama 6.13: N=0,0272

e Srednja vrednost prethodne ¢etiri vrednostis, A = 0,0279

Koju vrednost uzeti za proracun? Dali je reSenjéuzeti sto vise obrazaca, pa racunati
sa srednjom vrednos$éu? Ne - reSenje je da sepupotrebi obrazac dobijen za Sto
pribliznije uslove analiziranom problemu. U, ovem primeru bi to bio Kolbruk-Vajtov
obrazac, jer je dobijen na osnovu merenja najEéalnim vodovodnim sistemima.

U oblasti V, turbulentnom tecefiju whidraulicki hrapavoj cevi, koeficijent
trenja je funkcija samo relativmeghrapavosti k/D. Na osnovu Kolbruk-

Vajtovih merenja dobijen je g¢k§ponencijalni obrazac, sa eksponentom na
1/4:

k 1/4
Oblast V: A=0,115 (5> (6.39)

Cesto je u upotrebi i eksponencijalni obrazac koji koristi eksponent 1 /3:

k 1/3
Oblast V: A'=0,189 (5> (6.40)

Uz pretpostavku o logaritamskoj zavisnosti brzine u cevi, Karman je

dao logaritamski,oblik izraza za proracun koeficijenta trenja, u eksplicitnom
obliku:

1
Oblast V: 7 = 1,74 - 0,86 ln% (6.41)

Bez/obzira na obrazac kojim se obra¢unava koeficijent trenja u oblasti V,
posto on ne zavisi od Rejnoldsovog broja, odnosno od brzine, ako se uradi
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analiza veze gubitka energije i brzine u cevi, kao $to je to uradeno u (6:34)
za oblast III, dobija se:

Gubitak energije za oblast V: AFE = Const. x V29 (6.42)

odnosno, pad energije je proporcionalan kvadratu brzine. Zbogfoga se cesto
oblast turbulentnog tecenja u hrapavoj cevi zove jos i kvadratni zakon otpora.

Pored ovde datih obrazaca za prorac¢un Darsijevog keeficijenta trenja u
literaturi se moze nadi i jos niz drugih oblika, manje ili vise slozenih obrazaca.
Njihovo navodenje, medutim, ne bi vodilo ka boljem objaSnjenju osnovnog
principa, a to je da u turbulentnom reZimu tecenja ne_peostoji jednoznacan,
analiticki obrazac za koeficijent trenja, veé¢ da se na @snoyu niza sprovedenih
eksperimenata i uz pretpostavljene rasporede brzinayu cevi, dobijaju priblizni
obrasci.

Primer 6.1.5

Za date podatke sa slike odrediti kolika
je brzina kojom voda isti¢e iz rezervoara
sa konstantnim nivoom. Kinematski koefi-
cijent viskoznosti vode je v = 1076 m?/s;

Da bi se resio zadatak, potrebno jé
poznavati koeficijent linijskih gubitaka (g
odnosno, potrebno je znati rezim_teenja
u cevi. Kako nije poznat protokg,ne moze
se izracunati ni Rejnoldsov bfej,“pa ce
se pretpostaviti da je turbulentan,rezim u
hrapavoj cevi (oblast V).
Primenom eksponencijalnog.obrasca (6.39) dobija se prva iteracija za A:

& \ A 0.5\ /4
(1) f _— e - f
A 0,115 (D) 0,115 (100) 0,0306
pa se brzina kroz cey moze odrediti iz energetske jednacine:
V2 V? LV? L\ V?
My = g + &5 + Ao = iy + (1 =
R l+29+§29+)\D29 z+(+§+)\D) 2%

Sredivanjem po,brzini, dobija se reSenje u prvoj iteraciji:

1
V2gH = V2x 98l x2=04m/s

L 800
= 1 —
/1+§+)\D 5+ 0,0306 7

odaklese moze izracunati Rejnoldsov broj za prvu iteraciju brzine:

Ao _ VD 04x0,1

=710 1076:39,99403
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Sa dijagrama 6.13 se vidi da je za dobijeni Re(!) broj i cev sa relativnom hrapteséu
k/D = 0,005 rezim tecenja u oblasti IV, pa je potrebno izvrsiti korekciju prétacuna.
Za drugu iteraciju se koristi eksponencijalni izraz (6.38) gde se uzima R@jmoldsov
broj iz prve iteracije Re(V):

E 60 \'4 0,5 60 \/*
A2 =0115 [ — + —— =0115 ([ — + ——— =0.0827
’ D Re® ’ 100 T 39990 ’

Izracunata brzina u drugoj iteraciji (koriste¢i A?)) je V() = 0,386ma/s a Rejnoldsov
broj Re(® = 38600. Razlika izmedu brzina u prve dve itefgije je 3,5% pa je
potrebno izra¢unati jos jednu iteraciju:

A® — o115 (22 80 v =0,0327 = VEL=0,386 m/s
’ 100 ' 18829 ’ ’

6.1.6 Otpori trenja u cevima razli¢itih"poprecnih preseka

Sva prethodna razmatranja su izvedena zalkruznu cev sa osnosimetri¢nim
rasporedom brzina. U praksi se koristey1 eewi drugacijih preseka: elipsaste,
pravougaone ili ¢ak i Sestougaone?!. Bezigdbzira na poprecni presek cevi, u
njima ¢e se javljati isti fenomeni prilikemm tecenja fluida kao i kod kruznih
cevi.

Za detaljno izucavanje otpofamal)cevima drugih profila, neophodno je
znati raspored brzina u njima, %, on direktno zavisi od oblika preseka i
relativnog odnosa stranica upreseku. Medutim, kao priblizno resenje mogu
se uzeti rezultati i izrazi izvedeéni za kruznu cev. Na pocetku poglavlja 6.1.1,
Koeficijent linijskog gubitkalemergije, na strani 220, dobijen je gubitak ener-
gije (6.9), odakle se moze odrediti nagib energetske linije u zavisnosti od
koeficijenta tangencijalnogmapona i hidraulickog radijusa:

L2 &

AE_,=C224
-2 R 2 2gR

Za kruzni presek, stavljen je odgovarajuéi hidraulicki radijus (slika 6.3, na
strani 219) R =D /4 i uveden je Darsijev koeficijent trenja A\ = 4 C;, pri
cemu je AEN (Re, D) tako da je dobijen ¢esto koriséen obrazac (6.11):

LV?
AE =TpL = \=—
E )\D2g

2ISestougaone cevi se najcedée koriste za hladenje generatora, gde je prostor za smestaj
cevi ograniCen pa je potrebno sto bolje “spakovati” cevi.
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Ako cev nije kruzna, gubitak energije po jedinici duzine cevi méze, se
racunati prema izrazu (6.43) samo je potrebno uraditi sledece:

1. U izrazu (6.43) staviti odgovarajuéi hidraulicki radijus Rg¥= Ag/Og,
gde je Ay proticajni poprecni presek cevi proizvoljnog popreénog prese-
ka, a O¢ njen okvaSeni obim.

2. Koeficijent tangencijalnog napona je kao i kod kruzme ceviy C; = \/4.

3. Odrediti ekvivalentni hidraulicki precnik cevi D¢, (ili ekvivalentan prec-
nik cevi), kao reprezentativnu duzinu koja ¢ée se keristiti za proracun
Rejnoldsovog broja Reg 1 relativne hrapavostifcevizk/Dy,. Kao to je
hidraulicki pre¢nik kruzne cevi D = 4R (sledii@’R = D/4), tako je
ekvivalentni hidrauli¢ki pre¢nik cevi proizveljneg oblika:

A
Dy =4Rp =422 (6.44)
O¢

Slika 6.14: Raspored brzina u'kvadratnoj cevi zavisi i od y i od z pravca

Za laminaran rezim te€enja u proizvoljnom preseku cevi moguce je anali-
ticki izvesti izraz za koeficijent trenja. To izvodenje, medutim, nije jednostav-
no kao kod kruzne cevi, jer raspored brzine u, u opStem sluc¢aju zavisi i od
y i z koordinat@-“WNa slici 6.14, prikazan je primer cevi kvadratnog preseka,
sa brzinama ugyza samo jedan presek (y = 0 iz = 0). U svakom drugom
preseku, raspored brzina je razlicit.

PribliZznotesenje za koeficijent trenja u laminarnom rezimu se moze dobiti
ako se keristiyisti izraz kao i za kruznu cev (6.25) (na strani 225), a umesto
konstante 64 se stavi koeficijent C, Cija vrednost zavisi od oblika popreé¢nog
préseka:

Co
=2 6.45
e (6.45)
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Dy, | Odnos a/b | Koeficijent C, |
0,001 96
0,05 89.9
0,10 847
2ab/(a+b) [ 0,25 72,9
0,50 62,2
0,75 57,9
1,00 56,9

Tabela 6.1: Ekvivalentni pre¢nik Dy i koeficijent C, iz‘@brasca za trenje u
laminarnom rezimu A = C,/Re¢ za pravougaonu cey preéseka a x b

U literaturi se mogu nadi vrednosti koeficijenta C, za razlicite oblike cevi
([12], [20]). Njihova vrednost je dobijena racumski za neke prostije profile,
a za vecinu slozenijih profila eksperimentalnojumerenjima na instalaciji. U
tabeli 6.1, date su vrednosti za cevi pravougaonog popretnog preseka, sa
razli¢itim odnosom stranica.

U turbulentnom rezimu se za odredivanje koeficijenta trenja A moze
koristiti dijagram 6.13 (strana 236) 1 /8vi priblizni izrazi za pojedine rezime
te¢enja. Rejnoldsov broj, kao i relativna hrapavost cevi treba da se odrede
koris¢enjem ekvivalentnog hidrauliekog prec¢nika cevi D. Ako se ne vrse
dodatne korekcije dobijenih rezultata, moze se o¢ekivati ta¢nost za koeficijent
trenja od oko 15% [20]. Za veéée tacnosti neophodno je koristiti rezultate
eksperimentalnih merenja na mstalaciji koja koristi isti popre¢ni presek cevi.

Primer 6.1.6

Kroz kruznu idealno glatku éev preénika D, = 50 mm tece voda (v = 1-107°)
protokom @ = 2 L/s{\Odrediti presek kvadratne cevi tako da pri istom protoku
vode gubitak energije naftrenje bude isti kao i u kruznoj cevi?

Za date usloy@fbrzina u kruznoj cevi je Vo = Q/A, = 1,019 m/s a Rejnoldsov
broj je Reo = VoD, /v = 50929. Koeficijent trenja za turbulentno tecenje u glatkoj
cevi je:

0,316

Ao QBT o
0,25
Res

=0,02104

pag@gubitak energije na trenje, po metru duzine cevi:

AF, 1 V2 11,0192
L AOD_OZ =0,02104 0,05 2 x 9,81

=0,02225
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Za kvadratnu cev dimenzija a xa ekvivalentan hidraulicki pre¢nik Dy i hidraulicki
radijus R su:

A<> a2
¢ ¢ O¢ 10 ¢

Ro_Ao_a_a &GQ
T 05 40 14 \
O

pa je Rejnoldsov broj Reg:

¢ v alv  av

Koeficijent trenja za kvadratnu cev se ra¢una na isti @azi za kruznu:

0,316 0,316 a%2210:2

- 0,25
RS Q5

Ao

Presek kvadratne cevi se odreduje iz postavlj QVELZ
In = AEy/L = AE,/L $

4
0,316 aO,25 1/0725 Q2 0,3 5 Q1’75
Q252 g = a5 = 0,02225

Resavanjem po nepoznatoj vice kvadratne cevi a, dobija se a = 45,7 mm.

Ako se uporede dobijeni reziltati, vidi se da je odnos povrsina kvadratnog
i kruznog preseka A /Ao ,066 a odnos obima O /O, = 1,165 $to pokazuje
da je kruzna cev opti sa stanovista gubitaka, odnosno da kvadratna cev
iste propusne moc’i& 7% veéi presek, odnosno da je potrebno za 17% vise
materijala.

&
&
9
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6.2 Ukupni otpori tela

Slika, 6.15: Ukupan otpor tela se
razdvaja na otpor trenja i otpor
oblika

GLAVA 6. HIDRODINAMICKI OTPORI

Analiziraju se otpori nastali usled
relativnih brzina izmedu tela proiz-
voljnog oblika koje je @t ipotpunosti
potopljeno u homogengflundi tog flui-
da. Moguca su dva‘keajnja slucaja
kretanja: telo se kreéekroz homogeni
fluid koji mirujg, ili telo miruje, a
fluid u kome se“nalazi se krete. U
oba slucaja s€ javlja ista sila otpora,
koja se moze razdvojiti na dve kompo-
nente: naotpore usled trenja i otpore
nastale usled promene pritisaka oko
tela kaoyrezultat promene rasporeda
brzifig, (slika 6.15).

[ Otpor ] _ [ Otpor ] n [ Otpox ] (6.46)

tela trenja

oblika

e Otpor trenja For Usled viskoznosti,dolazi do promene brzine fluida u
sloju neposredno uz telo, odgnula’(na konturi tela) do neporemecene
brzine U. Rezultat te promene je postojanje tangencijalnog napona
po celoj konturi tela, pa jésila otpora trenja:

For :/ 7dA
A

(6.47)

Otpori trenja ¢e se“upnastavku izucavati razmatranjem idealizovane
situacije po kojoj je telotoliko tanko da svojim prisustvom ne remeti
fluidnu struju. U tempslucaju ne postoje otpori oblika, veé¢ je celokupan

otpor tela jednak ‘etporu trenja.

e Otpor oblika Fpe Na prednji deo tela (”¢elo”) deluju poveéani pritisci
p1 usled smanjenja brzina dok na zadnji deo tela deluju snizeni pritisci
po2. Pove€anje'i snizenje pritiska zavise od stepena poremecaja fluidne
strujeffédnosno, od oblika tela. Sila otpora je suma (integral) sila na
sve @élementarne povrsine tela dA:

Fbo Z/(—ﬁ)pdz‘l
A

(6.48)

Otpor oblika ¢e se u nastavku izucavati pretpostavljajuéiidealan slucaj

kada ne postoje otpori trenja.
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Na slici 6.16, prikazano je ucesce
otpora trenja i otpora oblika u ukup-
nom otporu, za razli¢ite oblike tela.
Kod strujolikih tela (A i B) najveci
deo otpora ¢ini trenje. Kod tela koja
znacajnije remete strujnu sliku (CiD)
doprinos trenja je u veéini slucajeva
zanemarljiv u odnosu na otpore oblika
pa, na primer, nema mnogo svrhe pra-
viti glatke teniske ili golf lopte?2.

Slika 6.16: Ucesc¢e otpora trenja i
otpora oblika u ukupnom otporu
tela

6.3 Trenje uz ravnu, (usamljenu) plocu

Posmatra se ravna, tamka ploc¢a koja se nalazi u beskona¢nom fluidnom
prostoru. Pretpostavlja se da‘plo¢a miruje a da se fluid kreée konstantnom
brzinom Uy. Dominanfniuticaji na raspored brzina oko ploce i na silu otpora
su inercijalni i viskozmi, fzrazeni kroz Rejnoldsov broj (karakteristi¢na duzina
je ukupna duzina ploge(L):

_pU()L
M

Strujna @lika_oko tanke ploce zavisi od vrednosti Rejnoldsovog broja.
Na slici 6{17yprikazana su tri karakteristi¢na slucaja: (1) za veoma male
vrednosti Re, kod izuzetno viskoznih fluida i pri malim brzinama, (2) za
srednjé vrednosti Re i (3) za velike vrednosti Re gde su dominantni inercijalni

Re (6.49)

uticaji.

#2YV/idéée se kasnije u poglavlju 6.4.4 da je ¢ak povoljnije da lopte budu hrapave. Mada
se povecava otpor trenja, time se smanjuje otpor oblika i povecava stabilnost leta lopte.
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Slika 6.17: Opstrujavanje ravne ploce zavisi od odnesainercijalnih i viskoznih
uticaja (Rejnoldsovog broja)

U prvom slucaju, za Re < 1, viskoznest je toliko velika da ploca utice
i na fluidne deli¢e ispred sebe, izazivajuélyznatnu deformaciju strujne slike.
Tako je ploca tanka, sa stanovista otpora,ona se ponasa kao telo konstantne
debljine i formira znacajan otpor oblika.

U drugom slucaju je Re =~ 10,(i1/tu se uticaj plo¢e na okolni fluid
postepeno smanjuje. Tek sa znatnim povecanjem inercijalnih uticaja, gde
je Re > 10° (tredi slucaj), plogéa postaje “tanka” jer svojom debljinom ne
izaziva poveéange brzina iznad ploée ni smanjenge (ili zaustavljenje) ispred.
Jedina promena brzina u stzujneom polju se odigrava neposredno uz plocu,
gde brzina fluida raste odgaule (uz plo¢u) do neporemeéene brzine Uy.

U nastavku poglavlja ¢e semyesti novi pojam, granicni sloj, koji odreduje
oblast u okviru koje sufiiskozni uticaji dominantni, odnosno, u kojoj je fluid
realan. Dace se obragci za/proracun debljine grani¢nog sloja, kao i kriterijumi
za odredivanje da i jessloj laminaran ili turbulentan. Nakon toga e se
odrediti tangencijalnimaponi duz ploce, a na kraju i ukupna sila trenja.

6.3.1 Osnovne pretpostavke

Na osnevu uticaja viskoznosti na oblik strujne slike (slika 6.17), jasno je
da je prvadosnovna pretpostavka da se izucavaju samo strujanja sa relativno
velikim{ Regnoldsovim brojem, gde je dominantan inercijalni uticaj. Pored
togas potrebno je uvesti i sledeée pretpostavke:

® Izucava se samo ravanski problem - ploca se nalazi u beskonacnoj
ravanskoj fluidnoj strujii posmatra se strujanje samo u x1 (duz ploce) i
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x9 (upravno na plo¢u) pravcima. Sirina ploc¢e (pravac x3) je beskoniacna,
a sile se ra¢unaju na 1 metar.

Jasno je da je ucinjena
pretpostavka gruba i ¢esto
upravo konac¢na dimenzija
irine plo¢e dosta utice na
silu otpora (slika 6.18).
Tacne rezultate je jedino
moguce dobiti modelskim
ispitivanjima, pri cemu je
¢ak 1 na modelu ¢esto tesko
obezbediti  verodostojne Slika 6.18: Ked, opstrujavanja ploce
grani¢ne uslove. kona¢ne Sirinel efekti na krajevima
ploce nisuganemarljivi

Fluid je nestisljiv p = Const. Ukolike/je fluid tecnost, ova pret-
postavka je prihvatljiva. Cesto sdi medutim, izucava otpor tela u
vazdusnoj struji. Kako je vazduh stiSljiv, potrebno je ograniciti brzine
Up na vrednosti manje od jednog Maliovog broja, u okviru kojih efekat
stisljivosti nije izrazen. Za praktiéne zadatke otpora tela u vazduhu,
pri brzinama od 200 do 3000kmph, jos uvek se moze smatrati da je
vazduh nestisljiv.

Strujanje je jednoliko, pravolinijsko i paralelno u pravcu z1 sa brzinom
u = Uy = Const. Jedino’su u tankom sloju uz samu plo¢u brzine
manje: 0 < u < Up.

oU
Srednja vrednost brzine fluida je ustaljena =0 _ 0, ali postoje fluktu-

ot _
acije brzina w/delaznoj struji (slika 4.3 na strani 89) U’ = Uy — U koje

znacajno uti¢u ma mesto pojave turbulentnog grani¢nog sloja.

Nema gubitaka energije Fy = Const. odnosno posmatra se idealan
fluid. Kako je brzina konstantna i pijezometarska kota je Il = Const.

Medutimy pretpostavka o idealnom fluidu, ne vazi za sloj uz samu
plecu,jer je upravo viskoznost odgovorna za promenu brzine od nula
(ma samoj ploci) do Uy. Zbog promene brzine na maloj debljini &
(slika 6.19), postoji tangencijalni napon duz ploce 7, pa se njegovim
integrisanjem po celoj povrsini ploce dobija sila otpora trenja.
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Slika 6.20: Raspored/brzina uz tanku

] 3 plocu u nedgramicenoj paralelnoj

Slika 6'19: _ Tanka. ploca U vazdusnoj strujigg promena brzine sa

neogranicenoj paralelnoj vazdusnoj , _ 4o = Up se odigrava u
struji

tankom slojurdebljine §

6.3.2 Raspored brzina i grani¢ni slgjoko tanke ploce

Prema datim uslovima, brzina fluida‘acelom polju je Uy osim u tankom
sloju uz plocu, gde se fluidni delié¢i usporayvaju usled delovanja viskoznosti.
U tom sloju neporemecena brzina u(@ah= Uy pada na brzinu u(ze =0) =0
(na samoj povrsini ploce). Na slicif.19y¢prikazana je tanka plo¢a u strujnom
polju i promena brzine uz samu_plocu, dok je na slici 6.20 dat detalj na
sredini ploce.

Pomirenje naizgled oprecne pretpostavke da se posmatra strujanje ideal-
nog fluida koji je “realan” samo®uz ploc¢u, dao je Ludvig Prantl??, nemacki
inzenjer. On je 1904. godine razvio koncept granicnog sloja po kome:
“..za fluide sa relativno malem viskoznoséu, efekti unutrasnjeg trenja se
primenjuju samo na maleg. oblasti oko granice tela ...”. Tanak sloj u kome
se ne zanemaruje viskoznost fluida, Prantl je nazvao grani¢ni sloj a njegovu
debljinu je oznaciofslovém 6.

Debljina grani¢nog sloja je najéesée mala u odnosu na duzinu ploce, pa
iako je u graniéiomsloju dominantna viskoznost, moZe se zanemariti gubitak
energije. Kakojje/na kraju graniénog sloja xo = ¢ brzina Uy konstantna
(slika 6.20)§ premena pijezometarske kote unutar graniénog sloja IlIs duz
ploce je nula:

i,

SE O (6.50)

“30snovni biografski podaci o Prantlu su veé¢ dati u fusnoti 31 na strani 139 u okviru
poglavlja o Pito-Prantlovoj cevi.
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odnosno?* Il = Il gde je IIy pijezometarska kota fluida izvan gradiénog
sloja i prema pretpostavkama je konstantna.

Granicni sloj se formira uz svako telo, koje se nalazi u fluiddojistruji.
Tanka ploca je samo ekstremni primer, jer je jedino granicni sloj poremecaj
u fluidnoj struji i rezultujuce sile su posledica samo trenja u tom/grani¢énom
sloju.

Slika 6.21: Granicni sloj niz tanku ploc¢u postepeno raste jer se novi deli¢i
uvlace delovanjem viskoznosti (na uveli@anom prednjem delu ploce prikazani
su sa gornje strane nedeformisani deli¢i a'8a donje strane njihove brzine)

U nizu eksperimenata je primeéeno da debljina grani¢nog sloja raste
duz ploce. Jednostavno objashjenje'se moze videti na slici 6.21: na samom
pocetku ploce, u preseku 0 (2§ ="0), samo je jedan fluidni deli¢ “uhvacéen”
plo¢om i njegova brzina je nulay(beli deli¢ na slici), a prvi deli¢ do njega
prolazi sa neporemeéenomt brzinom Uy (crni deli¢). U slede¢em preseku
1, crni deli¢ biva usporen deélévanjem viskoznosti (sada je na slici prikazan
sivom bojom) a iznad mjega prolazi drugi deli¢ neporemeéenom brzinom Uy.
Od preseka do preseka'duz ploce, broj “uhvacenih” deli¢a raste po visini, pa
raste i debljina grafniénog sloja.

Debljina grani¢nog sloja § u kome su brzine manje od neporemecene
brzine Up, najcesée se definiSe na jedan od ova dva nacina:

1. Kao odstojanje od ploc¢e na kojem je brzina dostigla 99% vrednosti
neporemecene brzine Uy.

2. Preke debljine istisnuca §1, gde se ne izuc¢ava tanka ploca debljine d = 0
ve¢konacne debljine 41, a pretpostavlja se da je na povrsini ploce

“Relacija (6.50) nede vaziti kod otpora oblika tela Foo gde dolazi do promene brzine
na kraju grani¢nog sloja usled debljine tela i njegovog opstrujavanja (slika 6.29).
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odmah neporemecena brzina U (slika 6.22):

_ (U —w)day
U

Ukupna debljina grani¢nog sloja ¢ se uzima kao trostrukagdebljina
istisnuéa: 6 = 3 d7.

01

Dok je grani¢ni'sloj relativno ta-
nak, viskoznost jemu, stanju da odrzi
slojevito kretanje delica. Kao i kod
tecenja u cevi,‘kaze se da je takav
graniéni sloflaminaran. Sa porastom
debljine graniénog'sloja niz plocu, on
postaje svelmestabilniji i, u zavisnosti

Slika 6.22: Debljina granitnog sloja ©d jadine viskoznosti, moze preci u
se Gesto definiSe i kao trostruka furbulentam granicni sloj.
vrednost debljine istisnuéa Mehanizam razvoja turbulencije
w grani¢nom sloju ploce je isti kao i
kod cevi. Razlika je jedino u definiciji Rejnoldsovog broja, bezdimenzionalne
viskoznosti. Kod cevi se rezim tecenjayvezuje za celu cev i smatra se da je
svuda isti, zanemarujuci prelazne pojave na samom pocetku cevi. Zbog toga
je zgodno da Rejnoldsov broj ne zawisi od mesta duz cevi gde se racuna, pa
se kao karakteristi¢na duzina‘keristi precnik D, koji je konstantan za jednu
cev.

Na ravnoj ploci se pri istojabrzini fluida promena rezima dogada duz
ploce, pa je pravilnije uzeti da se i Rejnoldsov broj menja duz ploce?®.
Rejnoldsov broj bi mogao da se izrazi preko debljine graniénog sloja 4, ali
to nije prakti¢no jer debljina grani¢nog sloja nije konstantna, ve¢ zavisi od
mesta z1 duz ploce, od brzine dolazne struje Uy i od viskoznosti. Zbog toga
je dogovoreno da se kaoykarakteristicna duzZina koristi duzina x1, rastojanje
od pocetka ploce do odredenog mesta gde se zeli izra¢unati Rejnoldsov broj:

_prm _ Upm
m v
Za konstantnu brzinu fluida Uy, vrednost Re, zavisi od mesta na ploci®S,

odnosno,4od udaljenja od pocetka ploce. U literaturi se Re, ¢esto naziva i
lokalni Regnoldsov broj.

(6.51)

Z&ko seyfie izucava detaljno strujna slika veé se samo gledaju ukupni efekti ploce na
strujnu sliku, moze se koristiti konstantna vrednost Rejnoldsovog broja. Tada se najcesée
uzima, ukupna duzina ploce L, kao §to je to i uradeno u (6.49).

26Posto Re zavisi od mesta gde se racuna, u indeksu je dobio = pa se pise Re,.
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Kao i kod cevi, i kod grani¢nog sloja postoji odredena kriti¢na vredmost
Rejnoldsovog broja pri kojoj sloj prelazi iz laminarnog u turbulentan.“Premia
nizu obavljenih ispitivanja, ta vrednost se nalazi u prili¢no Sicokimigrani-

cama27:

Rec = 500000 ~ 3000000 (6.52)

zbog velikog uticaja drugih faktora, pre svega vibracija plé€e.i intenziteta
turbulencije u dolaznoj fluidnoj struji.

Slika 6.23: Na pocetku ploce graniéni sloj je uvek laminaran - niz plocu
postepeno raste, postaje nestahilan 1 moze preéi u turbulentan

Iz definicije Rejnoldsovog breja (6.51) za plocu, sledi da je na pocetku
plo¢e uvek nula Reg = 0,0 dayduz ploce linearno raste do Rey (gde je L
ukupna duzina ploce). Odawde sledi da je na pocetku ploce graniéni sloj
wvek laminaran. Da lisée se negde na ploc¢i pojaviti prelaz iz laminarnog u
turbulentan ili ne, zawvisi od brzine Uy, viskoznosti v i ukupne duzine ploce.
Ako je Rer > Reg, na nizvodnom delu ploce ¢e se pojaviti turbulentni
granicni sloj (kao na'glici 6.23). U suprotnom, za Rej;, < Re, ceo grani¢ni
sloj duz ploce Cegbiti laminaran.

6.3.3 Preracun debljine granicnog sloja

Debljina grani¢nog sloja se ra¢una u zavisnosti od rezima u sloju. Kod
laminarneg sloja, uz pretpostavku da je debljina grani¢nog sloja proporci-

Zriticnal vrednost Rejnoldsovog broja za grani¢ni sloj kod ploge je znatno veéa nego
kod cévi) Razlog za to je koriS¢enje duzine z; kao karakteristicne duzine. Kada bi se
umesto @1 za karakteristicnu duzinu koristila veli¢ina ¢, kriti¢na vrednost Rejnoldsovog
broja bi bila sli¢na kao kod te¢enja u cevi.
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onalna korenu iz duzine do mesta gde se racuna i obrnuto proporcionalna
korenu iz neporemedéene brzine:

UV T
0p X (/=
T UO
i uz uslov da je postignuta brzina u(zs) = 0,99 Uy, Blazijus®®§ejizveo obrazac
za debljinu grani¢nog sloja duz ploce z1:

Laminarni sloj (Blazijus): d(z1) =4,91 (6.53)

Na pocetku ploce 1 = 0 Rejnoldsov broj je Regi= Ojpa se dobija izraz
0/+/0. Kako brojilac brze tezi nuli nego imenilacfizraz daje korektno resenje
debljine grani¢nog sloja na pocetku ploce § = 0.

U literaturi se mogu nacéi i druga resenja za debljinu laminarnog grani¢nog
sloja. Ona su dobijena sa razli¢itim pretpostavkama ili o obliku grani¢nog
sloja ili o rasporedu brzina unutar gramicneg sloja. Ako se, na primer,
pretpostavi da je raspored brzina unutar-sloja kvadratna parabola oblika
u/Uy =2 x9/8 — (12/0)?, dobiée se resenjéza debljinu grani¢nog sloja:

Laminarni sloj (kvadratna parabola): d(x1) = 5,48 \/:g—em
Na mestu gde Rejnoldsov

broj na plo¢i ima vecu vred-
nost od kriti¢ne Re, > Reg,
grani¢ni sloj postepeno pre-
lazi u turbulentan. Na sli-
ci 6.24, data je fotografija na
kojoj se vidi postepeno formi-
ranje “paketa vrtloga”. Na-
kon te nestabilne zone, ako

Slika  6.24: Pranzicija laminarnog u je ploca dovoljno dugacka, u
turbulentni (s16jy(tok je sa leva na desno) - nizvodnom pravcu (desni deo
snimak B. Cantwell, Stanford University slike 6.24) ¢e se razviti turbu-

lentan sloj.

Tutbuleticija na ploc¢i ¢e izazvati “osrednjavanje” brzina i nagli porast
debljine, grani¢nog sloja. Na slici 6.25, prikazan je raspored brzina unutar
granicnog sloja. Da bi se bolje video efekat turbulencije na osrednjavanje
brzina, na treéem, “najnizvodnijem” dijagramu, gde je sloj turbulentan,
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Slika 6.25: Granicni sloj (gornja strana ploce i raspored brzina u grani¢nom
sloju (donja strana ploce) - u preseku gde je turbulentan sloj nacrtan je
isprekidanom linijom i raspored brzina koji biyse ostvario u laminarnom
sloju iste debljine § kao i turbulentni sloj

nacrtan je i isprekidanom linijom raspored brzina, koji bi se ostvario u
laminarnom sloju iste debljine.

Analiticko resavanje opstih jednadina u turbulentnom sloju nije moguce
¢ak ni ako se pretpostavi odredeniyraspored brzina, tako da se izrazi za
debljinu grani¢nog sloja dobijajmna osnovu laboratorijskih merenja i analogije
sa tecenjem u cevima. Jedan od cesto koriséenih obrazaca koji pretpostavlja
eksponencijalni zakon raspodeletbrzina, je:

Z1
Re, 1/

U prelaznoj oblasti,/gde je Rejnoldsov broj 500000 < Re < 3000000,
grani¢ni sloj mozebiti JTaminaran ili turbulentan. Kako je to nestabilna
oblast, u praksi se gleda da se ta oblast smanji i fiksira namernim pravljenjem

Turbulentan sloj: zp) = 0,377 (6.54)

hrapave povr§ine ¢ime se pomaze formiranje turbulentnog sloja.

Primer 6.3.1

Kolika je debljina’ grani¢nog sloja na podmornici, na rastojanju x = 0,5 m od
vrha? Podmornica se kreée kroz vodu (p = 1073 Pa s, p = 1000 kg/m?3) brzinom
Up = 3,0m/s:

28N strami 237 u fusnoti 17 su veé dati osnovni podaci o Blazijusu. Ovde je interesantno
dodati jos\i to da je Blazijus bio Prantlov student, i da je 1908. godine prilikom izvodenja
obrascaza raspored brzina na ravnoj ploci, iskoristio njegovu teoriju grani¢nog sloja ¢ime
je uprostio osnovne jednacine tako da budu resive.
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9

Podmornica se posmatra kao da je tanka ploca??. Na rastojanju z = ‘0. m

Rejnoldsov broj je:

~ pUszr 1000 x 3,0 X 0,5

. 03 =1,5-10°

Vrednost Re broja je manja od Re.., pa se debljina grani¢nog sleja _racuna po
formuli za laminarni rezim:

Y S N S
" VRe, 7 \/1,5-10°

U poredenju sa dimenzijama podmornice dobijen je vrlo tamak sloj. Ako je brzina
podmornice Uy = 10 m/s (~ 20 ¢vorova), na rastojanju & = 10,0 m, Re broj je:

1000 x 10,0 x 10,0
10-3

d(z =0,5)

2,0 mm

Re, = =100-10° > Re,,

Granicni sloj na tom mestu je turbulentan, pa je 4ijegova debljina:
T 10,0

§(z = 10,0) = 0,38 —038 — = W
( ) Re,'/? (100 108)}/°

=0,1lm

§to je jo$ uvek zanemarljivo malo u odnosuma ,dimenzije podmornice!

6.3.4 Tangencijalni napon,i sila trenja

Kao rezultat promene brzige viskoznog fluida u grani¢nom sloju, uz plocu
se javlja tangencijalni napon 7(@g) (jednacina (2.6), na strani 16):

u
T(xe) = 'ud—:ng za x1'= Const.

U jednom presekulgramnicnog sloja (x1 = Const.), taj napon se menja po
visini z9, od maksimalne vrednosti uz samu plo¢u, pa do nule na kraju
grani¢nog sloja (slika’6.26). Kako je debljina grani¢nog sloja mala, za
reSavanje praktiénih zadataka je moguée posmatrati proseéni tangencijal-
ni napon po preseku (jednacina (2.5), na strani 15). Tada se tangencijalni
napon duZ ploce racuna preko debljine grani¢nog sloja d(z1):

(Uo —0)

T(Z1 = 1 5@)

2°Narayno, podmornica u datom primeru nije isto §to i ravna ploca. Ovde se izucava
samo deo usled trenja. Postoji i drugi deo, otpor oblika, koji ¢e se kasnije izuciti, pa je
ukupan otpor zbir ova dva.
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Na samom pocetku ploce, deblji-
na grani¢nog sloja d(z1 = 0) je uvek
nula, pa postoji nagli prelazak sa brzi-
ne v = 0 na u = Up. Tangencijal-
ni napon 7(z1) je obrnuto propor-
cionalan debljini grani¢nog sloja pa
sledi da je na pocetku ploc¢e prosecni
tangencijalni napon uvek beskonacno
veliki, odnosno 7(x; = 0) ~ co. Niz
plocu, sa porastom debljine granic- Slika 6.26: Raspored brzina u jednom
nog sloja, prosecni tangencijalni na- preseku i TézultWjuéi tangencijalni
pon postepeno opada, §to je i prika- napon 7
zano na slici 6.27.

Slika 6.27: Kako Tasté debljina grani¢nog sloja tako opada tangencijalni
napon pri ¢emu_je napon veéi u turbulentnom sloju nego u laminarnom

U turbulentnom grani¢nom sloju raspored brzina po visini sloja je takav
da se uz samm plocu brzina naglo poveéa, a kasnije znatno manje (vidi
se u tuzbulenom sloju na slici 6.25). Kao merodavan tangencijalni napon
viSe nije/meéguce koristiti prosec¢ni napon, veé¢ pravi napon na zidu. Zbog
promene prvog izvoda brzine na samoj ploci, pri prelasku iz laminarnog u
turbulentan granic¢ni sloj tangencijalni napon naglo poraste, da bi niz plo¢u
opet postepeno opadao (slika 6.27).
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Vrednost tangencijalnog napona na odredenom mestu na ploé¢i (#y), se
obi¢no iskazuje preko koeficijenta tangencijalnog napona (jednacin@n(s.7),
na strani 185) i zaustavnog pritiska (jednacina (4.66), na strani, 138):

1
7(21) = Cr(a1)5p Us

Za deo ploce, na kome je grani¢ni sloj laminaran, ako se iskeristi Blazijusovo
reSenje za debljinu sloja (6.53) i raspored brzina, koeficijentigangencijalnog
napona je:

Laminarni sloj

0,664
(Blazijus): B

vV Re,

Na pocetku ploce 1 = 0 pa je Rejnoldsov brojaRe,; = 0. Odatle sledi da
koeficijent C; i tangencijalni napon 7, kao $to se i o¢ekivalo teze beskonacénosti.

U delu ploce, gde je sloj presao iz laminarnogyu turbulentan, a Rejnoldsov
broj je jos uvek relativno mali (500 000 < Re%.107), ploca se moze smatrati
“glatkom”, a koeficijent tangencijalnog Mmapena se moze dobiti iz jedna-
¢ine(6.54):

Cr (1) (6.55)

Turbulentan sloj (1) = 030587
(glatka ploca): T R ReL/?

€T

(6.56)

Kod veéih Rejnoldsovih brgjevaapsolutna hrapavost ploce k postaje
dominantna u pravljenju granicnog sloja. Takva ploca se naziva “hrapava
ploc¢a” i u literaturi se najcescéelkoristi obrazac koji obuhvata i prelazni sloj:

Turbulentan sloj
(hrapava ploca):

k 1/5
Ea) = 0,026 (— 420 )

6.57
r1 Reg ( )

Za poznati raspored tangencijalnih napona oko ploc¢e, njegovim integra-
ljenjem se dobija ukupna sila trenja (6.47). Kako se izu¢ava samo ravanski
slu¢aj, postoji samo komponenta sile u pravcu x;. Sila trenja se najcescée
iskazuje preko keeficijenta sile trenja Cp:

1
FOT = CF §pUg A

gde je A"ukupna povrsina ploce, koja je u kontaktu sa fluidom. Kako se
uglavnémiigucava simetri¢no strujno polje, povrsina je:

A=2x BxL

gde su B sirina (obi¢no 1 m), a L duzina ploce.
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Koeficijent sile trenja za slucaj kada je cela ploca u laminarnom sloju, se

dobija integraljenjem izraza (6.55):

1,328
Cp = NI (6.58)
gde je Rey Rejnoldsov broj na kraju ploce (x1 = L).

Ako se na ploé¢i pojavi turbulentan sloj, nije korektneodrediti silu kao
integral tangencijalnog napona za turbulentan sloj, jer_se ma’ prvom delu
ploce uvek javlja i laminaran sloj. Zbog toga je potrebno uvesti ogranicenje
da je meophodno da se turbulentan sloj ostvaruje naguise od 90% povrsine
ploce, pa se sila moze priblizno odrediti preko jedmacina (6.56) ili (6.57).
U tom slucaju je koeficijent sile za glatku i hrapatw, pleéu (sa uklju¢enim i
prelaznim slojem):

Laminarni sloj
(Blazijus):

Turbulentan sloj 0,0735

(glatka ploca): ReL/

Turbulentan sloj Cr — 0.03D K % 50 \ /5 (6.60)
(hrapava ploca): L LY Rey, '

Pri odredivanju sile trenja neophodno je proveriti da li je graniéni sloj
laminaran ili postoji i turbulentan deo, da bi se primenio korektan obrazac.
Sazeto uputstvo za proracun sile,je:

1. Izra¢unati vrednost Rejneldsovog broja na kraju ploce Rer,.

2. Ako je Re;, < Re.duz cele ploce je laminaran sloj. Silu odrediti
koristec¢i obrazac (6.58).

3. Ako je Rej, > Regna kraju ploce postoji turbulentan sloj. Proveriti
da li je turbulentahn sloj na vise od 90% ploce, odnosno, proveriti da li
se ve¢ na prvih 10% duzine razvio turbulentan sloj. Izracunati Req 1y,
broj (za #"=30,1L).

4. Ako jemRep 11, > Re. zadatak treba raditi kao da je na celoj ploci
turb@lentan sloj i silu odrediti pomocu (6.59) ili (6.60).

5. AKoyje Reg 11, < Reer, nije moguce koristiti date obrasce, ve¢ treba
nagiu literaturi odgovarajuce rezultate ispitivanja.

6. Voditi racuna da je (u veéini slu¢ajeva) povrsina duz koje se racuna
sila sa obe strane ploce A = 2BL.
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Primer 6.3.2

Vetar duva brzinom od 120 km/h. Odrediti silu na saobrac¢ajni znak gtablucija je
duzina 5 m a Sirina 3 m, ako vetar duva paralelno sa znakom. Gustina vazduha je
1,2 kg/m? a viskoznost 1,8 - 107° Pa s.

Prema datim uslovima, sila na znak se ra¢una kao sila trenja uz tanku plocu
duzine 5 m. Brzina vetra je U = 120/3,6 = 33,3 m/s pa jelRejnoldsov broj na
kraju ploce:

pUL 12x333x5

TR 11,1-10°

ReL =

Na kraju ploce je sloj turbulentan, pa treba proveriti keliki je Rejnoldsov broj na
prvih 10% duzine ploce:

pUOIL  12x333x05

= 1810 = 144k 10° > Re,,

Reg11 =

Za proracun sile se uzima obrazac za turbulentan sloj na glatkoj ploci (6.59), pa je

koeficijent sile:

O 0,0735 0,0735
"7 RS T (L1 105)17

= 0500296

Ukupna sila trenja na plocu je:
1 i
F=Cp §pU02A:0,00286§1,2><33,32><3><5><2:57,1N

Dobijena sila je veoma mala, jerjesamo tezina limova od kojih je napravljena tabla
oko 3500 N, odnosno, 60 putalveca.

6.4 Otpori oblika

Svako telo (esim “tanke” ploce), kada se nade u fluidnoj struji, svojim
prisustvom znacajno remeti postojecu strujnu sliku. Usled opstrujavanja
tela javlja sé%8ila otpora, koja je veca ukoliko telo izaziva vecée poremecaje.

Na slici 6228, prikazane su trajektorije fluidnih deli¢a, koji opstrujavaju
telo. Deliéigko]i se nalaze neposredno ispred tela se usporavaju (delié A mora
da se zaustavi), a deli¢i koji prolaze oko tela se ubrzavaju, jer treba da predu
dugivput'aZbog promene brzina po konturi tela, javlja se i promena pritiska.
Integral promene pritiska po konturi daje ukupnu silu otpora oblika.



6.4. OTPORI OBLIKA 261

Kao i kod ravne tanke ploce, uz sa-
mo telo formira se granicni sloj, pa sa-
mim tim, postojiisila trenja. Medutim,
kod opstrujavanja tela grani¢ni sloj nije
toliko znacajan zbog te sile trenja, jer je
ona po pravilu znatno manja od otpora
oblika, ve¢ je grani¢ni sloj bitan, jer
utic¢e na strujnu sliku oko tela, pa time
posredno i na ukupan otpor oblika.
U nastavku ¢e se prvo analizirati ras-
pored pritisaka za idealan neviskozni flu-
id i pokazati da u tom slu¢aju ne postoji
sila otpora oblika. Kod realnog fluida Slika 6.287 Zbog prisustva tela
granicni sloj je “krivac” zbog koga se menjaju se putanje delica u
javlja sila otpora oblika, pa je samim fdidnoj struji pa dolazi i do
tim bitan i Rejnoldsov broj, odnosno da _(Promene njihove brzine
li je grani¢ni sloj laminaran ili turbulentamns, Na kraju poglavlja ¢e se dati
konkretan primer proracuna sile otpora eblika.

6.4.1 Osnovne pretpostavke

Pretpostavke koje se uvode prilikom izu¢avanja otpora oblika su uglavnom
iste kao i pretpostavke koje su vazile kod analize sile otpora trenja uz ravnu
plocu, poglavlje 6.3.1. Medutian, pored postojeéih uvodi se i pretpostavka o
konstantnoj II koti po visini grani¢nog sloja:

e Zadatak je ravanski, posmatra se beskonac¢na fluidna struja.

e Fluid je nestigljiv p'= Const.

Strujanje je jednoliko, pravolinijsko i paralelno u pravcu z1 sa brzinom
u = Uy = Const.

Srednja vrédnost brzine fluida je ustaljena 8—750 =0

e Umeporemecenoj zoni, daleko od tela, fluid je idealan Fy = Const. i
ITy = Const. jer je brzina Uy = Const. U zoni gde su poremeéene
brzine, ali izvan grani¢nog sloja, fluid je i dalje idealan pa je Il +
U2

=0 — Const.

29
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e Za razliku od trenja uz ravnu plocu, gde je II kota bila konstamtna
duz ploce (pravac x1), pa samim tim i unutar grani¢nog slojas, kod
opstrujavanja tela IT kota je promenljiva duz tela (pravac s nagliéi6.29),
ali se pretpostavlja da je konstantna po visini jednog preseka (ednosno,
kroz grani¢ni sloj upravno na telo, §(s) na slici).

Uslov za Il = Const. s')po preseku se
koristi kod pravolinijskog ¥ paralelnog
strujanja. Granicni, sloj oko tela
je zakrivljen, ali Qva pretpostavka se
koristi jer je gramicni sloj jako tanak
u odnosu na peluprecnik zakrivljenja
(6 << R). TImevoga sledi da je pije-
zometarska “kota I na spoljnoj strani
grani¢nog sloja ista kao i unutar sloja
u tom preseku.

Slika 6.29: Telo svojim prisustvom
remeti raspored brzina izvan
grani¢nog sloja, S§to izaziva
promenu i pijezometarske kote

6.4.2 Raspored pritisaka oko tela za idealan fluid

Posmatra se telo na slicin6:30, koje znacajno remeti strujnu sliku. Koris-
¢enjem energetske jednacifie, uz uslov da je fluid izvan grani¢nog sloja idealan,
treba odrediti raspored pritisaka oko tela.

Tacka A je tatno na sredini tela, pa fluidni deli¢, koji stigne iz tacke B do
A, ne moze da prodeyni Sa‘gornje ni sa donje strane, ve¢ mora da stane, pa je
V4 = 0 (zbog togalse tatka A zove zaustavna tacka). Pritisak u zaustavnoj
tacki se dobija iz uslova:

2
g V
Ep=Eiw= ZB-I-p——i——B:ZA—I———I——
rg 29 rg 29
Ako se u jzrazw skrate zp i z4, stavi da je Vg jednako neporemecéenoj brzini
Vo, pritisak'pp jednak neporemecéenom pritisku pg i brzina u tacki A jednaka
nuli, dobija’se:

1
p0+§pUg:pA = 17:120117,,4
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Slika 6.30: Smatra se da je fluid izvan gramicuog sloja idealan i da je za
jedan presek kroz grani¢ni sloj (presek 1) pijezometarska kota konstantna
(H51 = Hl)

Izraz je napisan u formi promene pritiska u tacki A kroz zaustavni pritisak,
sto daje koeficijent pritiska (jednacima’ (5.15), na strani 190). Vrednost
Cp,a = 1 pokazuje da je povecamgespritiska u zaustavnoj tacki A jednako
celokupnom zaustavnom pritiskuV.
Na slican nacin se ra¢una'i pritisak za sve ostale tacke na konturi tela.
Za tacku 1 (slika 6.30) na speljnej strani grani¢nog sloja debljine d§; se moze
napisati:
2

V. u?
Ey,=FE, = H2+§=H51+i

29

Na osnovu pretpogtavke da je pijezometarska kota konstantna za jedan
presek moze se staviti'll;, = II;. Uz zamenu IIy = Ily i Vo = Uy dobija
se:

2
hy+=1h+-— = z2t+t—+—"=2n+—+-"
9 g g

Kote zp 121 sémnogu skratiti (jer Iy vazi za sve tacke fluida u neporemecéenoj
struji) idzrazpodeliti sa (pg), pa se dobija:

1 1 1
Po, §PU3 =p1+ §Puc251 = p1—po= §PU3 < - —> (6.61)

301sto resenje je dobijeno i za Pito-Prantlovu cev (4.66) u poglavlju 4.5.3.2.
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Ako se dobijena promena pritiska na konturi tela (p1 — pg) podeéli, sa
zaustavnim pritiskom, dobice se koeficijent pritiska za tacku 1:

2
b1 — Do Us,
C. 1= =1—-(-=2) <1,0 6.62
r IR (UO> = (6.62)

Slika 6.31: Kad bi fluid bio idealan u“grani¢nom sloju, ne bi bilo odvajanja
fluida od tela, pa bi raspored pritisaka bio potpuno simetri¢an a ukupna sila
otpora bi bila nula

Koeficijent pritiska je wwek manji od jedan (samo u zaustavnoj tacki
2
U
Aje Cpa = 1), jer je clan (%) uvek pozitivan (osim u tacki A kad
0

je nula). Na prednjemijdelu konture su brzine us < Uy, pa je koeficijent
pritiska pozitivan. Dalje.niz telo brzine rastu us > Up, a koeficijent pritiska
je negativan (slika6.81)» U zavisnosti od stepena poremecaja fluidne struje,
vrednost koeficijenta ‘pritiska moze biti i manja od -1. Na primer, kod
opstrujavanja cilindra, raspored brzina oko cilindra je:

ugs, = 2t sin 6 (6.63)

pa se dobija‘da je najniza vrednost koeficijenta pritiska za ugao 0o = /2
(tacka G Tiznosi C, = —3. Treba uociti da na svakom telu postoji i tacka
B gdefje/brzina us, = 0, pa je u toj tacki C, = 0 (na kruznom cilindru je ta
tatkama 0p = 7/4).

Sa fnizvodne” strane tela (slika 6.31), strujnice se polako vracaju u
neporemeceno stanje, brzina se smanjuje, a koeficijent pritiska se vrac¢a od
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negativne vrednosti do maksimalne pozitivne u tacki A’ (jer je u toj“tacki
brzina nula). Za poznate koeficijente pritiska C), mogu se izracunatii naertati
pritisci, pozitivni od fluida ka konturi, a negativni od konture ka fluidu.

Ukoliko bi se za prikazani sluc¢aj opstrujavanja cilindra idealnimpfltidom
(slika 6.31) izracunala sila otpora oblika za pravac strujanja fluida ilisupravno
na taj pravac, zbog simetri¢nog rasporeda pritisaka bi se dohile‘nile za obe
sile. Tako postoji promena pritiska po konturi, za idealanpfluidije sila otpora
oblika u pravcu strujanja nula, dok kod nesimetricnih tela“m6ze postojati
rezultujuca sila upravna na pravac strujanja.

6.4.3 Tacka odvajanja grani¢nog sloja

Cinjenica da je otpor oblika nula kod idealnih fluida, ocigledno se kosi
sa svakodnevnim iskustvom o neizbeznosti sile otpora. Razlog postojanja
sile otpora je §to su realni fluidi viskozni, pa $éyjavlja tangencijalni napon u
grani¢nom sloju.

Interesantno je, medutim, da intenzitet sile, otpora oblika ne zavisi mnogo
od vrednosti viskoznosti fluida. Ako bi,se mapravio eksperiment u kome bi se
merila sila otpora uz postepeno povecanjeswiskoznosti fluida, dobilo bi se da
je sila nula za neviskozni fluid, a ¢im seyviskoznost povecéa za beskonacno
malu vrednost, sila vise nije nul@, veé dobija skoro konstantnu vrednost
nezavisnu od viskoznosti®!.

Sta se dogada u realnom flitidu, da postoji sila otpora oblika koja slabo
zavisi od viskoznosti? Ako se pogleda jako uvelican detalj grani¢nog sloja
na slici 6.32, vidi se kako u@"delu konture od tacke A do tacke B (levi deo
slike) dolazi do postepenog pevecéanja brzine i opadanja pijezometarske kote,

I .
odnosno — < 0. Silegritiska 1 tezine deluju u suprotnom smeru od trenja

(realan ﬂuifi u granicnom sloju) i one se uravnotezuju, pa je grani¢ni sloj
stabilan. Sila (P +&) gura deli¢e napred ”zalepljene” uz konturu. U donjem
levom delu slike 6.32§ prikazan je analogan slucaj tecenja viskoznog fluida
kroz cev.

Na delu konture od tacke C' do tatke D (desni deo slike 6.32) brzina
pocinje postepeno da opada, a pijezometarska kota postepeno da raste, od-

nosno —= > 0¥ Sile pritiska i tezine sada deluju u istom smeru kao i trenje.
s

Sila (PAG) koci delice, zaustavlja ih i nagoni na povratno strujanje. Na taj

nagin seldeli¢i odvajaju od konture i formiraju vrtloge koji postepeno rastu,

sve dokine pocnu da smetaju struji fluida. Tacka u kojoj je zacet vrtlog

310va pojava se u literaturi esto naziva Dalamberov paradoks.
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QO
K2
o
Q

Slika 6.32: U realnom fluidu granié¢ni sloj je odne strane stabilno

priljubljen uz telo (levi deo slike) dok se sa nizvodne strane lako odvaja od
tela (desni deo slike) 5

naziva se tacka odvajanja i nizvodno uidni delié¢i viSe nisu zalepljeni
za telo veé se odvajaju i idu nizvodno ozni trag.

i
S

£
mQ
N
0

Slika 6.3 ored brzina u grani¢nom sloju sa prednje i straznje strane
tela (g spored pritisaka na konturi (dole) za idealan i realan fluid

6.33, prikazan je raspored brzina u grani¢nom sloju. Na uzvodnom
d ela (tacke A, B i C') brzine postepeno rastu i sloj je “zalepljen” uz telo.
Na nizvodnom kraju tela (tacke D i E) brzine opadaju i formira se povratan
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tok, jer u tacki E dolazi do negativnog gradijenta brzine. Tacka odvajanja
je tamo gde je gradijent brzine nula (tacka D).

Formiranje vrtloga iza tela znacajno menja raspored pritisaka@ @dnosu
na raspored koji bi bio da je fluid idealan. Fluidni deli¢i u vrtlozai trag
sa sobom ponesu potencijalnu energiju (pritisak) sa mesta otkidanja (donji
deo slike 6.33), a to je po pravilu snizeni pritisak u odnosu nanepéremeceni
pritisak pg. To znaci da se posle tacke D na konturi tela,zadtzava pritisak
koji je bio u tacki D, odnosno, da se u vrtloznom tragu formitaju podpritisci
koji “uvlace” telo!

Slika 6.34: Opstrujavanje‘eilindra u realnom fluidu - kod tacke D dolazi do
odvajanja grani¢nog sloja, pa‘pritisci ostaju isti (isprekidanom linijom su
prikazani rezultati za ddealan fluid - kao na slici 6.31)

Kako izgleda raspored koeficijenta pritiska pri opstrujavanju cilindra
realnim fluidom prikazano je na slici 6.34. U odnosu na slucaj opstrujavanja
idealnim fluidom“(slika 6.31) vidi se da je prednji deo dijagrama potpuno
isti, dok se u zadumjem delu koeficijent pritiska ne vraca iz velike negativne
vrednosti do b, veé¢ zadrzava onu konstantnu negativnu vrednost, koja je
bila u tacki odwvajanja grani¢nog sloja.

Rezultujuca sila otpora oblika je sada ve¢a od nule, a Sto se graniéni sloj
kasnije oduoji od tela, to je sila manja. 1z ove ¢injenice sledi i jasan zadatak
svimagenima koji zele da smanje silu otpora oblika: §to duze zadrzati graniéni
slejiuz telo. Takode, jako je znacajno i fiksirati mesto gde se graniéni sloj
odvaja od konture, kako bi sila otpora bila konstantna kroz vreme.
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Slika, 6.35: Levi deo slike: Smanjenje otpora oblika pomeranjem mesta
odvajanja grani¢nog sloja. Desni deo slike: #AAko se napravi jako izduzeno
telo, smanjuje se sila otpora oblika ali rastegsila trenja

Resenje problema smanjenja sile jotpora, su strujolika tela (slika 6.35).
Izgled prednjeg dela tela nije bitan, jer sésfu na pozitivan pritisak ne moze
uticati. Postepenim suzavanjem strazmjeg dela tela, medutim, smanjuje
se brzina porasta pritiska i tacka‘edvajanja grani¢nog sloja se pomera ka
nizvodnijem delu tela, u zonu 4de su pritisci ve¢i. U idealnom slucaju
moglo bi se postiéi toliko postepeno suzavanje tela da graniéni sloj ostane
zalepljen sve do kraja tela. Tada bi sila otpora oblika bila bliska nuli, ali bi
se zbog duzine tela znacajio povecala sila trenja. Na dijagramu (desni deo
slike 6.35), vidi se pad sile‘atpora oblika, sa porastom duzine tela, dok sila
trenja raste. Za datu geometriju je optimalan odnos duzine i visine tela?
L/D = 3,6.

Primer 6.4.1

Koliki je odnos ukupne sile otpora na cilindar preénika D i na strujoliko telo
dimenzija L/D (= 3)6 (oznake prema slici 6.35) ako su oba tela Sirine B i nala-
ze se u isto] fluidnej struji?

U literafuri se mogu naci koeficijenti sile za cilindar Cr, = 1,2 i za strujoliko
telo Crq,%50,04 (za Rejnoldsov broj Re = 10°). Ukupna sila na telo je:

1 1
F:Cp§pU2A:Cp§pUQBD

2N ajbolji primer strujolikog tela je kisna kap koja u toku padanja formira takav oblik
da joj ukupna sila otpora bude minimalna.
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Kako su sve veli¢ine osim koeficijenta sile iste za cilindar i strujoliko telo, dobija se
da je odnos sila jednak odnosu koeficijenta sila:

Fo  Cp, 12

= == =30
Fsr  Cro, 0,04

§to znadi da je sila na cilindar 30 puta vecéal

Kolika je razlika u silama, moze se jos jasnije videti ako sgypostawi uslov da se
uporede dimenzije cilindra i strujolikog tela uz uslov da je sila otpor& ista. Tada se
dobija da isti ukupni otpor ima cilindar (zica) precnika d =2 mm i strujoliko telo
Sirine D = 60 mm.

Kod opstrujavanja tela, kao i kod ravne ploce, @raniéni sloj je u pocetku
laminaran, a dalje, niz telo, moze preéi u turbulentan (slika 6.36). Sila otpora
oblika je, suprotno od oc¢ekivanog, veca ako je granicni sloj celom duzinom
laminaran nego ako se razvije turbulentan slojgNa slici 6.36 (strana 270),
vidi se i razlog smanjenju sile: u turbulentmem sloju se tacka odvajanja
pomera ka zadnjem delu tela, ¢ime se povecawa pritisak u vrtloznom tragu i
smanjuje sila otpora.

U nizu eksperimenata je pokazano daljé glavni razlog sto je turbulentni
sloj “lepljiviji” od laminarnog, post@janje znacajne komponente poprec¢nog
kretanja (u tre¢oj ravni). Ako se na prednjem delu tela razvije turbulentan
sloj, profil brzina se uproseci {slikan6.25, poslednji presek na ploé¢i) i smanji
se brzina njegovog porasta naaizvednoj strani tela. To omoguéava sloju da
ostane duze uz telo (slika 6.36)

Interesantno je da su ¢imjenicu da je sila otpora manja kod turbulentnog
sloja, prvi primetili po¢etkoms20. veka igraci golfa. U to doba su se loptice za
golf pravile potpuno glatke. Igrac¢i su uocili da sa novim i glatkim lopticama
mogu manje da dobag¢e/nego ako koriste stare, izudarane i hrapave loptice.
Takode, sa starim lopticama je i putanja bila mnogo stabilnija, pa se mogu
izvesti precizniji udarei.

Eksperimentima je potvrdeno da se kod standardnih udaraca u golfu
grani¢ni sloj nalazi)upravo na granici prelaska iz laminarnog u turbulentni
(slika 6.37).9Ak6 je loptica skroz glatka, graniéni sloj ostaje laminaran i
odvaja se meposredno posle tacke sa najmanjim pritiskom, pa je sila otpora
velika. Takode; tacka odvajanja se blago pomera napred - nazad, Sto znacajno
utice nd intenzitet sile i na stabilnost leta loptice. Ako je loptica hrapava,
granicni(sloj postaje turbulentan ve¢ na prednjem delu loptice, ostaje duze
zalepljen za lopticu i tacka odvajanja je stabilnija32.

33Danas se upravo zbog ovog efekta prave ohrapavljene loptice za golf, kao i za tenis.
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N

Slika 6.36: Laminaran (gornja sli ulentan granicni sloja (donja slika)
sa datom tackom odvajanja (4 of Fluid Motion, M.V. Dyke, 1982)

£
mQ
/v

S =: Za isti Re broj na glatkoj sferi je laminaran sloj dok je kod
h sfere turbulentan sloj sa tackom odvajanja pomerenom niz struju
(Introduction to Fluid Mechanics, Y. Nakayama i R.F. Boucher, 1999)
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Slika 6.38: Mesto odvajanja grani¢negpsloja na cilindru u zavisnosti od
Rejnoldsovog broja

Uticaj Rejnoldsovog®* broja Aéfmesto odvajanja grani¢nog sloja, prilikom
opstrujavanja cilindra, prikazan jema slici 6.38. Pri relativno malim vrednos-
tima Rejnoldsovog broja (slu€ajevi A i B), tacka odvajanja je sa zadnje
strane cilindra i postepeno §e pemera ka prednjoj, praveéi sve veéi koeficijent
sile Cr. Kod Rejnoldsovogabroja, koji je nesto manji od kriti¢nog, tacka
odvajanja je pod uglom 6 = 80° (slucaj C) . Kada se razvije turbulentan
sloj (za Re > Recg,(slnéaj D), tacka odvajanja se pomera sa prednje na
zadnju stranu, Sto rézultuje naglim smanjenjem koeficijenta sile.

6.4.4 Vrtlozni, trag

Jos je dawnoTeonardo da Vinéi u svojim skicama opstrujavanja reénih
stubova ukazao na nestabilnost vrtloznog traga i postojanje odredene periodi-
¢nosti u virtlozima [15]. Ta interesantna pojava da se u ustaljenom strujnom
polju i@antelom koje miruje, javlja neustaljen i oscilatoran vrtloZni trag, je
detaljnolizucavana pocetkom 20-og veka kroz niz eksperimentalnih istraziva-
nja iz upotrebu sistema za vizuelizaciju toka.

34Rejnoldsov broj je definisan preko pre¢nika cilindra D.
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Slika 6.39: Vizuelizacija strujnog polja oko“@ilindra, pri Re = 140 sa jasno
izrazenim Karman-ovim vrtlozima koji postepeno rastu niz fluidnu struju
(slike preuzete iz knjige An Album of ElusdyMotion, M. V. Dyke, 1982)

Osnovni uzrok neustaljenosti uvrtloznom tragu je nestabilnost polozaja
tacke odvajanja grani¢nog slojad@Bovoljna je mala razlika u pritiscima da
se tacka odvajanja pomeri napredyili nazad duz tela. To pomeranje tacke
odvajanja utice na strujnu slikwi na formiranje vrtloga iza tela. Na slici 6.39,
prikazan je snimak jednog fakvog vrtloznog traga iza cilindra [5]. Snimak je
napravljen u vodi brzine Iidgem/s, a cilindar je preénika 1 cm. Vrtlozi koji
se formiraju iza cilindra se obi¢ho nazivaju Karmanovi®® vrtlozi.

Uticaj Rejnoldsoyveg broja na vrtlozni trag je prikazan na slici 6.38, dok
su, na slici 6.40, dati ipsnimci vizuelizacije toka. Na slici se vidi da kod
idealnog fluida i pri jako malim Rejnoldsovim brojevima nema Karmanovih
vrtloga. Sa pojawem turbulencije, oscilacije u pritisku pomeraju tacku odva-
janja usled ¢ega se formiraju vrtlozi. U nizu eksperimenata Karman je
pokazao da felednos rastojanja vrtloga i Sirine traga priblizno konstantan i
jednak H /I'= 0,281 (slika 6.38).

U eksperimentima je dobijeno da je frekvencija oscilovanja vrtloga f
konstamtna, za prili¢no veliki opseg Rejnoldsovih brojeva. Bezdimenzionalna

%5 Biografija Theodor von Kdrmana je data u fusnoti 19, na strani 238.
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Slika @ Vizuelizacija strujnog polja oko cilindra pri razli¢itim
im

brojevima (slike preuzete iz knjige An Album of Fluid Motion,
ke, 1982)
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frekvencija se izrazava preko Struhalovog?$ broja:

_ID
Vv
U nizu eksperimenata je dobijeno da je njegova vrednost St = 0,2 1da zavisi

od oblika tela i grani¢nih uslova. Nesto korigovan empirijskicebrazac za
frekvenciju vrtloga3” koji se odvaja od cilindra beskonaéne du#ne u fluidnoj

St (6.64)

struji neporemecene brzine Uy je:

Uo 19,7
=0,198— (1 — 6.65
f=oa9s72 (1-0) (6.65)

i moze se koristiti za Rejnoldsove brojeve u opseg@i2b0'& Re < 2 - 10°.

Primer 6.4.2

Mostovski stub oblika cilindra, pre¢nika D = 1 nmi“Se,nalazi u reci ¢ija je srednja
brzina V' = 2 m/s. Kolika je frekvencija vrtloga nizvodno od stuba?

Za vodu je kinematska viskoznost v = 1410~%m? /s pa je Rejnoldsov broj:

_ 6
S T 20

Frekvencija “otkidanja” vrtloga od stuba je (6.65):

1% 19,7 2 19,7\ B
J=0198% (1 - ﬁ) 0,198 7 (1 -5 106) = 0,396 = 0,4 Hz

Sto daje period oscilovanja od T'= 1/ f = 2,5 sekundi.

Posledica pojave Karmanovih vrtloga u vrtloznom tragu je postojanje
boéne komponente sileifkod simetri¢nih tela. Prilikom opstrujavanja cilindra,
kao na slici 6.41, #rebalo bi da postoji samo komponenta sile u pravcu
fluidne struje F,. Medutim, zbog nesimetri¢nih vrtloga, naizmeni¢no ¢e se
javljatii botnadkemponenta sile Fy, cija je srednja vrednost nula. Intenzitet
sile |Fy|maz jespo/pravilu, znatno manji od sile Fy i cesto se u analizama
opterec¢enja@na,ne uzima u obzir. Na zalost, ta sila je “nezgodna” zbog svoje
periodi¢ngtiiyiako je male vrednosti, moze lako da pobudi celu konstrukciju

36Vingéhz, Strouhal (1850 - 1922) ceski fizicar koji je 1878. prvi izucavao “pevajuée”
zice, sopstvenu frekvenciju oscilovanja zica u vazdusnoj struji.
3K ao.i drugi empirijski obrasci u literaturi se mogu naéi rezultati ispitivanja sa razlicitim

b
vrednostima konstanti u obrascu. Generalno, opsti oblik obrasca je f = a% (1 - R_) a
e

vrednosti konstanti zavise od oblika prepreke i grani¢nih uslova.
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na oscilovanje i izazove havariju. Primer za to su pucanja dalekovoda, gde se
stubovi i nosaci dalekovoda dimenzioni$u na velike sile tezine kabla, Gvecane
za naslage leda, dodatno opterecenje od ptica i sli¢no, ali se Cestofzaboravi
i dinamicka sila od vetra Fj koja je, iako mala, u stanju da pebudi ceo
sistem na oscilovanje. Ako se sloze sopstvene frekvencije sistemia/i pobudna
frekvencija f (jednacina (6.65)), havarija dalekovoda je neizhjeznas

Slika, 6.41: U strujnom polju oko
cilindra tacka odvajanja grani¢nog

sloja se nesimetricno pomera kroz Slika 6.42: Radio antena na
vreme $to izaziva oscilatornu boénu kolima sa stabilnom tackom
komponentu sile otpora odvajanja vrtloga

Kako je osnovni uzrok nastajanja neustaljenih vrtloga nestabilna tacka
odvajanja, kada su u praksidisvrtlozi nepozeljni oni se sprecavaju fiksiranjem
tacke odvajanja. To se Cesto,radi ¢ak i po cenu povetanja poprecnog preseka
tela i samim tim povecanja ukupne sile otpora oblika. Na primer, spojleri
kod automobila poveédvaju ukupnu povrsinu automobila, ali imaju znac¢ajnu
ulogu, jer smanjuju, koeficijent sile Cr pomeranjem tacke odvajanja niz
automobil, uz njend fiksiranje na svom nizvodnom kraju, ¢ime vrtlozni trag
postaje stabilan i ne“pojavljuje se oscilatorna vertikalna komponenta sile
na zadnje totkeoven Takode, ¢esto se na visokim dimnjacima prave dodatna
“rebra” koja poveéavaju poprecni presek ali smanjuju negativnu oscilatornu
bo¢nu silu. ( Nayslici 6.42, prikazano je interesantno reSenje za smanjenje
oscilovanja radio antena na nekim automobilima: oko antene se spiralno
obmota.druga zica, koja fiksira polozaj tacke odvajanja i time sprecava boc¢no
oscilovanje.

Karmanovi vrtlozi imaju i korisnih aspekata. Jedna od praktiénih prime-
nawrtloga je za merenje protoka (slika 6.43): u cev se stavlja prepreka koja
je tako profilisana da potencira pravljenje vrtloga u Sto Sirem dijapazonu
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Slika 6.43: Princip rada Vortex merila protoka: senzorom se meri frekvencija
vrtloga, koja je preko Struhalovog broja povezana“sa srednjom profilskom
brzinom i karakteristicnom veli¢inom prepreké

Rejnoldsovih brojeva. Vrtlozi izazivaju promenu optereéenja na prepreci
i na pogodan nac¢in se meri frekvenéija tilk promena (sam intenzitet tog
opterecenja nije bitan). Ovakvi uredaji memaju pokretnih delova i ¢esto
se koriste za merenja protoka u teskim wuslovima: gasovi visokih pritisaka i
temperature, fluidi koji nose sa sobom razne necistoce i sli¢no.

6.4.5 Proracun sile otpora oblika

Da bi se odredila sila otpora obli-
ka potrebno je poznavati raspored pri-
tisaka oko tela, slika 6.44. Sila na ele-
mentarnu povrsinu dA je dﬁoo jed-
naka je dfpo = (—i)p dA4 i deluje
upravno na tu povrsinu. Pritisak p
je razlika pritisaka p = p; — po (6.61)
na konturi usled poremecaja fluidne
struje py i neporemeéenog pritiska py.

Slika  6.44% Sila otpora oblika Sila je pozitivna ako pritiska povrsinu
je jednaka, integralu (povrsini) (deluje ka povrsini). Ukupna sila je
dijagramaipritiska oko tela suma svih elementarnih sila (6.48):

Foo Z/(:”)p dA
A

Uobic¢ajeno je da se ukupna sila deli na dve komponente, na silu F, koja
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deluje u pravcu fluidne struje i pozitivan smer joj je isti kao i smeritoka
fluida i na silu F};, koja deluje upravno na pravac fluidne struje.

Slika 6.45: Dijagram koeficijenta pritiska po konturi cilindra za razlicite
Rejnoldsove brojeve [22]

Vrednosti promene _pritisaka oko tela se za razli¢ite uslove opstrujavanja
i razlicite oblike tela mogw nadi u literaturi, najéesée bezdimenzionalno, u
formi koeficijenta pritiska C),. Kao primer, na slici 6.45, dat je dijagram
koeficijenta pritiska pofkonturi cilindra u zavisnosti od Rejnoldsovog broja:
(A) za idealan fluid, kada je sila otpora oblika nula, (B) za laminaran sloj sa
Rejnoldsovim brojem blizu kriticnog (za date uslove je Recr = 3,8-10%), (O)
za slabo razyijeni"turbulentan sloj i (D) potpuno razvijen turbulentan sloj.
Kako obliksstrujne slike oko tela u mnogome zavisi od uslova opstrujavanja
i oblika tela, podaci o koeficijentima pritiska koji se uzimaju iz literature
morajubiti. dati za geometrijski slicne uslove (poglavlje 5.2, Slicnost i fizicki
modelt, na/strani 201).
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Primer 6.4.3 &
Odrediti silu na garazu za brzinu
vetra Uy = 20 m/s (gustina vazduha
je p = 1,2 kg/m?). 0
Na slici su dati koeficijenti &
pritisaka u pojedinim tackama \

garaze. Za te tacke se racunaju
pritisci:

1
= p; =237,6 Pa p2 = 216 Pa p3 = @ py = —72 Pa
Sracunati pritisci se crtaju tako da budu
upravni na konturu i da pozitivan pritisak
deluje ka zidu a negativan od zida. Za

svaku od ravnih povrSina se racuna sila,
kao povrsina dijagrama pritisaka:

237,6 + 216 N
Fy= # = 680,4 m
2
216 — 96 96 + 7 2
Fp = —5 3(@ x1=252N
Sile se racunaju prema uSVOJe sm ovima prikazanim na skici, pa je zbog toga
vrednost sile F pozitivna, i 1t1sc1 negativni. Ukupne sile u pravcima 11 2

su:

F1:FA—|—FC—6 44252 =932,4 N Fy=—Fp=-300N

Sila F5 ima sada ne ednost jer je pozitivna osa 2 okrenuta na gore a sila
ima smer na dole, k

Zahvaljuju nosti strujnog polja i rasporeda pritisaka za geometrijski
slicna tela ak e zahteva poznavanje pritisaka u svakoj tacki konture,
moguce je pravac i odrediti preko bezdimenzionalne sile Cp;:

Foo; PUO

povrsina najveceq preseka tela upravnog na fluidnu struju, od-
rojekcija tela na ravan upravnu na fluidnu struju, (slika 6.46) i
nezavisna je od izbora pravca i.
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Vrednosti koeficijenta sile se mo-
gu nadi u literaturi, za razlicita tela
i razlicite pravce fluidne struje®®. Do
tih vrednosti se doslo ili direktnim
merenjem sile na fizickom modelu
ili merenjem rasporeda pritisaka uz
integraciju i razlaganje ukupne sile
na pravce 4, a zatim prorac¢unom
koeficijenta sile za svaki od pravaca:

F, .
Cpi = 001

=T 55 Slika 6.46: Zayebraéun koeficijenta sile
2PU5 App

za pravac fluidne struje (1) i upravno
na taj pravac (2) koristi se isti presek
App

Primer 6.4.4

Odrediti silu po jedinici Sirine na prag praveugaenog preseka, visine 1,2 m i duzine
2,0 m, koji se nalazi potpuno potopljen u vedi’brzine V' = 2,5 m/s. Gustina vode
je py = 1000 kg/m3.

U primeru 6.4.3 su odredene sile na, garazu, pri ¢emu je njena visina bila 3 m
i duzina 5 m. Kako se u ovomf@primeru trazi sila na geometrijski slican objekat
(odnos dimenzija je isti 1,2/2 = 3/52,0,6) u slicnim uslovima opstrujavanja, moze
se na osnovu rezultata primera®6:4.3 odrediti koeficijenti sile Cpy i Cpo a zatim i
sila na prag:
Cr1 = T 9324 =1,295 Cpa = T 300 = —0,417
51,2x202‘><3><1 51,2x202x3x1

gde je povrsina A, &3 X1 (slika 6.46). Trazene sile na prag koji se nalazi u vodi
su:

1 1
F = CplipvaApp = 1,205 1000 x 25°x1,2x1= 486kN

1 1
Fy £Cra% py V2 Ay = ~0417 51000 x 2,5° x 1,2 % 1 = 1,56 kN

98Uz svaki koeficijent sile se po pravilu daje skica preseka i pravci za koje se daju
koeficijenti.
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Slika 6.47: Koeficijent sile za ravnu yvertikalnu plocu, cilindar, elipsu i
strujoliko telo, u funkciji Rejnoldsovogibroja

Strujna slika oko tela zavisi od"Rejnoldsovog broja. U literaturi se zbog
toga obi¢no daju koeficijenti4sile koji su ograni¢eni na odredeni dijapazon
Rejnoldsovih brojeva, tako dafje wyproracunu sile otpora oblika neophodno
proveriti da 1i je ispunjen taj uslov. Koeficijenti sile se ¢esto daju i u formi
dijagrama, kao §to je to prikazano na slici 6.47, gde su dati podaci za ravnu
vertikalnu plocu, cilindar, elipsu i strujoliko telo. Kod cilindri¢nih oblika se
vidi uticaj turbulentnogygrani¢nog sloja na naglo smanjenje koeficijenta sile
kada Rejnoldsov broj prede’kriticnu vrednost od Recp = 3,8-10° (slika 6.38),
dok je kod strujolikog oblika taj prelaz postepen.

Na dijagramu se jasno moze videti uticaj oblika tela na silu otpora oblika.
Za isti Rejnoldsew, broj Re = 10° i isti popre¢ni presek tela, sila otpora
elipse je veca 2 puta od sile otpora strujolikog tela, kratkog cilindra 13 puta,
dugackog cilindsa 20 puta, a vertikalne ravne ploce ¢ak 33 puta. Uporedenja
radi, savrémeni automobili imaju koeficijent otpora oblika nesto veéi od3?
Cr = 0,3, ste je jos uvek 5 puta losije od strujolikog tela.

3% Aditoh industrija ulaze velike napore u snizenje koeficijenta otpora oblika. Prvi
automobili pocetkom 20-tog veka su imali Cr = 0,8 da bi 70-tih godina taj koeficijent
prepolovili na Cr = 0,4.
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6.4.6 Sila uzgona

Komponenta sile otpora oblika Fpo koja je upravna na pravac strujanja
fluida F,, cesto se zove i sila uzgona Fy. Kod simetricnih 4ela srednja
vrednost te sile je nula i pominjana je, uglavnom, kao Stetna silagkoja unosi
dinamicke poremecaje. Medutim, u nekim slu¢ajevima je bas, tasila uzgona
korisna sila i tezi se tome da bude sto veca.

U nastavku ¢e se analizirati dva razli¢ita nac¢ina nastankasile uzgona: kad
simetricna tela (lopta ili cilindar) ne miruju veé rotirajusigparalelnoj struji
pa postoji sila upravna na struju fluida i kod nesimetriénih tela (avionskih
krila), gde se oblikom tela postize razlicit raspored prifisaka sa donje i gornje
strane §to rezultuje silom uzgona.

6.4.6.1 Cilindar koji rotira u idealnom strujnom polju

Posmatra se opstrujavanje ci-
lindra idealnim fluidom, dato na
slici 6.31, na strani 264. Ako cilin-
dar miruje, raspored brzina oko
cilindra je us, = 2Uysinf (6.63)
a ukupna sila otpora oblika kao i
sila uzgona je nula. Ako se cilin-
dar okrete ugaonom brzinom, &
(slika 6.48), idealan fluid ée ostati
“zalepljen” za cilindar i brzina flu-
ida na granici sa cilindrom@ebiti Slika 6.48: Cilindar koji rotira u fluidnoj
veca za perifernu brzinu wrjgako struji generiSe silu uzgona Fy,
da je sada raspored brzina:

us, = 2Up sin 0,4 wr:

Zaustavna tacka 'Afkoja je ranije bila na osi simetrije, sada se pomera
na dole i njen polozaj zavisi od odnosa brzine fluida Uy i brzine rotacije w.
Koeficijent prifiskaizveden za konturu cilindra koji miruje (jednaécina (6.62),
na strani 264, za konturu koja rotira ¢e imati oblik:

Py, — Do 2Upsin 0 + wr 2
-y 1 5 = 1 — _
3PUs Uo

Cpd (6.66)

Elementarna povrsina po jedinici duzine cilindra je r df. Sila uzgona na
ta povrsinu je dFy i upravna je na pravac strujanja fluidas:

dFy =r df sinf (p1 — po)
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Ukupna sila uzgona po jedinici duzine cilindra (L = 1 m) se dobija integraci-
jom u rasponu ugla 6 od —7/2 do 7/2:

/2
Fy = 2/ —(p1 — po) rsin@ db = 2wr’wp Uy = 2mrup Uy (6.67)
—7/2

Dobijeni obrazac se u literaturi naziva jednacina Kuta-Jaukovskog i daje
silu uzgona koja je za 40 do 50% veca nego $to se dobija Wuslovima opstru-
javanja cilindra realnim fluidom. Sli¢no reSenje za silu uzgena pri rotiranju
sfere (odnosno lopte; teniske, stonoteniske ili fudbalske) se uglavnom daje u
formi dijagrama dobijenih na osnovu eksperimentalnihfistrazivanja.

Primer 6.4.5

Horizontalni cilindar prec¢nika d = 10 cm i duzine L"=¢1,3 m rotira brzinom od
n = 500 obrtaja u minuti oko svoje ose. Cilindar senalazi u horizontalnoj vazdusnoj
struji upravnoj na osu cilindra, brzine Uy = 15 m/Slipgustine p = 1,2 kg/m3. Ako
se pretpostavi da je fluid idealan, kolika je sila uzgena?

Ugaona brzina rotacije cilindra je:

n 500
=2T— =21—— =52 d/s
w=2mes = 2mps 52,36 rad/s

pa je iz (6.67) sila uzgona na cilindar duzine L:

Fy =2mr?wpUy x L = 2mex 0052 x 52,36 x 1,2 x 15 x 1,3 =192 N

U realnim uslovima sila uzgow@a®hi bila duplo manja, oko 10 N.

6.4.6.2 Avionsko krilo

Kod simetri¢nih telarukupna sila otpora Fp je jednaka samo komponenti
sile u pravcu brzine fluida. Ako je telo nesimetri¢no i tako napravljeno da
postoji sila uzgona Fy, koja je veca od sile otpora Fp u pravcu brzine,
takvo telo se nagiva krilo ili avionsko krilo. Proucavanje sile uzgona na krilo
je posrednolzapeceto jos u srednjem veku posmatranjem leta ptica i oblika
njihovih krilajida bi tek sa razvojem teorije grani¢nog sloja i vrtloznog traga,
pocetkom 20» veka, fenomen uzgona bio u potpunosti razjasnjen. Danas
se rezultativistrazivanja efekta opstrujavanja krila koriste za dizajniranje i
optimizaciju ne samo avionskih krila veé¢ i lopatica na turbinama i pumpama,
propelera za helikoptere i vetrogeneratore, brodskih propelera, ventilatora i
sliéno.
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Slika 6.49: Sila uzgona na krilo aviofagpu funkciji napadnog ugla

Na slici 6.49, prikazan je jedan odgnogucih popreénih preseka kroz krilo.
U gornjem levom uglu, dati su termini ’koji su uobi¢ajeni u ovoj oblasti.
Kako krilo nije ravanski problem, sile se ne mogu izuc¢avati po jednom metru
Sirine, vet se mora raditi sa pravem Sirinom B. Kao mera uticaja te trece
dimenzije se ¢esto koristi pojam ‘elativna sirina’® B?/A = B/L, gde je A
maksimalna povrsina krila*! ‘A= B L.

U donjem levom uglu slike 249, prikazani su rasporedi pritisaka na gornju
i donju povrsinu krila, za datimiapadni ugao «. Sila uzgona je rezultat velikog
podpritiska, koji se javlja sa gornje strane krila, dok se blagom zakrivljenoséu
donje strane krila odtzava'pozitivan nadpritisak. Konstrukcijom krila tezi
se da granicni sloj gstane sto duze uz krilo i da tacka odvajanja sloja bude
u drugih L/2 duzine.

Na dijagramu,desno je data zavisnost koeficijenta sile od napadnog ugla,
za Kkorisnu silufuzgona i “Stetnu” silu otpora. Brojne vrednosti na dijagramu
odgovaraju samo za krilo datog popreénog preseka i odredene relativne Sirine.
Sila uzgonai se racuna iz:

1
Fir = CFU§p U’LB

4OBfigleski termin: Aspect ratio.
TPrema dogovoru, ista povriina A se koristi i za definiciju koeficijenta sile Cr, &to je
razli¢ito od povrsine App (slika 6.46).
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Na dijagramu za uzgon se vidi da sa porastom napadnog ugla sila a
raste, jer raste i pozitivan pritisak sa donje strane krila, ali isto 0
raste i sila otpora. Pri odredenom napadnom uglu, tacka odvajanj ja se
naglo pomeri ka prednjem delu krila §to rezultuje naglim padom gona
a porastom sile otpora. Ugao pri kome se to dogada zavisi o trukcije
krila i zove se ugao sloma krila*? ili ugao zastoja. Kako se pri lu naglo

smanjuje uzgon, oc¢igledno je da se prilikom projektovar% a izbegava

rad krila u toj oblasti.

&
&
S
be
N

O
&

ngleski termin: Stalling angle.
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Glava 7

Tecenje fluida kroz ceyvi

Jednacine, kojima se opisuje kretanje fluidajpizvedene u glavi 4, Osnove
dinamike fluida, su, u opStem slucaju, neresive. Uz odredena uproséenja,
kao i za neke granicne uslove, pokazano je kako se te jednac¢ine mogu svesti
na jednostavne i lako reSive izraze kojima jéymoguce resiti i problem tecenja
u cevima.

U ovoj glavi ¢e se primeniti nesto drugaciji, pitkiji, pristup u izvode-
nju jednacina odrzanja. Jednacine ée opisivati iskljucivo ustaljeno! tecenje
nestigljivog? homogenog fluida, (odnosno tecnosti) kroz unapred poznatu
proticajnu konturu (odnosno, krozeevi). U izvodenju ¢e se primeniti Ojlerov
pristup (strana 101), po kome éeyse posmatrati samo promene na presecima
kroz koje prolazi celokupna fluidna struja i primenié¢e se principi odrzanja
mase, koli¢ine kretanja i mehanicke energije na masu izmedu tih preseka.
Kao rezultat, naravno,debice se jednacine istovetne uproséenim jednac¢inama
iz glave 4.

Za razumevanjé materije iz ove glave nije neophodno poznavanje komplet-
ne materije izlozene u'glavi 4. Sasvim je dovoljno da se proué¢i samo uvodni
deo 4.1, u kome'selobjasnjavaju osnovni pojmovi nephodni za oblast tecenja
fluida kroz cevigd€ako se u obe glave koriste u sustini isti osnovni principi,
bilo je neizbezne, da se odredene slike i objasnjenja i ovde ponove.

!Neustaljéno tecenje u cevima ée se izucavati u okviru grupacije predmeta Hidraulika,
naiidro smeru.

2Téenosti ¢e se u okviru ovog kursa smatrati nestisljivim, mada to one nisu. Postoji
niz fenomena gde je njihova stisljivost bitna (pogledati poglavlje 2.5, na strani 23). Ti
fenomeni se izuc¢avaju u okviru grupacije predmeta Hidraulika.

285



286 GLAVA 7. TECENJE FLUIDA KROZ CEVI

7.1 Pretpostavke i uslovi za izvodenje jednacina

Jednaéine odrzanja mase, koli¢ine kretanja i mehanicke energije,ce se
izvesti uz sledeée pretpostavke:

e Celokupno strujanje prolazi kroz preseé¢nu povrsinu, koja‘sesmoze po-
staviti normalno na pravac strujanja. U preseku strujniee, moraju biti
pravolinijske i medusobno paralelne. Kontura, kroz kejusprotice fluid,
je nepokretna.

Ovo je najjednostavniji slu¢aj kretanja fluida, ukoeme se unapred znaju
proticajna povrsina i pravac strujanja. Tok jéupravan na proticajnu
povrsinu i zove se fluidna struja. Fluidna struja se izucava tako Sto
se uspostavljaju dva preseka, u kojima su‘iSpunjeni potrebni zahtevi:
paralelno i pravolinijsko strujanje, uprayno na presek.

Slika 7.1: Kontrolnd presek se postavlja na mestu gde su strujnice medusobno
paralelne i upravne na presek

Jednacineledrzanja se pisu za masu fluida (slika 7.1) izmedu preseka 1
i2, posmatranjem samo stanja u presecima. Jednactinama nije mogudée
detaljnije opisati stanje fluida izmedu preseka, veé ¢e se sve promene
glebalne pripisati ili ukupnom gubitku energije ili delovanju konturne
sile, u'zavisnosti od fenomena koji se izucava.

e Posmatra se iskljuc¢ivo kontinualan, neprekidan i homogen fluid, koji
je nestigljiv, tako da je gustina p = Const.
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e (d sila koje deluju na zapreminu fluida, izmedu preseka 1 i 2, uzimace
se u obzir:

1. Zapreminske sile, od kojih se koristi samo sila tezina G = PGV
Sila tezine deluje u vertikalnom pravcu na dole.

2. Povrsinske sile:

— Normalne sile pritiska. Sile deluju na svinwpreseeima fluidne
struje 15; = —n;pi ;.

— Normalna sila usled normalnih napona (pritisaka) izmedu
fluida i zida cevi. Kod jednolikog tecemja (strana 91) u cevi
bez promene poprecnog preseka, ukupna vrednost ove sile na
masu fluida je nula.

— Tangencijalna sila usled kretanja vigskoznog fluida i koja pravi
trenje izmedu fluida i zida cevi.,JKod idealnog fluida viskoznost
se zanemaruje pa je tangencijalnasila jednaka nuli. Posledica
nepostojanja tangencijalnih.napona je i bezvrtloznost fluida:
fluidni deliéi se tako deformisu‘da ne dolazi do njihove rotacije
(strana 111), pa se kodyidealnog fluida ne javljaju ni lokalni
gubici energije (stranag62);’odnosno, ne postoji gubitak ener-
gije na trenje.

Poslednje dve povrsinskeysile je tesko razdvojiti bez detaljnijeg
izuCavanja rasporedapbrzina i pritisaka unutar posmatrane mase
fluida. U veéini praktiénih zadataka se zbog toga te dve sile
najcesée pisu zbirno, @ sila se zove konturna sila K.

e Proucavaju se samo wstaljena strujanja (strana 90), kod kojih je?

9]
parcijalni izvod bile_koje veli¢ine po vremenu nula —(’: = 0. Tako

se lokalne vredmnostif(u jednom preseku) ne menjaju kroz vreme, to ne
znaci da se né mogu menjati po prostoru (od preseka do preseka).

e Posmatrage razvijeno turbulentno tecenje u cevi (strana 87), u kome
je hrapavest)zida cevi dominantan faktor koji utice na trenje, dok je
doprinésyviskoznosti na trenje zanemarljiv.

Kao pezultat navedenih pretpostavki mogu se uociti dve veoma vazne
posledige; koje ¢e se koristiti u daljem izvodenju jednac¢ina: u jednom preseku

39 izrazu je namerno stavljen uslov nepromenljivosti srednje vrednosti veli¢ine ¢ kroz
vreme, a ne trenutne vrednosti. Pri turbulentnom tecenju u cevi, sve veli¢ine fluktuiraju
kroz vreme pa, strogo uzevsi, nije moguce ustaljeno strujanje. Medutim, ako je osrednjena
vrednost tih veli¢ina nepromenljiva kroz vreme, onda se smatra da je tecenje ustaljeno.
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vlada hidrostaticka raspodela pritisaka i neravnomernu brzinu po préseku
cevi mozemo zameniti jednom konstantnom vrednoséu.

Slika 7.2: U kontrolnom preseku je hidrostaticka raspodela pritisaka

Hidrostaticka raspodela pritisaka u¥preseku Ako je u kontrolnom
preseku strujanje paralelno i upravng na taj presek, onda u ravni preseka
(odnosno, upravno na pravac strijanja) nema komponente brzine kao ni
ubrzanja. Posledica toga je, da i"Favni preseka, ne postoje ni dodatne sile,
ve¢ deluju samo tezina G i silafpritiska P, koja se racuna po zakonima
hidrostatike. Pijezometarska kota II; vazi za ceo presek? I.

Ako je strujanje fluida u pravcu ose x1,
a osa rg upravna na osu zj (slika 7.2),
tada se uslov konstantne Il kote u
preseku moze napisati:

p
8:1:2 N 8:1:2 N
pri cemu je:
. .. . 0z
Slika 7.3:“Pijezometarska kota pri B
Z2

strujanju Wpravoj cevi i u krivini

“Striktno posmatrajuéi, objasnjenje je taéno samo za laminarno strujanje. Kod
turbulentnog strujanja (6.1.3), postoji komponenta brzine upravna na presek, pa II; kota
nije konstantna za ceo presek.
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Ukoliko se kontrolni presek postavi na mestu gde su strujnice zakrivljene,
tako da presek bude upravan na njih (slika 7.3), iako ne postoji kompenenta
brzine u pravcu preseka, postoji ubrzanje jer brzina menja smer./Kao po-
sledica tog ubrzanja javlja se razlicita pijezometarska kota po preseku. Sa
unutrasnje strane je pijezometarska kota niza, a sa spoljasnje strane preseka
je viga.

Raspodela brzina po preseku cevi Prema prvoj pretpostavci, posmatra
se strujanje fluida kroz ¢vrstu nepokretnu konturu. Zbog delavanja viskoznos-

. .. . (Y . < .
ti, odnosno tangencijalnih napona 7 = Ho s brzina u/pepreé¢nom preseku ni-
x

je konstantna veé zavisi od udaljenja od zida xo (slika 7.4pod a)) u = u(xs).
Uz sam zid brzina je nula u(0) = u(xg = D) =40, dok je u sredini fluidne
struje brzina maksimalna u(R) = tmaq-

Prilikom izvodenja jednacina odr-
zanja, jednostavnije bi bilo raditi sa
brzinom koja je konstantna po celom
preseku. Zbog toga se uvodi pojam
srednja profilska brzina V', koja daje
isti protok kroz proticajni presek A
kao i stvarne brzine u(xs) (videti 4.1:8

Protok fluida i srednja brzina)
Slika 7.4: Umesto stvarne brzine

V= Q — Jaui dA (a) koristi se konstantna srednja
A A profilska brzina V' (b)

Za veéinu prakticnih, zadataka se umesto rasporeda brzine po preseku
u(x2) moze koristiti srednja profilska brzina V. Medutim, ako je neophodno,
u uslovima velike lokalne neravnomernosti brzina, obaviti tacniji proracun
sila, u jednacinama se dodaje Businesov koeficijent § (jednacina (4.83), na
strani 150), a zadacniji proracun energije toka Koriolisov koeficijent a (jedna-
¢ina (4.109), na strani 165).

7.2 Qsnoevne jednac¢ine odrzanja

Kao Sto"je ve¢ reteno u uvodu ove glave, u glavi 4, Osnove dinamike
flirdagizvedene su tri jednacine odrzanja u diferencijalnom obliku. Ovde ¢e
sewdati/nesto jednostavnije izvodenje istih jednacina u integralnom obliku,
posmatranjem celokupne fluidne mase izmedu kontrolnih preseka.
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7.2.1 Jednaé¢ina kontinuiteta

Slika 7.5: Jednacina kontinuiteta: napustenay(presek 1) i osvojena (presek 2)
masa fluida moraju biti iste

Posmatra se kona¢na masa m, odnosno zapremina ¥ fluida konstantne
gustine, izmedu dva kontrolna preseka Iyi 2 (slika 7.5), u trenutku ¢. Fluid
potpuno ispunjava prostor, odnosno, neprekidan je. U trenutku ¢+ At, kada
se fluidni deli¢i pomere, zbog primeipa, odrzanja mase, odnosno, nepromenlji-
vosti mase, “napustena”’ mq i “@svojena”’ ms masa fluida moraju biti iste:

mi1 = mo (71)

Napustena masa u presekwl je m; = p1AV,. Zapremina AV, se moze
odrediti na osnovu pomieranja preseka 1 za Azq, pa je:

m1 = p1AV Z prd1Axy = pr A VIAL = p1Q1 At

gde je A1 povrsina poprecnog preseka cevi, V7 srednja brzina u preseku, a ()1
protok kroz presekil. Na isti na¢in moze se dobiti osvojena masa u preseku 2
mo = poQa s Iz uslova (7.1), uz skraéivanje clana At sledi:

p1Q1= P2Q2

Ako ge/primeni pretpostavka da je fluid homogen i konstantne gustine,
odnosmno, da je p = Const. prethodna jednacina se svodi na:

Q1= Q2 (7.2)
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Jednacina (7.2) se naziva jednacina kontinuiteta®. Iz nje sledi slédeca
veza brzina i poprecnih preseka:

Q1 =V4
A =V5A
Q2 = VoA idi = V24,

Ako se posmatra jedan deli¢ koji putuje od preseka 1 dopreseka 2, on
menja brzinu kroz vreme, pa je sa tog stanovista strujanje neustaljeno. Vec je
najavljeno u uvodu da se ova neustaljenost prevazilazi Qjlerovim pristupom,
gde se posmatraju samo brzine u presecima, a tu je strujamje ustaljeno.

Primer 7.2.1

Za racvu prikazanu na slici, dolazni protok je @1 = 10,L /s @ protok kroz donju cev
je Q3 =4 L/s. Kolike su brzine u cevima?

Jednacina kontinuiteta (7.2) je izvedena
za jedan ulazni presek i jedan izlazni presek.
Ukoliko se ta jednacina uopsti na veéi broj
ulaznih i izlaznih preseka i ukoliko se svi
protoci koji ulaze u presek oznace kao
pozitivni a oni koji izlaze iz presekadkae
negativni, jednacina kontinuiteta se, moze
napisati u obliku:

N
ZQi =0
i—1

Za dati slucaj, to bi zna€ilo da su protoci: @1 — Q2 — Q3 = 0, odnosno, da je:
QQZQl—Q3:10—4:6L/S.

Brzine se racunaju gansvaki presek ponaosob, jer za svaki presek mora biti
ispunjena jednacina @Q; =[VjA;. Za date precnike cevovoda i protoke brzine su:

Q1 10-107°
V = = — = 1 99 5
V=4 oost C L9m/s
4
Vo WSO e e B AT s
g S — my/s 1 = ——= —— = my/s
2T A5 0,082 5T 4y 0,052 7
4 4

°Isfa jednacina odrzanja mase, odnosno jednacina kontinuiteta za homogeni nestisljivi
fluid pridustaljenom strujanju (4.40), izvedena je na strani 121 (odnosno jednacina (4.41)
na strani 121).
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7.2.2 Dinamicka jednac¢ina

Pretpostavka da je tecenje u cevi ustaljeno podrazumeva da se ujednom
preseku brzina kroz vreme ne menja. Ako se za posmatranu‘masu fluida
povrsine ulaznog A; i izlaznog preseka Ay razlikuju, primenomyjednacine
kontinuiteta (7.2), dobija se da ¢e fluidni deli¢i od ulaznog,do! izlaznog
preseka promeniti brzinu (slika 7.6):

V1A1 = V2A2 = V1 75 V2

Kada postoji promena brzine u posmatranoj masi, meraju postojati i
sile koje ¢e tu promenu izvesti, odnosno, mora biti ispunjen princip odrZanja
koli¢ine kretanja. Za sve realne sile, koje deluju na kenac¢nu masu izmedu
preseka 1 i 2 u trenutku (¢) (slika 7.8), primenjujense stav da je prome-
na koli¢ine kretanja posmatrane mase u vremenskom intervalu At jednaka
impulsu sila®. Ako je koli¢ina kretanja proizved mase i brzine (m\?), tada je
promena koli¢ine kretanja jednaka razlici koli¢ina kretanja posmatrane mase
za trenutke (¢ + At) i(t):

Slika 7.6: Izmedu preseka 1 i 2

fluidni deli¢ menjadbrzinu - to  Slika 7.7: Koli¢ina kretanja se menja sa

se moze uraditi samo'ako deluje  deli¢em, ali je na jednom istom mestu

neka sila nepromenljiva - promena se dogada jedino
u presecima 11 2

Za primenujednacine potrebno je znati promenu brzine fluidnog deli¢a
konstantne mase. Na slici 7.7 deli¢ bele boje u trenutku (¢) ima jednu brzinu
a kada seyu trenutku (¢ + At) pomeri (sivi deli¢), ima nesto veéu brzinu pa

SPrinciprodrzanja koli¢ine kretanja posmatrane mase moze se primeniti i na prirastaj
"

Y o e |4 L . . . -
mViu jedinici vremena maT =ma (gde je a ubrzanje posmatrane mase), koji mora biti

jednak rezultanti sila ) F' koje deluju na tu masu.
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i koli¢inu kretanja (jer je nacrtano da se cev postepeno suzava). Medutim,
kako se taj deli¢ pomeri, zbog neprekidnosti fluida, na njegovo mesto,ée u
trenutku (¢ + At) doéi drugi deli¢ (nacrtan isprekidanom linijon),koji ¢e
sada opet imati istu brzinu, pa i koli¢inu kretanja, kao sto je imao beli deli¢
u trenutku ().

Na osnovu slike 7.7, moze se zakljuciti da nema promene kgliéine kretanja
u presecima unutar fluidne struje. Jedina promena kelicineykretanja se
dogada na krajevima mase, u presecima 1 i 2. Zbog toga je meguce promenu
koli¢ine kretanja celokupne mase odrediti samo na osnou promena u ulazn-
om i izlaznom preseku, a ne i na osnovu sume promena‘unutar celokupne
mase fluida.

U kontrolnim presecima (slika 7.7), desavaju sésledeée promene:

e U preseku 1 oduzima se deo mase m = p¥ = p@QAt, odnosno, smanjuje
se koli¢ina kretanja:

—mV; = —pQAtV;
e U preseku 2 se dodaje ista masa myjddnosno, koli¢ina kretanja:
—I—ng = +pQAt 172

Promena koli¢ine kretanjagn viemenskom intervalu At, moze se napisati
kao zbir promena na presecimas

—pQALV; + pQAL VompQAL (Vs — ) (7.4)

Promena koli¢ine (kretanja je, prema (7.3), jednaka impulsu sila koje
deluju na tu masu./Na‘masu fluida izmedu preseka 1 i 2 (slika 7.8) deluju
sledece sile:

e Zapreminska sila, odnosno tezina fluida G = pgV, koja uvek deluje
vertikalno'ma dole.

e Povrsinska sila P;, upravna na poprecne preseke. Za dati slu¢aj na
sliei 7.8; to su dve sile pritiska 131 = —nppn A i 132 = —npr, A2, koje
se mogu racunati prema nacelima hidrostatike, jer je pijezometarska
keta konstantna po preseku. Sile deluju upravno na preseke, prema
posmatranoj masi fluida ukoliko je pritisak pozitivan, a od mase fluida
ako je pritisak negativan.
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Slika 7.8: Sve realne sile koje deluju na posmatranu masu fluida, izmedu
preseka 11 2

e Povrsinska sila K kojom ¢vrsta (fiepokretna) kontura deluje na fluid.
Sila obuhvata silu trenja T i nopmalfi silu izmedu zida cevi i fluida N
(odnosno uticaj promene geormefrijé cevi). Smer i intenzitet sile K su
u vecini zadataka nepoznati.

Spajanjem jednacina (7.3)a (%4) dobija se:
pQAL (172 - \71) = SmA
odnosno
pQAL (Vo — Vi A (G+ P+ Py + K) (7.5)

Ako se iz prethodue jednacine skloni vremenski interval At, dobija se
dinamicka jednacina u slicnom obliku kao i jednacina (4.81), izvedena na
strani 148, napisana tako da se vidi da je promena koli¢ine kretanja u jedinici
vremena jednaka’Sumi svih realnih sila na konaénu zapreminu, izmedu prese-
ka 11 2:

@ V- Vi) = G+ P+ P+ K (7.6)
Jednagina (7.6) je vektorska, pa se moze napisati i u formi ravnoteze sila:

—pQ(@—ﬁ)+é+l31+l32+l?:0 (7.7)
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Prema Dalamberovom” principu, dinamic¢ki problem se svodi na st@ticki
problem, odnosno na ravnotezu sila, uvodenjem fiktivne sile, koja se“@biéno
zove inercijalna sila I:

['=-pQ(Va—W) (7.8)

Fiktivna inercijalna sila I moze da se razdvoji na preseked\i 2, pri ¢emu
¢ée komponente sile delovati u tezistu preseka, a smer ¢g im, uvek biti ka
posmatranoj masi:

L=pQVi L =pQ(-V5) (7.9)

Slika 7.9: Sve realne sile (Sile tezine, prtiska i konturne sile) i fiktivne
(inercijalne) sile koje déluju na posmatranu masu fluida izmedu preseka 1 i
2, moraju biti u ravnotezi

Dinamicka jednacida (7.6), odnosno (7.7), sada se mozZe napisati u obliku
zbira sila, kao §to je to pokazano na slici 7.9, kroz nacrtan zatvoren poligon
sila:

L+BP™E+G+L+P,=0 (7.10)

Kako je dinamicka jednacina vektorska, moze se po potrebi napisati kao tri
skalarne jednacine za tri glavna praveca (z, y i 2).

Dinamicka jednacina (7.10) predstavlja sumu svih sila koje deluju na
mast fluida pa je i K ukupna sila konture na fluid. U praksi se dinamicka

"Biografija Dalambera je data u fusnoti 36, na strani 147.
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jednacina najcesée koristi da bi se odredila obrnuta sila, sila kojom“fluid

—

deluje na konturu, a to je sila —K (prikazana isprekidano na slici 7.9)y

7.2.2.1 Primeri primene dinamicke jednacine

U poglavlju 4.5.6, Primeri primene jednacine sila, data su‘dva primera
koriséenja dinamicke jednacine: jedan iz oblasti teGenja u“cevi i drugi iz
oblasti otvorenih tokova. U oba primera je bilo potrebno odrediti silu kojom
fluid deluje na konstrukciju, ukoliko su poznati protok igpijezometarske kote
u presecima. Postavljanjem jednacine (7.10), gde je nepezmata sila konture
na fluid K , moze se odrediti sila fluida na konturu LK

—I?:fl+ﬁ1+é+fg+ﬁ2:0 (7.11)

U nastavku ¢e se dati joS dva primera, koja se Cesto sre¢u u praksi:
udar horizontalnog i vertikalnog mlaza vode u“plocu, kao i uticaj dodatne
inercijalne sile isticanja vode iz suda, na ukupnd tezinu suda.

Udar mlaza u ploéu Mlaz vode bez kontrakcije udara pod pravim uglom
u ravnu plocu. Kolika je sila na plocumako je mlaz horizontalan a kolika ako
je mlaz vertikalan na gore?

Slika, 7-20: Odredivanje sile udara mlaza vode na vertikalnu plo¢u

Nagslici 7.10, prikazana su oba slucaja. Potrebno je izdvojiti kontrolnu
masu fluida (odnosno definisati preseke 1 i 2) i nacrtati sve sile koje na nju
deluju.
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U presecima 1 i 2 vlada atmosferski pritisak, pa su sile pritiska jednake
nuli P, = P, = 0. Inercijalna sila u preseku 2 je raspodeljena péleelom
obodu mlaza. Za slu¢aj horizontalnog mlaza, trebalo bi postayitifuslov da
je suma svih sila u horizontalnom pravcu jednaka nuli, tako da se‘debija da
je sila udara mlaza — K jednaka inercijalnoj sili u preseku 1:

d*n
(—K) = pQVi = pA Vi = PTV12

U slucaju vertikalnog mlaza na gore, u ravnotézu vertikalnih sila sada
ulazi i sopstvena tezina fluida u kontrolnoj zapremini, payje rezultujuca sila
udara mlaza —K manja nego u slucaju horizontalnog mlaza:

(-K)=1 -G

Kako je tesko odrediti tezinu kontrolnefzapremine, u praksi se zadatak
najcesce resava uvodenjem koeficijenta siley kao odnosa realne sile (sile koju
primi ploc¢a) i inercijalne sile:

Za slucaj horizontalnog mlazaykoeficijent sile je Cp = 1, 0 dok je za slucaj
vertikalnog mlaza na gore, kaeficijent manji Cr < 1,0 i njegova vrednost se
obi¢no utvrduje eksperimentalno:

Sud sa isticanjem na dole" Posmatra se zatvoren sud sa konstantnim
nivoom vode® i sa datom pijezometarskom kotom. Sud je oslonjen na éetiri
nosaca i na dnu imalotver preénika dos,. Ako je zapremina suda ¥ =1 m? i
ako je njegova tezina\10% od tezine vode, kolika treba da bude pijezometar-
ska kota da bi ukupna sila u osloncima bila nula?

Sa slike 7.11, vidi se da je uslov da sila u osloncima bude jednaka nuli,
ustvari usloyada“je inercijalna sila mlaza, koji istice jednaka ukupnoj tezini
suda i vode:

I =p9¥+ G sud
f=1,1 x (p x 9,81 x 1)

I =10,79p KN
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Brzina vode koja istice, za idealandluid,
se moze dobiti iz poznatog Toricelijevog
principa, relacije koja se ugimpjos u
okviru fizike za osnovne ‘4, srednje
gkole.  Ovde je ona velégizvedena u
poglavlju 4.5.3.1 Isticanje kroz.estroivicni
otvor, u primeru priméne, Bernulijeve
jednac¢ine na isticanjetksoz oStroivicni
otvor - jednacina (4.63);ma strani 135:

V =+29H

gde je H = II¢= Z,p» Sa slike 7.11 se
vidi da je kotdetvora z., = 0, tako da je
Slika 7.11: Zatvoren sud iz koga  inercijalna sila jednaka:
voda isti¢e na dole

2 D21

[=pQV = pV?A =p(24) — %pzﬁn = 15,41pD?I

1z uslova jednakosti dve sile, sledi:
10,79

07
15,41 N

15,41pD*1 = 10,79p = , DIl = TP

0,7 = 1I

¢ime je dobijeno resenje u formi veze izmedu pijezometarske kote i precnika
mlaza vode. Ako je, na primergypreénik mlaza D = 100 mm, potrebna je
pijezometarska kota od Ilg= 70 m.

7.2.2.2 Uticaj profila,brzina na dinamiéku jednacinu

Kao jedna od pesledica pretpostavki za izvodenje jednacina odrzanja
(strana 289), uvedena je srednja profilska brzina V. Kod jednacine kontinui-
teta je svejedno_da li se koristi srednja brzina V ili promenljiva brzina po

1
preseku u; pa je Vi = 1 / u; dA (slika 7.4). Pri proracunu inercijalne sile
A
je, medutim, pétrebno izracunati ¢lan I = pQV = pAV?, ali sada V? nije
isto §to i 1 u? dA.

Razlikanizmedu dva izraza postaje sve veca $to je veée odstupanje maksi-
malile_brzine po popreé¢nom preseku ., od srednje profilske brzine V.

SPosmatraju se samo ustaljeni procesi. Jasno je da ée nivo vode u sudu da se sa
vremenom smanjuje, ali ¢e se ovde zbog jednostavnosti pretpostaviti da je nivo konstantan.
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Businesov koeficijent G:

I=BpQV @Q

Za slucajeve gde je potrebno ta¢nije obracunati sile, uvodi se kao k@a

gde se koeficijent 5 racuna prema (jednacina (4.83), na strani

B fAu%dA

v <
e 1 stvarne maksi-

Koeficijent § moze imati slede¢e vrednosti:
e Za laminarni tok, gde je odnos srednje profilsk
malne V' = 2uy,,,, koeficijent je 3 =4/3 =1,

e Zaturbulentni tok koeficijent zavisi od step@vuenosti turbulencije
i kreée se u rasponu od § = 1,10 za turbulentne tecenje u glatkoj cevi,
do 8 = 1,01 za razvijeno turbulentno t je.

Primer 7.2.2 Q
Kroz horizontalno postavljenu cev preéni% 0 mm tece voda (p = 1000 kg/m?)
protokom @ = 80 L/s. Ispred kolena (u a je 90°) je postavljen manometar
koji pokazuje pritisak p = 2 Bar. Ako postavi da je fluid idealan, odrediti
horizontalnu komponentu sile na kol

S
Q
>

Za date podatke, brzina vode je:
Q 4 x 0,08
V== = =255
A 07 oo m/s
kolena su isti, jer su iste brzine i jer se pretpostavlja da je fluid
r = 200 KPa, pa je sila pritiska u oba preseka jednaka:

= pA =200 -10% x 0,2°7/4 = 6,283 KN

ila u presecima, bez korekcije usled neravnomernosti profila brzina
na skici), je:

L =TI, = pQV = 1000 x 0,08 x 2,55 = 0,204 KN

~—
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Od ostalih sila na koleno, deluje jos i tezina, u pravcu —z, pa se za proracun
horizontalne komponente ukupne sile na koleno neée racunati. Intenzitet €ile =K
prema jednacini (7.11) je:

KW = /(P +1,)2 + (P2 + [2)? = /2 x (6,283 + 0,204)2 =9y} TAKN

Kako inercijalna sila zavisi od rasporeda brzina, za ta¢niji proracun potrebno
je uzeti u obzir i Businesov koeficijent. Za osnosimetrican ragpéred brzine (slucaj
(B) na skici) moze se uzeti § = 1,05 pa je inercijalna sila na ulazujiZlazu iz kolena
L = I, = 6pQV = 1,05 x 0,204 = 0,214 KN. Horizontalna komponenta je tada
—K(B) =9,188 KN.

Pravi raspored brzina na izlaznom profilu nije osnosimeétrican, veé je pod znatnim
uticajem krivine. Usled izrazenije neravnomernosti brzine u izlaznom preseku,
Businesov koeficijent ¢e biti nesto vedi. Ako se pretpestavitda je? 3, = 1,1, tada je
inercijalna sila na izlaznom preseku Io = B2pQV = 1,1 X°0,204 = 0,224 KN (sila Iy
ostaje nepromenjena I; = 0,214 KN). U tom slu¢djum, horizontalna komponenta sile
na koleno je —K(B) = 9,196 KN.

7.2.3 Energetska jednacina

Proucavanje ukupne energije fluidnog deli¢a i postavljanje uslova o odrza-
nju te energije, po pravilu se vegujerza termodinamiku. Iz tih uslova su u
poglavlju 4.6, Odrzanje energijéysistema, izvedene diferencijalne jednacine.

Za potrebe reSavanja
prakticnih zadataka tecCenja
nestisljivih  fluida, medutim,
pracenje toplotne energije nije
neophodno. Dovoljno je izvesti
integralnu jednacinu koja prati
mehanicku energiju celokupne
mase, a ne jednog delica, a sve
ono §to je preslo iz mehanicke u
toplotnu energiju, otpisati kao

Slika 7.12: Premena kineticke energije se gubitak.
odigrava,same u presecima 1 i 2

9%a, odredivanje tacne vrednosti Businesovog koeficijenta potrebno je poznavati stvarni
raspored brzina. On se moze dobiti ili merenjima ili pribliznim resavanjem jednacina
strujanja, primenom CFD (Computational Fluid Dynamic) programa uz pretpostavljene
granicne uslove i model turbulencije.
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Na masu koja u jednom trenutku ¢ zauzima prostor izmedu preseka 1
i 2 (slika 7.12), moze se primeniti stav da je prirastaj kineticke emergije
posmatrane mase u vremenskom intervalu At, jednak radu svih, réalmih sila
na toj masi, umanjen za energiju koja iz mehanicke prede u neku druga vrstu
energije. Kineticka energija posmatrane mase je mV?2/2, pd je prirastaj
kineticke energije za trenutke (¢ + At) i (¢) jednak:

V2

) (t+At) 2 (t) ZF i (7.12)
gde su F; sve realne sile koje deluju na masu: zapreminska (tezina) i povrsin-
ske (pritisak, trenje i normalna sila konture), a z; pomeranja pod dejstvom
tih sila.

Ako se analizira ukupna promena kineticke energije posmatrane mase na
osnovu fluidnog deliéa (slika 7.12), shodno ragzmatranjima koja su koriséena
i kod izvodenja dinamicke jednacine (stranay292) dobiée se da je potrebno
poznavati samo promene na presecima 1 #2. U preseku 1 se gubi kineticka
energija:

El _ _mV12 _ _pAlVlAtVlz N QAt Vl
2 2
a u preseku 2 se dobija:
2 AsVo A
By= V2 o pAY QAtV2

2 2

Ukupni prirastaj kineticke energije za celokupnu masu fluida je:

Vi NP
QAt( - 7) (7.13)

uz prihvatanje gprétpostavke da je kontura nepokretna, odnosno, da sa kon-
turom nema ragmene energije. Ova pretpostavka nije ispunjena jedino kod
hidraulickili magina, pumpi i turbina. Hidraulicke magine ¢e se posebno
izucavati @ poglavlju 7.4, na strani 326.

Priragtajykineticke energije, dat jednac¢inom (7.13), jednak je radu svih
realnih sila Wimanjen za izgubljenu energiju, energiju koja iz mehanicke prede
umekay, drugu vrstu (najcéesée toplotnu). Rad je skalarni proizvod sile i
pomeranja pod dejstvom te sile. Za posmatranu masu fluida izmedu preseka 1
i 2 (slika 7.13), radovi pojedinih sila su:
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Slika 7.13: Rad svih realnih sila na‘kenacnoj masi fuida

e Rad sile teZine se svodi na rad potreban da se premesti “napustena” u

“osvojenu” zapreminu: G = mgi= pQAt g = pgQAt, pri ¢emu se rad
vrsi samo u z pravcu:

G (21 — 22) = pg QAL (5= 22)

Rad sile pritiska na preSeeima 1 i 2 je proizvod sile pritiska P = p1A;
i P, = pyAs, na pomeranjima usled dejstva tih sila 1 = +V7 At i
r9 = —VoAt , gde jeypomeranje u pravcu sile P; pozitivno jer je u
smeru delovanja sile, a pomeranje u pravcu sile P, negativno jer je u
suprotnom smeru odwsmera sile. Ukupan rad sile pritiska je:

p1 A1 VIAE A pa ASVo At = QAL(p1 — p2)

Rad kontuwrme sile se razdvaja na deo usled normalne sile N i sile
tangencijalnih napona (trenja) 7. Rad konturne sile od normalnih
napona Nhje nula jer je pretpostavljeno da nema pomeranja konture.
Radomdsile trenja T nastaje “gubitak” energije, odnosno energija se
“tzo8i¥yna prelazak korisne mehanicke energije u toplotnu!:

—AE G

WAE{je gubitak energije po jedinici tezine sa dimenzijom [m], pa je potrebno AE
pomnoziti sa tezinom fluida G da bi se dobio rad.
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Izjednacavanjem jednacine (7.13) sa sumom svih radova, dobija se jeédnaci-
na mehanicke energije:
Vi VP
PQAL | == — o | = pgQAL (21 — 2) + QAL (p1 — p2) — AP G
Prethodna jedna¢ina ima dimenziju energije [N m]=[J] (Joule). Ako se
jednacina podeli sa tezinom fluida G = pgQAt, odnosno lgarsilom, dobija se
izraz koji ima dimenziju duzine:

VvV V2
r2 _'1 = (Zl — z2) + (& — p—2> — AEl_Q (714)
.. Rad " Izgubljena
Prirasta] sile tezine Rad energija
kineticke energije sile pritiska; &4

po jedinici tezine

Daljim sredivanjem izraza, mogu se ¢lanevi rada sile tezine i sile pritiska
grupisati po presecima:

Zl—l—p—l =1I; Z2+p—2 =1l (7.15)
Py P9
¢ime se dobija izraz za pijezometarskukotu u preseku 1 odnosno 2. Izraz je
u istom obliku kao $to je dobijen6fmglavi 3. Hidrostatika, u jednacini (3.11),
(strana 38), s tom razlikom $to jeyovde koriséen uslov odrzanja energije, a
tamo je postavljen uslov ravioteze sila na deli¢ u mirovanju.

Na osnovu dobijene jedfiaéine (7.15) moze se dati jasnije fizicko objasnje-
nje pijezometarske kote: “oma predstavlja potencijalnu energiju fluida po
jedinici tezine, odnosno, sposobnost fluidnog deli¢a da obavi rad. Potencijal-
na energija se moze podeliti na dva dela:

e energija usled visiniskog polozaja deli¢a z, i
e energija usled delovanja pritiska v
p

Ako se izraz (7.15) ubaci u jednacinu (7.14) i sredi tako da svi ¢lanovi
vezani uz presek 1 budu sa leve strane a uz presek 2 sa desne, dobija se:

Vi 1%
Al = 2 41, + AE (7.16)
2g 29

odnesno) napisano u kra¢em obliku:

Ei=FEy;+AFE;_5 (717)
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11
)
u uzvodnom preseku (zbir potencijalne energije IT; i kineticke energije 2—1)

Napisana jednacina pokazuje da je ukupna energija (po jedinici tezine

jednaka ukupnoj energiji u nizvodnom preseku uveéanoj za izgubljenu ener-
.o 12
giju-.

7.2.3.1 Brzinska visina, zaustavni pritisak

2

Clan ‘2/—1, iz jednacine (7.16), ima dimenziju [m] i naziva se brzinska
visina. Na slici 7.14 je prikazana ukupna energija amppreseku 1, E; tako
da se jasno vidi visina pritiska (odnosno, pritisak W teziStu preseka izrazen
duzinom) i brzinska visina (odnosno brzina izrazengyduzinom).

U poglavlju 4.5.3.2 Pito i Pito-Prantlova cevima strani 137, je uspostav-
ljena veza izmedu brzine fluidnog deli¢a u(zg) i dodatnog pritiska koji je
rezultat naglog zaustavljanja fluidnog deli¢a:

Ap(z2) = pules) = i

Dodatni pritisak se zove za-
ustavni pritisak. Pomoc¢u Pito-
Prantlove cevi je mogucée preko
zaustavnog pritiska izmeriti br-
zinu fluidnog deli¢a, odnosno po-
meranjem cevi kroz ceo presek,
odrediti stvarni raspored brzina
u fluidnoj struji (slika 4.24).

Jedna od pretpostavki prili-
kom izvodenja jednacina je bila
da se u preseku ne posmatraju
brzine pojedinih deli¢a u(zs), veé
samo srednja brzina V. Za tu
srednju brzinu V je, takode mogu-
¢e definisati zaustavni pritisak Ap
kao:

Slika, 7.14: Ukmupna energija u jednom
preseku je zbir, potencijalne i kineticke
energije 1
Ap = 5pv2 (7.18)

Jasfonje ‘da ovako definisan zaustavni pritisak nema direktne veze sa

zaustavljanjem jednog fluidnog deli¢a i pretvaranjem njegove kineticke ener-
gije«l potencijalnu, ve¢ je samo mera prosetne brzine fluida u cevi. U

" Uebicajeno je da se u Mehanici fluida posmatra energija po jedinici tezine, tako da
se najcesce to i ne naglaSava. U daljem tekstu ove knjige ¢e se koristiti ta praksa: kad se
kaze “energija” fluida, misli¢e se na energiju po jedinici tezine.

2Energija je pretvorena u drugi oblik koji se ne moze iskoristiti u glavnom strujanju.
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Mehanici fluida se relativno ¢esto koristi zaustavni pritisak kao mera maksi-
malno moguceq pritiska koji mozZe da napravi fluidna struja. U ndrednim
poglavljima zaustavni pritisak ¢e se iskoristiti i kao mera trenja, jerije tan-
gencijalni napon koji pravi trenje istih dimenzija kao i zaustavni pritisak, a
obe velitine direktno zavise od brzine fluida.

7.2.3.2 Energetska jednacina za idealan i realan fluid

Poslednji ¢lan u energetskoj jednacini (7.17), AF;_ofobuhvata sve gubit-
ke energije koji su se dogodili izmedu dva preseka. Samé u malom broju
slucajeva taj gubitak se moze odrediti analiticki, postavljanjem dinamicke
jednacine tamo gde se znaju sve sile osim konturnefsile K. U opstem slucaju
gubitak energije se odreduje posredno, eksperimientalno. Pri tome se ¢lan
AFE1_5 obitno razdvaja na dva dela:

e Linijski gubitak koji je rezultat trenjayu cevi (jednacina (6.11) na
strani 220):

Lv?
AE[ [N = A\ = — 7.19
LIN D 29 ( )

gde je A “koeficijent” Palinijskog gubitka (ili trenja). Ovaj izraz je u
literaturi poznat i kao Darsi-Vajsbahova jednacina za prora¢un gubitka
energije na trenje. U kmjizi je, u poglavlju 6.1.1 detaljno izveden
ovaj obrazac. Tu jeli pokazano da koeficijent trenja nije konstanta,
ve¢ da zavisi od rezimiina tecenja i da je funkcija hrapavosti cevi,
precnika i trenutne brzine. U veéini prakti¢nih zadataka se, medutim,
pre¢utno pretpostavlja da se ostvaruje razvijeno turbulentno tecenje
u hidrauli¢ki Arapavoj cevi (oblast V, strana 240), te da je koeficijent
trenja konstanta‘koja zavisi samo od relativne hrapavosti cevi.

e Lokalni gubitak koji se dogadja pri svakoj nagloj promeni brzine u
fluidnogystruji:

V2
AFEox = &— (7.20)
29

15 Ao je neki parametar koeficijenat, znaci da ne zavisi od drugih veli¢ina i da ima
konstanthu vrednost. Posto to ovde nije slucaj, rec¢ koeficijenat je napisana pod znacima
navoda.
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gde se koeficijent lokalnog gubitka energije £, odreduje uglavnom ékspe-

rimentalno'* i uobi¢ajeno je da se obra¢unava sa nizvodnom brziiem'®.

Slika 7.15: Dijagrami za idealan i realan fluid

Jedna od pretpostavki iznetibgu poglavlju 7.1 je da se kod idealnog fluida
viskoznost zanemaruje, pa je tamgencijalna sila jednaka nuli. To znaci da
kod idealnog fluida ne postoje ni linijski ni lokalni gubici energije, odnosno,
da je ukupan gubitak energijemula, AE;_o = 0, pa je'® E; = E5. U primeru
na slici 7.15 je to predstavljeno horizontalnom energetskom linijom.

Kod realnog fluida postoji‘gubitak energije, pa je AE1_o > 0, odnosno,
energetska linija niz fliidaw struju wvek postepeno opada.

Iz energetske jednaine treba uociti da je zbir pijezometarske kote i
brzinske visine (slika\7.44), za idealan fluid, konstantan. To znaci da, ako se
poveca brzina zbog smanjenja proticajnog preseka, dolazi do pada pijezome-
tarske kote, odnosno do smanjenja pritiska (slika 7.15). U zavisnosti od

MPostoji sveganpar slucajeva kada je moguée & odrediti teorijski: kod potpuno uvuéene
cevi u rezeryear i kod naglog prosirenja cevi.

15 Jedinogodstupanje od ovog pravila je za slucaj potopljenog ulaska cevi u rezervoar,
kada je nizvodna brzina nula, pa se £ = 1,0 obracunava sa uzvodnom brzinom.

18U literaturi i u praksi se Gesto energetska jednacina naziva Bernulijeva jednacina. U
poglavlju 446.5, Poredenje energetske sa Bernulijevom jednacinom, objasnjeno je da to
nije korektno, jer je Bernulijeva jednacina izvedena iz dinamicke jednacine pod uslovom
ustaljenog strujanja idealnog fluida. Malo “manje nije korektno” ako se za ovu jednacinu,
FEy = E5, kaze da je Bernulijeva.
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uslova, pijezometarska kota moze da padne i ispod ose cevi pa se u preseku
moze javiti i negativan pritisak. Taj pritisak ne moze biti manji od“=pgs,,
odnosno, apsolutni pritisak pgps ne moze biti negativan (jednacinaf(296) na
strani 28). Matematicki je mogude resavanjem energetske jednacine<dobiti
Pabs < 0, ali fizicki to nije ostvarivo strujanje, jer ¢e usled kavitacije'” doéi
do kidanja fluidne struje i prestanka tecenja.

7.2.3.3 Lokalni gubici energije

Lokalni gubici energije se javljaju na mestima gde.dolazi do naglih pro-
mena u fluidnoj struji (slika 7.16) poput skretanja (kolema), racvi, ventila i
slicno. Obracunava se u odnosu na brzinsku visinuy(7.20):

2
N
29

Bezdimenzionalni koeficijent £ se obi¢neobracunava uz nizvodnu brzinu,
osim u slu¢aju ulaska cevi u rezervoar,4gde je nizvodna brzina nula pa se
gubitak energije izrazava u odnosu najuzvodnu brzinu (poslednji primer na
slici 7.16).

Koeficijent lokalnog gubitka energije se uglavnom odreduje eksperimen-
talno, merenjem pada pritiska ispred i iza poremecaja. U literaturi [12] se
mogu naéi podaci o vrednostimapkoeficijenta gubitka £ za razli¢ite poremecaje
u fluidnom toku.

Na slici 7.16, dati su primeritnekih lokalnih gubitaka sa pribliznim vred-
nostima. Kod standardnog ulagska vode iz rezervoara u cev, gubitak energije
je pola brzinske visine (§,; =035). Pazljivom izradom ulaza, sa postepenim
suzenjem, taj gubitak Moze da se smanji na nekih 5% od brzinske visine. Ako
se postavi cev tako da ulazi u rezervoar, tada se pravi gubitak od jedne cele
brzinske visine (ujgdnogu ovom slucaju koeficijent gubitka se moze odrediti
i analiticki, koristeéi dinamicku jednacinu'®).

Gubici energijéma kolenima i raévama u mnogome zavise od same geomet-
rije (poluprecnika Krivine kolena, na¢ina spajanja racvi, odnosa precnika cevi
u racvi), alifi uslova tecenja (da li se odvaja mlaz fluida sa unutrasnje strane
kolena, odnosa, protoka u rac¢vi i sliéno). Na srednjoj slici, gde je dat ventil
(odnosno_zatvarac), pokazano je da koeficijent gubitka energije zavisi od

Kavitacija je pojava kada usled naglog lokalnog pada pritiska dode do stvaranja pare
usled&kljuéanja vode. Ukoliko se apsolutni pritisak priblizi nuli, dolazi do prekidanja fluidne
struje,

¥ Detaljno izvodenje se moze naéi u literaturi [10]
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¢no veliki.

ije pri naglom prosirenju cevi takode spada u grupu gubita-
u odrediti analiticki. U poglavlju 7.3.2.2, na strani 323,
kao pri ris¢enja dinamicke jednacine, bice izveden Bordin obrazac za
iz 1m1ergiju u prosirenju:

=¢ V_QQ_(Vl_VQ)Q
S P29 g
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Ovo je maksimalno moguéi gubitak energije, dok bi se sa postepenim Presi-
renjem taj gubitak znatno smanjio.

7.2.3.4 Primeri pisanja energetske jednaéine

U nastavku se daju tri jednostavna primera korisc¢enja energetske jednaci-
ne sa objasnjenjima kako se crtaju energetska i pijezometarskalinija. Takode,
u glavi, Osnove dinamike fluida, se mogu naci dva primera; zacvanje fluidne
struje (strana 174) i isticanje iz suda kroz ostroivi¢ni ot¥éii kroz naglavak
(strana 177). Nakon $to se detaljnije objasni na¢in preracuna linijskih i
lokalnih gubitaka, u poglavlju 7.3, na strani 315 ¢e biti dati i slozeniji primeri.

Potopljena cev koja spaja dva rezervoara LCevkenstantnog precnika d
i duzine L spaja dva rezervoara, tako da je nivo vode® nizvodnom rezervoaru
visi od kote cevi zge, (slika 7.17).

Slika 7.17: Isticanje iz rezervoara sa potopljenim izlazom

Energetska jednagina, (7.17) se moze postaviti izmedu bilo koja dva prese-
ka koja zadovoljavaju‘uslove o paralelnosti strujnica u preseku i njihovoj
upravnosti na presek. Naravno, nema svrhe odabrati takve preseke gde se
ne zna ni pijezometarska kota ni brzina (na primer, na sredini cevi, kao §to
je to presek@Pges, 1 na slici 7.17). Uobicajeno je da se preseci postave kroz
rezervoar,@de se moze zanemariti brzinska visina pa je ukupna energija u
preseku jedmaka pijezometarskoj koti.

Za/primer sa slike 7.17 moze se napisati energetska jednacina izmedu
preseka wwrezervoarima A i B:

1% V2 V2 LV? V2

EA=E, + AEqp = Tut A —Tp+ 2B pe e a2 e L
A B+AFEA_B A‘|‘2g B+2g—|—£ul2g+ d2g+§zzz2g
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gde je V brzina u cevi pre¢nika D, A linijski koeficijenat gubitka erfergije
(poglavlje 7.2.3.2) duz cevi duzine L a §,; i §;,; su koeficijenti gubitka énergije
na ulazu u cev i izlazu. Stavljaju¢i da su V4 i Vg nule, uz prebagivanje
poznatih pijezometarskih kota sa leve strane, dobija se jednacina upkojoj je
samo brzina V nepoznata:

2

L |4 1
Ma-Tlp = (6 + 05+ 6u) 3 = V= ez oy (11, - 11p)
g \/ §ul + A+ Szl

Kada se odredi brzina, protok je Q = VA = Vd?r/4._Akessu sve jedinice u
SI sistemu, protok se dobija u [m?3/s], mada se u prakticnim zadacima ¢esée
koristi hiljadu puta manja jedinica [L/s].

Da bi se nacrtala energetska linija potrebnogje izracunati sve pojedine
¢lanove u energetskoj jednacini: brzinske visine i gubitke energije. U usvoje-
noj razmeri za visine (koja ¢e biti obi¢no krupnija od razmera za duZzine)
treba nacrtati sve gubitke vertikalno iznad mesta gde se oni i ostvaruju.

Iz dobijenog resenja se vidi da u slu¢ajupotopljenog izlaza na protok
ne utice polozajna kota cevi z..,, kaosnitapsolutne pijezometarske kote u
rezervoarima, ve¢ samo njihova razlikalidgubici u cevi. Zbog toga nije
neophodno crtati z.., u usvojenoj visinskej razmeri, ve¢ ju je dovoljno nacrt-
ati ispod kote Ilg.

Pijezometarska linija se crta ispedienergetske na rastojanju koje je jedna-
ko brzinskoj visini V2/2¢g. U“psimeru sa potopljenim isticanjem, ako je
postovana razmera pri crtanj@ linija, pijezometarska linija mora da zavrsi na
koti rezervoara B.

Posebnu paznju u crtamjustreba obratiti na odnose lokalnih gubitaka i
brzinske visine. Na primer, kod ulaza u cev gubitak energije je &, puta
brzinska visina, a rastojanje izmedu F i II linije je jednako brzinskoj visini.
Ako je &, = 0,5 (kadistorje i nacrtano na slici 7.17) tada treba da se vidi na
slici da je gubitak energije duplo manji od rastojanja izmedu dve linije.

Nepotopljeng isticanje kroz mlaznik Cev konstantnog pre¢nika d se
zavrsava mlaznikom (naglo suzenje sa prec¢nika d na precnik d,,,;) (slika 7.18).
Energetska jednacina se postavlja za preseke u rezervoaru (gde je brzina
V4 =~ 0) ¥ma izlazu iz mlaznika gde vode dolazi u kontakt sa atmosferom i
gde je mepeznata brzina V,,; ali je poznata pijezometarska kota: posto mlaz
izlazi slobedno u atmosferu, pritisak u preseku je nula, pa je I, = 2.
1% %

HA+_A:Hml+ﬂ+AE
29 29
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Slika 7.18: Isticanje iz rezervoara sa nepotopljenim jizlazom kroz mlaznik

Ly + Lo V1 L V2,
d ml

V2
AE =&+ \———

29
Koeficijenat gubitka energije na milazniku &, je rezultat nagle promene
precnika cevi, dok se duzina mlaznika zanémaruje pa se ne racuna trenje duz
mlaznika. Posto su deonice Lq i Lg istilt precnika i sa istim koeficijentom

trenja, uz zanemarenje brzine u rézervoaru i stavljanjem da je IL,,; = 2z,
dobija se:
L1 + L Vl vz,
II4 — = 1
A — Zml (gul + A d > 2 ( +&mi ) 29

U jednacini su nepoznatéidve brzine Vi i V,,;. Vezu izmedu tih brzina
daje jednac¢ina kontinuiteta (7.2):

2
Q1=Qm H MA=Vudn = Viu=Vi— AL _ (i>
Aml dml
gde je dpy < dgPa je Vi > V1. Prethodna jednacina se resava po VM
se na kraju moze izracunati i protok Q.

Za crtanjeRE i II linija treba prvo izracunati sve pojedine ¢lanove iz
energetske jednacine. Nakon toga, treba usvojiti odgovarajuéu razmeru za
visine. Dijagrami ¢e biti u okviru visinskog intervala AH = I14 — z,, [m].
Prilikom/crtanja treba voditi ra¢una o slede¢em (slika 7.18):

O Ufresavanju jednacina treba prvo racunati veée brzine, kao 5to je to ovde Vi1, a posle
na osnovu te brzine odrediti ostale. Time se greske usled zaokruzivanja smanjuju umesto
da se povecavaju.
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e Prvo se crta F linija. Lokalni gubici se nanose vertikalno iznad mesta
gde se ostvaruju. II linija se crta ispod E linije za odgovatajucu
brzinsku visinu, mereno vertikalno (a ne upravno na liniju).

e Nagib FE linije predstavlja trenje. Za dve cevi istog precnika, 1 koefici-
jenta A, kroz koje teku isti protoci, energetske linije moragu biti para-
lelne.

e U delu mlaznika, zbog povecanja brzine dolazi do brzegypada II linije.
Na kraju II linija zavrS8ava na koti mlaznika z,,;f FE'\linija padne na
mlazniku za izrac¢unati gubitak i ostaje za brzingku ¥isinu mlaza iznad
IT linije.

e Lokalni odnosi gubitaka energije i brzinske visine moraju biti zadovo-
ljeni. Na primer, bez ikakvog znanja tac¢nihvrednosti gubitaka, kota i
protoka, na osnovu slike 7.18 se moze proceniti da je koeficijent gubitka
energije na mlazniku &,,; malo veée ad 0,25. Naime, ako se V,;/2g,
brzinska visina na izlazu iz mlaznikag uzme kao jedinica mere, moze
se lako proceniti da je “pad” energije na mlazniku oko 1/4 te brzinske
visine.

Na slici 7.18 je dat i manometar®ha drugom delu cevi. Citanje na
manometru se moze odrediti na osnovardatih duzina i pijezometarske linije,
pri ¢emu se pretpostavlja hidrostatiéko stanje u preseku gde je manometar
spojen na cev. Visina pritiska‘@a_manometru je rastojanje od manometra
do II linije, ali na mestu gde je manometar spojen, a ne na mestu gde se
manometar nalazi.

Venturijevo suzenje U praksi se relativno Cesto koristi naglo suzenje u
cevi sa nizvodnim postepenim proSirenjem. Takvo suZenje se zove Venturi-
jevo?? suzenje i koristi'se za merenje protoka preko merenja pada pritiska
izmedu preseka ispred suzenja i preseka u samom suzenju.

Na slici 7.19, sa leve strane je prikazano Venturijevo suzenje, sa ucrtanom
energetskom i pijezometarskom linijom, uz pretpostavku da je fluid idealan.
Energetska jednagéina i jednacina kontinuiteta ¢e dati:

Vi Vi V2 d\A 12
Ey=Eyf %y I+ =1+ > = H1+—1:H2+<_1>_1
29 29 29 da/) 2g

2Giambattista Venturi (1746 - 1822) italijanski naucnik i svestenik.  Njegovo
opredeljenjefda se bavi naukom je najbolje sam izneo u slede¢em priznanju: “Predan, kao
§to sam bio, mojim istrazivanjima, uvideo sam da bi supruga, deca i porodi¢ne obaveze
mi potresile dosta vremena koje bi rade potrosio na nauku; zbog toga sam odluc¢io da
postanem sveSteno lice.”.
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Slika 7.19: Pijezometarska i energetska kota za idealan fluid pri naglom
suzenju i prosirenju cevi

gde je dy precnik cevi u preseku 1, a dy W suzenom preseku 2. Sredivanjem
izraza tako da ostaje razlika pijezometarskih, kota sa leve strane, dobija se:

dl 4 V12
I —My= || =) = 1| 5~ 7.21
ot [(c@) ] 2 (7.21)
odakle sledi da je protok krozbidealan’ Venturimetar:
d*n 1
Qi=V1AH=——F——=—or 29(H1 - Hz) (7.22)

<)
) -1
da
Iz dobijene jednacinese, vidi da je dovoljno izmeriti razliku pijezometar-
skih kota (II; — IIp)pdaibi se odredio protok. Uobi¢ajeno je da se umesto

pijezometara koristi \diférencijalni manometar, na kome se ocitava razlika
pritisaka Ap:

Ap = p15p2 = pg(Ily — 1) — pg(lz — 2;,) = pg(Il; — 1I2)

U realnim situacijama fluid nije idealan, pa pretpostavka da je E kota
konstantna,nije dobra. Uobicajena je praksa da se, po izradi Venturimetra,
obavi njégova provera uporedenjem sa nekom tacnijom metodom i da se
odredikoeficijent protoka Cg, kojim se dobijeni protok idealnog fluida sma-
njujefnayrealan:

Q =CqQia
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Ako se u Venturimetru smanji precnik ds, postize se veca razlika pritisaka
pri istom protoku, ¢ime se poveéava ta¢nost merenja. Medutim, istovremeno
raste i opasnost od stvaranja podpritiska u suzenom preseku (prikazano je
na desnom delu slike 7.19). Podpritisak je povezan sa pojavom kawitacije u
suzenom preseku, $to dovodi do nestabilnosti u toku i povecava eroziju cevi.

Od preseka 2 do 3 suzeni presek se postepeno prosiruje, takorda fluidna
struja postepeno vraca svoju kineticku energiju u potencijalnupNa slici 7.19
je to pokazano porastom pijezometarske linije i vracanjeni, zafidealan fluid,
u isto stanje kao Sto je to bilo i u preseku 1. Kod realnog fluida dolazi do
ukupnog pada energije i pijezometarske kote u preseku.3, ali‘ako je prosirenje
tako napravljeno da je prilagodeno fluidnoj stuji,sgubici ostaju relativno
mali. Ukoliko bi se naglo prosirio presek sa do naddg ='dy, fluidna struja bi
se odvojila od konture, pojavili bi se vrtlozi i veliki dodatni gubici energije.

7.2.3.5 Uticaj profila brzina na energetsku jednac¢inu

Kao i kod dinamicke jednacine (poglavlje, 7.2.2.2), u nekim situacijama
je 1 kod energetske jednacine potrebno voditi racuna o razlici izmedu srednje
brzine V i pravog rasporeda brzine popreseku u(zy). Prilikom izvodenja
energetske jednacine (7.13), kao prirastajkineticke energije, dobijen je izraz:

V2 Vf)

pQAL <7 Y

Ako se umesto protoka stavi ()= V A, dobija se izraz gde se srednja brzina
pojavljuje na treéi stepen,

Medutim, prirastaj kinetiéke energije bi bilo korektnije odrediti kao sumu
prirastaja za sve fluidme, delie, koji se kre¢u brzinama wu(ze). Tada bi

1
se umesto ¢lana V3ppojavio ¢lan 1 / u‘Z’dA. Zbog toga se kao korekcija
A

energetske jednacine &esto koristi Koriolisov?! koeficijent o (jednagina (4.109)
na strani 165):

|
o= o /A wb dA (7.23)

a energetska,jednacina se pise u obliku:

V2 V2
I F oL =Ty +ag> +AE; o
29 29

2 Biografija Koriolisa je data u fusnoti 50 na strani 164.
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Primer 7.2.3

Odrediti Koriolisov koeficijent za slucaj osnosimetricnog laminarnog tecefijawkruz-
noj cevi.

Raspored brzina za laminarno tecenje u kruznoj cevi je dat parabélom (7.23):

2
U = Umax 1- (E)
Koriolisov koeficijent se dobija resavanjem izraza (7.23) za kruznu/cev, pri ¢emu se
koristi uslov osnosimetri¢nosti, pa je dA = 2rxdr:

1 2rus R 213 5 R23 143
o gt foron- 2 [ Y O e -
QV?* )4 Qv R 8QV 4V

Veza izmedu maksimalne i srednje brzine (6.22) je tmar = 2V pa se sredivanjem

prethodnog izraza dobija vrednost za Koriolisovy, koefigijent o = 2.

Vrednost Koriolisovog koeficijenta « zavisi@d rasporeda brzina po profilu.
Za laminarni tok u kruznoj cevi je pokazamno, u prethodnom primeru, da
je koeficijent a = 2. Za turbulentnigtok™u kruznoj cevi koeficijent zavisi
od stepena razvijenosti turbulencije i kre¢e se u rasponu od a = 1,15 za
turbulentno tecenje u glatkoj cevijhdo a = 1,05 za razvijeno turbulentno
tecenje. Kod otvorenih tokovarKoriélisov koeficijent zavisi od uslova i krece
se od a = 1,1 za kanale pravilnogieblika, do o = 2 za prirodne tokove, gde
se glavni tok deli na vise manjihytokova.

7.3 Primeri primene jednac¢ina odrzanja

U prethodnim poglavljima su izvedene tri jednacine odrzanja, koje se
odnose na masu flaidam cevi, izmedu dva preseka: jednacina kontinuiteta
@1 = Q2, dinamicka jednacina > Fr + I = 0 i energetska F1 = Fo + AF.
Medutim, ove gFifjednacine nisu nezavisne. Energetska jednalina se moze
dobiti kao kombinacija prve dve, mnozenjem dinamicke jednac¢ine brzinom,
koja se dobija‘iz jednacine kontinuiteta??.

Prilikom resavanja zadataka teGenja u cevima, uobicajeni postupak je da
se prvo napise onoliko energetskih jednacina, koliko ima moguéih puteva za
fluidni(deliéri da se sa jednacinom kontinuiteta nadu odnosi brzina, ukoliko

22Qinjenica da je koli¢ina kretanja pomnozena sa brzinom jednaka mehani¢koj energiji
je iskori§€ena u poglavlju 4.6.2 Jednacine mehanicke i toplotne energije prilikom izvodenja
jednacine (4.104).
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dolazi do promene preseka fluidne struje. Iz te dve jednacine se racimaju
brzine i protoci, a zatim se, ako to zadatak trazi, primenom dinamicke
jednacine, odrede sile na konturu.

Prilikom izvodenja jednacina odrzanja mase, koli¢ine kretanja imehani-
cke energije, kori§¢eni su jednostavni ilustrativni primeri. U ovom poglavlju
¢e se dati jos nekoliko primera primene energetske i dinamické jednacine, kao
i primer koji je moguce resiti i pomoc¢u energetske i dinami&ke jednacine, ali
se dobijaju razlic¢ita resenja.

7.3.1 Primeri primene energetske jednacine
7.3.1.1 Cevi sa razlicitim precnicima

Dva rezervoara (A i B) su spojena pomecu éevi, koja je u prvom delu
pre¢nika d a u drugom veéeg precnika Dy, Treba odrediti protok i brzine
kroz cevi ako su dati slede¢i podaci: duzine cevi L, Lo, precnici cevi d, D,
koeficijenti trenja A1, A9, koeficijenti ‘gubitka energije &, pr kao i pijezo-
metarske kote I14, [15. Naéi mesto uféevi gde se ostvaruje najnizi pritisak i
izracunati ga.

Slika 7.20: Dva rezervoara spojena cevima razli¢itog precnika - pijezometar-
ska i‘energetska linija



7.3. PRIMERI PRIMENE JEDNACINA ODRZANJA 317

Odredivanje protoka: Na slici 7.20 su prikazani rezervoari i cevikoja
ih spaja. Postavlja se energetska jednacina za preseke kroz rezervoareiA i B:
1% V3
Es=Ep+AEsp = HA+£ =HB+2—§+AEA_B
Kako su preseci A i B u rezervoarima, brzina vode se moze zanemariti pa je
V4 =01 Vg = 0. Gubici energije se pisu prateéi kretanje fluida ad preseka A
do preseka B:

1%
AFEs_p = fulg + A (7.24)

1?@ F 2g Dy2g ' ﬂ

Kada je ulaz cevi u rezervoar potopljen, uvek sejjavlja gubitak energije
od &, = 1,0 (poslednji ¢lan u jednaécini). Taj koéficijent se po pravilu ne
pisSe pored slike.

Nepoznate velic¢ine su brzine u cevima #4 11Vs. Iz uslova da je protok
konstantan (jednac¢ina kontinuiteta) dobijanse odnos brzina:

d*m D27 D?
ViA| =Vedy = Vi— =Vo—= = Vi=Vo—
141 2412 17 N 1 2

Kada se izraz za Vj iz jednacing)kontinuiteta uvrsti u energetsku jednaci-
nu, reSavanjem se dobija brzinagvode u cevi V5. Na osnovu nje se dobija
protok u cevi i brzina u drugojéeeyi:

D2
Q = Va4 Vi = VQ?

Za crtanje energetske i pijezometarske linije potrebno je prvo izracunati
sve pojedine ¢lanove jz izraza (7.24). Za usvojenu razmeru treba nacrtati
liniju energije, poceylod rézervoara A do rezervoara B (slika 7.20, isprekidana
linija). Pijezometarskadinija se crta ispod energetske za odgovarajuéu brzin-
sku visinu. Kako je brzina V; veéa od brzine Vs, pijezometarska kota Ce se
povecati kod prosirenja cevi.

Odredivanjeiminimalnog pritiska: Visina pritiska je rastojanje izme-
du ose cevil pijezometarske kote. Ako je pijezometarska kota ispod ose cevi,
tada je pritisak negativan. Sa slike 7.20 se vidi da je minimalan pritisak u
cevi nagmestw pre prosirenja, gde je IIpr. Da bi se odredila kota Ilpg, treba
postaviti energetsku jednacinu od preseka A do PR:

V2 V2 Ly Vf)

Ew& Epp+AEs pr = Hpp=T4 — | =5 +&ums + M— =
29 29 g
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Na osnovu izracunate pijezometarske kote Il pp pritisak se ra¢una upetre-
bom osnovne jednac¢ine hidrostatike:

ppr = pvg (Ilpr — 2PR)

Iz definicije pritiska p = paps — Patm 1 Ogranicenja da je apsolutmi pritisak
uvek veéi od nule, sledi da izra¢unati pritisak mora biti®® ppg = =paim.

7.3.1.2 Nepotopljeno isticanje kroz mlaznik za véntilom

Cev konstantnog pre¢nika d se zavrSava mlaznikom (naglo suzenje sa
precnika d na precnik d,,;), sli¢no kao u primeru na gli€éiy7.18, ali se sada na
cevi nalazi i ventil kojim se regulise protok (slika 7.21).

Slika 7.21: Isticanje iz rezérvoara sa nepotopljenim izlazom kroz mlaznik i
sa ventilom za kontrolu proteka

Data je pijezometdrskatkota I1 4, kota cevi zey, preénik cevi d, duzine L1 i
Lo, kao i lokalni gubiti energije na ulazu u cev &, i na mlazniku &,,;. Potreb-
no je odrediti gubitak énergije na ventilu £, tako da Citanje na manometru,
koji se nalazi na koti z,,, bude py,.

Odredivanje protoka: Za datu kotu i pritisak na manometru, moguce
je odrediti pijezemetarsku kotu manometra:

IL, & “Q + Zm
Py
Ta pijézomatarska kota je ista kao i pijezomatrska kota teCnosti u cevi
preénikaid, u preseku M gde je spojen manometar. Postavlja se energet-
skagednacina od preseka M (gde je nepoznata brzina u cevi V;) do izlaza

230bic¢no se uzima da je atmosferski pritisak paim = 100 kPa.
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iz mlaznika (gde je nepoznata brzina V,,;) a pijezometarska kota je jednaka
polozajnoj koti I1,,; = 2, (posto mlaz izlazi slobodno u atmosferu, pritisak
u preseku je nula):

% V2,
Ey=FEp +AEy—m = HM"F% =y + = 2 L HABR i
Gubici energije izmedu ova dva preseka su trenje na deoniei L3 ¥ gubitak na
mlaznici:

+ &5

AFEy_m
Ml/\d2 g

Vezu izmedu dve nepoznate brzine Vi i V,,,; daje jedmacina kontinuiteta:

Ay d\?
VlAl = leAml = le Vl =
Aml dml
pa se reSavanjem energetske jednacine debija brzina V,,;, a iz jednacine
kontinuiteta, brzina V7 i protok Q.
Odredivanje koeficijenta gubitka,energije na ventilu: Postavlja se
energetska jednacina od preseka A wfrézervoaru do preseka M gde je spojen
manometar?*

V2 V2
Eia=Ey+AE sy S HA+£ =HM+2ﬂgl+AEA_M

Uz pretpostavku da je brzimasu preseku A zanemarljiva, ukupna energija u
preseku A je jednaka sam@ pijezomatrskoj koti I14. Gubici energije izmedu
preseka A i M su gubitak na‘ulazu u cev, trenje na deonici L1, gubitak na
ventilu i trenje na deoiiGinlo:

V2

Li+ Ly V2 %5
AEA—MZ&AQ&;%—/\ ! 2 1

d gv_

gde su gubici fia trenje u cevima 1 i 2 odmah sabrani jer su isti precnici i
koeficijenti linijskég trenja.

Kada se'sredienergetska jednacina, ostaje nepoznat samo trazeni koefici-
jenat gubitka €nergije na ventilu &y2°

24Mogude jerpostaviti i energetsku jednacinu od rezervoara do mlaznika, jer su poznate
pijezometarska kota izlaza i protok.

2> Viednost koeficijenta &, zavisi od stepena otvorenosti ventila i njegove konstrukcije.
Za potpuno otvoren ventil &, ima vrednost izmedu 0,5 i 5, dok sa zatvaranjem ventila &,
naglo raste. Kada je ventil skroz zatvoren, protok je nula, pa je &, beskonaé¢no veliko.
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Pri crtanju F i I1 linija, treba voditi racuna da nagib F linije predstawlja
trenje. Za cevi Ly i Lo koje su istog precnika i koeficijenta A, enérgetske
linije moraju biti paralelne. Takode, na crtezu moraju lokalni gubi¢i‘energije
i brzinske visine biti u razmeri. Na primer, samo posmatrajuci sliku 7.21,
moze se proceniti koliki je koeficijent gubitka energije na ventilw &y: ako se
razmak izmedu F i II linije kod ventila uzme kao jedinica @nere; i ako se
proceni da je “pad” energije na ventilu 4,5 puta veéi od tegyrazmaka, dobija
se da je &, = 4,5.

7.3.1.3 Racvanje fluidne struje

1z rezervoara A izlaze dve cevi istog precnika ‘di,datih duzina. Cevi se
spajaju u tre¢u cev veteg pre¢nika D i duzine LgipMlaz iz treée cevi izlazi
slobodno u atmosferu. Odrediti protoke i brzine za sve cevi.

Slika 7.22: Primer dsticanja kroz dve cevi koje se nizvodno spajaju u jednu

Na slici 7.22gje, prikazan sistem, sa poznatim podacima. Sli¢an primer je
ve¢ raden u poglavlju 4.6.6.1, na strani 174. Tamo je zaklju¢eno da u slucaju
racvanja fluidne struje treba pisati onoliko energetskih jednacina koliko ima
moguéih piiteva za fluidni delié?.

Energetska jednacina za donju cev (u kojoj je brzina V1), od rezervoara A

26Prilikomd pisanja jednacine, medutim, moraju se unapred znati pravci te¢enja. U nekim
zadacima nije mogudée unapred znati tacan pravac pa se moze desiti da se dobije kao resenje
negativna brzina (ili protok). U tom slu¢aju treba ponoviti proracun sa korigovanim,
ispravnim smerom tecenja.
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do izlaznog preseka 3 je:

1% V2 V2
A — H + 3 + AEdOle = HA = Zeop + == —|—AEdOle

1
At 5y 2 2

gde je stavljeno da je brzina u rezervoaru A nula, a pijezometarska kota u
izlaznom preseku 3 jednaka polozajnoj koti cevi ze,. Gubiei“duz donje i
zajednicke cevi su:

V2 V-
AEdo_leg_(é'ul_|_/\d +£k1+/\d_+£k2+/\d d) ; <§R+ D>239

Za tok fluida kroz gornju cev (u kojoj je brzina,Vs) pise se druga ener-
getska jednacinas:

M4+ Vi =TI, +V3 +AEYS = HA_zceerV + AEYTS
29 29 29
AEQW—(g + Ag—r + €y + A >V2 (5 + A )V?’
ul d d k3 d— 3 d 92 R D/ 29

U napisanim dvema energetskim jedna¢inama, nepoznate su tri brzine
V1, Vo i V3. Jednacina kontinuitetafje treca jednacina koja ¢e povezati ove
brzine:

2 2 2
QitQ2=0Q3 = V1% +V2d47T = V%D—

Sistem od tri jednacine_se najlakse resava oduzimanjem dve energetske
jednacine, ¢ime se eliminige brzina V3, odnosno, posredno se postavlja uslov
da je ukupan gubitak energijeled rezervoara do racve isti za obe cevi.

Prilikom crtanja dijagrama (slika 7.22) treba odvojeno nacrtati linije za
donju i gornju cev. Enegretske linije dve cevi treba da se spoje u zajednickoj
tacki B i odatle se grta emergetska linija za tre¢u cev. U preseku 3 energetska
linija ostaje za brzinsku visinu iznad ose cevi.

7.3.2 Primer.sa dinamickom jednacinom
7.3.2.1 @dredivanje sile na zatvarac

U cevi precnika D = 250 mm postavljen je leptirasti zatvarac. Pri
protoku = 100 L/s i otvorenom zatvara¢u, nivoi u pijezometarskim cevima
upresecima 1,213 sull; = 10,2 m, I, = 10,0 m i Il3 = 9,5 m. Kolika je sila
kojom fluid gustine p = 1 kg/dm? deluje na zatvara¢ u njegovom otvorenom
polozaju? Koliki je koeficijent gubitka energije na zatvaracu £z7
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Slika 7.23: Primer isticanja kroz dve cevi koje.se nizvodno spajaju u jednu

Na slici 7.24 levo je izdvojen deo cevifizmedu preseka 2 i 3, sa ucrtanim
silama koje deluju na masu fluida izmedupta dva preseka. Postavljanjem

dinamicke jednacine za konaénu zapreminwizmedu tih preseka moze se sra-
¢unati sila F', sila kojom fluid deluje¢ najzatvarac:

SP+Y I+T+K=0_% F=-K=> P+ I+T

S obzirom da je cev konstaptneg preseka i bez usputne promene protoka,
inercijalne sile I» i I3 su istog intenziteta i pravca, a suprotnog smera pa se

medusobno potiru. Na osnovu datih pijezometarskih kota u presecima 2 i 3
moguce je sracunati sile pritigka:

P, =

paA = pg(Mly — ZT)A = 2,408 kN (Z] =5 m)
P =

pi A Apgly — Z1)A = 2,167 kN (Z] =5 m)

Sila trenja za istu duzinu cevi od 10 m, moze se odrediti iz datih podataka
za preseke 11 2; postavljanjem dinamicke jednacine za ova dva preseka:

T =M= (P — ) = pg(Il; — ) A = 96,31 N

Ukupna $ila,na zatvarac je:
F =P, — P; —Ty3 =0,144 kN

Do istog rezultata se moze doé¢i ako se uoci da je za pad pijezometarske
kote od preseka 1 do 2 AIl;_o = 0,2 m odgovorno trenje a za pad od preseka 2
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Slika 7.24: Proracun sile na zatvarac - koris¢enjem dinamicke jednacine

do 3 All,_3 = 0,5 m su odgovorni trenje.i gubitak energije na zatvaracu.
Na osnovu toga, sledi da je pad pijezometarske kote samo usled zatvaraca
Ally; = 0,5 — 0,2 = 0,3 m pa je sila nayzatvarac:

F = pgAllzA = 0,144 kN

gde je A povrsina popre¢nog préseka“cevi. Ako se dobijena sila podeli
sa zaustavnim pritiskom (7.18)4mpovrsinom poprecnog preseka, dobija se
koeficijent sile (5.12):

F pgAllzA,

All;
L pV2A L pV2A -
2 2

Cp = 2

1,42

29

Pad energije na zafwaracu se moze napisati u obliku proizvoda brzinske
visine i koeficijenta lokalnog gubitka energije, pa se dobija:
V2 Ally
z z =& 5 §z=12g 72
da je koeficijent lokalnog gubitka energije na zatvaracu u stvari koeficijent
sile koju zatyaraéprima od fluida.

=Cp =142

7.3.2.2 4Naglo prosirenje cevi - Bordina teorema

Préma'Bordinoj?’ teoremi, prilikom naglog prosirenja fluidna struja se u
potpunosti odlepi od prosirenog preseka 1’ (slika 7.25) i vrtlozi kod prosirenja

#Jean Charles Borda (1733 - 1799), francuski matematicar, kao vojnik ucestvovao je u
nau¢nim i istrazivackim pohodima, a u americkom ratu za nezavisnost je imao zapazenu
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prenose niski pritisak koji je vladao u suzenom preseku 1.

Na osnovu pretpostavke, uiprese-
ku 1 sila pritiska se moze izragéunati
kao pritisak iz preseka 1 pommeZzen sa
presekom 1’ (odnosno, salprésekom 2)
P = p1As. Ostale sile a masu fluida
izmedu preseka 1 2, sejzacunaju na
klasi¢an nacin: sila pritiska u preseku 2
je Po = pa As, iner@ijalne sile u preseci-
ma su I; = pQVg, 115 = pQVs a kom-
ponenta sile tezine u pravcu toka je
Gy = pgAa(2n— #a), (prema jednacini

Slika 7.25:  Sila usled naglog (6.2)). Uzasloy da na delu od 1 do 2
prosirenja cevi ne deluje sila trenja, dinamicka jednaci-
na daje ravnotezu sila u pravcu toka:

As(p1 — p2) + pgAa(z1 — 22) + pQ (Vg V2) = 0

Zamenom @ = V5 As, deljenjem jednacine sa (pgAs) i stavljanjem pijezo-
metarskih kota umesto zbira visina pritisaka i polozajnih kota, dobija se:
Vi ViV,

I, — I, = -
g 9

(7.25)

Ako se za preseke 1 i 2 postavi energetska jednacina, gde kompletan
gubitak energije odlazi samo 1a loklani gubitak ulsed progirenja fluidne
struje, dobija se:

VP 1y Vi vy

H1+—:H2+_+AE = AE:H1—H2—|————
29 29 29 29

StavljajuéiIT $TIgdz dinamicke jednacine (7.25) u energetsku, dobija se:

VIV, V2 V2 (V= Th)? 1%
Ap= VAN, Vi VE_(i-Ve) Ve (7.26)
g g 29 2 2g 29

Sredivanjemyje dobijen poznati izraz kojim se analiticki odreduje lokalni
gubitak energije u naglom prosirenju.

ulogud Bavio se mehanikom fluida, proucavajuéi kretanje brodova, topovskih granata, rad
pumpiislicno. Konstruisao je instrumente kojima je premerio duzinu meridijana i napravio
je poznate trigonometrijske tablice. Bio je veliki zagovornik decimalnog racunskog sistema.
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7.3.3 Dinamicka ili energetska jednacina?

Na slici 7.26, prikazana je raéva koja se nalazi u horizontalnoj (X, Y)
ravni. Iz racve izlaze dva mlaza vode slobodno u atmosferu. gRotrebno je
nadi silu fluida na kraj cevi (presek 4) ako se zanemare gubici.enérgije (slika
7.26). Precnici cevi su takvi da su odnosi proticajnih povESina A; = Ay,
Al = Ay + A3z i Ay = As.

Dinamicka jednacina: Iz jednacine
kontinuiteta 1 = Q2 + Q3 i datog
odnosa povrSina popre¢nih preseka
dobijaju se brzine:

Vi1 = Vo = V3 odnosno Q3 = Q3

U presecima 2 i 3 je pritisak nula, jer
mlaz slobodno izlazi u atmosferu, pa

su sile pritiska u njima: Slika®7.26: Da 1i se zadatak resava

primenom dinamicke ili energetske
P,=P;=0 jednacine?

Posto se presek 1 nalazi blizu preseka 2 i 3, moze se uzeti da je i u njemu
pritisak nula, pa je:
p1 = 0 = P1 =0

Na osnovu dinamicke jédnacine, dobija se resenje za silu fluida na kraju
cevi:

F =1 =pQVi #pVi A

Energetska jednac¢ina: Da bi se naSao zaustavni pritisak u preseku 4
postavlja se energetska jednacina izmedu preseka 1 i 4, uz zanemarivanje
gubitaka energije:

17/ Ve
B =gttt = L
! 1+2g 2g ]94_‘/12 . H—V42— _ 0
VE_pi (g2 T TR T
Ey=IL% L =21z
29 pg

Natosnovu energetske jednacine, dobija se reSenje za silu fluida na kraju
cevi:

1
F=pAs = §PV12A1
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Komentar dobijenih reSenja: Izracunata sila na osnovu energetske
jednacine je duplo manja u odnosu na vrednost dobijenu upotrebom dinami-
¢ke jednacine. Koje resenje je tatno?

Tacéno resenje daje energetska jed-
nacina. Greska keody dinamicke
jednacine je §to nigje ‘wzeta u obzir 4
konturna sila kojomwoda deluje na
naglavke (dve sileg”Fy na slici 7.27).
Posto tu dolazi de.skretanja struje,
mora  postojatih i  odgovarajuca
konturna sila.

Slika 7.27: Da bi se zadatak
resio primenom dinamicke jednacine
treba uzeti u obzir sve sile

7.4 Hidraulicke masSine

U dosadasnjim razmatranjima,bilansa mehanicke energije izmedu dva
preseka, postovana je pretpostdvka da je granica strujnog polja nepokretna.
Normalna konturna sila N koja,postoji pri svakom poremecaju fluidnog toka
(slika 7.28 levi deo) zbog mépekretnosti konture ne daje rad, pa i ne ulazi
u energetski bilans, odnosne, ne postoji razmena energije izmedu konture i
fluida.

Slik&' 7.28¢ Kod nepokretne konture nema razmene rada (levo); da bi se
povécala ili smanjila energija toka potrebno je da se deo konture pokrece
(propeler na desnoj slici)
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Da bi se predala ili oduzela mehani¢ka energija fluidnoj struji, “mora
postojati deo konture koji se pokreée. Na desnom delu slike 7.28, pokeetna
kontura je predstavljena kao propeler: ako se sa spoljne strane,devodi rad,
povecavace se ukupna mehanicka energija fluida, a ako fluidna strujasokrece
propeler i obavlja neki rad (na primer, proizvodi struju ili melje zito), sma-
njivace se ukupna mehanicka energija. U energetskoj jednacigi (7:17) (dato]
na strani 303), napisanoj za preseke 1 i 2, efekat poveéanjatili smanjenja
energije se moze jednostavno obra¢unati kroz dodatni ¢lan?®:

Ei=Ey;+AE,_ 2+ Ey

gde je Ejs energija po jedinici tezine fluida koju preda ili preuzme hidraulicka
masina.

Sve hidraulicke magine mogu se svrstati u dve,velike grupe: pumpe (ili
crpke), koje dodaju energiju fluidnoj struji (—Ejs) 1 turbine, koje oduzimaju
energiju fluidnoj struji (+Fps) i pretvaraju jépu neki drugi vid energije.
Hidrauli¢ke masine su veoma slozene magine i detaljno se izu¢avajuna Masin-
skom fakultetu. U okviru kursa Mehanika fluida neée se ulaziti detaljno u
proces razmene energije, veé Ce se sanmiefposmatrati ukupni uticaj masina na
fluidnu struju kroz ¢lan +FE);.

7.4.1 Pumpe (crpke)

Pumpe su hidraulicke masine koje dodaju energiju fluidnoj struji. U
najveéem broju slucajeva, pumpe koriste elektri¢nu energiju koju pretvaraju
u mehanicku (rotacije ili pekretanja klipa) i tu mehani¢ku energiju predaju
fluidnoj struji.

Pumpe se u vodovodnim sistemima najcéesce koriste da “podignu” vodu
sa nizih kota na vise. Na slici 7.29, prikazan je jedan od ¢estih hidrotehnickih
problema: kako dopremiti do naselja vodu sa zahtevanim pritiskom? Ako je
izvoriSte na visim kotanda (rezervoar A), problem se svodi na dimenzionisanje
cevovoda tako da se sa‘izabranim pre¢nikom dovede trazeni protok uz gubitke
energije jednake By — Fgrap. Ako se naselje snabdeva iz bunara ili sa
izvorista koje sepmalazi na koti Ep, potrebno je pumpom dodati energiju
Ecrap — Eg, alii deo energije, koji ée se izgubiti na trenje (a taj deo zavisi
od izboraspreénika i vrste cevovoda). Stavljanjem cevovoda manjeg precnika,
ustedeéese na cevovodu, ali ¢e to zahtevati “ja¢u” pumpu i samim tim, veée
troskove/rada.

2’Ufpoglavlju 4.6.3 Resenje integralne jednacine odrianja energije za ustaljeno tecenje
homogenog fluida u cevi se slicnim razmatranjem takode doslo do jednac¢ine (4.121)
(strana 173) u kojoj se dodatni rad pumpe pripisuje kao energija po jedinici tezine.



328 GLAVA 7. TECENJE FLUIDA KROZ CEVI

Slika 7.29: Kako dopremiti vodu u grad: a) iz‘regervoara koji se nalazi iznad
grada i b) iz rezervoara koji se nalazi ispod‘grada

Na slici 7.30, prikazan je uproséenisistemy, u kome pumpa dodaje taman
onoliko energije koliko je potrebno dawkroz cevovod tece trazeni protok Q.
Iz nacrtanih pijezometarskih i energetiskih linija, mogu se definisati osnovni
pojmovi:

o Hgpo - geodetska razlika‘izmedu pijezometarskih kota u rezervoarima

AiB
e M, - energija po jedinici tezine, koja se mora dodati fluidu da bi se

zahtevani protok () “prebacio” iz rezervoara A u rezervoar B. Ta visina
se Gesto naziva viSina dizanja pumpe®® i izrazava se u metrima [m].

Visina dizanja pimpé je jednaka zbiru svih gubitaka energije AEA_p i
geodetskoj razlici Hggo. Ako su preseci 1 i 2 preseci ispred i iza pumpe,
tada se moze napisati®’:

Hy,=FEy)y=bi =Hgpo+AEs_p=Ep—Es+AFEs_B

2Na Gradevinském fakultetu pumpa se izuava samo kao jedan u nizu elemenata koji
¢ine vodovedni sigstem, pa se u¢inak pumpe meri “visinom dizanja”’, odnosno, onime $to
pumpa preda‘Sistemu. Sa stanovista pumpe, cevovod i voda u njemu su neSto §to “je
muci”, nesto §to ona treba da savlada i podigne na odredeni nivo. Zato se na MasSinskom
fakultetu visina dizanja pumpe esée zove napor pumpe.

3ORélativno cesta greska je da se visina dizanja pumpe raéuna iz razlike pijezometarskih
kota Lloé~ II; a ne iz razlike energetskih. Pumpa dodaje energiju, a na primeru 7.30 se
lepo vidi da ne moraju biti isti pre¢nici cevi ispred i iza pumpe, pa ni brzinske visine.
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Slika 7.30: Pijezometarska i energetska@ za slucaj kada se pumpom
prebacuje voda iz rezervoara A u rez%

pa je energetska jednacina od reze m A do rezervoara B:
Eo=FEp+AFEs_p— A
Energija (u dzulima) kOJ a preda fluidu je jednaka visini dizanja

pomnozenoj sa tezinom e vode u periodu At:
E,=H,G=H,Q

Snaga kOJu fluid pri umpe jer

wv W (r27)

Za 1zbor odgevarajuce pumpe treba izracunati njenu snagu, u jedinicama
[W]. Zbog gub @ energije u toku konverzije iz pogonske energije (obi¢no
elektri¢ne) ehamcke u korisnu energiju, koju primi fluid (7.27), po-
trebna stv S aga pumpe N, veta je od snage koju primi fluid za stepen
iskorisce

1

—pgQ Hy (7.28)
%

Stepen iskoriséenja 7 se Cesto zove i koeficijent korisnog dejstva, skrac¢eno KKD.
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Koeficijent korisnog dejstva
np obuhvata ceo agregat {(pumpu
i motor) i uvek je manji‘od 1,0.
Kod manjih pumpi vrednosti su
oko 1, ~ 0,5 — 0,7 a'kod vecih
pumpi moze bitiriny'~ 0,8 —
0,85.

Pumpe su'slozéne masine ¢i-
je karakteristike (snaga, visina
dizanja i stepén iskoris¢enja) za-
vise od radnih uslova H, = f(Q),
N, = Wi, = F(Q). Proiz
vodaél pumpi daju te karakte-
ristike U formi dijagrama, kao
Q-H krive (slika 7.31). Problem
uklapanja jedne pumpe u sistem,
kao i uklapanja vise pumpi u
zajednickirad i izbor optimalnih
karakteristika pumpi ¢e se detaljnije obradivati na predmetima koji se izuca-
vaju na visim godinama smera za Hidrotehniku.

Slika, 7.31: Proizvoda¢i pumpi karakte-
ristike daju u formi standardnog Q/H
dijagrama, sa ucrtanim stepenom korisnog
dejstva np

7.4.2 Turbine

Turbina je hidraulicka masina“koja oduzima energiju fluidnoj struji i
pretvara je prvo u mehnicku, a®najcéesce zatim u elektriénu energiju. Na
slici 7.32, prikazana je tipi€na situacija, u kojoj se voda iz visokog rezervoara
dovodi do turbine, tako da seprelativno malo energije potrosi na linijske i
lokalne gubitke, kako Bijturbina iskoristila svu preostalu energiju.

Velic¢ina Hr sa slike 7.32 se naziva pad turbine i ona se ra¢una iz jednacine:

Hr=F| - By =F,—Ep—AFE4_p

Na slici 7.32, nagrtan je slucaj kada je nizvodni rezervoar (odnosno jezero)
odmah pored turbine. Tada se obitno kao nizvodni presek 2 uzima presek
u rezervoarwB, a svi gubici energije od turbine do preseka B (uklju¢ujudi i
gubitak odfjedne brzinske visine na ulazu u rezervoar) pripisuju se koeficijentu
korisnog “dejstva turbine. Na drugoj slici 7.33, prikazan je slucaj kada
nizvodno @d turbine postoji cevovod, pa su preseci ispred turbine 1 i iza 2
jasmo razdvojeni od preseka kroz rezervoare A i B.
Energija (u dzulima) koju voda preda turbini je:

Er = Hr pgQrAt [J]



7.4. HIDRAULICKE MASINE 331

Slika 7.32: Pijezometarska i energetskagdinija’za slucaj kada se na samom
kraju cevovoda nalazi turbina, pa“gubic¥ od nizvodnog preseka 2 do
rezervoara (jezera) B se pripisuju koeficijentu korisnog dejstva np

pa je “oduzeta snaga” fluida iz fluidne struje:

Er
Np = ANt pgQ Hr [Wj (7.29)
t
Turbina primi manju sndgw.za stepen iskoriséenja (ili koeficijent korisnog
dejstva) np:

E
Np = ﬁnT 207p9Q Hr [W] (7.30)

Koeficijent korisnog dejstva turbine nr uvek je manji od 1,0 i ima vrednosti
u opsegu 1t 0,79 — 0,93. Po pravilu, §to je vec¢a turbina, to se viSe paznje
posvecuje prayljenju same magine i njenom uklapanju u sistem, pa je vedi i
koeficijent 4.

Snagay turbine direktno zavisi od pada turbine Hp. Sa slike 7.33, vidi
se da jesteorijski najveéi moguéi pad turbine jednak razlici kota uzvodnog i
nizyodnog rezervoara (jezera). U realnim uslovima, pad turbine je manji i
débija’se iz energetske jednacine:

Ey=FEp+ AFEs_p+ Hr



332 GLAVA 7. TECENJE FLUIDA KROZ CEVI

Slika 7.33: Pijezometarska i energetska linija‘za sluc¢aj kada se nizvodno od
turbine nalazi cevovod

V2
HA—HB+5M L

odakle se vidi da pad turbiné Hprzavisi i od linijskih i lokalnih gubitaka
energije:

Vi L %
HTZHA—HB——l(ful—I— 1)——2(/\

D1 29 — + 6@2[)

Dy

Iz dobijene jednaginesledi da, ukoliko su brzine V7 i V5 male, pad turbine
se priblizava teorijskojévrednosti I14 — I1p. Pri istom protoku pad turbine
¢e biti veéi, pa samim tim i dobijena snaga. Sa druge strane, da bi se
postigle male Brzisie, neophodno je praviti cevovode (i ¢esto tunele) velikih
pre¢nika, $to znatno povectava troskove izgradnje. Dimenzionisanje sistema
sa turbinom, stéga, po pravilu podrazumeva detaljnu tehno-ekonomsku ana-
lizu troskova izgradnje sistema i kasnijih dobiti u toku eksploatacije.

7.4.3 " (Reverzibilne masSine

Hidraulicka masina predaje ili oduzima energiju fluidu. Tehnicki je
moguce napraviti hidraulicku maginu koja moze da radi i kao pumpa (kada
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je pokrece elektro motor) i kao turbina (kada voda pokreée elektromotorkoji
radi kao generator), pri ¢emu ostali delovi sistema ostaju isti.

Slika 7.34: Reverzibilne magine mogu da rade kao pumpe i kao turbine

Na slici 7.34, prikazana je sendatski reverzibilna hidraulicka masina sa dva
rezervoara. Kada masina radigkae,pumpa, u sistem se ulazu visina dizanja
H, i snaga Np:

1
Hy= Ep—Ea+ APt Ny = —-pgQ H,
p

a kada radi kao turbinay saristim protokom @) dobijaju se pad turbine Hr i
snaga Nr:

Hr =Ep—Es= AEp_» Nt =nrpgQ Hr

Odnos realizovanih snaga turbine i pumpe je, uz pretpostavku da se nivoi
u rezervoarima, kroz vreme ne menjaju:

Nr,© opgQ Hr _ All - AEp_4

—_— = — K1 7.31
Now VLpgQH, | PAI+AEs p (731)
Clan sa,désne strane izraza je proizvod tri broja manja od 1: dva koeficijen-
takorisnog dejstva (uvek manji od 1) i razlomka ¢iji je imenilac uvek veéi
od brojioca. Iz jednacine (7.31) sledi da je snaga koja se dobija na turbini
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uvek znatno manja od snage, koja se ulaze u podizanje iste koli¢ine'mode
pumpom.

Kako je rad reverzibilnog postrojenja uvek sa energetskim gubitkom,
pitanje je zasto se takva postrojenja prave? Ako se umesto energetskog
bilansa (7.31) napravi finansijski bilans, dobija se odnos prihoda i zashoda:

CiEr  CiNrTr

Prihod = -
T GE, T GN,T,

(7.32)

gde su C7 i Cy dene struje u periodu
kada postrojenje radi kao turbina i
kao pumpa,@ i T, vremena rada
postrojenjan, Cena elektricne ener-
gije je pfomenljiva kroz vreme, pri
¢emu se menja i u toku jednog dana
(nocu jejeftinija a danju skuplja, sli-
ka 7.35)@ i sezonski (zimi kada ener-
gije nema dovoljno na trzistu cena je
visa), Ako se u periodu niske cene
strije pumpom podigne odredena za-
premina vode ¥ u rezervoar B, a u
periodu skupe struje se ta ista kolici-
na vode iskoristi za proizvodnju‘zmatno skuplje energije, moze se postic¢i da
ukupan prihod postrojenja budeweéi od 1.

Pored finansijskog efekta; reverzibilno postrojenje predstavlja i faktor
sigurnosti za energetski sistemineke zemlje. U periodu kada ima viSe ener-
gije u mrezi, prepumpavanjem vode na visu kotu vrsi se “akumulisanje”
elektricne energije. U periodu velike potrosnje, ta “sacuvana” energija moze
da se plasira u mrezuj ¢ime se cuva energetski sistem od raspada.

Slika 7.35: Tipi¢an dnevni dijagram
zahteva za elektri¢cnom energijom



Glava 8

Tecenje u otvorenim
tokovima

Otvoreni tok je takvo kretanje te¢nostiprikome je njena gornja povrsina
u kontaktu sa gasom umesto sa ¢vrstom konturom, i u kome je dinamicki
uticaj tog gasa na tecnost zanemarljivi’Otvereni tokovi su isklju¢ivo vezani
za tecnosti, pa se umesto strujanjogflurda govori o tecenju, a u najveéem
broju slu¢ajeva se posmatra tecenje vode, koja je u kontaktu sa atmosferom.
Primeri otvorenih tokova su svudateko nas: tec¢enje vode u reci, potocima,
vestackim kanalima i akvaduktima, ke6je su pravili jos stari Rimljani, kisnim
kolektorima, tunelima kod hidrocéntrala, kanalima za navodnjavanje i od-
vodnjavanje i sli¢no.

Osnovne jednacine kojima se reSavaju otvoreni tokovi su iste kao i jedna-
¢ine kori8éene za proucavanjetecenja u cevi: jednacina kontinuiteta, dina-
micka i energetska jednagina. Medutim, otvoreni tokovi su dosta komplikova-
niji od tecenja u cevi, jer kod njih proticajni presek nije unapred poznat, pa
je moguce da vodalpridstom protoku te¢e sa manjom ili vetom dubinom.
Da bi se odredila dubina u nekom preseku, pored tri spomenute jednacine
potrebno je pozmavati jos i uzvodne i nizvodne granicne uslove kao i nacin
kako ti uslovi uti¢u na trazeni presek.

U nastayvkmove glave, prvo ¢e se dati uslovi pod kojima ¢e vaziti izvedene
jednacine,fpri,cemu se izuCava samo ustaljeno teCenje u prizmati¢nim kori-
timal. Zatim ¢e se definisati karakteristicne dubine (normalna, kriti¢na,
spregnitte ‘dubine), koje odreduju karakter toka i nacin njegovog reagovanja
naggranicéne uticaje. Pomocu tih dubina ¢e se analizirati moguéi oblici linije

Neustaljeni rezim kao i te¢enje u prirodnim, neprizmatiénim koritima se izu¢ava na
kasnijim godinama hidro smera.

335



336 GLAVA 8. TECENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

nivoa duz kanala konstantnog nagiba (nejednoliko tecenje) i uticaj pojédinih
kontrolnih preseka na tok.

8.1 Pretpostavke i uslovi za izvodenje jednacina

U proucavanju otvorenih tokova vaze sve pretpostavkedkoje su vazile i
za oblast tecenja u cevi (poglavlje 7.1, Pretpostavke i uslevi Za izvodenje
jednacina):

e Tok je linijski, u pravcu x1 i proucava se samo wkentrolnim presecima,
u kojima teCenje mora biti paralelno i upravne na tok.

e Fluid je tecnost, koja je kontinualna i nestisljiva. Kontakt tec¢nosti i
vazduha se zove slobodna povrsina i pretpostavlja se da je u jednom
popre¢nom preseku uvek horizontalna.

e Od sila, u obzir se uzimaju tezina (zapreminska sila), sila pritiska, sila
trenja i konturna sila, ako dolazi doynagle promene geometrije kanala
(povrsinska sila).

e Razmatra se samo ustaljeno tegenje, tj. sve veli¢ine su nepromenljive
kroz vreme. Takode, izuc¢avace se samo slucaj kada je protok duz
kanala konstantan, dok se dubine (pa i brzine) duz kanala mogu menjati
(nejednoliko tecenje gdegje @h/Ox1 # 0) ili biti konstantne (jednoliko
tecenje sa h = Const. odmesno 0h/0z; = 0).

e Rezim tecenja je razwijeni turbulentan, sa konstantnim koeficijentom
trenja i sa kvadratnom zavisnos¢u gubitka energije od srednje brzine.
Ova pretpostavka jewnajveéem broju slucajeva ispunjena. Laminarno
tecenje se retkOlostvaruje kod otvorenih tokova i uglavnom je povezano
sa kretanjemveoma viskoznih fluida u tankom sloju po nagnutoj povr
-vsini. Kritiéna vrednost Rejnoldsovog broja je kao i kod tecenja kroz
cevi Reglp = 2000, samo se umesto precnika cevi D koristi 4R gde je
R hidrauliéki radijus.

Pored ovilgpretpostavki, prilikom izvodenja dinamicke jednacine pretpos-
tavice se.daje kanal prizmatican: izgradjeni poprecni presek duz cele deonice
kanald_jé isti, nema usputne promene popreénog preseka mada se dubina
vode apkanalu moze menjati (slika 8.1). Ovaj uslov kod te¢enja u cevi nije
koriscen, jer u cevi fluidna struja u potpunosti ispunjava poprecni presek.
Ako se zna precnik cevi, zna se i poprecni presek struje pa samim tim i
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Slika 8.1: Slobodna povrsina kod otvorenih tokova jeldsto sto i pijezometarska
linija

veza izmedu protoka i brzine. Kod tecenja Wietvorenim tokovima, poprecni
presek fluidne struje nije u napred poznat (A Const.).

Kao i kod tecenja u cevi i kod otvorenihtekova iz postavljenih pretpostav-
ki sledi da se ostvaruje hidrostaticka raspedela pritisaka u preseku. Takode,
kako je fluid u kontaktu sa atmosferom, sledi da se slobodna povrsina poklapa
sa pijezometarskom II kotom za presek!(slika 8.1).

U otvorenim tokovima se ¢e-
sto koristi pojam dubina: to jé
vertikalno rastojanje od dna ‘do
povrsine tecnosti 1 oznacaya se
sa h. Zbog nagiba dna kanala,
dubina nije isto §to i visina pri-
tiska. Na slici 8.2, nacrtan je
poduzni presek kanala salkariki-
rano velikim nagibom?4 Dubina
u preseku je h = AD dok je
debljina fluidnfe struje upravna
na strujnice.d ="AB i iznosi
d = hcosas, Visina pritiska za

Slika 8.2: Dubina d merena normalno na
dno se aproksimira vertikalom h

tacku B jeyista’kao i za tacku C pa je PE _PC _ 70 — deosa = heos? a.
Py

P9

2@vo jestandardna praksa u prikazivanju poduznih preseka kanala. Razmera za visine
i tazmera'za duzine se obi¢no razlikuju za red velicine, jer treba prikazati kanale dugacke
nekolikofstotina ili hiljada metara, dok se kota dna promeni za par metara. Takva razmera
se zove distordovana razmera. U distordovanoj razmeri se menjaju uglovi na slici.
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Ukupna energija (po jedinici tezine) u popre¢nom preseku je:

€ V2 V2
E:H—i——g:ZB+p—B+—g = B=Zp+heos’ atg)(8.1)
g

Kada je nagib dna kanala mali, ¢lan cos? o se moze u jednagini'zameniti
jedinicom. Na primer, za nagib dna veoma strmog kanala odidp = 10% (od-
nosno, ugao dna od a < 5,7%) ¢lan cos? a je 0,99, sto znacida,se pravi greska
od samo 1% u proracunu pijezometarske kote u energetskaj, jednacini (8.1).
U praksi se najcescée sretu kanali sa znatno manjimtmagibom dna. Na
primer, za nagib dna od Ip = 1% (tana = 0,01), figde o = 0,57° a clan
cos? a = 0,9999 ~ 1.

Ukoliko je nagib dna kanala I'p > 10%, tada se neymoze zanemariti ¢lan
cos? . To je veoma retko slucaj i sreée se uglavnomkod posebnih objekata,
brzotoka. U nastavku knjige ¢ée prilikom izvodenja svih jednacina vaziti
pretpostavka da su kanali sa malim nagibom, dna” (mada ¢e na skicama biti
nacrtani sa mnogo veé¢im nagibom zbog distordovane razmere) i koristiée se
dubine koje se mere i crtaju vertikalno utodnosu na popreéni presek.

8.2 Jednoliko tecenje, normalna dubina

Posmatra se prizmaticni kanalekonstantnog i malog nagiba dna, kroz
koji tece fluid konstantnim pretekem. U kanalu se javlja blago promenljivo
tecenje i niz fluidnu struju dubina se postepeno menja. Izmedu dva relativno
bliska preseka se moze postaviti dinamicka jednacina (7.10) (poglavlje 7.2.2,
Dinamicka jednacina, stranag(7.10)): suma svih realnh sila (pritisak, tezina
i trenje) je jednaka promeni koli¢ine kretanja (inercijalnoj sili).

Na slici 8.3 sa levestrane je nacrtan kanal u kome se u smeru toka dubina
postepeno smanjujef@ brzina raste. Na kona¢nu masu fluida izmedu preseka 1
i 2 deluju sledece sile:

e Sile pritigka P, i P,. Intenzitet rezultujuéeg vektora u pravcu toka xq
je pribliznefjednak P, — P» = —AhpgA gde je Ah = ho — hy, a A
srednja vrednost povrsine poprecnog preseka fluidne struje.

e Sila tézine G = pgAAx koja deluje vertikalno na dole. Njena komponen-
ta i pravcu z; je G, = pgAAxsina. Za pretpostavljen mali na-
giba dna, odnosno ugla a, moze se staviti da je sina =~ tana pa je
komponenta sile tezine u pravcu toka G, = pgAAxtana = —pgAAz
gde je Az = z9 — 1.
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Slika 8.3: Sile na konaénu masu fluida izmedu preseka'1 i 2, pri nejednolikom
tecenju (leva slika) i jednolikom (desna slika)

e Sila trenja ffml koja deluje suprotnoped smera toka i ima intenzitet
K, =710Az.

Zbir tih sila je jednak promeni koli¢ingkretanja, odnosno negativnoj vrednos-
ti inercijalnih sila (jednaé¢ina (7.6) nastrani 294) —I = pQ(Va—V1) = pQAV,
pa se moze napisati dinamicka jednacina ravnoteze sila [11]:

—AhpgA — pgAAz — TOAm.= pQAV (8.2)

Ako se u posmatranoj deoniéi kanala ostvaruje jednoliko te¢enje, dubine
u presecima 1 i 2 su iste (desna strana slike 8.3), pa su iste i brzine V; i Va.
Ukupne sile pritiska i inercijalne sile su nula, pa se prethodni izraz jednakosti
sila svodi na zbir kompenente tezine (sa znakom minus jer kota dna opada
u pozitivnom praveu Ty) 1 trenja:

—pgAAz —TOAZ =0

Deljenjem izraga satezinom kona¢ne zapremine izmedu preseka 112 (pg AAz)
dobija se bezdimenzionalni izraz:

Axy,. pgR Az pgR
gde je(R/= A/O hidraulicki radijus (slika 6.3 na strani 219).
Jednoliko tecenje (slika 8.4) je poseban slucaj tec¢enja u kanalu kada su
gravitaciona sila koja “vuce” fluid i sila trenja koja “koci” u ravnotezi. Jed-
noliko tecenje se moze uspostaviti samo u prizmati¢nom kanalu beskonac¢ne
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Slika 8.4: Jednoliko te¢enje: dubine i brzine u présecima 1 i 2 su iste

duzine i nagiba dna veéeg od nula o > 0. Tapje slucaj koji se retko javlja
u prirodi ali je zgodan za analizu, jer pokaztje kojoj dubini fluid tezi ako se
pusti da tece u beskonacno dugactkom kaun@lu.

Kako su u jednolikom tetenju dubinapi brzina konstantne duz kanala,
sledi da je linija nivoa (odnosno, pijezometarska linija) paralelna sa linijom
dna, a linija energije paralelna sa linijom,nivoa3. Ako je nagib linije dna:

Ip =tana = —E = _d_z
Az da
(u izrazu se preslo sa kona¢nih Fazlika Az/Ax na diferencijalne dz/dz, jer
je kanal prizmatican) onda s@ inagibi linije nivoa i energetske linije:
—j—; = —((11—1:;1 = —i—f odnosno Ip=1Ig=1Ig (8.4)

Zamenom Ip = —Aw/Az u jednacinu (8.3), dobija se izraz za tangenci-

jalni napon odnosno keefigijent tangencijalnog napona u jednolikom tecenju:

RI
ID:L =T =pgRIp = C’T:pf D (8.5)
pgR V2
2

Slican obrazac'je bio dobijen kod tecenja u cevi (6.9), na strani 220 (poglav-
lje 6.1.1), Koeficijent linijskog gubitka energije, samo u formi:
LV? V2

AEBi=C—— = Ip=C—
, R 2g b 29R

3Zastoljelzgodno §to su nagibi energije i dna isti? U energetskoj jednagini je potreban
nagibflinije energije, koji se ne zna unapred i koji se “ne vidi”. U jednolikom tecenju je
Ir = Lpt Posto se nagib dna zna jer se jednostavno meri geodetskim metodama, zna se i
nagib linije energije.
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U izrazu (8.5) za C., poznat je nagib dna Ip, a za konstantan protek @
nepoznata je brzina:

V= \/éz\/R Ip (8.6)

2 -
gde je C_g = C, Sezijev? “koeficijent”® trenja, koji je dimenzionalan, sa
T

dimenzijom [L%T_l]. Za poznatu brzinu, protok kanalomgje:

Q=CAVR Ip (8.7)

Sezijev koeficijent trenja nije zgo-
dan za upotrebu, jer je povezan sa
koeficijentom tangencijalnog napona
C-, pa samim tim zavisi i od rezima
tecenja C; = f(Re, k/R). Kod kruz-
nih cevi (poglavlje 6.1, Trenje pri jed-
nolikom tecenju kroz cev kruznog pop-
recnog preseka) su detaljno analizirani
rezimi tecenja i veza Cr(Re, k/D). Za “Slika. 8.5: Kod tetenja u cevi
hrapav turbulentan rezim dobijeno je | thidraulicki radijus je konstantan
C; = C;(k/D) 8to kod cevi nije préd-“wdok  kod  otvorenih  tokova
stavljalo problem, jer je proticajnigpres hidraulicki radijus (kao i relativna
sek uvek isti. Medutim, kod otyonenih  hrapavost) zavisi od dubine h
tokova®, proticajni presek se menja za
jedan isti protok (slika 8.5)gpaybito znacilo da se i koeficijent tangencijalnog
napona C, menja pri istomprotoku.

Ako se “pozajmi” obrazac'iz otpora trenja u cevi za koeficijent A (6.40)
za turbulentno tecenjé u hzapavoj cevi:

A= 0,185(%)1/3 (8.8)

4 Antoine ChézyM(@718 - 1798) francuski inZenjer koji se bavio merenjima protoka na
rekama i kanalima u okolini Pariza. Na osnovu visegodisnjih rezultata merenja, 1775. je
predlozio vezudzmedu brzine i kvadratnog korena iz nagiba dna kanala (8.6) V = Cv/RI
pri emu je koeficijent C bio za reku Senu C' = 44. U radovima iz 1775. se vidi da je Sezi
koristio istu'relaciju i za tecenje vode kroz kolektore, sa koeficijentom C = 17. Zahvaljujuci
Proniju (njegévom biviem studentu, inZenjeru koga je Bonaparta poslao u nauénu misiju
u Egipat) kejiyje prvi prihvatio Sezijevu jednaginu, ona je usla u siroku upotrebu.

"Re¢’ koeficijent je stavljena pod navodnike jer se ovde ne radi o pravom,
bézdimfilenizionalnom koeficijentu. Sezijev koeficijent je dimenzionalan i o tome treba voditi
racuna kada se resava jednacina (8.6).

5U™vodnim napomenama je reGeno da se pretpostavlja tecenje u kanalu u hrapavom
turbulentnom rezimu, $to je u najveéem broju slucajeva i ispunjeno.
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pa se zameni u izraz za C,:

_ k 13 _ k13
1C, = 0,185(=)" = ¢ = 0,0297(3)

dobija se brzina:

2
V= 5,8(%)1/6\/291% p = 5,8;/1—/_‘2 - R213\/Tp (8.9)

V2
Uradenim smenama je postignuto da koeficijent 5’81&—/? vise ne zavisi od

hidrauli¢kog radijusa R, pa ni od dubine u kanalu. €Jmesto Sezijevog uvodi
se novi koeficijent n:

1 V29

= 5,8W (8.10)
koji se zove Maningov’ “koeficijent”® hrapawosti’ sa dimenzijom [L~Y/3T1].
Veza Sezijevog i Maningovog koeficijenta je:

C, = LR/ (8.11)
n

Primenom Maningovog koeficijenta (8.10) i njegovom zamenom u jedna-
¢inu (8.9) dobija se brzina u kamalu pri jednolikom tec¢enju:

1
V= ER2/3\/ID (8.12)

"Robert Manning (1816 - 1897) irgki ra¢unovodja (rodjen u Normandiji, Francuska, gde
je njegov otac ucestvovao ufratu) koji je radio u artiljerijskoj jedinici zaduzenoj za drenazne
radove. lako bez formalne inzenjerske obuke, zavoleo je hidrauliku i poceo je da radi na
projektu vodosnabdevanja Belfasta. Kako je bio ra¢unovoda, problem proracuna brzine u
otvorenim tokovima je resio pragmati¢no, uporedivanjem 7 tada poznatih jedna¢ina (Du
Buat - 1786, Eyelwein - 1814, Weisbach - 1845, St. Venant - 1851, Neville - 1860, Darcy
i Bazin - 1865, i/Ganguillet i Kutter - 1869) i trazenjem jednacine koja najbolje fituje
njihovu srednju virednost.

8Kao i Sezijev_koeficijent, i Maningov koeficijent je dimenzionalan. Ako se koriste
vrednosti zagkeeficijent n iz literature [31], treba obratiti paznju u kojim jedinicama je
ta vrednost'data)pa u istim jedinicama uvrstiti i ostale veli¢ine u jednacinu (8.12) odno-
sno (8.13)., Udliteraturi se koristi i recipro¢na vrednost Maningovog koeficijenta 1/n koja
se naziva Striklerov koeficijent i oznacava se sa M ili sa kS.

9Kod preracuna prirodnih tokova se obi¢no podrazumeva da Maningov koeficijent osim
gubitaka na trenje usled hrapavosti obuhvata i aluvijalne otpore i lokalne gubitke usled
prepreka‘u toku (na primer drveée) pa je u takvim uslovima pravilnije n nazvati Maningov
koeficijent otpora.
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Ova jednacina se ¢esto naziva Sezi-Maningova jednacina. Protok u kamalu
je:

1
Q=VA=—AR*VIp (8.13)

Sezi-Maningova jednaéina je veoma popularna u hidrotelfiict:*Prednosti
primene Maningovog koeficijenta su:

e Sto m ne zavisi od hidraulickog radijusa R, ve¢fsamo od apsolutne
hrapavosti k, pri ¢emu treba voditi racuna da k_nijé isto za razlicite
dubine h, veé se Gesto razlikuje za Citav red velic¢ine,

e Sto se vrednosti za n mogu nadi u literaturiu tablicama, gde se opisno
daje stanje obloge kanala (u poslednje vreme 86 mogu naéi i fotografije
kanala):

. dobro zagladjen beton 0,011 - 0;013
. loSe odrzavan zemljani kanal 0,035 - 0,050

1
2
3. neobradjeni beton 0,015 - 0,018
4

e Sto se ve¢ dugo koristi 4 postoji veliko iskustvo u njenoj primeni i u
odabiru koeficijenta n.

Osnovni nedostatak Mahingovog koeficijenta je Sto to nije “pravi” koefi-
cijent, jer ima dimenziju®(m="/3s), pa u Sezi-Maningovoj jednacini treba
voditi racuna o skladu dimenzionalnih veli¢ina. Ogranicenje je i u uslovu
da se moze primenjivati samo za razvijeno turbulentno tecenje, najcesce u
opsegu brzina od 0,3xdo 8 m/s. Takode, postoji i ograni¢enje po nagibu dna
kanala: jednacina Se 'smie koristiti samo za male nagibe, jer je kori§éen uslov
sina ~ tana.

Primer 8.2.1

Ako se Maningovkoeficijent poveéa dva puta, za koliko se u stvari efektivno povecala
apsolutnairapavost dna kanala k7

Iz igrazanza hrapavost (8.10) dobija se veza Maningovog koeficijenta i apsolutne
hrapavosti

k1/6
5.8v2¢
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Na osnovu ovoga, sledi da se za dva puta veéi Maningov koeficijent, apsélutna
hrapavost povecéava 2° puta, odnosno 64 puta.

Za odredjeni kanal nagiba dna Ip, hrapavosti n i geometrijeypoprecnog
preseka A = f(h), R = f(h) za protok @ postoji samo jedna jednolika dubina
i ta se dubina naziva normalna dubina hpy. Normalna dubina je‘dubina pri
kojoj su uravnotezene sile tezine i sila trenja. U prirodi sefretko ostvaruje
normalna dubina, jer lokalni poremecaji ¢esto nametnu neku drugu dubinu
pri istom protoku, pa uzvodno ili nizvodno od tih poremééaja fluidna struja
tezi ka normalnoj dubini odnosno, tezi ka stabilnom stanjus

Ako je poznat protok u kanalu, normalna dubind sé dobija resavanjem
Sezi-Maningove jednagine (8.12) uz stavljanje indeksatVétuz sve velicine koje
zavise od dubine

2/3
Q= —ANR AN (8.14)
Ova Jednacma je za vec¢inu kanala analiticki negesiva vecé se reSenje najcesce
dobija numericki ili trazenjem nule izraza;

ili pisanjem izraza u obliku pogodnom za iteracije:
h(H'l) f(h(l))
)

Kao prvu iteraciju hgv treba izet1 procenjeno priblizno resenje. Na zalost, u

zavisnosti od oblika funkcije f; (hg\i,)) mozZe se desiti da resSenje za hy divergira.
Uslov da iterativni proces kemvergira ka resenju u nekom intervalu vrednosti
hy je da je | df/dhy |< Wna tom intervalu.

Primer 8.2.2

Kroz pravougaoni kanal Sirine B = 0,5 m,
hrapavosti n = 0,045 \ma,/3s i nag1ba dna
Ip = 0,2%, tece protok @ = 800 L/s.
Izracunati kolika je normalna dubina? Kolika
¢e normalna dubina)biti ako je dno kanala
horizontalno?

Potrebuoje napisati izraz za povrsinu
kanala A“ighidraulicki radijus R u funkciji
dubine;

An = Bhy = 0,5hy

AN o BhN o 0,5hN

Ry = 2N — —
N7 Ox B+2hy 05+ 2hx
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Protok @, Maningov koeficijent n i nagib dna kanala I'p su konstante, pajse u
Sezi-Maningovoj jednacini (8.14) mogu napisati sa leve strane izraza:

2/8
nQ 23 0,015 x 0,8 0,5h
T ANRY? = 220 09683 = 0,5hN | ——r Y 8.15
JIp NON /0,002 ’ PN 0,5+ 20y (8.15)

Izraz koji je pogodan za iteracije je:

h(prl) _ 0,2683

N . 2/
ll(l)
05 <LN()>
0,5 + 2hl

Ako se resavanje pocne sa prvom iteracijom za normalnu-dubinu hg\}) = 1 m kao
reSenja se dobijaju sledeé¢e dubine:

. 2/8
0,5+ 2h§f,)> {

= 0,5367 :
3 < 0,5\

hy=1 = 1569 = 1492 = 1499 = 1.498...

Prihvatljivo ta¢no resenje se dobija kada razlika immediwrdve uzastopne iteracije bude
manja od neke odredene vrednosti (na primergh mm).

Kod horizontalnog kanala nagib dna jeqelp ="0. Leva strana izraza (8.15) je
beskonacno velika pa sledi da ¢e normalna dubina biti beskona¢no velika. Drugim
re¢ima, kod kanala sa horizontalnim dnompne postoji jednoliko tecenje, jer se nikada
nece uspostaviti ravnoteza izmedu sile trenja/i komponente gravitacione sile u pravcu

toka kanala, jednostavno zato §to je vrédnost komponente sile tezine nula!

8.3 Raspored brzinau preseku

Prilikom postavljanja dinamicke jednacine (8.2) koriséena je srednja pro-
filska brzina V. Medutimiypu popretnom preseku kanala raspored brzina nije
uniforman. Uz zidove kanala, zbog delovanja viskoznosti, brzina je nula,
dok je u sredini kanalabrzina najveca. U zavisnosti od stepena razvijenosti
turbulencije, maksimalna brzina je 10 do 20% veéa od srednje profilske
brzine.

Na slici 8.6} prikazan je tipican raspored brzina u preseku. U vertikalnom
preseku (desni‘deo slike) se vidi da se maksimalna brzina ne javlja na povrsini
vode, ve¢malemize. Tako je u uvodnim napomenama rec¢eno da kod otvorenih
tokova yvazdiih ne utic¢e na teCenje, u realnim uslovima taj uticaj postoji. Na
povrsini fluida se javlja tangencijalni napon izmedu fluida i vazduha 74,4 i
ou usperava fluidne deli¢e, tako da brzina w4, nije na slobodnoj povrsini.
Takode, na smanjenje povrsinske brzine znac¢ajan uticaj imaju i sekundarna,
boéna strujanja.



346 GLAVA 8. TECENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

Slika 8.6: Raspored brzina u preseku kod otvorenog teoka -\zbog delovanja
tangencijalnog napona izmedu fluida i vazduha, na poyxSini'nije maksimalna
brzina

Srednja profilska brzina se definise preko pfotoka kanalom V = Q/A,
a protok se dobija integrisanjem brzina po celom preseku. U odnosu na
odredivanje protoka u cevi, gde se pretpostavlja osnosimetrican raspored
brzina, i gde je dovoljno poznavati brzine u samegednom vertikalnom preseku,
kod otvorenih tokova je potrebno poznayatibrzine i po Sirini kanala (z2) i
po dubini (pravac z3)'°.

Primena srednje brzine V' u dinamickoji energetskoj jednacini zadovoljava
veéinu prakti¢nih zadataka. Medutim,/ake postoji velika lokalna neravnomer-
nost brzina u preseku i ako je potrebno postiéi tac¢nije proracune, potrebno
je u dinami¢ku jednacinu uvesti®Businesov koeficijent  (jednacina (4.83)
na strani 150), a u energetsku jednacinu Koriolisov koeficijent « (jedna-
¢ina (4.109), na strani 165).

8.4 Specificna energija, kriticna dubina

Posmatra se jednestavan slucaj promene kote dna izmedju dva bliska
preseka, pri cemu sé u presecima ostvaruje hidrostaticka raspodela pritisaka.
Posto je u pitanju lokalna promena, gde trenje nije dominantno, moze se
pretpostaviti dagje, fluid idealan.

Ako su poznati protok i dubina u preseku 1, pitanje je kolika ¢e biti
dubina u préseku 27 Iz energetske jednacine:

% 1%
Eiy=W> = Zp thi+ —=2Zp, +ha+ =
29 29

OPrilikom merenja protoka u velikim rekama ili kanalima, umesto da se mere brzine u
viSe vertikalnih preseka po dubini pa da se sumiraju te brzine, ¢esto se meri samo brzina
na dubinama 0,2 i 0,8 od h u srednjem profilu, jer se kod razvijene turbulencije u tim
tackama nalazi srednja brzina V.



8.4. SPECIFICNA ENERGIJA, KRITICNA DUBINA 347

Slika 8.7: Kako odrediti dubinu u preseku 2 kada energetska jednacina nudi
dva moguéa (pozitivna) resenja

i jednac¢ine kontinuiteta primenjene na pravougaonigkanal Sirine B:

Q=02 = ViAi=WAy = Vilgb = VhoBs

dobija se:
Q* Q*
hi+——-=AZ+hy + —== 8.16
L 2gB2h;2 et 2gB2Nh3 (8.16)
Dubina hs je nepoznata veli¢ina i dobija se iz jednacine oblika:
Const2
ho + % = Const1 (8.17)
2

Jednatina je treteg stepena iyima tri reSenja: prvo reSenje je negativno
ha1 < 0 i sigurno ne odgovara zadatku. Druga dva reSenja su pozitivna
0 < hga < hao3 < hi. Kakeysu oba reSenja moguca, pitanje je koje je
tacno reSenje? Da bigeneva dilema razresila, potrebni su dodatni uslovi i
objasnjenja ponasanja fluida u razli¢itim rezimima tecenja.

8.4.1 Specificna‘energija
Uvodi se movi pojam specificna energija'' koji predstavlja energiju u

odnosu na dme,kanala. Specifitna energija je zbir dubine i brzinske visine:

e ="yt % [m] (8.18)

LPojamyje prvi uveo 1912. godine Boris Bahmeéev (Boris Alexandrovich Bakhmeteff)
(18804=1951) ruski inzenjer, nau¢nik, diplomata i vlasnik fabrike $ibica! Kao profesor na
Kolumbija univerzitetu, bio je medu prvim osnivac¢ima moderne teorije mehanike fluida,
ali je istovremeno ucestvovao i u formiranju “Arhiva Ruske istorije i kulture”.
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pa je ukupna energija u preseku:

V2 V2
EFE=11+—=Zp+h+—=Zp+e (8.19)
29 29
Cemu sluzi ovaj novi pojam? Objagnjenje se moze dobiti akegefanalizira
izgled funkcije e = e(h). Prvo ¢e se napisati izraz sa protekom () umesto
brzinom V:

(8.20)

Ako dubina“hgftezi u beskonacno,
h — oo = ¢ =Wh,+0, a ako dubina h
tezi nuli, h =80"= e = h 4+ co. Odatle
sledi da funkcija ima dve asimptote, pa
postojisi minimum funkcije. Dubina pri
kojojefunkcija ima minimum se odre-
duje iz uslova de/dh = 0:

de Q? 2\ dA
_< ) _

an Pty @) T

0 (8.21)
gde je iskoriséena pretpostavka da je
protok ) konstantan, a da je povrsina
A slozena funkcija.

U opstem slucaju povrsina kanala A
je slozena funkcija dubine h i duzine ka-
nala x1:

Slika 8.8:  Dijagram specifi¢ne
energije

dA = g—:dh + g—id:pl (8.22)
U polaznim pretpostavkama je receno da
se posmatra te¢enje samo u prizmati¢nim

kanalima gde je 0A/0x1 = 0, pa je moguce
) 5 ] 0A/Oh zameniti sa dA/dh. Sa slike 8.9,
Shka. 8.9t Obracun. .1zvoda vidi se da je dA = Bdh = dA/dh = B,
povrsing preseka po dubini pa se izvod specificne energije po dubi-

ni (8.21) moze napisati:

2
1
e, @Ll,
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Za poznati protok @ i geometriju kanala B(h) i A(h) resenjem dobijenog
izraza po nepoznatoj dubini A, dobija se dubina pri kojoj tok ima memimum
specifiéne energije.

Slican izraz je ve¢ koriséen u poglavlju 5.1.5, Standardni bezdimenzionalni
brojevi u Mehanici fluida, za bezdimenzionalnu gravitaciju (Frudev broj).
Ako se u izraz (8.23), umesto protoka (), stavi brzina V = QJA:

2B 2A2B 2 2

@B _vias_vi vt 524
gA gA A gH

9B

gde je odnos A/B zamenjen nekom reprezentativnom-dibinom H, dobija se
Frudov broj:

V2

Fr=——
r Py

Dobijeni uslov za minimum specifi¢ne energije’(8.23) se sada moze napisati:

Fr— =1 (8.25)
Analizom dijagrama specificié%energije (slika 8.8) moze se zakljuciti da u
jednolikom tec¢enju, kada je dubinayduz kanala konstantna i jednaka normalnoj
dubini (slika 8.4), specificna“energija e je takode konstantna dok ukupna
energija E postepeno padé niz fluidnu struju. Kod nejednolikog tecenja,
zbog promene dubine duz kawdla specificna energija niz tok fluida moze i da
raste i da pada, dok ukupna energija moze samo da opada.

8.4.2 Kriticnadubina

Resavanjem jednacine (8.25) za konkretan kanal i poznati protok, dobija
se dubina pri kojoj fluid ima minimalnu specificnu energiju. Ta dubina se
zove kriticnaidubina i oznacava se sa hiR.

Primer 8.4.1

Kolika je kriticna dubina za pravougaoni kanal, Sirine B = 12 cm, kroz koji protice
Q =3 L/s?

Za pravougaoni kanal, proticajna povrsina je: A = Bh. Uslov za kritiénu dubinu
je:
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s Q7
gB?

Q*B 1 Q’B

g T gy, LT e

Zamenom vrednosti, dobija se kriti¢na
dubina:

[ 0,0032
hip = ¢ ——2 _ — 0,04
KR 9810122 0w

Vrednost minimuma specificne energije e je:

V2 Q2
c=ht o =t B
0,0032
e=0,04+ ’ =0,06 m

2% 9,81 x0,122 x 0,042

Za pravougaoni kanal kriticna dubina mo#Zeyda se odredi analiticki. U opstem
slucaju, kod slozene geometrije korita, to“mije moguce, pa se reSenje dobija ili
numericki ili graficki, crtanjem zavisnostien(h) kao sto je to prikazano na slici.

Interesantno je uporediti vrednost(kriti¢ne dubine i vrednost minimuma
specifitne energije. Za pravougaoni kanal, moZe se napisati sledece:

Q°B VB V’B 'S

= — =1 8.26
gA3  gA  gBhrr W9hkr (8.26)
2 V2 1
odakle sledi da je kriti¢na dubina hxr = — odnosno da je 90 = §hKR'
g

Ako se to zameni u izraz za,specificnu energiju, dobija se da je njen minimum:
V2 1 3

emin = hikR 4 2L9R =hkr+ Shir = Shir (8.27)

§to je i dobijend u prethodnom primeru 8.4.1: kriti¢na dubina u pravougao-
nom kanalu je bila hxr = 0,04 m, a specificna energija e = e, = 0,06 m.

Za kanal tréeugaonog poprecnog preseka (slika 8.10) sa nagibom bokova
1:1, kriti¢na dubina se kao i za pravougaoni kanal moze odrediti analiticki
iz uslovas

Q*B Q*2h _,
gA3 - ghﬁ -
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pa je kriti¢na dubina:

| o
&

Veza izmedu kriticne dubine i specifi¢ne

energije se dobija iz: &
2 2 2
v _ % _ 2V 1 Slika 8@ Geometrija

g A g h_2 gh trougaon ala
B 2h

2g

pa je minimum specifi¢ne energije u trougaonom kanalu:

212 1 V2 Q
hkr = % = ZhKR = O (8.28)

VEig 1 5
emin = hkR + o hixr + ZhK'R = R (8.29)

Primer 8.4.2
Za pravougaoni kanal Sirine 12 cm nacr &gram zavisnosti protoka od dubine,
za konstantnu specificnu energiju e, =

Funkcija Q(h) se dobija iz jedn@a specificnu energiju, stavljajuéi da je ona
res

konstantna e = ¢, (za pravouga&'\ ):
Q? &

e, = h+ = 29B%h*(e, — h)

2gB2h?
Da bi se analizirala funkcij&\atra se

ponasanje funkcije za:

h=e, = :0

h=0 =
Posto postoji um funkcije, trazi se
prvi izvod prot dubini:

2Qd gB?he, — 6gB*h*

2
@]:Mlheo—GhQ:O:HL:geo

2
o e se dobija da je ekstremna vrednost protoka pri dubini h = ge, a to je upravo
pri kriti¢cnoj dubini b = hkg.
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Za date podatke u zadatku mogucée je konstruisati prikazani dijagramiy, Sa
dijagrama se vidi da je maksimalan protok Q.. = 3 L/s, $to je i bildddato u
prethodnim primerima.

8.4.3 Kritican nagib dna kanala

Kriti¢na dubina zavisi od protoka i geometrije poprec¢nogpreseka kanala,
dok normalna dubina zavisi od protoka, geometrije, hrapavesti i nagiba dna.
Za konstantan protok u kanalu, u kome se moze menjati nagib dna (na
primer, na laboratorijskom kanalu), kriti¢na dubind ¢epbiti konstantna, a
normalna dubina ¢e biti manja za vele nagibe a veca'za manje nagibe dna.
Nagib dna pri kome su normalna i kriti¢na dubina,istejzove se kritican nagib.

Iz Sezi-Maningove jednacine (8.14), napisane zafnormalnu dubinu, lako
se moze odrediti koliki je kriti¢an nagib dna:

2
1
Q= EANR?\{g\/ Ip = Ipkr= (ﬁ) (8.30)
KRIVKR

gde su Axgr i Rggr proticajna povasina“1 hidraulicki radijus za kriti¢nu
dubinu Agg.

Primer 8.4.3

U prethodnom primeru 8.4.1 je o@redena kriticna dubina za pravougaoni kanal, pri
protoku od @ = 3 L/s. Koliki“jepkritican nagib dna ako je Maningov koeficijent
trenja n = 0,014 m~/3s? Dafli t&j kriticni nagib zavisi od Maningovog koeficijenta
trenja?

Kriticna dubina se d@bija iz uslova da je Fr = 1 (izra¢unata u prethodnom
primeru) hxr = 0,04 m. Za/tu dubinu, proticajna povrsina je:

Axr = hgpB=0404 x 0,12 = 0,0048 m?
a hidraulicki radijus:

Arrd  Axr 0,0048
Orr 2hxr+B  2x0,04+0,12

Rkr = =0,024 m

pa je kritiéninagib (prema jednacini (8.30)):

2 2

0,014 x 0,003

Ip o = % _( ,014 % 0, 2/3) —0,0105 m/m = 1,05%
AxrRin 0,0048 x 0,024
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Povecanjem koeficijenta trenja (na primer, za losije odrzavan kanal, sa travom
koja se probija kroz betonsku oblogu), kriticni nagib se takode povecavdiipto sa
kvadratom odnosa hrapavosti.

8.4.4 Miran i buran rezim tecenja

Dijagram specificne energije prikazan na slici 8.11, jasno, pokazuje da
kriti¢na dubina (uslov Fr = 1) razdvaja tok na dve karakteristicne oblasti.
Zasto je to tako, moze se videti ako se Frudov broj, ‘dati izrazom (8.25),
pomnozi sa (pA) i napise u obliku sila:
B V2 _szA_pQV_I
“gH  pgAH  pg¥ G

Dobijeni koli¢nik pokazuje da je
Frudov broj odnos inercijalnih i gra-
vitacionih sila. Veéi Frudov broj zna-
¢i da su u toku dominantni inercijalni,
brzinski uticaji, a manji broj znaci
da u toku preovladuju mirni, gravita-
cioni uticaji.

Frudov broj se moze shvatiti i kae
pokazatelj kinemati¢nosti toka,kae
odnos izmedju kineticke (V2/2g), i
potencijalne (h) energije: Fru@oy broj
je vedi §to je dubina manja, @ brzinska
visina vec¢a. U oblasti (a)ylevo od
kriticne dubine (slika 8.11) veéf deo
energije je u brzinskaj ¥iSini, pa je
Frudov broj Fr > 14Posto su brzine Slika 8.11: Kriti¢na dubina je granica
(inercijalne sile) demimantne, rezim izmedu burnog i mirnog toka
tecenja u ovoj oblasti se zove buran
rezim ili silovitfrezim'2. U oblasti (b)
desno od kriticnedubine, u kojoj je veci deo energije u potencijalnoj energiji
(dubini) Frudovbroj je Fr < 1. Zbog malih brzina, a velikih dubina, ovaj
rezim tecenja se zove miran rezim'.

Brzifia, koja se javlja pri kriti¢noj dubini se zove kriticna brzina. Ta
brzina‘odgovara brzini prostiranja poremecaja, analogno stigljivim fluidima
i kritiéne) brzini zvuka, koja razdvaja dve oblasti razli¢itog ponasanja fluida

Fr

(8.31)

2Narengleskom: supercritical ili rapid flow.
13Na engleskom: subcritical ili tranquil flow.
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(odnosno, Frudov broj kod otvorenih tokova je analogan Mahovom %roju
kod stisljivih fluida). Kod pravougaonog kanala, kriti¢na brzina je:
V2
gh
. . A 3 .
a kod ostalih kanala je ¢ = 95 Upravo zbog shvatanja kriti¢ne brzine kao

grani¢ne brzine, Frudov broj se ¢esto pise i kao odnos trenutne i grani¢ne

brzine!?:
V2
Fr = = (8.33)
Primer 8.4.4

Posmatra se tok u dva kanala, gde su isti protoci, ali su nagibi dna razlic¢iti. U prvom
kanalu je nagib dna manji od kriticnog (jednacinai(8.30)), pa je normalna dubina
veta od kriticne, a drugom kanalu je nagib dnéyveciod kriticnog pa je normalna
dubina manja od kriti¢ne. Ako se u kanal unese poremecéaj (baci kamen), kako ¢e
se prostirati talasi duz kanala?

U prvom slu¢aju je miran rezim tecenja, dubina je ve¢a od kriticne, pa je brzina
toka V' manja od kriticde brzine, odnosno, od brzine ¢ kojom putuju poremecaji
kroz tok. Zbog toga se poremecaji prostiru i uzvodno.

U drugom slucaju, \gdeyje buran rezim, brzina toka je veca od brzine prostiranja
poremecaja, tako da paremecaj ne moze da utice na uzvodne preseke, veé¢ putuje

samo nizvodno.

Kao zakljugak iz datog primera, moze se izvudéi opste pravilo o prostira-
njima utigdjayu mirnom i burnom rezimu tecenja:

e Mirno tecenje je podlozno mizvodnoj kontroli jer poremecéaj moze da
putuje uzvodno - kaze se da u mirnom rezimu nizvodni grani¢ni uslovi
odlucuju o uzvodnim dubinama.

14U anglosaksonskoj literaturi koristi se koren iz Frudovog broja: Fr = K
c
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e Kod burnog tetenja poremecaj se prostire nizvodno, pa fluid neéyzna
§ta se deSava nizvodno. Uzvodni graniéni uslov je kontrolni, odlucuje
0 nizvodnim dubinama.

Slika 8.12: Ako se stavi ustava u tok s@®mormalnom dubinom (jednoliko
tecenje), ukoliko je bilo mirno tecenje, Gistava Ce izazivati promene dubina
uzvodno (leva slika) a u burnom te¢enjupnizvodno (desna slika)

Na slici 8.12, ilustrovan je primer kako tok razli¢ito reaguje na prepreku,
u zavisnosti od rezima tecenj&. U oba primera se u tok, koji je bio jednolik
(sa normalnom dubinom), staglja‘@stroivicna prepreka. U prvom slucaju, u
mirnom rezimu, napravice se usper uzvodno od prepreke, koji ¢e se prostirati
daleko uzvodno od ustave,/dok ¢e nizvodno tok prakti¢no odmah da se vrati
na prethodnu, normalnu dubinu'®, jer tu dubinu “kontrolise” neki daleki
nizvodni presek.

U drugom slucaju (desni deo slike 8.12) tok je u burnom rezimu, pa
se poremeca]j ustave oseca samo nizvodno. Uzvodno, tok ¢e lokalno da
“udara” u prepreku, ‘da se podigne pretvarajuci veliku kineticku energiju
u potencijalnugaliyse to neée osecati u uzvodnim deonicama kanala.

Primer 8.4.5

Posmatra ge teéenje idealnog fluida, ulaz iz jezera (Ilggz = Const.) u kanal. Koliki
je protoksu kamalu? Kolika je dubina na pocetku kanala, ukoliko nije pod usporom
sa nizvodmne strane?

BPodaslovom da nije promenjen rezim tecenja, da ustava nije napravila toliki poremeéaj
da se nizvodno od nje ne pojavi buran tok.
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Za presek na samom pocetku
kanala se moze napisati energetska
jednacina:

Q2
EFE=z+h+ ——
2gb2h?

d
E:z—i—e:Const./d—
T

Diferenciranjem po x dobija se
promena linije nivoa duz kanala:

dz dedh dz dh

Na samom prevoju je dz/dz = 0. Posto je dh/dx # 0 sledi da je (1 — Fr) =0
pa je dubina na prevoju h = hig.

Uzvodno od prevoja je nagib dna dz/dx > O Dubine su ovde veée od kriti¢ne
h > hgr (miran rezim) pa je (1 — Fr) > 0 a odatle sledi da je dh/dz < 0. Dubine
pocevsi od kriticene u uzvodnom smeru postepeno rastu.

Nizvodno od prevoja je nagib dna dz/dez <0 a nagib linije nivoa ostaje kao i
sa uzvodne strane dh/dz < 0. Clan (1 —d8&) mora biti negativan pa odatle sledi da
su dubine h < hxpr (buran rezim).

Presek na prevoju se zove kontrolngpresek i tu se javlja kriticna dubina. Od te
kriticne dubine uticaji se prenoseyuzvodno jer je miran rezim i nizvodno jer je buran
rezim. Uzvodne dubine ne mogwuticati na nizvodne, niti mogu nizvodne dubine
da uticu na tecenje u uzvodnom delu kanala.

Na pocetku ovog poglavlja@8.4 (strana 346), postavljeno je pitanje koliki
¢e biti nivo vode u preseku 2, kod blagog podizanja dna (slika 8.7). Ener-
getska jednacina se sada moze napisati koriséenjem specifiécnih energija:

Ei=EFEy = 1é&¢i1=Az+es = e=e —Az (8.35)

Ako se u preseéku 2 nacrta dijagram specifi¢cne energije, ali podignut za
Az, ilinija enerergije produzi do dijagrama, dobija se es, specifi¢na energija
u preseku 2. ‘Ta specificna energija se moze ostvariti pri dve alternativne
dubine, hg > %o 3. Upravo te dve dubine su bile resenja jednacine (8.17).
Dilema kojaldubina se ostvaruje u preseku 2 se resava razmatranjem rezima
te¢enja: uzima se ono resenje koja ima isti rezim tecenja kao polazna dubina
hit"Ako je polazna dubina h; bila u mirnom rezimu, kao na slici 8.13, u
preéseku 2 ce se ostvariti dubina ho 3. Ako je u preseku 1 bio buran rezim
(slika 8.14), dubina u preseku 2 ¢ée biti hg 2.
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Slika 8.13: Resenje problema postavljenog na slici 8+ @ preseku 2 rezim
tecenja ne moze da se promeni, tako da se usvajajono reSenje u kome je
dubina h2 > hKR

Slika 8.14: Ako je dubina u preseku 1 bila u burnom rezimu, tada ¢e i dubina
u preseku 2 ostati u burnom eezimu

Sta ée se dogoditi u slucajuwelikog podizanja dna, kada je Az toliko da se
u jednacini (8.35) dobijélspecificna energija u preseku 2 manja od minimalne,
€2 < emin?! Takvo podizanje dna viSe nije blago i pretpostavka da ¢e ukupna
energija E ostati népromenjena vise nije korektna. Presek 2 pocinje da utice
na tok i on sada postaje novi kontrolni presek. Na slici 8.15, prikazan je
takav slucaj, zagjédno sa varijantom blagog podizanja dna (linije dna, nivoa
i energetska linija/dati tackasto). Posto je presek 2 kontrolni, u njemu ce
se formiratit kriticna dubina, jer pri toj dubini fluid ima minimum specifi¢ne
energije ey =We€min, odnosno, sa kriticnom dubinom fluid ima maksimalan
protok (kad§to je pokazano u primeru 8.4.2)16.

15Znstoljem preseku 2 kritiéna dubina se moze objasniti i jednostavnije. Ako se fluidnom
tokusametne takav presek gde fluid treba da podigne svoju ukupnu energiju da bi taj
presek savladao - a to je primer naglog podizanja dna ili naglog bo¢nog suzenja, i ako fluid
moze sam da donese odluku (nivoi nisu diktirani nekim nizvodnim uslovima), on ée taj
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Slika 8.15: Ako se kota dna znacajno podigne, u preseku,2'se formira kriti¢na
dubina a u preseku 1 miran tok bez obzira na uzvodne uslove

Ukupna energija u preseku 2 mora biti ve¢a nego u sluc¢aju malog podi-
zanja kote dna, tako da u uzvodnom presekupl dubina mora porasti. Ona
se racuna iz energetske jednacine, a kao resenje se uzima dubina hi yovo U
oblasti mirnog tecenja (opet ¢e biti na raspelaganju tri reSenja, jer se dobija
kubna jednacina), bez obzira da li je delaznt tok ranije bio u mirnom ili
burnom rezimu. Objasnjenje zasto je uzvodno od kritiéne dubine uvek miran
rezim je dato u primeru 8.4.5, gdeg@panalizirana diferencijalna jednacina
linije nivoa (8.34).

Sta se dogadja uzvodno od preseka 1?7 Ako je kanal bio sa malim nagibom
dna, u mirnom rezimu, povecamje dubine h1 yovo Ce se propagirati uzvodno,
u skladu sa pravilom da se u mirnom toku uticaji prostiru uzvodno (levi deo
slike 8.15). Ako je u dovodnem kanalu tok bio buran (desni deo slike 8.15),
dodi ¢e do “sukoba uticaja: uzvodni tok bi trebalo da “gospodari” kanalom
jer se uticaji u burnom toku‘prostiru niz fluidnu struju, dok je reSenje sa
h1,Novo nametnulo sadé@miran tok sa uzvodnim prostiranjem uticaja. Kako
¢e izgledati linija nivoa zasada nije moguce odrediti. Ta dilema, ¢e se razresiti
u narednom poglaylju.

8.5 Hidraulicki skok

Miran jgburan rezim tecenja se razlikuju po pravcima prostiranja uticaja.
Miran rezim tecenja (Fr < 1) je podlozan nizvodnoj kontroli i uticaji se
prostirg iz, fluidnu struju. U burnom rezimu (Fr > 1) uticaji se prostiru
niz-fluidnu struju, a uzvodni presek kontrolise dubine nizvodno. Sta se

presek _da savalada sa minimumom specificne energije, odnosno sa takvom dubinom pri
kojoj Ce imati maksimalan protok. Ta dubina je kriti¢na dubina.
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dogadja kada dodje do “sukoba uticaja”, kao $to je to prikazano u primeru
na slici 8.15, desno? Kako izgleda linija nivoa u tom slucaju?

Posmatra se horizontalni prizmatiéni kanal u kome se na, nékihnacin
formira buran tok (h; < hxpr), a sa nizvodne strane se diktira mizan tok
(ho > hxpgr). Takav tok se, na primer, moze ostvariti u veoma,dugackom
kanalu sa malim nagibom dna, kada se u nekom uzvodnoni>presku spusti
ustava!” tako da njen otvor bude manji od kriticne dubiney(slika 8.16).
Uzvodno od ustave dolazi do podizanja nivoa i povectanja‘edergije fluida,
jer fluid treba da savlada nametnutu prepreku.

Slika, 8.16: Ako je otvor ustave ispod kriticne dubine, ustava namece
nizvodno buran tok u kanalu, gde bi inate bio miran tok, odreden nekim
nizvodnim uslovom: prelaz iz nametnutog burnog toka u miran je isklju¢ivo
kroz hidraulicki skok, u kome'§e gubi veliki deo energije

Prelaz iz burnog, rezima u miran je moguc jedino kroz diskontinuitet, u
kome ¢e se “unistifl” zmacajan deo nagomilane energije uzvodno od ustave.
Takav diskontinuitet wnivou se zove hidraulicki skok i on se dogada lokalno,
na relativno kratkej duzini kanala. Dubine h; (u burnom) i he (u mirnom
rezimu) se nazivajil spregnute dubine'®, jer se pri jednom protoku samo te
dve dubine megu medusobno “spregnuti” u skok.

Na sli¢t 86, prikazan je hidraulicki skok u kome se, kroz intenzivno
vrtloZzenje, mivo povetava sa hi na hs. Duzina hidraulickog skoka Lgx je
obi¢nof4/der5 duzina he [10]. Hidraulicki skok je lokalni fenomen, u kome

1" J§tava kao kontrolni organ ée biti detaljnije razmatrana u poglavlju 8.8 Isticanje ispod
ustave,
18U literaturi se koristi jos i termin konjugovane dubine.
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se kroz vrtloge izgubi znatna energija'” i za njegovo resavanje potfebno
je primeniti dinami¢ku jednacinu, jednacinu sila na kona¢nu masaifluida
izmedu preseka 11 2 (slika 8.16).

Slika 8.17:  Sile koje deluju na Slika 8.18: Uz'proracun hidrostaticke
konaé¢nu masu fluida, za preseke sile pritiska za presek 1

ispred hidraulickog skoka (h; < hxRr)

i iza skoka (he > hiR)

Za resavanje hidraulickog skoka pretpostavlja se da sila trenja nije zna-
¢ajna, jer se skok dogadja “lokalno’4"na maloj duzini kanala. Ako se skok
formira na deonici kanala, gde je horizontalno dno komponenta sile tezine u
pravcu toka je nula, a ako je nagib'dna relativno mali, tada je komponenta
sile tezine u pravcu toka zanémarljiva u odnosu na ostale sile. Takode, ako
je kanal prizmatican, sila konture ée biti nula. Iz uslova da skok “stoji” na
jednom mestu, dobija se ravnoeteza preostalih sila u pravcu toka (horizontalnih
sila):

P+ =P+ Iggpricemuje G,=01 T=~0 (8.36)

Uz pretpostavku'da u'presecima 1 i 2 vazi hidrostaticka raspodela pritisaka,

sile pritiska su?°:

Py = pridi= pg(Ily — Zr1) Ay = pghri Ay

Py =pqoAs = pg(lla — Zr2) A2 = pghraA2 (8.37)

Y Hidraulickipskok kod idealnog fluida nema smisla jer je upravo sustina skoka da unisti
visak energijéskoju fluid ima u burnom rezimu.

28ile pritiska su detaljno obradene u poglavlju Hidrostatika. Zbog jednostavnijeg
pisanja jednacine, ¢lan (II — z7) se ¢esto menja sa hr, visinom od tezista do povrsine.
Medutim, ponekada se u resavanju zadataka uzme pogresno rastojanje, od dna kanala do
tezistal
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a inercijalne sile u presecima 1 i 2 su (uz koriséenje jednac¢ine kontintiteta
V1A1 == VQAQ)Z

2 2

=0 nepn=L (5.35)

L = pQV; PA2

U jednacini (8.36), kada se zamene sile (8.37) i (8.38)4 tri veli¢ine su
medusobno povezane: dubine h; i ho i protok ). Dve od te'tri veli¢ine
moraju biti poznate, a resavanjem jednacine se dobija treéa.

Primer 8.5.1

Nacrtati funkciju skoka za pravougaoni kanal Sirine 12 cmikejim tece voda gustine
p =1kg/dm? protokom Q = 3 L/s.

Sila pritiska za date uslove, u funkciji dubine h je:

h h?
P = pghr A = pg5 Bh = 9810 x 0,12 x —-4588,6 h?

a inercijalna sila za dati protok, u funkciji.dubine A je:

Q@

I = = _— = —_
PRV =p— =pps
0,0032 0,075

I= 10000’ T

Crta se dijagram P+ I u funkeiji
od h:

0,075
h

Na dijagramu su fupisane i
vrednosti funkcije “skokéd” ® u
formi specificne sile™ (desna
strana), kao i minimum funkcije

(hkR)-

P+ 1 =588,6h% 4

Ako su peznate dve spregnute dubine, jednacina (8.36) se reSava po
protokud.dobija se samo jedno pozitivno reSenje. Medutim, kada se jednacina
reSavalpo jédnoj od dubina, dobijaju se dva pozitivna i moguca reSenja:
pglazna, poznata dubina (u primeru 8.5.1, na datom dijagramu dubina hg) i
druga, spregnuta, nepoznata dubina A%, koja se nalazi u suprotnom rezimu
u odnosu na poznatu.
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Sa dijagrama datog u primeru 8.5.1, vidi se da je minimum funkcijeSkoka
za kritiénu dubinu. To znaci da jedino kriticna dubina nema svoju spregnutu
dubinu, Sto je i logitno, jer dve spregnute dubine moraju bitiu gazlicitim
rezimima tecenja.

U literaturi se jednacina hidraulickog skoka (8.36) Cesto pise i u formi
specificne sile. U izrazu za silu pritiska (8.37) proizvod gisine" tesista i
povrsine preseka je staticki moment:

P = pghr14A1 = pgSh (8.39)

Ako se suma svih sila u horizontalnom pravcu podeligsan(pg) dobija se:
Q2 Q2 2 2
S -— = — —— = — A4
Py 1—|—pA1 pgSg—l—pA2 = Sl—l-gAl Sz+gA2 (8.40)
2
gde je S + = O funkcija hidraulickog skokap(ili specificna sila) koja je
g

funkcija dubine jer je S = S(h) i A = A(d). Jednacina hidraulickog skoka
sada glasi:

®(h1) = ©(he) (8.41)

Funkcija skoka ® je dvoznacnadunkeija jer dve spregnute dubine hg i h/§
zadovoljavaju jednacinu. Minimuam funkcije koji se dobija iz uslova:

do
dh
se ostvaruje pri kriti¢noj dubini, kao $to je i pokazano u primeru 8.5.1.

Kada se odrede dve spregmige dubine hq i hy (slika 8.16), gubitak energije
AFE se moze odrediti Koristeéi energetsku jednacinu za preseke 11 2:

0 = ®,n z8.h=hgg

V2 V2
hy + L= he + y A + AFE1_o (8.42)
29 29

Gubitak energije mora biti pozitivan. Ako se jednacina skoka pokusa primeniti
u “pogresnom”™idsmeru, od hi, koja je u mirnom rezimu ka he u burnom
rezimu, dinamiéka jednacina (8.41) ¢ée dati re3enje koje je brojéano ispravno.
Srecom, energetska jednacina (8.42) ¢e pokazati da je to nemoguée, jer bi se
dobio negatiwan gubitak energije, odnosno, dobitak energije u skoku!

Primer 8.5.2

U kanalu trapeznog preseka sirine dna b = 0,5 m i nagiba bokova 1 : m =1 : 0,8,
za Q = 1,2 m3/s odrediti spregnutu dubinu dubini h; = 0,45 m.



8.5. HIDRAULICKI SKOK 363

Za dati kanal potrebno je napisati povrsinu
kanala i polozaj tezista u funkciji od dubine:
B=bt2hm=05+16h Q
B
A:b%h:bh+h2m:0,5h+0,8h2 Q

Prvi korak u resavanju hidraulickog skoka je é

uvek prorac¢un kriti¢ne dubine. Iz uslova da je
Fr =1 dobija se: o

@Q*Brr _ Q*(0,541,6hkr)

— =1 = h 08
9A% .~ 9(0.5hkg + 0,802 )3 K m

Gornja jednacina se reSava iteracijama, gde je potrebno sa jedne strane izraza izvudi
iz imenioca ¢lan?®! hgp.
Za proracun hidraulickog skoka je potrebandpolozaj tezista trapeza.

h h®m h
R RN *Q
T

N A

Staticki moment za trapezni presek je: m

S =hrA= 1 .50 h? 4+ 0,333R3m = 0,25h% + 0,2667h>
a specifiéna inercijalna sila j

Q* 1,22 W 0,1468

gA  9,81(0,5h 2) 0,5k + 0,8h2

U preseku 1 ukupna gpecifiéna sila za h; = 0,45 m je:

Si+ - 25h7 + 0,2667h% + — 08 45406
P gA e 170,50 + 0,802
pa je izraz koj a reSiti po spregnutoj dubini ho:
0,1468
0,25h3,+ 0,2667hs + —————— = 0,45426
’ ’ > 10,50y + 0,802
izr za kritiénu dubinu, ¢lanovi hxr i hxr predstavljaju jednu istu dubinu.
niocu hx r je razli¢ito napisan samo da bi se pokazalo po kom ¢lanu je resena
je i Ako se pokuSa resavanje iteracijama po nekom od drugih ¢lanova, resenje ée

divergirati.
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Izraz moze da se napise u formi pogodnoj za iteracije:

0,55043

hy = 21,7032 — 0,9374h% — — 2=
? \/ ’ ’ 27 0,5hy + 0,8h2

Pocetna dubina za resavanje mora biti u mirnom rezimu, veéa od kriticne dubine.
Za ho = 1 dobijaju se redom sledeca resenja: 1 = 0,699 = 0,7944=- 0,794 tako da
je finalno resenje za spregnutu dubinu hy = 0,794 m.

U prethodnom primeru je dobijena funkcija skoka, koja sé ne moze resiti
analiticki, veé je reSena priblizno, numericki. Kod pfaveugaonog kanala je,
medutim, moguce izvesti analiti¢ki obrazac za spregnute dubine.

Slika 8.19: Hidraulicki skok g pravougaonom horizontalnom kanalu

U pravougaonom horizongalnom kanalu Sirine B i protoka @ (slika 8.19)
za dubinu u burnom rezimughy Sile u preseku 1 su:

hi 2
P, = pghr, A1 = pg— Bh I, = =p—
1 = pghry A1 = pg—-Bhy 1=pQWV P B
Iz uslova sume horizentalnih sila, dobija se:
Q* ( 1 1) B/ s o
P+L=P+T 2= - ) =pg=(h2—-h
\+h=R+h > o (G- ) = eeg (1B -h)

Ako se izrazpodéli sa gustinom i srede se razlike kvadrata, dobija se:

Qlio=dn _ 9B
Bo. hyhs 2

(hg — h1)(ha + hy)

Izraz moze da se podeli sa B(hy — hy):

@ 1

g
& _Ihyth 4
B, 22t M) (8.43)
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2
a zatim da se pomnozi sa —hqhs:
g

2 2
9%2 = hyh2 + h3hy (8.44)

Ako se zeli izracunati spregnuta dubina ho, potrebno je prethodni izraz

1
podeliti sa 73 pri ¢emu je hy > 0, pa se dobija:
1

207 [(h2\? ha
B0 _(h_1> +(h_1> (8.45)

U preseku 1, u pravougaonom kanalu Frudov broj je:

:Q2B_ Q2B Q2

gA> — gB3h}  gB%hi

Fﬁ

pa se prethodna jednacina (8.45) moze napisatiu obliku kvadratne jednacine:

h2 2 h2 h2 2 h2
2Fry = (22 2 N ha\ _opy, = .
E (h1> - (h1> ~ (h1> - (h1> 2Fr =0 (8.46)

Resevanjem kvadratne jednacine dobija se nepoznata spregnuta dubina hs:

h 1 h

h—2 =3 (\/1 + 8Fr — 1) B py= 71 (\/1 t8Fr — 1) (8.47)
1

Na slican nacin je mogaée dobiti iz izraza (8.44) nepoznatu dubinu hy ako

je poznata dubina hgy, samo je potrebno izraz podeliti sa —. Sredivanjem,

h
2
dobicée se trazena dubina:

= (VI+8Fr,-1) (8.48)

Do potpune,istih izraza bi se doslo da je jednac¢ina (8.43) podeljena sa

h
h—2 i u nju_wvrSéena brzina V; (ili podeljena sa h_l i uvrséena brzina V5):
1 2
A;  Bh;

> gha(h1 + ho)

2 ghi(h1 + h2)
Vi 2h, -

V2 2hs
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Sredjivanjem izraza, uz uslov da je (samo za pravougaoni kanal) Frudov

%%

g dobija se kvadratna jednacina kao i (8.46), ¢ije je,resenje
g

broj Fry =

izraz (8.47).
Cesto se u izrazu za spregnutu dubinu u pravougaonom kanalu umesto
Frudovog broja u preseku 1 (ili preseku 2) koristi sledeéi odnes:

QzB hxr 3 QzB hir 2
== (i) e (g (549

Do izraza se dolazi zamenom reSenja za kriti¢nu dubinu u pravougaonom
kanalu:

Q*
r KR ng

u izraz za Frudov broj u preseku 1 (sli¢no jéy,za presek 2):

_ Q2B _ Q2B Q2 . h’?{R — (hKR>3 (850)

gA3 ~ gB3h} T~ gBZhY Tanhd hy

Fﬁ

8.6 Nejednoliko tecenje (blago promenljivo)

Nejednoliko blago promenljivo te-
¢enje karakteriSe postepena prome-
na dubine duz kanala, pri ¢emu ne
dolazi do promene reZima tecenja. Na
slici 8.3, na strani 339, sa leve strane
pokazano je takvo teCenje i za taj
slucaj je, uz pretpostavku da je kanal
prizmatic¢an, a protok konstantan, ispi-
sana dinamicka jednacina (8.2) [11]:

Slika 8.20: Nagibf dna, 11 linije i @ P94~ poAdzp —TOAT =
linije pri nejednolikom tecenju nisu = pQAV (8.51)
isti

Posto st dubine u presecima razlicite, razli¢ite su i brzine, pa su u dinamickoj
jedmaciniysvi clanovi razlic¢iti od nule. Deljenjem sa pgAAx dobija se izraz:

w0 (8.52)
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Za prizmati¢ni kanal dubina h, kota dna zp i srednja profilska brzin&22 V/
zavise samo od duzine x, pa se konaéne razlike mogu zameniti diferencijalima:

_____ T _ed e (8.53)

U poslednjem ¢lanu je Q/A zamenjen sa srednjom brzifiom V. Ako se
taj ¢lan prebaci sa leve strane i grupisu se svi izvodi po @,dobija se izvod
ukupne energije F/, odnosno, nagib linije energije I:

d V2 dE T
—— | h — | =———=Ig=— .54
dx < tEp 2g> dx E pgR (8.54)

Isti izraz za nagib linije energije bio je dobijen i kod jednolikog tecenja (8.5)
samo $to je tamo koriSéen nagib dna Ip, uméste nagiba energije Ig. Sli¢no
kao i kod jednolikog te¢enja i ovde se moze ndpisabi Sezi-Maningova jednacina
za nejednoliko tecenje:

1
Q= EAlRf/‘"’. /Ig, (8.55)

koja vazi za jedan presek (slika 8.20) bez obzira na trend promene dubine.
Jo$ jednom se naglasava da jedna@ima (8.55) vazi samo u uslovima blagih
promena sa ustaljenim protokom.-RU slucajevima naglih promena protoka,
kao §to je slucaj putovanja talasapkanalom, za istu dubinu razlikuju se protoci
u periodu porasta talasa i,u periodu opadanja talasa, tako da je potrebno u
Sezi-Maningovu jednacinu uvesti korekeiju za neustaljenost.

8.6.1 Diferencijalna jednacina linije nivoa

Jednacina koja opisuje promenu linije nivoa duz jedne prizmati¢ne deonice
kanala sa konstamtnim nagibom dna se moze dobiti sredivanjem jednacine
(8.52), odnosne, (8.53), po ¢lanu dh/dz. Potrebno je prvo srediti ¢lan sa
dV/dz takodayse eliminise brzina, a uvede promena proticajne povrsine po
kanalu:

@uv Qi<Q>: Q ( 1 dA>:_Q_2% (8.56)

gAdr — gAdr \A

#2Styarna brzina u nekoj tacki preseka zavisi od dubine i udaljenja od ivice kanala, ali
se ovde radi sa srednjom profilskom brzinom V = @Q/A, koja je konstantna po preseku.
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a zatim zameniti dA/dx sa B dh/dz (veé korigéeno prilikom izvodenja
jednacine za kriticnu dubinu (8.22)). Ako se u izraz uvede i Frudéwgbroj,
dobija se:

Q*dA  Q*Bdnh dh

- Sal N M :
gA3 dx gA3 dx i (8.57)

Diferencijalna jednac¢ina (8.53) se moze srediti tako §te Seéyuvede nagib
dna Ip = —dz/dz, zameni nagib linije energije sa (8.54) i"stavi (8.57):
dh dh

——+Ip—Ig+Fr—=0 (8.58)
dz dz

pa njenim resavanjem po dh/dz se dobija diferencijaina jednacina linije
nivoa za blago promenljivo tecenje:
dh  Ip—1Ig
de  1-—Fr
Dobijena diferencijalna jednacina linije nivea je nelinearna, jer su i nagib
linije energije i Frudov broj nelinearne funkcije od dubine:

n 2 ’B
Ig(h) = (F%g> Fr(h) = %
gde su A= A(h), R= R(h)i B ="B(h).
Diferencijalna jednacina (8.59)™mema analitickog resenja, ve¢ se resava
pribliznim numeri¢kim metodamas, ReSenje jednacine zavisi od grani¢nih
uslova, pa je potrebno liniju“mivoa prvo ispitati, proveriti rezim tecenja i
odrediti pravce prostiranja/uticaja. Posto se jednacina reSava priblizno, od
jednog do drugog preseka“duz kanala, pravac reSavanja treba da bude u
pravcu prostiranja uticaja.

(8.59)

(8.60)

8.6.2 Resavanje diferencijalne jednacine linije nivoa

Za numericko resavanje diferencijalne jednacine linije nivoa (8.59) uobi-
¢ajeno je da sefkoristi tzv. modifikovan Ojlerov metod, gde se diferencijalni
prirastaj menjatkenaénom razlikom:

dh g ¥l _ Db _

de hzo— 21 Ax

kada lim/Ag — 0. Desni deo diferencijalne jednacine (8.59), je funkcija samo
dubine. f(h):

Ip—1
flo= i
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jer su nagib energije Iy = Ig(h) i Frudov broj Fr = Fr(h) funkcije‘Ssamo
dubine h a ne i duzine kanala z. U uslovima promenljive dubine h‘pitanje
je na osnovu koje dubine izrac¢unati f(h)?
Na slici 8.21, prikazanayjé deo-
nica kanala sa nejednolikim tecenjem.
Numerickim resavanjém linije nivoa,
dobijaju se dubine,u presecima 1 i 2.
Vrednost funkcije " f(h) izmedu dva
preseka se mora @proksimovati na os-
novu vrednosti,dubina u presecima.
Jedna meogudénost aproksimacije
je da se uzme njhova srednja vred-
nost (ovakya aproksimacija se naziva

Slika 8.21: Kontinualna promena du- trapezna métoda ili metoda srednje

bine i aproksimacija u dva preseka tacke)*
1
F) % 50 ) + £ () (5.61)
Diferencijalna jednacina linije nivoa ujdiferencnom obliku je tada:
ho —h 1
= S (f() + f(h) (8.62)

Tro — 1 2

pa je za poznatu dubinu u presekusl moguce odrediti nepoznatu dubinu:

f(h1) + f(h2)
2

Kako se reSava dobijena jednacina? Na slici 8.22, dat je pocetak toka u
kanalu velikog nagiba dna Ipf.Za protok Q poznata je pocetna dubina??® hy
na mestu z1. U tom preseku se, prema (8.60), mogu izracunati nagib linije
energije I i Frudov broj Fr.

Na mestu x2 (kéje korisnik sam bira) nepoznata dubina hy se rac¢una iz
jednacine (8.63). Medutim, u ovom izrazu dubina he nije poznata! Dubina

tek treba da sedzracuna, a sa desne strane izraza treba izra¢unati vrednost
—Ig

ho = (:Eg & :El) 4+ hy (8.63)

I
funkcije f(he) (wrednost izraza za nepoznatu dubinu hs). ReSenje je

1—-Fr
u iterativnem postupku: prvo se pretpostavi nizvodna dubina?* h[zo] (indeks [0]

Z3Kasnije, Winarednim poglavljima ée se videti da je pocetna dubina jednaka kriti¢noj
dubini, (odnesno, da prilikom numerickog resavanja diferencijalne jednacine nivoa, treba
za proracumu preseku z; uzeti dubinu koja je malo manja od kriti¢ne jer je nagib kanala
véci od kriticnog.

“Pretpostavljena dubina mora biti fizicki moguéa. U narednom poglavlju ée se
analizirati moguéi oblici linije nivoa, u zavisnosti od grani¢nih uslova.
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oznacava nultu iteraciju), pa se izra¢una vrednost funkcije f (h[zo]).

Resavanjem jednacine (8.63) dobi-
ja se nova vrednost za dubinu h[zl].
Pomoc¢u te vrednosti se ponovo izra-
¢una funkcija f (h[zl]), pa nova itera-
cija dubine h[22]' Ceo postupak se
ponavlja sve dok razlike izmedu dve
sukcesivne iteracije resenja dubine ho
ne budu manje od neke zadate greske
|h[2i+1] - h[2i1| <e

Iterativan proracun je veoma zah-
tevan, ali je pogodan za programi-
ranje. Povoljno u proracunu je §to
korisnik sam odreduje mesta gde zeli
da izrac¢una dubine, pri ¢emu se mora ispostévati'uslov da izmedu dva ra¢un-
ska preseka promena nivoa bude relativng'mala.

Slika 8.22: Priblizno resavanje dife-
rencijalne jednacine linije nivoa

Za proracun linije nivoa, bez ra¢unaza, pogodnije je da se reSava inverzan
oblik jednacine (8.62), gde se za poznatuydubinu hy i Zeljenu dubinu hg
racuna mesto xo, gde se ta zeljena dubina ostvaruje:

hg—hl h2_h1

TR0 T N T 0507 () + f(ha)

+ a1 (8.64)

U napisanoj varijanti resavanja diferencijalne jednacine, poznate su dubi-
ne hy i hg, pa samim tim,i vrednosti funkcija f(hy1) i f(he), tako da se
direktno dobija mesto zo gdeyse ostvaruje zadata dubina hy. Naravno,
postoji i odredeni nedostatak ovakvog pristupa: mora se tacno znati oblik
linije nivoa koji se racunad Trazeno hy mora biti takvo da ima fizickog smisla
u datim grani¢nim@sloyima. Zbog toga je potrebno da se obavi prvo analiza
moguceg oblika linije mivoa u kanalu i da se unapred “skicira” reSenje.

8.7 Obliei linije nivoa kod nejednolikog tecenja

Difexencijalna jednacina koja opisuje liniju nivoa kod blago promenljivog
tecenja (8.59), pri konstantnom protoku @ = Const. daje moguéi spektar
reSenjapu zavisnosti od rezima tecenja i odnosa trenutne dubine prema nor-
malnoj/dubini. U nastavku ¢e se analizirati oblici linije nivoa za razlicite
uslove tecenja.
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8.7.1 Nagib linije energije jednak nagibu dna

Kada su nagibi linije energije i dna isti I = Ip, to je slucaj jednolikog
tecenja sa normalnom dubinom h = hy = Const. Diferencijalna jednaci-
na (8.59) postaje:

dh
de
bez obzira na rezim tecenja i pokazuje da nema promene dubine duz kanala.

Za nagib energije koji tezi nagibu dna I — Ip dubina)tezi normalnoj
dubini h — hy. Ako je Ig < Ip, tada je h > hy, ama Ir > Ip dubina je
h < hy.

0

8.7.2 Velika dubina u kanalu

Kada dubina u kanalu u prav-
cu toka raste h — +o0o, tada brzi-
na opada V — 0, pa Frudov broj
Fr — 0 tezi nuli kao i nagib lini-
je energije I — 0. Diferencijalna
jednacina (8.59) tada ima oblik:

dh

o
§to znaci da dubina ima horizontalnu
tangentu (slika 8.23).

Ip

Slika 8.23: Pri velikim dubinama u
nizvodnom pravcu nivo vode tezi ka
horizontali

8.7.3 Dubina jednaka kriticnoj a razli¢ita od normalne

U poglavlju 8.4.3, defimisan je kriti¢ni nagib dna kanala I g kao nagib pri
kome su jednake nérmalna i kritiéna dubina hy = hxpr (jednacina (8.30)).
Za dubinu h = hxg 1nagib dna kanala?® Ip # Ixr Frudov broj je Fr =1
pa je:

dh  Ipedp  Ip—Ip

dz 1 NFy 0

Linijamivoa ima vertikalnu tangentu, §to znaci da dolazi do nagle promene
dubinef pa, pretpostavka o blago promenljivom strujanju i hidrostatickoj
ragpodeliypritisaka ne vazi. U ovoj zoni se ne moze reSavati diferencijalna
jednacina (8.59), a blisko toj zoni ra¢unski korak Az mora biti kratak.

+00 (8.65)

#5Slucaj kada je Ip = Ik g je slucaj iz prethodnog poglavlja 8.7.1 gde je Ip = Ig.
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Kada linija nivoa prilazi kriti¢noj dubini, za dubine h > hxpr u téku je
miran rezim pa je imenilac u jednacini pozitivan (1 — Fr) > 0, a za‘dubine
h < hgr (buran rezim) imenilac je negativan (1 — F'r) < 0.

8.7.4 Nagib dna kanala manji od kriti¢nog nagiba

Za nagib dna kanala koji je manji od kriti¢nog Ipp< fgr normalna
dubina je veéa od krititne hy > hxpr. Analiziraju se tri_ meglice vrednosti
dubina: za raspone h < hxpg, za hxr < h < hy iza h 5 hy

Slika 8.24: Mogudi oblici linfje,nivoa pri nagibu dna manjem od kriti¢nog
nagiba, odnosno pri hxr <<Chp

Na slici 8.24, dat je poduzni'presek kanala, sa ucrtana tri moguca opsega
nivoa vode. Za svaki od opsega se analiziraju brojilaciimenilac diferencijalne
jednacine i odredujefda liflinija opada ili raste i koje su asimptotske vrednosti
dubina;:

e Lingja tip (I)Dubine veée od normalne dubine. Miran rezim. Liniju
namece viseka kota sa nizvodne strane i uticaj te kote se prostire
uzvodno. “Wzvodno, dubina tezi normalnoj dubini, sa gornje strane.

e Lingja'tip (1I) Dubine izmedu kriti¢ne i normalne. Miran rezim. Liniju
nameée nizvodna strana i uticaj se prostire uzvodno. Grani¢ni slucaj
je.kada sa nizvodne strane kota padne ispod kriti¢ne dubine - tada je
najnizvodnija kota u kanalu jednaka kriti¢noj. Uzvodno, dubina tezi
normalnoj dubini, sa donje strane.
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e Linija tip (I1I) Dubine manje od kriti¢ne. Buran rezim u kanalu, sa
malim nagibom dna. Ovaj tip linije nameée neki uzvodni graniéni
uslov (isticanje ispod ustave, prelivanje preko praga, ... ),a @tica] tog
uslova se prostire nizvodno. Dubina nizvodno postepeno rastesali ne
moze glatko da prede kroz kriti¢nu dubinu, veé ¢e se negde formirati
hidraulicki skok.

Slika 8.25: Moguéi oblici linije nivoa“ugherizontalnom kanalu (levo) i pri
negativnom nagibu dna (desno)

Ako je nagib dna kanala horizentalan Ip = 0 ili ako je kontra nagib dna
Ip < 0, normalna dubina hy jébeskonacéno velika (slika 8.25). U takvom
sluc¢aju linija (I) ne postoji, destaju moguée jedino linije (II) i (III).

8.7.4.1 Beskonacno dugacak prizmatican kanal malog nagiba

Posmatra se tok wkanalu malog nagiba dna Ip < Ixg koji se nizvodno
zavrSava jezerom. gKotalvode u jezeru moze da se menja. Kako utice
promenljiva kota vode 41" jezeru na dubine u kanalu?

Za dati protok i ‘geometriju, mogu se izraCunati kriti¢na i normalna
dubina;:

1
Fr =11 = hKR Q = EANR%g\/ Ip = hN

pri ¢emu,ce'se dobiti da je hy > hig.

Posmatraju se ¢etiri moguca slucaja kote vode u nizvodnom jezeru (sli-
kaf8.26). Za slucajeve (A), (B) i (C), reSenje linije nivoa se dobija direktno
naésnovu slike 8.24. Pitanje je Sta ¢ée se dogoditi u slucaju (D), kada je nivo
u jezeru h < hxpr?
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QO
&
o
N

Slika 8.26: Linije nivoa u kanalu za razli¢ite kot e u nizvodnom jezeru

L 4

Q

Slika 8.27: Linija nivoagprikazana isprekidanom linijom ne moze da se ostvari
vec¢ se na kraju kanalm kriti¢na dubina, jer je tada minimum specifi¢ne

energije N

g
K

Slededi logi stepenog obaranja nizvodnog nivoa i postepenog spusta-
nja linije (IT) alo bi se da ¢e se u slucaju (D) formirati linija nivoa koja
uzvodno te alnoj, a nizvodno se glatko spaja sa kotom u jezeru (na
slici 8.27 vo resenje prikazano isprekidanom linijom). Ako se pogleda

da sp energija e postepeno pada niz tok (sve dok je tok u mirnom
kriti¢ne dubine hipg), a da zatim pocinje da raste, uz promenu
cenja.

linija s% e energije (na desnoj strani slike), vidi se da bi to znacilo

i
T
T

a
poglavlju 8.4.4, Miran i buran rezim tecenja, na osnovu analize pravaca
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prostiranja uticaja, zaklju¢eno je da se ne moze promeniti rezim toka u okwiru
jedne deonice sa konstantnim nagibom dna. Takodje, analiza diferengijalne
jednacine linije nivoa ovo potvrdjuje, jer se za dubine manje,od Kriticne
h < hxg formira linija tip (III), a tada nivo u kanalu mora da rastéusmeru
toka a ne da opada.

Na osnovu date analize linije nivoa, mogu se izvuéi sledeé zakljucci:

e Kriticna dubina?® se ostvaruje na kraju kanala u slucaju kada je nivo
u jezeru nizi od kriti¢ne dubine, jer je tada u tom¢preseku minimalna
specifiécna energija?’.

e Nivo vode u jezeru utice na tec¢enje u kanald samo ako je dubina u
jezeru veca od kriticne dubine.

e Za linije (I) i (II) kota jezera utice na dubine u kanalu, pa je smer
prostiranja uticaja uz fluidnu struju (jer jégok miran). Nizvodni presek
je kontrolni presek.

Slika 8.28: Smer resavanja diferencijalne jednacine uti¢e na greske

Poslednjiszakljucak o smeru prostiranja uticaja u kanalu ujedno definise i
smer reSavanja diferencijalne jednac¢ine linije nivoa. Ako se jednacina resava

26U styarnosti, na samom izlazu ée se formirati takozvana ivicna dubina koja je nesto
manja 9d kriticne (posebno ako nema aeracije sa donje strane), pa pritisak na dnu nije
nulamego'jelnegativan (nije hidrostaticki raspored pritisaka u izlaznom preseku).

2"Udbigajeno je da se poduzni presek kanala crta u distordovanoj razmeri, tako da na
slikamaobic¢no izgleda kao da voda na izlazu iz kanala naglo pada, da nije kontinualna
linija nivoa.



376 GLAVA 8. TECENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

u smeru prostiranja uticaja, dobijaju se resenja koja konvergiraju ka reSemnju,
stabilna su i konzistentna (desni deo slike 8.28). Male numericke greske; koje
se prave u svakom racunskom koraku, nemaju uticaj na finalno,reSenje.
Ako se zanemari fizika problema, diferencijalna jednacina se mozexesavati
u oba smera. Ako se reSava u smeru suprotnom od smera prostiranja uticaja,
kao §to je to pokazano na levom delu slike 8.28, prora¢un je fiestabilan jer i
najmanja rac¢unska greska se “pojacava” i vodi ka pogresmem tesenju.

8.7.4.2 Ustava u kanalu malog nagiba dna

U kanalu sa nagibom dna manjim od kriti¢nog, tokic¢e teziti normalnoj
dubini preko linije (I) ili (IT). Ako je nizvodni granjcniwslov dovoljno daleko
od nekog preseka koji se posmatra, moze se slobodno pretpostaviti da je
u tom preseku normalna dubina. Ako se u takavikanal postavi ustava, sa
otvorom u dnu takvim da bude manji od kriti¢ne dubine u < hgg, pitanje
je kako ¢e izgledati linija nivoa?

Slika 8.29: U kanalu $a malim nagibom dna u kome je linija nivoa bila
odredena nizvodnim uslovima (linije (A), (B) ili (C)) je stavljena ustava
¢ime se formira nizvodno buran tok i hidrauli¢ki skok (u presecima 1, 2 i 3)

Na slici 8.29yprikazan je deo kanala u kome bi, da nema ustave, tok bio sa
normalnom dubinom koju namedéu trenje i nagib dna. Kada se stavi ustava,
u tok sesunese poremecaj koji treba savladati. Za to je potrebna dodatna
energija koju ¢e fluid “obezbediti” tako Sto ¢e podiéi kotu ispred ustave,
smanjiti brzinu i smanjiti gubitak energije na trenje na uzvodnoj deonici.
Ta'nova dubina ispred ustave H > hy je sada nova grani¢na dubina za
uzvodni deo kanala, te se formira linija tipa (I).
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Nizvodno od ustave se formira suzeni presek, koji je za stepen kontrakcije
mlaza manji od visine otvora ustave i, istovremeno, manji od kriti¢ne'dubine
hs < hipgr. Usled nametnute dubine hg, formira se buran tok sa“linijom
tipa (III) i sa nizvodnim smerom prostiranja uticaja.

Jedini nacin spajanja linije (IIT) u burnom i nizvodne dubifie g mirnom
rezimu je hidraulicki skok (poglavlje 8.5). Polozaj skoka zavisi ed'nizvodne
dubine, jer skok trazi mesto gde ¢e se spregnuti dve dubine, /v inh’.

8.7.5 Nagib dna kanala veéi od kriti¢énog nagiba

U kanalu gde je nagib dna veéi od kritiénog Ip > I g normalna dubina
je manja od kriticne hy < hxp i moguca su tri opsegaidubina, u rasponima
h<hy, hy <h<hgrih>hgg.

Slika 8.30: Mogudéi oblicitlinije nivoa pri nagibu dna veéem od kriticnog
nagiba, odnosno prithgr > hy

Na slici 8.30, dat je poduzni presek kanala sa ucrtanim moguéim linijama
nivoa i sa tablicomu kojoj se porede znaci brojioca i imenioca iz diferencijalne
jednacine (8.59):

e Lingja tip (IV) Dubine vece od kriti¢ne. Miran rezim u kanalu sa
velikimpnagibom. Ovaj tip linije namece nizvodni graniéni uslov (uliva-
nje uvjezero sa visokom kotom, nizvodni kanal sa malim nagibom
dna, nizvodna ustava, i sl.) a uticaj ovog uslova se prostire uzvodno.
Uzvodno, linija nivoa tezi ka kriti¢noj, ali pre no sto dode do kriti¢ne
dubine, formirace se hidraulicki skok.
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e Linija tip (V) Dubine izmedu kriti¢ne i normalne. Buran rezim. Himniju
namece uzvodna pocetna dubina i uticaji se prostiru nizvodno. Nizvod-
no, dubina tezi normalnoj sa gornje strane.

e Linija tip (VI) Dubine manje od normalne. Buran rezim.Liniju
namece neki uzvodni grani¢ni uslov (ustava, uzvodni kanal’sa veéim
nagibom, nizvodno od praga, itd.) i uticaji se pragtiru nizvodno.
Nizvodno, dubina tezi normalnoj sa donje strane.

Kako ¢e izgledati linija nivoa u kanalu zavisi od uzvgdnih i/ili nizvodnih
grani¢nih uslova. U nastavku Ce se analizirati dva karaktéristi¢na slucaja:
slobodan ulazak iz jezera u kanal sa velikim nagibom 1 uticaj ustave na tok
u kanalu sa velikim nagibom.

8.7.5.1 Prelaz iz jezera u kanal sa nagibom veéim od kriticnog

Posmatra se izliv iz jezera u kanal
koji.imamagib dna veéi od kriti¢nog
Ip > Txr (slika 8.31). Takav slucaj
je ve€raden u poglavlju 8.4.4 Miran i
buran rezim tecenja, u primeru 8.4.5
(strana 355), pri ¢emu je bio zanema-
ren gubitak energije na ulazu u kanal.
Na slici 8.31, dubina u preseku
A je jednaka kriti¢noj dubini, jer je
Slika 8.31: Na pocetku  kamala tada protok maksimalan?®. Analiza
se formira kriticna dubina,) koja linije nivoa u primeru 8.4.5, ukazala
nizvodno tezi normalnoj je na to da se nizvodno od preseka
A javljaju dubine koje su manje od
kriti¢ne. Prema oznakama sa slike 8.30 formira se linija nivoa (V) koja
asimptotski sa goufije strane tezi normalnoj dubini, dubini koju namece
trenje.

Kota vode uazyodnom jezeru se dobija iz energetske jednacine, za presek

u jezeru i za presek u tacki A:

%} 1%
Ejpz=Hp +AE = Iljpz+ ggz =zp+ha+(1 +5)£
Dubina u“preseku A je kritiéna hy = hxp a brzina u jezeru se moze
zanemaritijpa je pijezometarska kota u jezeru:

V2
HMjrz =2p+hixr + (1 +£)2L9R

28To se moze shvatiti i kao teznja toka da sam formira dubinu na pocetku kanala takvu
da se dobije minimum specifiéne energije e4 a maksimum protoka Q. Presek A se zbog
toga i zove kontrolni presek.
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8.7.5.2 Ustava u kanalu sa nagibom dna veéim od kriti¢cnog

U kanalu sa nagibom dna veéim od Kkriticnog postavlja se ustava sa
otvorom u < hy. Kako ¢e izgledati linija nivoa uzvodno i hizvodno od
ustave?

Slika 8.32: U kanalu sa velikimgnagibom dna u kome je linija nivoa bila
definisana uzvodnim uslovima‘(linije (A), (B) ili (C)) je stavljena ustava
¢ime se formira uzvodno miram,tok 1 hidraulicki skok (u presecima 1, 2 ili 3)

Pre postavljanja ustaveypuzvodni kontrolni presek namece liniju nivoa
koja tezi normalnoj dubini®” ‘bilo sa gornje (linija (V)) ili donje strane
(linija (VI)). Kada se postavi ustava (slika 8.32), formira se nizvodno suzena
dubina hs (manja o@d otWora ustave u zbog kontrakcije mlaza). Ta dubina
je sada nova graniéna\dubina za nizvodnu liniju nivoa, koja tezi normalnoj
dubini sa donje strane (linija (VI)).

Uzvodno od ustave ¢e se formirati velika dubina, veta od hig, koja se
racuna iz energetske jednacine F,,, = Fg,, + AE. Ta uzvodna dubina ¢e
biti u mirnem rezimu, sa smerom prostiranja uticaja od ustave ka uzvodnom
kraju. Limija nivoa je tipa (IV) i definisana je samo do kriti¢ne dubine hg,..

Hidraulicki skok se formira negde u zoni preseka 1, 2 ili 3 (slika 8.32).
Mesto ‘skoka je tamo gde se zadovolji funkcija skoka ®(hy) = ®(hy/) data
jédnafinom (8.41) odnosno tamo gde se postigne ravnoteza sila sa uzvodne

29Samo kao podsetnik: normalna dubina je ravnoteza gravitacione sile i sile trenja.
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i nizvodne strane skoka (P + I); = (P + I)y/, jednacina (8.36).

Sam postupak odredivanja
mesta skoka je skiciran na 8.33.

U kanalu se prvo odredi lini-

ja spregnutih dubina za liniju

u burnom rezimu, odnosno,

odredi se linija potrebnih du-

bina da bi se na odredenom

mestu formirao skok sa posto-

je¢om dubinom u burnom, uz-  gjika  8.33:
vodnom rezimu. Tamo gde se
preseku linije spregnutih du-
bina i linija nivoa izracunata
za miran rezim (linija (IV)),
dolazi do skoka.

Medutim, moze se desiti da se uzvodnojed ustave uopste ne formira
skok. Ako je tok sa velikim Frudovim br@jems a ustava ne remeti znacajno
tok, linija spregnutih dubina ¢ée bitiiznad, linije nivoa u mirnom rezimu
(linjja (IV)). Tada ne dolazi do skoka (kaze se da je skok “odbacen”), veé
je kompletna deonica kanala u burnom rezimu. Samo lokalno, neposredno
uz ustavu, tok udara u ustavu i padizell kotu pretvarajuéi veliku brzinsku
visinu u potencijalnu energiju.

Linijamgspregnutih  dubina
pokazuje kolika treba_da bude dubina sa
nizvodne strane daibi séyu nekom preseku
formirao hidrauliéki,skok

8.7.6 Linija nivoa kod‘promene nagiba ili hrapavosti dna

Do sada je analiziran@ \linija nivoa u izolovanom kanalu, konstantnog
preseka i nagiba dna, u zavisnesti od uzvodnih i nizvodnih grani¢nih uslova.
Na osnovu tih analiza, moze se skicirati izgled linije nivoa u dva spojena
kanala, razli¢itih nagiba\dna ili razli¢itih hrapavosti. Kada se odredi mogué
izgled linije nivoaodreduju se i opsezi mogucih vrednosti dubina u okviru
kojih treba resavati diferencijalnu jednacinu (8.59), kao i smer proracuna.

Na slici 8.347 prikazani su svi moguci slucajevi spajanja dva kanala, istih
poprecnih presekasa razli¢itih nagiba dna. Strelicama iznad toka je pokazan
i pravac prostitanja uticaja.

Promgna magiba dna uz zadrzavanje istih svih ostalih parametara toka
rezultuje,samo u promeni normalne dubine, dok kriti¢na dubina ostaje ista.
Promenu nérmalne dubine u kanalu moze da izazove i promena hrapavosti
dua. Na slici 8.35, prikazana je varijanta prelaska toka iz kanala sa veéom
hrapaveséu u kanal sa manjom, pri ¢emu je ta promena toliko velika, da
dolazi 1 do promene rezima tecenja.
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Slika 8.34: Mc@blici linije nivoa pri promeni nagiba dna

O
&

@35: Promena rezima tecenja usled promene hrapavosti dna kanala
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8.8 Isticanje ispod ustave

Ustava je do sada nekoliko puta spominjana kao kontrolni element, od-
nosno kontrolni presek u toku. U zavisnosti od rezima toka, pomaéu ustave
se moze uticati na uzvodne i nizvodne dubine, tako da ustava™predstavlja
unutrasngi graniéni uslov. Istovremeno, ustava je “lokalni elemenat” u toku
jer na tecenje kroz ustavu ne utice trenje, odnosno normalnadubina.

Slika 8.36: Isticanje ispod ostroiviéne ustave (levo) i odgovarajuéi dijagram
specificne energije (desno) za‘slucajeve idealnog i realnog fluida

Ustava se standardno analizira kao ostroivi¢ni otvor. Ostra izlazna ivica
primorava mlaz da se odvoji od ustave i da formira stabilan nizvodni suzeni
presek, tako da je koeficijent'kéntrakcije mlaza (odnos suzenog mlaza i otvora
ustave) relativno konstantan u sirem dijapazonu protoka. Time se postize
stabilan, ponovljiv granicni uslov.

Na slici 8.36, prikazan je presek kroz ostroiviénu ustavu. Brzina koja

se javlja ispod same'mstave (kroz otvor u) je V,, = —= i ta brzina nije

reprezentativnazayproracun, jer u preseku nije ispunjen uslov da je hidrosta-
ticka raspodelaypritiska (nije ispunjen uslov da strujnice budu paralelne i
upravne na(prések). Za proracun ustave se koristi nesto nizvodnija suzena
dubina hgl, gde,se mlaz suzava za koeficijent kontrakcije C'4, gde su strujnice
medusobno paralelne i upravne na presek. Visina hg se dobija iz uslova:
hs B = u €% B. Koeficijent kontrakcije C'4 ima vrednosti u opsegu od 0,6
do 0,65

Visina ispred ustave je H (na slici 8.36 sa Hyp je prikazana visina za
slucaj idealnog fluida a sa Hg za slucaj realnog fluida, kada postoji gubitak
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energije &) dok se obiéno sa Hy oznacava specificna energija ispred uStaye,
zbir visine i brzinske visine. U reSavanju zadataka sa ustavom E&eésto/ se
zanemaruje brzinska visina jer je mala u odnosu na visinu, také da, se u
stvari reSavanjem dobija visina Hy.

Ako se pretpostavi idealan fluid, gubitak energije na ustavi je AF = 0,
pa na dijagramu (desni deo slike 8.36) specificne energije e(h)fmeozé se videti
par H;p/hg. Do istog resenja se dolazi postavljanjem engrgetske jednacine:

Vizv ~ he V52

29
gde je pretpostavljeno horizontalno dno u zoni ustaye,ja suzena dubina je
za pravougaoni presek kanala hg = u (4. ReSavanjemépo dubini H, koja
je nepoznata, dobija se jednacina treceg stepena. Odadva pozitivna resenja,
uzima se ona dubina H koja je u mirnom rezimu.

Za realan fluid postoji gubitak energije A B, koji se obi¢no izrazava preko
koeficijenta &y. Suzena dubina hg ostaje ista (jer ona zavisi samo od visine
otvora ustave), a sa povecanjem gubitakagaste uzvodna dubina H.

Ustava kontroliSe tecenje u kanalu, on@je kontrolni (regulacioni) element.
Do sada je razmatrana pretpostavka dayje,protok kanalom konstantan i da
¢e se uzvodna dubina prilagoditi uloyiima Koje nametne ustava. U realnosti,
uzvodno od ustave je obi¢no kanal ili/jezero koji su za red veli¢ine veéi
od dimenzija kanala i dubina nizvodno od ustave, pa se H moze smatrati
konstantnim, nezavisnim od ‘4, Protok kanalom tada nije konstantan veé
zavisi od otvora ustave, a moze se 6drediti iz energetske jednacine:

Vi (1+&)@Q?

V3
H+ Y2V = pg+ (1 £ = H=h
Ly s+ ( +€U)2g s+ 29 B2

gde je brzinska visina ispred ustave zanemarena. ReSavanjem po protoku

dobija se:
Bhg
g(H—hg) B 29(H—h .
m\/ s) = Q=CaCyBuy/29(H-hs) (8.66)

U jednacinif(8i66) uveden je koeficijent brzine Cy = 1/y/1+ &y, koji u
sebi nosi gubitak<nergije na ustavi. Za idealan fluid je Cy = 1, dok je
za realan flaidW€y < 1. Takode, u jednaéini (8.66), uveden je i koeficijent
kontrakcije milaza C4 = Ag/A = Bhg/Bu. Cesto se u literaturi koristi i

koeficijent protoka Cg, koji je proizvod koeficijenta kontrakcije i koeficijenta
brzine?? Cog'=CaCy.

Eyzv =Es = H+

30K@eficijenti brzine Cy-, kontrakcije Ca i protoka Cq su koriséeni i kod isticanja kroz
ostroiyiéni otvor, u poglavlju 7.2.3.4 Primeri pisanja energetske jednacine, na stranama 135
i 136.
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Primer 8.8.1 &

U pravougaonom horizontalnom kanalu Sirine B = 1 m nalazi se pred
ustave je dubina vode h; = 1,5 m a ustava je podignuta za v = 0,1 ko je
koeficijent kontrakcije mlaza na ustavi C'y = 0,65 i koeficijent gubi ergije na

ustavi & = 0,1 odrediti protok kanalom i silu vode na ustavu (p = 3).

Nizvodno od ustave se formira dubina he = u C4 = 0,097& dubine hi i
ho moze se postaviti energetska jednacina:

Ve Vi (1+6Q?
ZD1+h1+E—ZD2+h2+E(1+§) = hi+ —h2+W

1,5+ 0,02265Q2 = 0,0975 + 5,8077Q% = @

Sila na ustavu se ra¢una pomoc¢u dinamicke
jednacine. Na zapreminu vode izmedu
preseka 1 i 2 deluju sile pritiska, inercijalne
sile i sila konture. Posto su preseci
bliski, trenje se moze zanemariti, a zbog Q
horizontalnog dna, komponenta sile teZirN
u pravcu toka je nula.
s SO
Py = pghr, Ay = pg— M B

AN
Py =0,5pgh?B = 11,04 K&\
h

Py = pghr, A> = pgf@ 0,5pgh3B = 0,047 KN
Q Q

I = pQVi = pﬁw KN I = pQVs = p~— = 2,45 KN
A1 A2

Ukupna sila vode na'ustavu je obrnuta sila u odnosu na silu K:

K = Plo— Py — I, = 11,04 + 0,159 — 0,047 — 2,45 = 8,7 KN

nal sa konstantnim nagibom dna Ip, u kome se ostvaruje
om dubinom i konstantnom specificnom energijom e = Const.
va, ispred i iza ustave ¢e doci do povetanja ukupne energije.
odakle toku ta dodatna energija?

re/Stavljanja ustave voda je isla dubinom hy i imala specificnu energiju
ey (U primeru je to slu¢ajno u mirnom rezimu hy > hgp, isto vazi i za
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Slika 8.37: Postavljanjem ustave u tok poraste ukupna energija

buran rezim). Stavljanjem ustave dobijaju se.dubine hg (funkcija otvorenosti
ustave) i odgovarajuéa Hy zy sa specificnom energijom Epzy (idealan fluid,
slika 8.37).

Brzina u uzvodnom preseku je posle stavljanja ustave znatno manja
Vuzv << V. Gubitak energije na grenje; koje je odgovorno za “trosenje”
energije u uzvodnom delu toka, smanjuje se sa kvadratom brzine, tako da
je nagib linije energije Ir skoro herizontalan. Ukupan rezultat je da sa
porastom dubine pada Ip pése energija ¢uva u potencijalnoj energiji (u
dubini). Upravo je ovaj princip su§tina rada hidro akumulacija.

8.9 Prelivanje pteko Sirokog praga

Siroki prag je prayougaona prepreka u dnu toka, ¢ija je duzina oko dva
do tri puta veéa odydubine na pragu a visina dovoljna da napravi naglu
promenu u toku. Lrema slici 8.15, na strani 358, na Sirokom pragu ée se
javiti minimum specificne energije tako da je na pragu kriticna dubina.

Kada se u gokystavi siroki prag (slika 8.38), uzvodno se formira miran
tok. Ukupna energija u uzvodnom preseku se poveéa na ra¢un smanjenih
gubitaka naltrenje i to taman toliko da se na pragu formira kriti¢na dubina
(odnosno,da se,savlada prepreka sa minimum specificne energije). Kada tok
prode kroz kriticnu dubinu na pragu, sa nizvodne strane ¢e preé¢i u buran
rezim,(ako t6 dozvole nizvodni uslovi.

Sizeki'prag je lokalni objekat i racuna se pomoéu energetske jednacine.
Du#zina/praga je dovoljna da se na njoj formira hidrostaticki raspored pritisa-
ka, a nije prevelika tako da se trenje moze zanemariti. Ako se sa ho = hxpr
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Slika 8.38: Siroki prag (u sredini slike) sa dijagraminia,spécificne energije za
preseke 11 3 (levo) i za presek 2, na pragu, gde setestvaruje hxr (desno)

oznaci dubina na pragu, koji je visine p, za preseke 1 i 2 se moze postaviti
energetska jednacina:

Vi 1%
Ey=E,+AE,_, = h1+52p+h2+(1+€1)g (8.67)

kao i za preseke 2 i1 3 (presek na pragu 1 nizvodno od praga):

2 2
E2 :E3+AE2_3 = p—|—h2—|-‘2/—; = hg—l—(l —|—£2)‘2/—3g (868)
pri ¢emu gubici energije na uzvodnom ¢; i nizvodnom delu praga &» nisu isti.

Ako se poveéa visina praga sa p na p’, dubi-
na na samom pragu i dalje ostaje kriti¢na, a
uzvodne i nizvodne dubine se menjaju u skla-
du sa dijagramom specifi¢ne energije: uzvodna
dubina ¢e porasti dok ¢e se nizvodna smanjiti
(slika 8.39).

Kao i ustava, i prag predstavlja unutrasnji
grani¢ni uslov i zna¢ajno uti¢e na rezime tece-
nja. Na slici 8.40, prikazan je slu¢aj postav-
ljanja praga u kanal sa malim nagibom dna
(Ip < Ikgr) i sa nizvodnom kotom vode u
jezeru jednakom nuli. Pre postavljanja praga,
tecenje u kanalu je bilo prema liniji (II). Postav-
ljanjem praga, uzvodno se formira linija uspora (I), a nizvodno dolazi do

Slikay 8.39: Slucaj poveca-
njaisine praga sa p na p’
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ili ¢e biti cela nizvodna deonica u burnom rezimu, pa i izlazna dub e

burnog toka (III). Da li ¢e se formirati skok (kao $to je pokazano m)
nece biti kriti¢na, zavisi od odnosa dubina.

'&Q’
o
(@)

02

Slika 8.40: Siroki prag predstavlja novi snji) kontrolni uslov, pa se
linija nivoa prilagodava u uzvodnom i ni om smeru
Q\A

£
qu
N
0

Slika 8.41: Nivewode u nizvodnom jezeru je visok pa je Siroki prag potopljen:
ne dolazido fermiranja kriti¢ne dubine na pragu ni burnog rezima nizvodno

uslovi mogu u potpunosti da promene sliku 8.40. Ako su niz-
ne velike (kao na slici 8.41) i potope hidraulicki skok u preseku 3,
dni uticaj ¢e se preneti preko praga u uzvodni deo kanala. Na pragu se
viSe nece ostvarivati kriti¢na dubina, ve¢ sada prag postaje “mala‘“ prepreka.
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Na samom pragu dolazi do smanjenja dubine i pove¢anja brzine, ali to 6staje
u domenu mirnog tecenja.

Slika 8.42: Siroki prag u kanalu sa velikind nmagibom: formira se hidraulicki
skok uzvodno od praga

Kako izgledaju moguce linije niyoaskada se Siroki prag postavi u kanal
sa velikim nagibom Ip > Ik g, prikazano je na slici 8.42. Tok prora¢una za
ovakav slucaj bi bio sledeéi:

e Prvo treba izracunati pormalnu dubinu hpy i kritiécnu dubinu hgg
(dubinu na pragu).

e (QOdrediti dubinu u preseku 1 iz energetske jednacine F1 = Fo+AFEq_o.
Kao reSenje uzetisdubinu u mirnom rezimu hq > hxp.

e QOdrediti dubiim u.preseku 3 iz energetske jednacine Fo = F3+ AFy_3.
Kao resenje uzeti dubinu u burnom rezimu hs < hxg.

e Izracunafi liniju nivoa nizvodno od praga (VI) resavanjem diferencijalne

dan Ip—1 ..

jednaéiney— = u, tako $to se sa racunom kreée od hg, a teziti
dx 1—Fr

normalnej dubini hy sa donje strane.

e Izracunati liniju nivoa uzvodno od praga (IV). Linija je u mirnom
rezimu pa reSavanje diferencijalne jednacine poceti sa polaznom dubi-
nom hi, a teziti dubini 1,1hgp (ne sme se sa proracunom doéi do
same kriti¢ne dubine).
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e Izracunati liniju nivoa u uzvodnom delu kanala (V). Linija je u butnom
rezimu pa reSavanje diferencijalne jednacine poceti sa dubinomjedna-
kom dubini na poé¢etku kanala (verovatno je to hx g pa prora¢umtreba
poceti sa 0,9 hxg) a teziti normalnoj dubini Ay sa gornje strane.

e Mesto skoka se dobija u preseku linije spregnutih dubina zaburan rezim
(k") i linije nivoa u mirnom rezimu (IV). Linija sprégnutih dubina
se dobija iz jednacine skoka ®(h(y)) = ®(h") (jedmacina (8.41) na
strani 8.41) gde su h(y) dubine dobijene proracunémiza liniju (V).

Primer 8.9.1

Kroz pravougaoni kanal Sirine dna b = 2 m protice Q = 248513 /s vode. Ako je u
kanalu prag visine p = 2/3 m i ako je lokalni koeficijentygubitka energije od preseka
na pragu do nizvodnog preseka £ = 0,1, odrediti dubinu iza praga hs pod uslovom
da nizvodni uslovi omogucavaju nepotopljeno tecenjes

Za date podatke, prvo treba odrediti kritiéhu dubinu. Iz uslova Fr =1 sledi:

_ @B

[ Q& "N 23512
- =1 = hxp={ -2/ 2 (52
g A3 KR=\ gB2 981x22 07

Na pragu se ostvaruje kriticna dubina, pa je energetska jednacina za preseke na
pragu i za nizvodni presek:

Fr

V2 1% 0,0775
pthxr+ 2B =hy+ EB(0 +¢y) = 145=hy+ 5
2g 29 h3

Dobijena kubna jednacina mezegda se resi iterativno, pri ¢emu treba da se dobije
dubina koja je manja od kritiéne.” Ako se jednacina resi po kvadratnom ¢lanu iz
imenioca, dobija se:
(i41) 040775
h o (@)
1,45 < hy

¢ijim resavanjerm dubina konvergira ka:

hy =0 =% 01231 = 0,252 = 0,254 = 0,254 m

Resenje h3'=,0,254 m je dobro jer je u burnom rezimu
(tacka Amandijagramu). Ako se ista kubna jednac¢ina
napise u drugacijem obliku za resavanje iteracijama:

0,0775

2(2
2@

) = 1,45 —



390 GLAVA 8. TECENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

kao resenje ¢e se dobiti druga dubina (tacka B na dijagramu):

hy =03 = 0,589 = 1,226 = 1,398 = h3 = 1,4104 = hs = iﬁe

&
&
N

8to je pogresno reSenje jer se nalazi u mirnom rezimu!
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Dodatak A

Osnovne 1 1zvedene fizicke

o~ O

veli¢ine

Tabela A.1: Sedam osnovnih veli¢ina 8L sistema - ako se ne razmatra i
termodinamika, u “Mehanici fluida” se koriste samo prve tri (M, L, T)

Velicina Jedinica Oznaka
(simbol jedinice)

Masa (M) kilogram kg
Duzina (L) metar m
Vreme (T) sekund S
Temperatura kelvin K

Jacina struje amper A
Svetlosnd jagina kandela cd
Koli¢ina supstance | mol mol
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%k& A.1: Veza izmedu osnovnih i nekih izvedenih veli¢ina [18]
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Tabela A.2: Izvedene veli¢ine koje se najcesée koriste u “Mehanici fluida” [18]

Velicina ‘ Oznaka ‘ Eksponenti ‘ Jedinica ‘ Napomena ‘
Sila F ML T2 | N ®ewton) | kgms?
Povrsina A L? m”

Zapremina ¥ L3 m3

Brzina u, V LT ms !

Ugao « LY rad

Ugaona brzina w T-! st

Frekvencija f T2 Hz (Hertz) s~1
Ubrzanje a, g LT ? m s 2

Gustina P M L3 kg m~3

Specificna tezina vy MLZ2T? Nm™3 kg m~2 572
Protok Q L3 T-! m?3 57!

Rad, Energija

i Koli¢ina toplote R, E ["ML2T? J (Joule) N m
Snaga N M L? T3 W (Watt) Jst
Napon, Pritisak o, D M L=! T2 | Pa (Pascal) N m~?
Kinematski koef.

viskoznosti 12 L2 Tt m? s7!

Dinamicki koef.

viskoznosti I MLt T-! Pas kg m~! st
Modul elasti¢nosti E MLt T2 N m—? kg m~! 572
Kapilarna konstanta ) M T2 Nm™! kg s~







Dodatak B

Tabele osobina nekih. fluida

Podaci u narednoj tabeli B.1 daju gustinu vode, dinamicki koeficijent viskoznosti,
povrsinski napon u kontaktu sa vazduhom, pritiSak, vodene pare i visinu pritiska
vodene pare u funkciji od temperature. Podaci sdidobijeni na osnovu eksperimentalnih
merenja i ekstrapolacijom pomoéu slede¢ih igfaza (T je temperatura u stepenima
Celzijusa, od 0° do 100°C, p u kg/m?3, u u Pays, o u N/m a py u kPa) [3, 8, 14].

999,8396 + 18,224944 T'— 0,00792221 T? — 55,44846 - 10~ ¢T3 n
1+ 18,159725- 10—3T

+149,7562- 10727* =393,2952- 1012 7°

1+ 18,159725 - 103 T (B-1)
[ = 2,414- 1075 x 10TH 15315 (B.2)
o = 0,07598 — 0,0001669.7 (B.3)
Py = 0,60456 0257 251 (B.4)
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398 DODATAK B. TABELE OSOBINA NEKIH FLUIDA

Tabela B.1: Osobine ¢iste vode na atmosferskom pritisku

T p 2 o pv hy
C | Kg/m? Pa s N/m | kPa (aps) i
0] 9998 1,753-102 | 0,0760 0,605 | 0,062
T 999.9 | 1,698-102 | 0,0758 0,65084 0,066
2 999.9 | 1,645-102 | 0,0756 0,698 | 0071
3| 1000,0 | 1,595-103 | 0,0755 0,750 | 20,077
4] 1000,0 | 1,547-103 | 0,0753 0,805 0,082
5| 1000,0 | 1,501-10 3 | 0,0751 0,364 | 0,088
6| 999.9 | 1,457-10 3 | 0,0750 0,926y 0,094
71 999.9 | 1,415.10 3 | 0,0748 0,992 | 0,101
8| 999.8 | 1,375-10 3 | 0,0746 1,062 | 0,108
9 9998 | 1,336-10 3 | 0,0745 1,137 | 0,116
10 | 999,7 | 1,300-102 | 0,0743 1,216 | 0,124
11| 999,6 | 1,264.103 | 0,0741 1,300 | 0,133
12| 9995 | 1,230-10°3 [W0,0740 1,389 | 0,142
13| 999.4 | 1,197-10 3 20,0738 1483 | 0,151
12| 999,2 | 1,166-10 3| [0,0736 1,583 | 0,162
15| 999.1 | 1,136-10 % 0,0735 1,689 | 0,172
16 | 9989 | 1,10740 ® 10,0733 1,800 | 0,184
17 | 9988 | 1,079°10°® | 0,0731 1,919 | 0,196
18 | 998,6 | 1052902 | 0,0730 2,044 | 0,209
19| 9984 | B027:103 | 0,0728 2.176 | 0,222
20 998,2 1,002-10_3 0,0726 2,316 | 0,237
25 | 997,008,904-10-* | 0,0718 3.137 | 0,321
30 | 9957 1.7.972-10- % | 0,0710 1203 | 0,431
35| 994,04 7,185-10 % | 0,0701 5570 | 0,572
10| 9922 | 6,514-10 7 | 0,0693 7.307 | 0,751
45 779902 | 5,939-10 | 0,0685 9.494 | 0,978
50 9880 | 5,442-10- 7 | 0,0676 | 12,224 | 1,262
60 1% 9832 | 4,631-10~* | 0,0660 | 19,753 | 2,050
700 977.8 | 4,004-10 | 0,0643 | 30,037 | 3,229
80| 9718 | 3,510-10° % | 0,0626 | 47,104 | 4,946
90 | 965,3 | 3,113-10% | 0,0610 | 69,899 | 7,389
100 958,4 | 2,790-10~* | 0,0593 101,325 | 10,789
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Tabela B.2: Osobine nekih fluida na atmosferskom pritisku [8, 20]

Fluid T 1) I o % E
C | kg/m? Pa s N/m | kPa (aps)gy, MPa

Benzen 20 895 | 0,65-1073 | 0,029 10,04/ 1.030

Carbon

tetrahlorid 20 | 1.588|0,97-1073 | 0,026 12,17 1.100

Etil alkohol 20 789 | 1,19-1073 | 0,023 5,9 | 1.060

Benzin 20 680 | 0,29-1073 55,2

Kerozin 20 808 | 1,92:1073 | 0,025 3,2

Ziva 20 | 13.550 | 1,56-1073 | 0,510 | W55 -10~* | 26.200

Morska

voda (35 ppt) | 20| 1.025 | 1,07-1072 | 0,073 2,34 | 2.300

Sveza

voda 20 998 | 1,00-10~3%,0,073 0,07 | 2.171

‘ Tectnost ‘ Zidsuda ‘ 0 ‘
Benzene 4 Parafin 00
Teflon 469
n-Decane Teflon 320 - 400
Ziva Staklo 1289 - 148°
Teflon 150°
n-Octane Teflon 269 - 300
n-Propanol | Polietilen 70
Parafin 220
Teflon 430
Voda Zlato 00
Staklo 00
Platina 409
Ljudska koza | 75Y - 90°
Teflon 989 - 1120
Parafin 110°
Glicerin Staklo 00
Etil alkohol | Staklo 00

Tabela B.3: Ugao kvasenja tecnosti u-kontaktu sa vazduhom, na 20° C [17]
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Geometrijske karakteristike
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O
&

Slika C.1: Povrsine, polozaj tezista i momenti inercije






Indeks

Arhimed, 67 Brzina deformacijé, 14,143
Brzinska visina, 1683304, 347
Bahmedéev Boris, 347 Buckingham Edgar) 183
specificna energija, 347 Bakingemovag(Pi) teorema, 183
Barometar, 44 primer-@pstrujavanja tela, 186
Bernoulli Daniel, 130 primer,preliv preko brane, 190
Bernulijevajednaéina, 130, 132, 133, prjmer proste grede, 185
161, 172 Buran rezim tecenja, 355
poredjenje Bernulijeve i energetske Busifies Jozef, 150
jedn., 172, 306 Korekcioni faktor, 99, 150, 289, 299,
primeri Bernulijeve jed., 134 346
Bezvrtloznost fluida, 87, 132
Blagopromenljivo tecenje, 338 Cauchy Augustin, 200
Blasius Heinrich Kosijev broj, 200
debljina grani¢nog sloja, 254 Chézy Antoine, 341

otpori u cevi, 237
tangencijalni napon na ploc¢i, 258 d’Alamber Jean, 147, 295

trenje uz plocu, 259 inercijalna sila, 147
Bojl Robert, 41 Darcy Henry, 221
Bordo Zan-Carls, 323 koeficijent trenja, 221, 241
Bordina teorema, 323 Mudijev dijagram, 235
Brzina Darsi-Vajsbahova jednacina, 221
brzina fluidnog deli¢a, 97 Dimenzionalna analiza, 180
brzinska visina, 138, 168, 304, 338 Bakingemova (Pi) teorema, 183
Businesov koreke. | faktor, 99, 150, bezdimenzionalna sila, 187
289, 299, 346 dimenzionalni sistem, 180
Koriolisov Kerekc. faktor, 99, 164, nezavisnost veli¢ina, 181
169, 314y, 346 promena sistema, 180
merenje (brzine delica, 139, 304 sveobuhvatnost veli¢ina, 181
po visihimalog mlaza, 136 komentari, 191
raspored, po preseku, 138, 289, 345 izbor varijabli, 191
srednjayprofilska brzina, 99, 122, 289, jedinstvenost resenja, 193
304 veza sa eksperimentom, 193
urézervoaru, 135, 309 merni broj, 182, 184
ugaona brzina deformacije, 111, 143 pi ¢lanovi, 183
veza protok brzina, 291 standardni bezdim. brojevi, 196, 206
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Frudov broj, 198, 353 kineticka energija, 156, 301
Kosijev broj, 200 lokalni gubici, 307
Mahov broj, 200 mehanicka energija, 161, 327
Rejnoldsov broj, 189, 196 odrzanje energije, 155
Veberov broj, 199 potencijalna energija, 456, 171, 303
Dinamicka jednacina, 123, 127, 128, 142, usled pritiska, 131,:303
145, 147, 217, 294, 338 usled visine deli¢a, 131, 303
dinamicka ili energetska jedn., 325 razdvajanje mehanickey toplotne, 161
hidraulicki skok, 154, 360 razmena sa konturom,’'152, 164, 170,
isticanje na dole, 297 286, 294,301,326
naglo prosirenje cevi, 323 reverzibilna konverzija energije, 162
otvoreni tokovi, 338 ukupna entalpija, 159
sila na zatvarac, 321 unutrasnja‘énergija, 156, 168
udar mlaza u plocu, 296
uticaj profila brzina, 299 Fanning John, Thomas, 233
vertikalni mlaznik, 152 Fluid
Dinamika fluida, 6, 85 bezvitloznost, 87, 112, 132
Dubina, 337, 338, 347 definicija, 1, 9, 12
kritiéna dubina, 349 fluidna struja, 286
normalna dubina, 344 gasovi, 3
specificna energija, 347 gustina fluida, 20
spregnute dubine7 359 homogen ﬂuid, 9, 21, 87, 119
idealan fluid, 17, 87, 112, 130, 133,
Emisiona linija, 93 136, 161, 249, 306
Energetska jednacina, 156, 159, 1604165, idealan gas, 41
168, 171, 172, 216, 303,9346, izotropan fluid, 9, 34, 86
386 kruto telo - fluidi, 1, 2
cevi razlicitog precnika, 316 neprekidan fluid, 86
dinamicka ili energetskagjedn., 325 nestisljiv, 23, 87
isticanje iz suda, 177 Njutnovski fluidi, 16
isticanje kroz mlazniky 310, 318 povrsinski napon, 28, 31
kratak naglavak, 178 realan fluid, 86, 133, 306
potopljeno isticanje, 309 specificna tezina, 22
racvanje cevi, 174,320 stisljivost, 22, 87, 110, 119, 249, 286
Venturijevo suzenje, 312 tecnosti, 2
Energetska linija, 309, 310, 337 viskoznost, 16, 86, 88
crtanje, 3173321 Fluidni deli¢, 3, 33, 86, 107
Energija Froude William, 198
entalpija,;l59 Frudov broj, 198, 349, 353
gubitakyenergije, 163, 171, 302 Frudova sli¢nost, 208
gubitak na trenje, 216, 305
lokalni gubitak, 305 Gauss Johann Carl Friedrich, 106
zavisnost od Re, 229 Gausova teorema, 106

interna energija, 156, 159, 166, 171  Granic¢ni sloj, 248, 269
ireverzibilna konverzija energije, 163 debljina sloja, 253, 263
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laminaran sloj, 252, 254
Prantlov koncept, 250

tacka odvajanja, 266, 267, 269
turbulentan sloj, 252, 255

Heisenberg Werner, 229
princip neodredjenosti, 229
Hidraulicke masine, 301, 326
koeficijent korisnog dejstva, 329, 331
pumpe, 327
geodetska visina dizanja, 328
izbor, 327
snaga pumpe, 329
visina dizanja, 328
reverzibilne magine, 333
odnos snaga, 334
znacaj u sistemu, 334
turbine, 330
dimenzionisanje, 332
pad turbine, 330
snaga turbine, 331
Hidrauli¢ki radijus, 219, 339
kruzni presek, 220
otvoreni tokovi, 336
Hidraulicki skok, 154, 359-362
Hidrodinamicke sile (otpori), 215,246
otpor oblika, 246, 260
otpor trenja, 246, 247
Hidrodinamika, 3, 6, 85
Hidrostaticke sile
ekscentricitet, 54
horizontalna kompenenta, 63
na horiz. ravnu povrs.; 51
na vert. ravnu povrs., 53, 55
ravanski - gasovi, 78
ravanski - hor.“gila, 72
ravanski - ver..sila, 75
ravanskifzadaci, 70
razdvajanje na komponente, 58
sabiranje komponenti, 66
silafodygasova, 77
sila potiska, 67
vertikalna komponenta, 59
Hidrostatika, 33, 85
Homogen fluid, 20, 36, 39, 87, 119, 286

INDEKS

Hunter Rouse, 233

Idealan fluid, 17, 87, 112, 1304133,136,
161, 249, 306
Inercijalna sila, 147, 295
Inercijalni sistem
koli¢ina kretanja, 123
konstantna maga#®100p103, 156
konstantna zapreming, 100, 104, 156
veza mase i zapremine, 102
Izotropan fluid, 34,86

Jednacina
kontinuiteta, 117, 121, 290
odrzanja, kol. kretanja, 123, 127,

142, 147

odrzamja mehan. energije, 161
odrzanja ukupne energije, 158, 160
primeri primene jedn. odrzanja, 315
toplotne energije, 162

Jednoliko strujanje, 91, 339

Karméan Theodor, 238
vrtlozi, 272
merenje protoka, 276
Kapilarnost, 31
Kavitacija, 307, 314
Koeficijent
Sezijev koeficijent trenja, 341
brzine, 136, 383
Businesov, 99, 289, 299, 346
kontrakcije, 135, 136, 383
Koriolisov, 99, 164, 169, 314, 346
korisnog dejstva, 329, 331
linijskog gubitka energije, 220, 305
lokalnog gubitka energije, 306, 307,
323
protoka, 2, 133, 136, 141, 178, 191,
313, 383
Q/H/eta dijagram, 330
sile, 188, 189, 323
tangencijalnog napona, 220
Mudijev dijagram, 235
zavisnost od Re, 222
Kolbruk-Vajt, 239
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Koli¢ina kretanja, 123
Kontrolna zapremina, 102
Konzervativnost jednacina, 101, 102, 124
Konzervativnost mase, 116
Koriolis Gaspar, 164
korekcioni faktor, 99, 164, 169, 314,
346
Kriti¢na dubina, 349
Kronekerov simbol, 113, 144

Lagrange Joseph-Louis, 102
Lagranzeov pristup, 102

Laminarno strujanje, 88, 223
Businesov koeficijent, 299
Darsijev koef. gubitka energ., 225
granica, 232
Koriolisov koeficijent, 169, 315
odnos srednje i maks. brzine, 224
odnos trenja i brzine, 225
raspored brzina, 224

Lewis Moody, 233

Mach Ernst, 200
Mahov broj, 200, 249
Manning Robert
koeficijent trenja, 342, 343
Manometar, 45
Zivin, 45
diferencijalni, 47, 313
kalibracija, 48
na cevi, 312
obrnuta U cev, 48
sa membranom, 48
U cev, 47
Mariot Edme, 41
Materijalni deli¢§ 863107
bezvrtloznost, 87, 112, 132
brzina défermacija, 110
devijatorski deo, 113
sfetnipdeo, 113
brzinagklizanja, 112
brzina rotacije, 112
bizina zaprem. dilatacije, 110
ugaona brzina, 111, 143
Materijalni izvod, 103, 108

407

konvektivna komponenta, 109

lokalna komponenta, 109

ubrzanje delic¢a, 128

veza za konst. zapreminom, 115
Mehanika fluida

definicija, 1, 9

kroz istoriju, 3

nacin izucavanjay'2

predmet izucavanjan2, 102
Miran rezim tecenja, 354

Navie-Stoksovd jednacina, 145, 146
Navier Claude, 145
Nejednoliko strujanje, 366, 368-370
Nestisljiv fluid,/23, 87
Nikuradse Johann, 238
Njutn Isaks, 16

Njutnovski fluidi, 16, 145
Notmalna dubina, 344

Ostroivicni otvori, 134
koeficijent brzine, 136
koeficijent kontrakcije, 135, 136
koeficijent protoka, 136
pritisak u mlazu, 135
Toricelijeva jednacina, 136
Ostroivicéni preliv, 139
brzina u mlazu, 140
koeficijent protoka, 141
protok, 141
Vajsbahovo resenje, 140
Ojler Leonard, 101
Ojlerov pristup, 101, 149, 291
Ojlerova jednagina (dinamicka), 128,
130
Okvasen obim, 219
Osnovna jednacina hidrostatike, 36, 37,
171
Otpor oblika, 246, 260
granicni sloj, 262, 272
hrapave loptice za golf, 269
osnovne pretpostavke, 261
raspored pritisaka
idealan fluid, 265
realan fluid, 265
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tacka odvajanja, 266 jednacina sila, 154, 360
uticaj Re broja, 280 spregnuta dubina, 361
rezim strujanja, 269 jednoliko tecenje, 339
sila uzgona, 281 nagibi linija, 340
avionsko krilo, 282 kontrolni presek, 356
rotirajudi cilndar, 281 Koriolisov koeficijent} 346
strujolika tela, 268 kriti¢na dubina, 349
tacka odvajanja kritican nagiby352
uticaj Re broja, 271 maksimalan protek; 357
ukupna sila otpora, 267, 276 Maningov koeficijent, 342
vrtlozni trag, 266 ogranicenja, 343
nestabilnost, 271 mirno tecenje
Struhalov broj, 274 nizvodna‘kentrola, 354
tacka odvajanja, 272 nejednolikoytecenje, 366
uticaj Re broja, 272 difereneijalna jednacina, 368
Otpor trenja, 246, 247 moguéi oblici lin. nivoa, 370
glatka ploca, 258 resavanje dif. jednacine, 369, 370

granicni sloj, 248, 250 DRegggstavke, 336
debljina, 251 prizmatican kanal, 336

raspored brzina, 345

rezimi tecenja, 153

specifiéna energija, 347
dijagram, 356
minimum, 349

prelazna oblast, 255
proracun debljine, 253
rezim strujanja, 252
Rejnoldsov broj, 252
hrapava ploca, 258

osnovne pretpostavke, 248 ustava, 382
sila trenja, 258 Paskal Blez, 24
nacin proracuna, 259 Pijezometarska kota, 171, 288, 303

strujna slika, 247

fluida gustine p, 38
tangencijalni napon, 256

vazduha zanemarljivog p, 40

Otvoreni tokovi, 335 Pijezometarska linija, 309, 310, 337
Sezi-Maningova jedna¢ina crtanje, 317, 321
jednoliko tecenje, 343 Pito Henri, 139
nejednoliko teécenjg, 367 Pito cev, 139
Sezijev koeficijent trenja, 341 Pito-Prantlova sonda, 139, 304
siroki prag, 385 Povrsinske sile na fluid, 34, 123, 125, 338
blagopromenljive tecenje, 338, 366  Povrsinski napon, 28
burno te¢enje Prantl Ludvig, 139
uzvodna kontrola, 355 granicni sloj, 250
Businesev koeficijent, 346 Princip odrzanja
dubina, 337 odrzanje energije, 156, 300
Frudoyv broj, 353 odrzanje koli¢ine kretanja, 122, 292
fezimi tecenja, 353 odrzanje mase, 116, 290
hidraulicki skok, 359 opste, 107

funkcija skoka, 362 Pritisak



INDEKS

apsolutni pritisak, 27, 43, 307

atmosferski pritisak, 27, 44

definicija, 24

hidrostaticki, 28

jedinica, 24

manometarski, 28

merenje, 44, 45

najmanja vrednost, 28

prosek normalnih napona, 127

u mlazu vode, 135, 310, 319

vakuum, 27

visina pritiska, 37, 168

zaustavni pritisak, 138, 188, 304
Prony Riche, 221, 341
Protok

energije, 159

merenje protoka, 312

protok mase, 98

protok zapremine, 97, 98, 289
Prvi zakon termodinamike, 155

Rad
devijatorski deo defor. rada, 162
mehanicki rad, 156, 301
rad konturne sile, 170, 302
rad na pomeranju, 131
rad sile pritiska, 131, 156,158 3162,
170, 302
rad sile tezine, 131, 156,157, 170,
302
rad toka, 131
rad viskoznih silafh158§162
sferni deo deforf{ rada, 162
Realan fluid, 86, 166, 306
Relativno mirovanjéfluida
nagib povrsine /81
pravolinijske kretanje, 79
rotacijé'suda, 82
Reynolds Osborne, 88, 189
Rejnoldsov broj, 189, 196, 252, 271,
336
R@éjnoldsov eksperiment, 230
Rejnoldsova sli¢nost, 208
Rejnoldsova transp. teor., 104, 122

SI

Sile
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definicija kg, 11
definicija m, 10
definicija s, 11
osnovne veli¢ine, 10

fiktivne sile, 151, 295

hidrodinamickesile, 215

hidrostaticka sila, 50

inercijalne sile, 123, 147, 151, 295

konturna sila, 151, 217, 287, 294,
326

na vertikalniimlaznik, 152

poligon silayp153, 295

potiska, 66

powrsinske sile, 34, 123, 125, 151,
287, 293, 338

prave sile, 123, 124, 147, 151

silayotpora oblika, 276

sila trenja uz konturu, 158

sila trenja uz ploc¢u, 258

uzgona, 281, 282, 284

zapreminska sila, 34, 123, 124, 157,
287, 293, 338

Sli¢nost i modeli, 201

dinamicka sliénost, 205, 207
Frudova sli¢nost, 208
geometrijska sli¢nost, 202

distordovani modeli, 203

konturni uslovi, 207
kinematska sli¢nost, 203
primeri

Fr i Re sli¢nost, 210

Frudova sli¢nost, 209

Rejnoldsova sli¢nost, 212
razmera, 202

pravila, 204

sloboda izbora razmera, 207
Rejnoldsova sli¢nost, 208

Specificna energija, 347
Spregnute dubine, 359
Stisljivost fluida, 22
Stokes George, 145
Strouhal Vincenz, 274
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Struhalov broj, 274 nacin zapisa, 11
Strujnica fluidnog deli¢a, 93, 108 osnovne veli¢ine, 10
Bernulijeva jednacina, 130 SI sistem mera, 12
protok kroz strujnicu, 94 Venturi Giambattista, 312
vizuelizacija, 94 Venturijevo suzenje, 342
Visina pritiska, 168
Sezijev koeficijent trenja, 341, 342 Viskoznost, 12, 86, 88, 143
bezdimenzionalnarviskeznost, 189
Tangencijalni napon, 125 Bingamov fluid, 17
devijatorski deo napona, 126, 142 definicija, 12
koeficijent, 183, 220, 221 dinamicki koefieijent, 15
normalni deo, 126 idealan fluad, 17
sferni deo napona, 126 jedinica meres16
slozena funkcija, 181 kinematskinkoeficijent, 16
veza sa brzinom u cevi, 220 mehanizam viskoznosti, 17
Termodinamicki procesi, 156 promenljiva po prostoru, 145
Toriceli Evangelista, 45 Rejnoldsov broj, 189
Toricelijeva jednacina, 136 turbulentna viskoznost, 90
Trajektorija fluidnog deli¢a, 93, 108 uticaj temperature, 18
Turbulentno strujanje, 88, 287 Vrtlozni trag, 271
Businesov koeficijent, 299
fluktuaciona komponenta, 89 Weber Moritz, 199
granicni sloj, 249 Veberov broj, 199
granica, 232 . . .
Koriolisov koeficijent, 169, 315 Zapreminske sile na fluid, 34, 123, 124,

laminaran podsloj, 228 338
oblasti Zaustavni pritisak, 138, 188, 304
glatka cev, 234, 237
hrapava cev, 235, 240
prelaz glatka-hrapava cev; 234, 239
osrednjavanje brzinag@230
osrednjena komponenta, 89
potrosnja energije, 232
razvoj turbulencije, 228
histerezis, 228
turbulentnal viskoznost, 90
turbulentno jezgro, 228

Ustaljeno strujanje, 90, 134, 287, 336
kvaziustaljeno strujanje, 91, 134
Uzgon, 2815282, 284

VajsbahpJulius, 139
Veli¢ina, 180
definicija, 10
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Indeks uradenih primera
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Primer 2.2.1:
Primer 2.5.1:
Primer 2.6.1:
Primer 2.6.2:
Primer 2.7.1:
Primer 3.1.1:
Primer 3.1.2:
Primer 3.1.3:
Primer 3.2.1:
Primer 3.3.1:

. Primer 3.3.2:
. Primer 3.3.3:
. Primer 3.3.4:
. Primer 3.3.5:
. Primer 3.3.6:
. Primer 3.3.7:
. Primer 3.4.1:
. Primer 4.1.1:
. Primer 4.1.2:
. Primer 4.1.3:
. Primer 4.3.1:
. Primer 4.3.2:
. Primer 4.4.1:
. Primer 4.4.2:
. Primer 4.4.3:
. Primer 4.5.1:
. Primer 4.5.2:
. Primer4.53:
. Primer 4.54:
. Primex 4.5.5:
. Primer,4.5.6:
J Primier 4.6.1:
. Primer 4.6.2:
. Primer 4.6.3:

Primer prorac¢una sile trenja usled viskoznosti, 19
Promena gustine usled stisljivosti vode, 22

Sila usled pritiska u fluidu - Paskalov zakon, 26
Hidrostaticki i apsolutni pritisci, 28

Pritisak unutar mehura vode, 31

Prora¢un pijezometarske kote, 39

Zavisnost gustine vazduha od visine, 41
Zavisnost gustine vazduha od visined temperature, 43
Zivin manometar sa U cevi, 49

Sila na dno suda, 51

Sila na poklopac suda, 55

Vertikalna komponenta sile, 62

Horizontalna komponentagsile, 64

Odredivanje gustine te¢fiosti areometrom, 68
Horizontalna sila na ustayu, 74

Vertikalna sila na poklepac, 76

Pritisci u sudu kaji rotira, 83

Proracun brzinéwpreko strujnica, 95

Proracun strujniee i trajektorije, 95

Raspored brzina izmedu dve ploce, laminarno strujanje, 99
Promena mase fluida u sudu, 105
Materijalini‘izyvod brzine, 109

Pror@Gun brzine dilatacije, 118

Masenid zapreminski protoci smese fluida, 118
Jednaéina odrzanja mase - provera rasporeda brzina, 120
Sredivanje jednacine kretanja za tacku, 128
Primer Bernulijeve jednacine, 132

Isticanje kroz ostroiviéni otvor, 136

Ostroivi¢ni preliv, 142

Konstantna pijezometarska kota po preseku, 146
Businesov koeficijenat za turbulentni tok, 150
Koriolisov koeficijent za turbulentni tok, 165
Zagrevanje vode pri gubitku energije, 167

Koji je smer toka vode, 172
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35. Primer 5.1.1: Primer bezdimenzionalne analize, 180

36. Primer 5.1.2: Moguée kombinacije osnovnih veli¢ina, 181
37. Primer 5.1.3: Bezdimenzionalni pritisak, 189

38. Primer 5.1.4: Bezdimenzionalni momenat proste grede, 194
39. Primer 5.2.1: Fizicki model automobila, 203

40. Primer 5.2.2: Frudov model ustave, 209

41. Primer 5.2.3: Frudov i Rejnoldsov model, 210

42. Primer 5.2.4: Model i objekat su isti, 212

43. Primer 6.1.1: Gubitak energije u laminarnom toku, 225
44. Primer 6.1.2: Kinematski koeficijent viskoznosti, 226

45. Primer 6.1.3: Koeficijent trenja za laminarni i tutbulentni rezim, 238
46. Primer 6.1.4: Koeficijent trenja za vodovodnu‘cev, 239
47. Primer 6.1.5: Isticanje vode iz rezervoara, 241

48. Primer 6.1.6: Poredenje kruzne i kvadratne ceviy 244

49. Primer 6.3.1: Debljina grani¢nog sloja, 265

50. Primer 6.3.2: Sila otpora trenja, 260

51. Primer 6.4.1: Sila otpora oblika - odnes sila, 268

52. Primer 6.4.2: Frekvencija vrtlogafizaistuba, 274

53. Primer 6.4.3: Sila otpora na objekaty278

54. Primer 6.4.4: Sila vode na, praggy279

55. Primer 6.4.5: Sila uzgona na tetirajudi cilindar, 282

56. Primer 7.2.1: Jednacina kemtinuiteta, 291

57. Primer 7.2.2: Sila na koleno, 299

58. Primer 7.2.3: Koriolisov-koeficijenat za laminaran tok u cevi, 315
59. Primer 8.2.1: Manifigov foeficijent - hrapavost, 343

60. Primer 8.2.2: Normalna dubina, 344

61. Primer 8.4.1: Kritiéna dubina, 349

62. Primer 8.4.2: Dijagram Q(h) za kanal, 351

63. Primer 8.4.3:°Kriti¢ni nagib kanala, 352

64. Primer 8.4:4%Prostiranje poremecaja u kanalu, 354

65. Primer 8.4'5: Prelaz jezero - kanal, 355

66. Primer 8.5.1: Funkcija skoka, 361

67. Primer 8.5.2: Hidraulicki skok, 362

68» Primer 8.8.1: Isticanje ispod ustave, 384

690 Primer 8.9.1: Siroki prag, 389
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