MEHANIKA FLUIDA
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trece izdanje

Glava 4

Osnove dinamike fluida

U prethodnoj glavi je izuc¢avana hidrostatika, oblast mirovanja fluida
konstantne gustine. Prefiks “hidro” je koriS¢en¥da se naglasi nestisljivost
fluida, odnosno, da se radi sa fluidima koji su sliéni vodi. Od ove glave knjige,
pa nadalje, izucavacée se kretanje (strujamge th tecenje) fluida, pri cemu ée
se izvesti opSte jednacine, koje vaze ‘¥ za gasove i za tecnosti. Korigéenje
naslova poput hidrodinamika, stoga aie,bi bilo korektno, tako da se koristi
opstiji pojam: dinamika fluida.

Izucavanje kretanja realnog fluida je veoma slozeno. U ispisivanju jedna-
Cina koristice se analogija sa Mehanikom krutog tela, uz uvodenje potrebnih
dodatnih veza. Tri osnovne grtipe jednacina koje Ce se izvesti su: jednacina
odrzanja mase, koli¢ine kretanjay energije. Dobijene jednacine su u opstem
slutaju neresive, pa su potrebna odredena uproséenja, kao i obiman eksperi-
mentalni rad, kojim ¢e se analigirati rezultat tih uproséenja.

U nastavku ove glavéiée se prvo dati osnovni pojmovi vezani za kretanje
fluida. Nakon toga e ([se’objasniti razli¢iti pristupi u izuc¢avanju kretanja
fluida, kao i koncept k@ntrolne zapremine. Osnovne jednacine odrzanja ée
se izvesti za elementarnu zapreminu u diferencijalnom obliku i za konaénu
zapreminu u ingégralnom obliku. Za odredene primere postavice se uslovi u
okviru kojih se tejednacine svode na nivo algebarskih, resivih jednacina.

U sledeéojiglavi 7, Ustaljeno tecenje fluida kroz cevi, detaljnije ¢e se
obraditi slucajykretanja tecnosti (te¢enja) u cevima, u razvijenom turbulent-
nom rezimupAnaliza rezima te¢enja u cevima, zajedno sa otporima trenja,
¢e biti data’ u posebnoj glavi 6, Hidrodinamicki otpori. U istoj glavi ¢e
sefobraditi i otpori trenja ravnih plo¢a u fluidu, kao i otpori oblika. Na
kraju, oblast kretanja fluida se zavrsava glavom 8, Otvoreni tokovi, gde ¢e
se analizirati ustaljeno tec¢enje u prizmati¢nim otvorenim kanalima.
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4.1 Pojmovi i osnovne karakteristike toka

U oblasti kretanja fluida se uvodi dosta novih pojmova, kao Stétsu tur-
bulencija, dimenzionalnost strujanja, strujnica i sli¢cno. U nastavku ovog
poglavlja ¢e se dati kratka objasnjenja i definicije za neke od gih’pojmova.
Takode, izvrsice se podela strujanja prema osnovnim karakteristikama toka
(linijsko ili prostorno strujanje, promenljivo kroz vreme,ili nepromenljivo,
rezimi strujanja) i prema karakteristikama fluida (realan iliidealan fluid,
stigljiv ili nestisljiv). Deo o rezimima strujanja je, medutim;ovde dat veoma
kratko, jer ¢e znatno detaljnije biti obraden u poglavlju® 6.1, Trenje pri
jednolikom tecenju kroz cev kruznog popreénog preskeka.

4.1.1 Materijalni deli¢, strujanje realnog i idealnog fluida

U Mehanici krutih tela, masa (ili telo), zagkoju se pisu jednacine, jasno
je definisana. U Mehanici fluida se jednadime najcesce postavljaju za deo
fluidnog prostora, za materijalni ili fluidnigdelic, koji je beskonacno mali deo.
On poseduje dovoljnu masu da moze, kdagyelementarni deo, da reprezentuje
ceo fluid, a istovremeno je dovoljno velikiida, poseduje sve osobine cele fluidne
mase. Fluidni deli¢ moze da menja/blik 1 zapreminu, ali ne i masu. Veze
izmedu fluidnih deli¢a su iste kao iveze/izmedu konacnih masa fluida.

Koriséenje fluidnog deli¢a pretpostavlja da je fluid neprekidan (potpuno
zauzima prostor, nema prekidafgrupa), tako da se u strujanju neée pojaviti
delovi prostora koji nisu ispunjeni‘fluidom i izotropan (sve osobine se pod-
jednako ispoljavaju u razliégitim pravcima, odnosno, u svim pravcima ima
ista fizicka svojstva, istovétno se ponasa).

Jedna od osnovnih, fizickih
karakteristika svih fluida je visko-
znost (poglavlje 2.2 Viskoznost).
Zahvaljujudi viskoznosti, izmedu
fluidnih deli¢a se prenose uticaji,
trenje, odnosno, tangencijalni na-
poni. Veli¢ina, odnosno, stepen
trenja, zavisi od relativne brzine

Slika 4.1s Raspored brzina u cevi pri izmedu deli¢a (jednacina (2.6)).

strujanjmrealnog i idealnog fluida Prilikom resavanja zadataka
iz Mehanike fluida, kada se trenje

uzimagu, obzir, odnosno, viskoznost, fluidi se nazivaju realni fluidi. Medutim,
u‘analizi strujanja fluida cesto je neophodno da se pretpostavi da ne postoji
trenje izmedu fluidnih deli¢a kako bi se resile jednacine. Takav fluid se tada



4.1. POJMOVI I OSNOVNE KARAKTERISTIKE TOKA 87

naziva idealan fluid (strana 17), a viskoznost u se zanemaruje.

Posledica zanemarenja trenja, odnosno, nepostojanja tangencijalnih na-
pona, je bezvrtloznost fluida: fluidni deliéi se tako deformisu damefdolazi do
njihove rotacije (strana 111), pa se kod idealnog fluida ne javljajumidokalni
gubici energije (strana 162), odnosno, ne postoji gubitak energije mna trenje
(slika 7.15 na strani 306). Posledica nepostojanja trenja jé prikazana na
slici 4.1: kod realnog fluida, zid preko trenja koci deli¢epdokikod idealnog
fluida nema trenja pa svi deli¢i u preseku imaju istu brzinu.

4.1.2 Stisljiv i nestisljiv, homogen i nehomegen fluid

U poglavlju 2.5, Elasticne deformacije, stisljivest fluida, razmatrana je
stisljivost fluida kao jedna od bitnih fizickih karakteristika. Tada je receno
da su svi fluidi u izvesnoj meri stisljivi. Kod gasova‘je ta stisljivost u veéini
zadataka tolika da se ne moze zanemariti, dok je kod teCnosti stisljivost
mala, pa se najceS¢e zanemaruje, a za te€nosti se kaze da su nestisljive
(jednacina (4.21) na strani 110).

Postoje mnogi zadaci Mehanike fluida,u kojima nacinjena podela na
stisljive gasove i nestigljive teCnosti nijeykorektna. Na primer, prilikom
izu¢avanja otpora oblika, ukoliko se telotmalazi u vazduhu i ukoliko su brzine
vazduha relativno male, moze se prétpostaviti da je vazduh nestisljiv, ¢ime se
znatno uproséava proracun (strana,249). Ili, kod te¢enja vode u cevovodima,
usled nagle promene brzine, mé%e, se javiti hidrauli¢ki udar, pojava u kojoj
talas visokog pritiska brzo putuije kroz cevovod, pod uticajem upravo stisljivo-
sti vode u sadejstvu sa elastiénoScéu zida cevi.

Prilikom resavanja diférencijalnih jednacina kretanja fluidnog delic¢a, ces-
to je potrebno definisati osobine fluida po prostoru. Fluid je homogen ako
u svim tackama ima istelesobine, pa se ne mora voditi ra¢una o polozaju
fluidnog deli¢a. U guprofnom, fluid je nehomogen i sve fizitke osobine su
funkcija polozaja.

U zadacima se ¢esto postavlja uslov p = Const. Ovaj uslov znaéi da
je fluid homogén, ali ne znaci automatski i da je fluid nestisljiv. I obrnuto,
nestisljiv fluid nemmnora biti istovremeno i homogen: na primer, voda u jezeru
ima razli¢itu temperaturu po dubini, a samim tim i gustinu iako je voda
nestigljiva.

4.1.3 " (Laminarno i turbulentno strujanje

U zavisnosti od uslova strujanja i brzine, fluidni deli¢ se moze kretati
po “glatkoj” putanji, bez meSanja i presecanja svoje putanje sa putanjama



88 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

drugih deli¢a, ili moze haoti¢no da prepli¢e svoju putanju sa drugim deliéima,
da formira vrtloge i talase, a da ipak na kraju stigne do istog odredista kao
i onaj deli¢ koji je i8ao po “glatkoj” putanji.

Slika 4.2: Kretanje fluidnog deli¢a pri laminarnom (levi deo slike) i
turbulentnom strujanju (desni deo slike)

Uredno, glatko kretanje fluidnih deli¢a semaziva laminarno strujanje (levi
deo slike 4.2) dok se haoti¢no, ili uzburkameykretanje, prikazano na desnom
delu slike, naziva turbulentno strujanje. fiaminarno strujanje je povezano sa
malim brzinama, gde je viskoznost doveljno jaka da zadrzi deli¢e na svojoj
putanji i da ne dozvoli brzem delié Iy(sa slike 4.2) da, usled ko¢enja od
strane sporijeg deli¢a 2, bude povucen ka tom deli¢u, ili obrnuto, da sporiji
deli¢ usled ubrzavanja promeni syojwputanju. Ako je brzina dovoljno velika,
viskoznost neée vise moci da spreci mesanje deli¢a i pojaviée se turbulencija.

Na slici 4.2 se vidi jos jedan rezultat turbulencije. Zbog intenzivnog
mesanja deli¢a, sporiji delidigkoeCe'brze, a brzi ubrzavaju sporije, pa je rezultat
tog procesa bolje uprosecavanje svih velic¢ina po strujnom polju. Deliéi koji
su bili sporiji, sada se u preseku B kreéu brze, a oni brzi su malo usporili.
Kada ne bi bilo turbulengije, na primer, zagadenje usled ispustanja prljave
vode iz kolektora u reku,bi teklo kao jedna zagadena nit, ne bi se pomesalo
i razblazilo sa ostagkomivode.

Prve razlike u ponasanju fluida pri malim i velikim brzinama su detaljnije
opisane tokom830-ih godina. Tada je postalo jasno da se radi o razli¢itim
rezimima strujamge, da nisu isti uticaji dominantni pri malim brzinama
strujanja i pri‘welikim, te da treba odvojeno istrazivati te oblasti. Veliki
doprinos 41 istrazivanju je dao Osborn Rejnolds,! izvodeéi 1883-¢e eksperi-

'OsHornelReynolds (1842 - 1912), britanski inZenjer i nauénik. Potice iz poznate i
obrazovaneysvestenicke familije. Posle zavrsenog Kembridza, zaposljava se u inzenjerskoj
fitmicu Dondonu, da bi 1868. presao na Owens Colledge (danasnji Univerzitet u
Mancestéru) kao prvi profesor inzenjerstva, gde je ostao sve do svoje penzije. Rejnolds
je dao znacajan doprinos u proucavanju fluida, uslova strujanja u cevima i prelaza iz
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mente teCenja vode u glatkim cevima, upravo u prelaznim rezimimaiyPo
njemu je nazvan i bezdimenzionalan broj koji definiSe granicu dva stfujanja.

Slika 4.3: Laminarno i turbulentno isticanje vode 1z cevi: izgled mlaza vode
i izmerene brzine kroz vreme

U prirodi je laminarno strujanje retkoostyvaruje. To su uglavnom struja-
nja gde su brzine izuzetno male: u podzemnim vodama, u jezerima usled
temperaturne neravnomernosti ili izlazakydima iz dimnjaka po mirnom danu,
kada nema vetra. Turbulentno strujanje,je ¢esée u rekama, kanalima, vodo-
vodnim mrezama, ili kada duva vetar. Naslici 4.3 je prikazan primer isticanja
vode iz cevi malog precnika, kada je,tecenje u mlazu pri manjim brzinama
laminarno, a pri nesto veéim brzinama (i protocima) postaje turbulentno (u
mlazu se primeéuje uzburkangst). Ako bi se dalje poveéavao protok, mlaz bi
postao isprekidan, sa potpume, razvijenom turbulencijom.

Na donjem delu slikeg4.3, dati su dijagrami brzina. Dok je strujanje
laminarno, brzina je kroz vreme konstantna u(t) = uw = Const. (gde je
sa T oznacena srednjadbrzina). Kada strujanje postane turbulentno, brzina
vise nije konstantna,veé je promenljiva kroz vreme u = u(t). Radi lakseg
izuCavanja turbulentnogystrujanja, moguce je brzinu razdvojiti na dve kom-
ponente: jednu koja jéjednaka srednjoj vrednosti brzine u i koja je konstantna
i drugu, slucajmitkomponentu v/, koja se naziva fluktuacije:

u(t) s@t v = u=ult)-T

Posto su fluktwacije razlika izmedu trenutnih i osrednjenih brzina, srednja
vrednostpfluktuacija je nula v/ = 0, ali srednja vrednost kvadrata fluktuacija

laminarnogytt turbulentan tok. Medu prvima se bavio i izu¢avanjem turbulencije, gde je
predloezio osrednjavanje toka po vremenu razdvajanjem turbulentnog toka na osrednjenu
brzinu iMma fluktuacije. Intenzivno se bavio i modeliranjem, teorijom podmazivanja kao i
uslovima stabilnosti toka.
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nije nula u’2 # 0.

Ovde je kao primer turbulencije uzeta brzina deli¢a. Naravno,pkao i
brzina, tako i sve ostale veli¢ine koje se vezuju za deli¢ su u turbuléntnom
strujanju promenljive kroz vreme, te se mogu razdvojiti na osrednjeni i
fluktuacioni deo.

Princip osrednjavanja jednacina i uvodenje fluktuacione kémpenente nije
predmet ove knjige, jer se ne izucava na redovnim studijamama Gradevinskom
fakultetu. Jednacine, koje ¢e se u nastavku ove glave izvestigvaze samo za
laminarno strujanje. Da bi se primenile na osrednjeni deo turbulentnog
strujanja, neophodno je u jednac¢ine uneti uticaj fluktuaéija na osrednjeni
tok, Sto se najcesée sprovodi kroz “turbulentnu wyiskoznost”. Medutim,
turbulencija ¢e se spominjati i u narednim poglayljima. U poglavlju 6,
Hidrodinamicki otpori, jer upravo turbulencija bitmo utice na otpore, tako da
¢e se u tom poglavlju dati malo detaljnije objasnjenje mehanizma nastajanja
vrtloga. Takode, u poglavljima 7, Ustaljeno“tecenje fluida kroz cevi, i 8,
Ustaljeno tecenje u otvorenim tokovima, razmatra se samo turbulentno tece-
nje, ali se u tim poglavljima uticaj turbulengije obracunava posredno, kroz
razli¢ite koeficijente.

4.1.4 Ustaljeno i neustaljeng strujanje

Ukoliko se posmatrane veli¢ine ne menjaju u odredenom, kona¢nom vre-
menskom intervalu, strujanje‘jeyustaljeno. Uslov za ustaljenost je:

o
ot

odnosno, veli¢ina ¢ je funkcijaisamo polozaja a ne i vremena: ¢ = ¢(z,y, z).
Ukoliko se veli¢ina ¢ mienja sa vremenom, onda je strujanje neustaljeno.

=0 u intervalu ()

Slika 4.4: Ustaljeno ili neustaljeno strujanje i kako ga racunati

Da li je strujanje ustaljeno ili ne ¢esto zavisi i od nacina kako se posmatra
odredena veli¢ina. Na levom delu slike 4.4, dat je primer isticanja vode
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ispod ustave. Ako je protok koji dotice, jednak onome koji isti¢e, nivowmede
ispred ustave ¢e biti konstantan, nepromenljiv kroz vreme, znaci ustaljen.
Posmatranjem brzine u suzenom preseku (na slici je nacrtano oko pesmatra-
¢a), takode ¢e se “videti” ustaljene brzine. Medutim, ako se posmatrabrzina
jednog deli¢a, od trenutka 1 do trenutka 7, on menja svoju brzinu, pa je
njegova brzina neustaljena.

Neustaljenost donosi dosta problema u reSavanju jedna¢ina Mehanike
fluida. Ukoliko su promene kroz vreme relativno spore, pa‘su¥¢lanovi, koji
sadrze ubrzanje, u jednac¢inama zanemarljivi u odnosu/mna estale koji uno-
se uticaje tezine, trenja i pritiska. Prorac¢un se moze #Zmacajno uprostiti
primenjujuéi princip kvaziustaljenosti: strujanje se ugiekom kratkom vremen-
skom intervalu posmatra kao da je ustaljeno, odrede,se mepoznate veli¢ine, a
onda se sa tim veli¢inama koriguje pocetno stanje. Kao primer, na slici 4.4
desno je prikazano isticanje vode iz rezervoara, gde nivo postepeno pada pa
se i protok smanjuje. U vremenskom trenutkult;, za poznati nivo, moze se
izracunati protok koristeéi jednac¢inu za ustaljeno tecenje. Pretpostavljajuci
da je protok konstantan u intervalu At =ty — t; moze se izra¢unati novi
nivo u rezervoaru u trenutku ¢;11. Ako Seyuzme relativno mali korak At
u proracunu, razlike izmedu stvarne prémiene nivoa (isprekidana linija) i
izracunate (na slici je ta razlika oznacen@sa ), bice prihvatljivo male.

4.1.5 Jednoliko i nejedmolikostrujanje

U prethodnom poglavljugje na levom delu slike 4.4, pokazano da je
moguce imati neustaljenost brzine delica, iako su nivo vode i protok ustaljeni.
Ta neustaljenost je rezultab,promene geometrije proticajnog preseka.

Ukoliko su veli¢ine koje sulbitne za izucavani problem istovetne u svim
posmatranim poprecnimypresecima fluidne struje, u jednom vremenskom
trenutku, kaze se dayjelstrujanje jednoliko (leva strana slike 4.5). Uslov za
jednoliko strujanjefje:

dp
a:L'Z' N

Ako se mizifluidnu struju neka od veli¢ina menja, iako su mozda sve
ostale velicineykonstantne, strujanje je mejednoliko. Na slici 4.5 sa desne
strane, prikagano je nejednoliko tecenje u otvorenom kanalu gde se menjaju
dubina vode i brzina iako je protok konstantan, kao i nejednoliko tecenje u
ceVi, gde se menja precnik cevi, pa i brzina vode.

Studenti pojmove jednoliko/nejednoliko i ustaljeno/neustaljeno ¢esto me-
Saju. Ustaljenost je vezana za promenu po vremenu u jednom preseku

0 h=1,2,3 zatrenutak: t=t¢;
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Slika 4.5: Jednoliko i nejednoliko te¢enje u kanalu i u kruznoj cevi

fluidne struje (gleda? se kroz duzi period samo jedan presek), a jednolikost
za promenu duz fluidne struje u jednom#mremenskom trenutku (pogleda® se
na kratko duz cele fluidne struje).

4.1.6 Dimenzionalnost problema: 3D, 2D, 1D

U opstem slucaju pri strujamju fluida deli¢i imaju komponente brzina
u sva tri koordinatna pravca u = u(x,y,z,t). Takvo strujanje se naziva
prostorno strujanje ili skraéeno 8D (tro-dimenzionalno strujanje). Svako-
dnevni primeri 3D strujamja su opstrujavanje automobila, te¢enje vode u
zoni vodozahvata ili opstrujavamje mostovskog stuba.

Ukoliko je jedna Komponenta brzine zanemarljiva u odnosu na ostale
dve, strujanje se nagivayravansko ili 2D strujanje: uw = u(x,y,t). Primer
ravanskog strujanja je opstrujavanje avionskog krila u srednjem delu, izvan
uticaja tela aviona i kraja krila. Rezultat izucavanja polja brzina u jednoj
presecnoj ravnifselmoze primeniti na sve ostale prese¢ne ravni.

Cesto je strmjanje na “granici” izmedu 3D i 2D. Na primer, strujanje
vode u velikim jezerima ima sve tri komponente brzine, ali je dubina znatno
manja velicinayod duzine i Sirine. U racunskim modelima takvih strujanja,

2Ustaljen6st /neustaljenost teenja reke bi mogla da se snimi kamerom. Potrebno je
namestiti kameru na stativ, postaviti je vertikalno na dole i pustiti je da snima nivo vode
u(sami0 jednom preseku toka.

3Jeduolikost /nejednolikost tecenja u kanalu se moze snimiti fotoaparatom, sa kratkom
ekspozicijom, slikajuéi iskosa nivo vode duz kanala.
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¢esto se treta komponenta brzine obrac¢unava “skrac¢eno”, osrednjeno, cime se
prorac¢un svodi na nivo 2D modela, uz zadrzavanje uticaja i tre¢e komponente
brzine. Takvi rac¢unski modeli se ¢esto nazivajui 2,5D modeli.

Ako postoji samo jedna, poduzna komponenta brzine, takvo strujanje
se naziva linigjsko ili 1D strujanje: uw = wu(x,t). Sva teCenja ty cevima,
prizmati¢nim otvorenim kanalima, kanalima za klimatizacijufi drugim linij-
skim elementima spadaju u 1D strujanja.

Jasno je da slozenost reSavanja zadataka Mehanike fluida raste od linijskog
ka prostornim strujanjima. Osnovni inzenjerski problem/fje dg koje mere neko
slozeno prostorno strujanje sme da se uprosti, a da_se débije prihvatljivo
tacno reSenje. Na primer, iako je te¢enje vode u prirodnim rekama sigurno
prostorni problem, proracun nivoa reka Save i Dumavajgse moze raditi kao
linijski problem ako se posmatraju nivoi reka @uz mjihovog toka u nasoj
zemlji. Ako nas interesuje prostiranje zagadenja Koje Beograd ispusta u
Dunav i njegovo razblazenje nizvodno, tok u duzini od nekih 10-tak kilometara
ée se reSavati sa 2D jednacinama. Ako se analizira strujna slika u zoni uséa
Save u Dunav, koristi¢e se 3D model, ali §ame,za lokalitet usca.

4.1.7 Trajektorija, strujnica i emisiona linija

Postoje tri na¢ina za pracenje, kretanja fluidnih delica. Prvi je da se
obelezi samo jedan fluidni deli¢ i dayse prati njegovo kretanje kroz vreme.
Trag koji deli¢ ostavlja zove sentrajektorija*. Drugi nacin je istovremeno
pracenje kretanja velikog brojafluidnih deli¢a. Ako se u kratkom vremenskom
intervalu zabeleze tragovi syih.d€li¢a, dobiée se strujnice’, intenziteti i pravci
brzina tih deli¢a. Tretagmoguénost vizuelizacije fluidnog toka je da se
u tok kontinualno ubacuje (imjektira) traser, odnosno, da se kontinualno
obelezavaju fluidni deliéikoji prolaze kroz jednu tacku. Ako se u odredenom
trenutku snimi polozajsvih obelezenih delic¢a, dobija se emisiona linija® za
taj vremenski trengtak

Naslici 4.6, prikazane su sve tri linije: trajektorijadeli¢a prilikom isticanja
ispod ustave, stFujnice oko avionskog krila i emisiona linija u cevi, u laminar-
nom rezimu teééenja koji postepeno prelazi u turbulentno. Trajektorije se
najcesce dobijaju tako sto se odredeni deo fluidne struje slika fotoaparatom,
koji miruje 11a, kome se drzi dugacko vreme ekspozicije. Ako se jedan fluidni
deli¢ obelezimekim fluorescentnim traserom i cela fluidna struja osvetli ultra-
ljubi¢astimzracima (UV svetlo), posmatrani delié¢ ¢ée se jasno razlikovati od

“Efigléski termin: Pathline
®Engleski termin: Streamline
SEngleski termin: Streakline
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Slika 4.6: Primeri trajektorije, strujnica i emisione linije

ostalih deli¢a i fotoaparat ¢e zabeleziti njegovu putamjm, trajektoriju. Kod
snimanja trajektorija na rekama, ¢esto se koriste maliyplovci na koje se stavi
sveca.

Strujnice su linije koje imaju u svakoj svojojitacki tangentu, koja je u
pravcu brzine u toj tacki. Kod neustaljenog strujanja, strujnica se vezuje i za
vremenski trenutak: ona pokazuje istovremene prayce brzina u svim tackama.
Strujnice se dobijaju fotografisanjem fluidne ‘struje, koriste¢i kratko vreme
ekspozicije. U celu fluidnu struju se obico ubacuje’ fluorescentni prah koji
se krece isto kao i fluidni deli¢i. Na snimku'se dobijaju, u stvari, trajektorije
trasera ali za kratak vremenski intemval,“tako da te trajektorije pokazuju
tangente na brzine.

Uhizucavanju strujanja oko tela, strujnice
se cesto'vizuelizuju koriséenjem tankih Stapica
kojitsu pri¢vrséeni upravno na konturu tela a
nayCijem drugom kraju se nalazi tanak koncéic.
1z polozaja svih konc¢i¢a u jednom trenutku se
dobijaju strujnice®.

Jednacina strujnice se dobija iz uslova da

) | je tangenta u tacki istog nagiba kao i vektor
Slika  4.7: Jednagina brzine (slika 4.7):

strujnice

tana:d—y:% = d—:E:d—y:%

dz 0 uy Up Uy U (4.1)
Posto strmjnica u svakoj svojoj tacki ima isti smer kao i vektor brzine,
sledi i vazmayposledica: upravno na strujnicu ne postoji komponenta brzine,
odnosno,“nema protoka fluida upravno na strujnicu. Ako se uoce bilo koje
dve sugedne strujnice na srednjoj slici 4.6, ovo znaci da protok koji je bio
izmedu te.dve strujnice na pocetku slike, ispred avionskog krila, mora ostati
unutdr te dve strujnice. Drugim recima, dve strujnice se mogu posmatrati
kao zidovi cevi, pa se u Mehanici fluida ¢esto koristi i pojam strujna cev.

"Termin koji se koristi je “zasejati”, jer je potrebno uneti u celu fluidnu struju
fluorescentni prah ili neki drugi traser ¢iji deli¢éi moraju biti dovoljno mali a opet lako
vidljivi.

8] zastava koja se viori na vetru, u stvari, pokazuje trenutni pravac vetra u toj tacki.



4.1. POJMOVI I OSNOVNE KARAKTERISTIKE TOKA 95

Primer 4.1.1

Ako je na snimku opstrujavanja avionskog krila (srednja slika 4.6) raznfak izmedu
dve strujnice ispred krila 5 mm i na tom mestu su brzine 35 m/s, kolikayjesbrzina
na mestu iznad krila gde su strujnice na medusobnom rastojanju odf3 mm?

Pretpostavice se da je tre¢a dimenzija, upravna na snimak, jednaka 1 m. Tada
je protok kroz strujnu cev ispred krila:

Q = AV = 0,005 x 1,0 x 35 = 0,175m" /s

Brzina iznad krila je:

0 0,175
V:— fy 7:583 5
AT 0003x 10 oo/

Emisiona linija (desna slika 4.6) se Cesto koristi za vizuelizaciju toka.
Upravo je Osborn Rejnolds, pomocu vizuelizaceije emisione linije, pokazao
mehanizam prelaska iz laminarnog u tutbulentno tecenje, kao i postojanje
grani¢nog sloja (slika 6.11 na strani 231). Sam postupak injektiranja trasera
je priliéno komplikovan, jer se ne sm@pokvariti prirodna strujna slika a ni
traser svojim osobinama ne sme uti¢ati na tok. Emisiona linije se cesce
koristi u laboratoriji za vizuelizacijuy, nego u samoj analizi strujnog polja.

U opstem slucaju, trajektorija, strujnica i emisiona linija se ne poklapaju.
Medutim, u ustaljenom strujanju su sve tri linije iste, poklapaju se. Linije
se mogu poklapati i u posebnem sluc¢aju neustaljenosti, ali samo ako se
neustaljenost ogleda u promeni)intenziteta brzine.

Primer 4.1.2

Voda izlazi iz prskaca prayedi polje brzina: v = Upsin|w (t —y/Vo)], v =Voiw =0
gde su Uy, V) 1 w kongtante,(prskac osciluje u (x, y) ravni) [20]. a) Odrediti jednacinu
strujnice koja prolazi kroz koordinatni pocetak u vremenskim trenucima t; = 0 i
to = m/2w. b) Odrediti jednacinu trajektorije za iste vremenske trenutke. c¢) Kako
izgleda emisiona linija za koordinatni pocetak?

a) Za dati raspored brzina moze se napisati jednacina strujnice (4.1):

dy dy 4

i Up sin [w (t —y/Vo)]

Razdvajanjem varijabli, dobija se integralna jednacina za bilo koji trenutak ¢:

W [ o=ty [sinfo e - y/Vo)ldy
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Uvodedi smenu w (t —y/Vh) = ¢ dobija se resenje integralne jednacine: 0

Vbx+C':UOEcos [w <t—i>]
w o

Za trenutak t; = 0 u koordinatnom pocetku z = y = 0 vrednos nte je
C = UpVh/w pa je jednacina strujnice:

x:%[cos<ﬂ>—l] za t=11 =0 &
LT O

U trenutku to = 7/2w vrednost konstante je
C = 0 pa se sredivanjem jednacina strujnice
svodi na: Q

Uy wy

r=—sin| —= za t=1ty =7/2w
w < Vo ) ’ / O
Na slici su prikazane dve strujnice, za izabrane vremenske trenutke 1 i 5. Linije

su razlicite jer je strujanje neustaljeno. Na primer;Brzina u koordinatnom trenutku
je u trenutku ¢y jednaka u = 0,v = Vj, dok je u tg brzina u = Uy, v = Vj.

b) Iz uslova da su brzine u = dz/dt i v @t, za poznat raspored brzina se

mogu odrediti trajektorije: N
d—x:Uosin [w <t—%>] d

: i
Drugi izraz dy/dt se moze integrisati jeryje Vj konstanta, pa se dobija: y = Vot +Ch.

Ako se y zameni u prvom izraz :
dx Vot C
n = Upsin [w <t _ 0 ! = —Upsin <w701> = Const.
Integracijom se dobija = ko ta trajektorije:
C
x:—[Uosin<w . t+ Cy

Konstante se odredujii\z te pocetne uslove. Za slucaj t; = 0 i za koordinatni
pocetak (xr =y = ONa vrednost je C; = Cy = 0 pa je jednacina trajektorije
prava linijja y = Vpt. Za drugi slucaj to = 7/2w vrednosti konstanti su Cy =
—7Vo /2w 1 Cy ﬁo/m pa je jednacina trajektorije data sa:

v =Ufeg o) 1 v=Vo(t-5;)

Eliminisu 7 jednacina njihovim deljenjem,
dobija Cina trajektorije

2

U

1z jednacine trajektorije sledi da su to prave
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linije koje se zrakasto Sire iz koordinatnog pocetka. Na slici su prikazane trajektorije
za dva deli¢a: jednog koji je bio u koordinatnom pocetku u trenutku ¢; a dtugogu
trenutku t5. Trajektorije i strujnice se ne poklapaju, jer je strujanje neustaljeno.

¢) Emisiona linija u trenutku ¢ = ¢35 se
dobija spajanjem svih deli¢a koji su prosli kroz
koordinatni pocetak. Svi deliéi putuju duz
trajektorija koje su prave linije pod nagibom
+Vo/Up. U zavisnosti od trenutka ¢ < i3
kada su deli¢i prosli kroz koordinatni pocetak,
trajektorije i udaljenja su razlic¢iti. Kad bi se
kontinualno ubrizgavao traser u fluidnu struju
u koordinatnom pocetku, linija koja bi se videla
bi izgledala kao prikazana emisiona linija. Sli¢na
emisiona

linija se dobija kada se prskac creva za zalivanje trave oscilatorno pomera.

4.1.8 Protok fluida i srednja brzina

Posmatra se zapremina ¥ ogranic¢ena pevrsinom A. Iz te povrsine A, kroz
elementarnu povrsinu dA izlazi fluidtkgji'sa sobom nosi neku karakteristi¢nu
velicinu. Ta veli¢ina moze biti zapremina, masa, koli¢ina kretanja ili neka

druga karakteristika.

Na slici 4.8 je prikazano kakeépkroz dA istice zapremina d¥. U jedinici
vremena je isteklo d¥ = d¢ ddygde je £ normala na povrs dA, pa je protok

zapremine:

_d¥ d¢dA
@ = dt  dt

= ugdA

jer je d¢/dt = u¢. Brzinaae je komponen-
ta vektora brzine @gna mestu dA, u pravcu
¢ ijednaka je skalarnom proizvodu vektora
brzine i orta posmatrane elementarne po-
vrsine dA:
Ug =y 17

Rezultamskalarnog proizvoda dva vektora
u - 11 je/skalar, jednak zbiru proizvoda
odgovarajucih komponenata tih vektoras:

U+ T = Up X Ny + Uy X Ny + Uz X Ny

(4.2)

Slika 4.8: Zapremina koja istice
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U radu sa vektorima, ¢esto je zgodnije pravac vektora obelezavati indek-

som? i, gde je i = x,y, z ili opstije i = 1,2,3. Ako se usvoji pravilesda u

jednom monomu mogu da se ponove isti indeksi i da tada oni, oZnagavaju
trinom koji je zbir monoma za sva tri koordinatna pravca, tada sepskalarni
proizvod moze napisati kao:

U1 =un; =up X N1+ us X Ng + uz X ng
Elementarni protok zapremine kroz dA dat jednacinom (4£2) je:
dQ = U;N; dA

dok je ukupni protok suma elementarnih protoka p6ieeloj povrsini A:
Q:/ﬁ-ﬁdA:/umidA (4.3)
A A

Iz jednacina (4.2) i (4.3) se vidi da je protokapozitivan kada fluid istice,
napusta posmatranu zapreminu. Ukoliko se zapremina d¥, koja isti¢e kroz
dA, u jednacini (4.2), pomnozi sa gustingin, pd¥, dobija se isticanje elemen-
tarne mase. Ukupan protok mase krozpovesinu A je tada:

Qum Z/Apumi dA (4.4)

Uopsteno, moze se napisati protok
bilo koje veli¢ine B koja je po jedinici
zapremine jednaka ¢ kao:

OB = /Asoumi dA (4.5)

odnosno, velic¢ine B koja je po jedinici
mase jednaka b kao:

Slika 4.9: Stvarni raspéred brzina u Op = / pbuin; dA (4.6)
preseku wu(z2) i srednja brzina A

V' koja se cesto kOTiSt.i kao Ako se izucava kretanje fluida kroz
reprezentativma profilska brzina konagni presek A, po pravilu brzine u

preseku nisu konstantne (na primer,
na slici 4.9je, prikazano tecenje fluida kroz kruznu cev, gde se brzine menjaju
od nulé pzysam zid cevi do maksimalne vrednosti u centru cevi). U veéini
prakticnilizadataka promenljivost brzine po preseku u(x) nije interesantna,

9Detaljniji prikaz obelezavanja skalarnih, vektorskih i tenzorskih veli¢ina se moze nadi
u poglavlju 15 knjige Mehanika fluida, osnove G. Hajdin, 1977-2002 [9].
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veé nam je dovoljna jedna brzina V', koja bi bila konstantna po preséku'°.
Ta brzina se naziva srednja profilska brzina i dobija se iz uslova da jéWW. X A
jednako zapreminskom protoku kroz cev (jednacina (4.3)):

VxA:/ul(:ng)dA L ov=9 (4.7)
A A

Samo u malom broju zadataka, kada se u izrazu pojave trenutne brzine
u(x) na drugi ili treéi stepen i kada se zeli postiéi veéa ta€nost proracuna,
uvode se korekcioni faktori: Businesov faktor § (poglavlje 4.5.5 Resenje
integralne jednacine odrzanja kolicine kretanja za ustaljemoftecenje homoge-
nog fluida w cevi, strana 150) i Koriolisov faktor a (poglavlje 4.6.3 Resenje
integralne jednacine odrzanja energije za ustaljenogtecéemje homogenog fluida
u cevi, strana 165).

Primer 4.1.3

U ustaljenom ravanskom strujanju izmedju dve Paralelne nepokretne ploce, koje su
na medusobnom rastojanju h, raspored brzinafje,dat sa:

2

h

P

ur = Up 1—<3h2> Us =z = 0 za, 0<ax3<h
2

Za razmak izmedju ploca od h = 1 coii prétok za jedan metar Sirine fluidne struje
B=1mod Q= 6dm?/s (0 < x5 b);kolika je vrednost konstante Uy?

Protok izmedu dve ploce je dat mtegralom:

h
Q:/udA:/ uyBdxs gdeje B=1m
A 0

Ako se zameni raspored brzina uyiu integralu, gde su B i Uy konstante, dobija se:

h A\ 2 h h 2
) —h/2
Q:B/ Uo |1 (22 dxg_BUg/dxg—BUg/<u) das
0 5 0 0 h/2

4 (M, h? 4 n® 2
Q:BhUo—BUgﬁ o Ig—h,xg—i-z dIgZBhUQ—BUgﬁﬁnghUQ

Za date podatkejwrednost konstante Uy je:
4 .30y  3x0,006
o 2Bh  2x1x0,01

UQ = 0,9 m/s

00U _poglavlju 4.1.1 Materijalni delié, strujanje realnog i idealnog fluida je kao primer
razlike strujanja realnog i idealnog fluida upravo uzeto strujanje kroz cev.
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4.2 Metode opisivanja kretanja fluida
U opisivanju strujnog polja, moguca su dva razli¢ita pristupa:

Sistemski pristup Trazi se reSenje bez sagledavanja sta se dégada unutar
sistema'’. To je mogucée uraditi na dva nacina:

1. Posmatra se inercijalni'? sistem sa konstantnom imasom. Pristup
je uobicajen u klasi¢noj mehanici, gde se izuéavaykretanje krutih
tela. Svi klasi¢éni zakoni kretanja (I i II Njutmev zakon, termo-
dinamicki zakon) vaze za sistem sa konstantnom masom. Kod
fluida, jednac¢inama se opisuje kretanjegiednog deli¢a konstantne
mase dm = p d¥.

2. Posmatra se inercijalni sistem sa konstantnom zapreminom (ili
sa kontrolnom zapreminom). Zgodnijipristup za analizu kretanja
fluida jer se ne prati kretanje jednog (odredenog) deli¢a veé se
posmatra jedna konstantna zapremina, koja se kroz vreme ne
pomera, a kroz koju prolazéfluidni deliéi (slika 4.11 na strani 103).
Jednacinama se prati samegukupni bilans neke od veli¢ina unutar
zapremine (promena velidine u zapremini kroz vreme, protok kroz
granicu zapremine i “proizvodnja” te veli¢ine unutar zapremine
moraju biti u ravneétezi)dok sama prostorna raspodela te veli¢ine
unutar zapremine nije bitna. Jednacine su dosta jednostavnije od
onih koje prate kretanje deli¢a, ali je neophodno klasiéne zakone
kretanja prevesti iz ablika za konstantnu masu u oblik za konstant-
nu 2aPTeminu.

Sistemi sa kéhstantnom zapreminom se nekada nazivaju i otvore-
ni sistemi. "Ro definiciji, sistemski pristup zahteva pracenje uvek
istih atoma ii fluidnih delica. Kod kontrolne zapremine to nije
slucaj, jer\jedni fluidni deli¢i napustaju posmatranu zapreminu
dok drugi ulaze u nju. Medutim, svi fluidni deli¢i kontinualno
prolaze Kroz posmatranu zapreminu jer nema “rupa’ u fluidnom
pblju, a fizicka svojstva (osobine) im se kontinualno menjaju:
nema skokovite, nagle promene neke od osobina (gustine, pritiska,
temperature i sli¢no).

LPremayjednoj od definicija, sistem je zbir Gestica istih svojstava (uvek isti atomi ili
fluidni delic¢i) koje mogu da se kreéu, teku i stupaju u interakciju sa okolinom.

20snovna osobina inercijalnih sistema je da je u odnosu na njih prostor homogen i
izotropan a vreme homogeno.
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Zadatak inzenjera gradevine se uglavnom svodi na prorac¢un ukupne
sile na objekat (ventil na cevovodu, zgradu), usled opstrujavanja, flui-
da, bez zalazenja u detalje (Sta se dogada sa fluidnim deli¢gmidok se
provlaci kroz poluotvoreni ventil ili kroz neciju sobu). Zbog tega ¢e se
u ovoj knjizi uglavnom koristiti sistem sa konstantnom Zapreminom.
U sledetem poglavlju, prvo ¢e biti izvedene jednacinefkojepovezuju
konstantnu masu i konstantnu zapreminu, a u nastavku, ma osnovu tih
jednacina, bice izvedeni osnovni zakoni odrzanja.

Jednacine koje se dobijaju sistemskim pristupom (se najcesce resavaju
u integralnom obliku, jer se posmatra cela masa,odnosno kontrolna
zapremina. Za ovakve jednacine se Cesto kazeda su konzervativne, jer
bilans posmatrane veli¢ine u celokupnoj posmuatranej zapremini mora
bitt uwvek zadovoljen. Uz dopunske pretpostavke'o ustaljenom strujanju
homogenog i idealnog fluida, jednacine se svode na obi¢ne algebarske
jednacine.

Analiza strujnog polja Proucava se krétanje delica u svakoj tacki koor-
dinatnog sistema. Moguca su dya,pristupa u pracenju delié¢a:

Slika 4.10: Ojlerov pristup: prate se promene u jednoj tacki polja (levo);
Lagranzeov priStup: prate se promene koje se dogadaju jednom deli¢u
(desno)

1. Ojlerév'3 pristup: manje detaljan pristup gde se posmatraju pa-
rametri polja kroz vreme, ali u fiksnoj tacki prostora. Ne zna

13LeohardyEuler (1707 - 1783) &vajcarski matematicar koji je dao znatan doprinos
Njutnovskojimehanici formulisu¢i jednacine kretanja idealnog fluida i ¢vrstih tela. Bio je
dak Jakoba Bernulija a dobar prijatelj sa Danijelom Bernulijem. Zbog bolesti je izgubio
vid prye na jednom, pa zatim i na drugom oku, ali to ga nije sprecilo da nastavi svoj
izuzetan rad.
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se tacno koji je deli¢ unutar posmatrane tacke, jer jedan“deli¢
napusti tacku, a drugi dolazi na njegovo mesto (levi deo slike4.10,
posmatra se trenutno deli¢ A, koji ¢e otiéi, a na njegovofmesto Ce
do¢i deli¢ B).

2. Lagranzeov'? pristup: najdetaljniji na¢in izu¢avanjafluidhe struje,
gde se prati svaki deli¢ pojedinacno i karakteristike polja vezane
uz taj deli¢ (na slici 4.10 desno, prati se deli¢ A)¢ Ovaj pristup je
najkomplikovaniji ali i daje potpuni uvid u stzujnoe’polje.

U analizi strujnog polja se polazi od jednacina za,fluidni deli¢ i one se
najcéescée resavaju u diferencijalnom obliku. Jednagine nisu konzerva-
tivne, jer se posmatra samo jedan deli¢, afibilans, neke posmatrane
veli¢ine ¢e biti zadovoljen na nivou celokupne zapremine. Kod neusta-
ljenog strujanja homogenih ili nehomogenih fluida, do resenja jednacina
se uglavnom dolazi numerickim putem, pribliznim metodama.

Bez obzira da li se radi na nivou sistema, ili na nivou deli¢a u strujnom
polju, jednacine koje se dobijaju su, u opStem slucaju, analiticki neresive. Da
bi se resile, neophodno je uvesti odredena uproséenja, koja su opravdana u
konkretnom zadatku. Moze se reéi, &t stwvari, da je predmet mehanike fluida
razvoj matematickih metoda za resavanje opstih jednacina mehanike kao 1
vrste upro§éavanja, koja se moraju primeniti da bi jednacine bile resive.

4.3 Koncept kontrelne zapremine

Osnovni zakoni odrzanjapkoji se primenjuju u klasi¢noj mehanici, kao sto
su zakoni odrzanje masge, Njutnovi zakoni i zakoni termodinamike, odnose
se na sisteme sa konStantnom masom. U izucavanju fluida, zgodnije je
posmatrati fiksnu, Konstantnu zapreminu, koja se ne pomera kroz vreme
i kroz koju proti¢e fluid. Pri tome, potrebno je uspostaviti vezu izmedu

sistema sa konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom!'®,

1 Joseph-Louis| \Lagrange (1736 - 1813) smatra se francuskim matematicarem i
astronomom, gmada je roden u Torinu, Italija. I pored toga sto je u matematickom
obrazovanjugbio samouk, ve¢ sa 19 godina postaje profesor matematike na Kraljevskoj
Artiljerijskej. skeli u Torinu. Objavljuje, pod nadzorom Ojlera, racun verovatnoce,
bavi se teorijom oscilacija zica, gde koristi diskretni model masa i reSava sisteme od
(n+1) diferencijalnih jednacina. Analizirao je reSavanje diferencijalnih jednacina u oblasti
meh@anike fluida, ali i u oblasti astronomije. Za svoje zasluge u oblasti matematike je dobio
1808.4od Napoleona orden Legije casti.

50 literaturi se prelazak sa sistema koji posmatra masu na sistem koji posmatra zapre-
minu, ili region, ¢esto naziva Rejnoldsova transportna teorema.
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kako bi mogle da se iskoriste osnovne jednacine odrzanja na fluid u posmatra-
noj zapremini.

U nastavku ¢e se prvo uspostaviti veza izmedu konstantne mase,1 za-
premine, odakle ¢e se dobiti opsti izraz za promenu neke karaktewisticne
veli¢ine vezane uz masu (koja se pomera), posmatranjem népokretne za-
premine. Uvesée se pojam materijalnog izvoda, koji se odn@si‘ma kretanje
odredenog fluidnog deli¢a, kao i pojam brzine deformacije, fluidnog delica.
Kako materijalni izvod prati promenu deli¢a, odnosno odredéne mase fluida
koja se krete kroz prostor, da bi zadrzali koncept kariséenja nepokretne
konstantne zapremine, na kraju ¢e se uspostaviti veza,izmedu materijalnog
izvoda i konstantne zapremine.

4.3.1 Prelazak sa konstantne mase na kenstantnu zapreminu

Posmatra se odredeni inercijalni sistem amnase m. Velicina B je neka
karakteristicna veli¢ina tog sistema (masa, dmpuls mase ili energija). Kako
je masa mera inercije sistema, uvodi se veliéina b koja je jednaka veli¢ini B
po jedinici mase'®, tako da je:

B=bm

Ako se posmatra deo flui-
dne struje, masa fluidnog de-
licaje dm = p d¥, a vrednost
karakteristi¢ne veli¢ine deli¢a
je dB = b dm. Sumiranjem
vrednosti karakteristi¢ne veli-
¢ine po celokupnoj posmatra-
noj masi fluida, dobija se:

B- /V pb d¥ (4.8)

Naslici 4.11, prikazana je ko-

nacna masa fluida sa karakte-
Slika 4.11: (Keémstantna masa se nalazila U igtiénom velicinom B. U tre-

posmatrafiojzapremini u trenutku (¢) da bi putku ¢, vrednost karakteristi-
deo te maseimapustio zapreminu u (t + At)  gne velicine je Boay, a kada

1 Jmekim knjigama se kao karakteristika inercijalnog sistema uvodi veli¢ina ® i veli¢ina
¢ jednaka ® po jedinici zapremine. Prema ovde usvojenim oznakama vaze sledece relacije:
P=DB,¢=pbi®= [¢d¥
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se posle nekog malog vremena At konaéna masa pomeri u novi poloZajy,uz
postovanje osnovnih zakona odrzanja klasi¢ne mehanike, vrednost karakteri-
sticne veli¢ine ¢e biti Bopy+.

Koncept konstantne zapremine zahteva praéenje promene karakteristicne
veli¢ine B unutar zapremine koju je konacéna masa zauzimalafu grenutku t.
Ako se sa C¥ oznadi ta zapremina, tada je By vrednost karakteristicne
velicine u trenutku t a Beoys+ u trenutku ¢ + At. Sa slike, 4711, vidi se da
mora biti ispunjen uslov:

B u trenutku t = Beoy = Bow (4.9)

U trenutku t+At, kada se posmatrana masa pomeris vrednost njene karakteri-
sti¢ne velicine je:

B u trenutku t + At = B+ = Besys+ #+.Brzn — Bur

gde su Byzy, 1 By, koli¢ine karakteristicne veligine koje za vreme At napuste
ili udu u konstantnu zapreminu. Promena karakteristi¢ne veli¢ine u vremenu
je, uz zamenu Beyy sa Beoy na osnovipjednacine (4.9):

AB _ Bom+ — Bom _ Bov oy | Brzw — Buw

At At JAN/ At
AB _ ABcy i Brz1r # Bur
At At At

Smanjenjem vremenskeg@ikoraka sa At na dt, dobija se veza izmedu
sistema sa konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom (Rej-
noldsova transportna teorema):

dB _ dBcy g8 Bz — BuL
dt dt Ate0 At

Izvod po vremenu dB/dt je promena bilo koje osobine sistema sa konstant-
nom masom, dBcw/dt je promena te osobine unutar kontrolne zapremine, a
zadnji ¢lan je ukupno izasla karakteristicna veli¢ina kroz konturu konstantne
zapremine, Koristeci (4.8) prethodna jednacina se moze napisati u slede¢em
obliku:

d _d . Brzr — By
E/V bdv= 4 /cvpb dv'+ lim At

priféemu ' se granica prvog integrala pomera sa pomeranjem posmatrane mase,
a granica drugog integrala je nepokretna (sa desne strane jednakosti). Kako
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je granica nepokretna, nije funkcija vremena pa se izvod po vremenu‘moze
uvudi unutar drugog integrala:

dB (pb) . Brzr — By
T dt/ bd¥= /CV dv lim =X (4.10)

Zadnji ¢lan jednacine predstavlja protok karakteristi¢nefvelicine B kroz
granicu konstantne zapremine (izlaz - ulaz). U poglavlju 418 Protok fluida
i srednja brzina je pokazano da je protok veli¢ine B krozpoyrsinu A (jedna-
¢ina (4.6)) jednak:

Qs = / pbugn; dA
CA

Da bi se naglasilo da je granica integracije konstantna, da se ne pomera kroz
vreme, umesto integracije po A u izrazu se piselintegracija po C'A.

Sredivanjem jednacine (4.10), dobija se traZena veza izmedu promene
veli¢ine B za sistem sa konstantnom masomyi za sistem sa konstantnom
zapreminom, koji ¢e se koristiti u daljim izvedenjima:

dB d(pd)
E_/cv - dV+/ bl A (4.11)

Prvi, zapreminski integral, prédstavlja lokalnu promenu velicine B kroz
vreme, unutar fiksne kontrolune zapremine (C¥%), a drugi, povrsinski integral,
protok veli¢ine B kroz povesimu (C'A), omotac fiksne kontrolne zapremine.

Primer 4.3.1

U sudu konstantne zaprémine, se pod pritiskom nalazi fluid. U pocetnom trenutku
t = 0 sud je zatvoren U trenutku ¢ = 0 + dt naglo se ovori ventil i fluid po¢ne da
istice. Napisati izraz(za pfomenu mase fluida u sudu kada se otvori ventil?

Na glici je, sa leve strane, prikazan sud sa zatvorenim ventilom, se celokupnom
masom fluida unutar suda, dok je sa desne strane prikazan trenutak kada se otvori



106 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

ventil i kada fluid po¢ne da izlazi iz suda. Posmatra se masa fluida, pa je karakteristi-
¢na velicina B = m a njena vrednost po jedinici mase b = 1. Jednacina (@ul1) se
svodi na:

dm dp
— = —d in; dA
n ~/C\7‘8t V—l-/CApun

Prema osnovnom zakonu mehanike, masa sistema je nepromenljiva, pa je leva
strana jednacine nula. Ako se pretpostavi da je fluid homogenjparcijalni izvod po
vremenu sa desne strane jednacine moze da izade ispred integralal jer je gustina
samo funkcija vremena, a ne i prostora.

Poslednji ¢lan jednacine je protok mase kroz konturu, utrenitku kada se otvori
ventil. Ako se sa A; oznadi proticajna povrina, a brzing kojom fluid napusta sud
sa V1, tada je protok mase (4+pVi A;1). Prethodna jednac¢inaige svodi na:

d
dt Jow
Integral |, o P d¥ je jednak masi fluida kojadje ostala u sudu mey, pa se dobija
finalna jednacina:

d
3 (mov) = —pV1Ay

odnosno, smanjenje mase fluida u sudufjejednako masi fluida, koja izade iz suda u
jedinici vremena.

Povrsinski integral iz jednacingy(4.11) se, na osnovu Gausove!” teoreme,
moze pretvoriti u zapreminski‘integral'®:

/ pbun; dA = [a(pb“f) 4 Apbuy) | Hpbuz)] 4y (4.12)
CA c¥ | Ox Oy 0z

Koriséenjem udvojenog indeksa i (notacija koja ¢e se koristitiu ovoj knjizi) ili
operatora gradijentamabla V, sumiranje parcijalnih izvoda po koordinatnim
pravcima (4.12) se moze prikazati kompaktnije:

9(pbui)

/ pbumpdd = [ D2 qpr [ (pba) av (4.13)
cA cv 0z v

17 Johann Carl'Friedrich Gauss (1777 - 1855) je poznati nemacki matematicar koji je dao
veliki doprinospfundamentalnoj algebri, teoriji brojeva, teoriji diferencijalnih jednacina,
teorijskgj astrenomiji, hipergeometrijskim funkcijama i neeuklidskoj geometriji. Zajedno
sa Meberomyje radio na otkri¢u Kirhohovih pravila kao i na uspostavljanju svetske mreze
za merenje Zemljinog magnetizma.

BDetalino izvodenje se moze naéi u poglavlju 23 knjige Mehanika fluida, osnove G.
Hajdin, 1977-2002.
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Zamenom povrsinskog intergrala zapreminskim u jednacini (4.11), debija
se izraz za promenu u vremenu karakteristi¢ne velic¢ine B, vezane za konstan-
tnu masu, prilikom kretanja te mase, a posmatranjem konstantne, népokretne,

zapremine:
dB _ [ [0(ph)  O(pbu)
at /CV or " om
Prema principu odrzanja veli¢ine B, promena u vremiénu dB/d¢ mora
biti jednaka nekoj drugoj veli¢ini S, koja se odnosi na celekupnu masu:

d¥ (4.14)

dB

P _g 4.15

i (4.15)
Na primer, ako je B masa, tada je S = 0, jer masa ne moze ni da se

stvori ni da nestane. Za koli¢inu kretanja B = mW, velicina S je prema
drugom Njutnovom zakonu suma sila, koja izaziva promenu kolicine kretanja
posmatrane mase. Takode, prema prvom zakonu termodinamike, za unutras-
nju energiju B = E, veli¢ina S je jednaka razlici dovedene koli¢ine toplote i
rada koji sistem utrosi na okolna tela. U narednim poglavljima 4.4, 4.51 4.6,
detaljno ¢e se izuciti principi odrzanja pésmatranjem konstantne zapremine

fluida.

4.3.2 Pracenje kretanja materijalnog deli¢a

U opstem slucaju brzinagfluidnog deli¢a, kao i ostale veli¢ine koje su
vezane uz deli¢ (gustina, pritisak, koncentracija zagadivaca i sli¢no), su
funkcija i vremena i prostora‘@,= p(x,y, z,t). U Mehanici fluida se ¢esto
koristi izvod veli¢ine ¢ po viemenu. Ako je u pitanju, na primer, koncentraci-
ja dima u vazduhu C, taj izved je moguce odrediti na tri na¢ina. Prvi bi bio
da se postavi instrument za merenje koncentracije dima na odredeno, fiksno
mesto i da se kontinualno belezi koncentracija. Brzina promene koncentracije
je tada jednaka 0C/@t, parcijalnom izvodu koncentracije po vremenu.

Druga moguénost je da se montira instrument na avion, koji ¢e leteti
nekom svojom trajektorijom a da instrument kontinualno meri koncentraciju
C. Instrument( ce zabeleziti brzinu promene koncentracije u jednoj tacki, ali
i brzinu promene koncentracije po prostoru usled kretanja aviona:

dC goC™ o0Cdx 0Cdy 0Cdz
E_E—i_@:pdt—i_@y dt+8z dt

Izvodi(pemeranja aviona po vremenu su komponente njegove brzine uf, u‘;
i uf panse prethodni izraz moze napisati u obliku:
dC o0C oC oC oC
— =+ —ul )+l (4.16)
dt ot  Ox oy 0z
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Tre¢a moguénost je da se instrument postavi u balon i da se puSti,da
vazdusna struja slobodno nosi balon. Promena koncentracije po vremenu je
slicna onome Sto je zabelezeno i kada je instrument bio u aviengd, 8a tom
razlikom Sto je sada balon pratio kretanje vazduha, pa se umestegbrzine
aviona sada uzima brzina vazduha, odnosno brzina materijalnog delica:

DC 9C 9C  8C  9C  dC  9C

e _o¢ L 9C, LY | 417
Dt ot T T oy T 92T or T on (4.17)

U jednagini je za izvod po vremenu DC'/Dt upotrebljeno veliko slovo da bi
se naglasilo da se radi o izvodu koji prati kretanje fluidneg delica. Takav
izvod po vremenu se zove materijalni (supstancijalng) izvod, jer je vezan za
kretanje materijalne tacke.

Na slici 4.12, prikazan je jedan fluidni deliéu trenutku ¢, sa svojom
trajektorijom i strujnicom. Uz deli¢ se prati neka veli¢ina ¢. U sledetem
trenutku ¢ + dt, kad bi deli¢ mogao da se pomeriu bilo kom pravcu dx, pro-
mena veli¢ine ¢ bi bila dp/dt (4.16). Medutimyanaterijalni deli¢ moze samo
da nastavi po svojoj trajektorijii jedini moguéi pravac njegovog kretanja je
Dz. Izvod veli¢ine ¢ po vremenu je:

Dy _ 9¢ d¢ d¢ O

ﬁ—a—l-um% —I—uya—y —|—qu

Izraz se moze napisati u notacijitsa;
indeksima, gde udvajanje indeksa
i oznacava tri sabirka, tako%da se
dobija uopsSteni oblik materijalnog
izvoda:

Dy 0Oy g

A SRR 4.1
—I—ua% (4.18)

Dt Ot
Ako je, na primer,/ velicina ¢
komponenta brzine u‘pravcu y tada
je ubrzanje déliéa, u tom pravcu
jednako materijalnom izvodu:
Slika 4.12: Iz polozaja x;, deli¢ se u

Duyg 0, Ouy ) > s
i R, T slede¢em trenutku ne moze pomeriti
D¢ ot Ox; . . . .. .
za bilo koje diferencijalno pomeranje
odnosne| za bilo koji pravac i: dz; ve¢ samo za Dz;, duz svoje
Du, Ou; Au; trajektorije
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Indeks j, u prethodnoj jednacini, oznacava sumiranje tri ¢lanajidok
indeks ¢ daje pravac vektora.

U jednacini (4.18) prvi sabirak predstavlja promenu veli¢ine @ kfozwreme,
dok se deli¢ nalazi u fiksnoj tacki pa se taj ¢lan Cesto naziva lokalnaykompo-
nenta izvoda. U lokalnom izvodu je fiksiran prostor, deli¢ se né pomera veé
se samo gleda promena veli¢ine ¢ kroz vreme.

Drugi sabirak jednacine (4.18) daje promenu veli¢ineyp, koja je nastala
usled promene polozaja materijalnog deli¢a. Taj ¢lan se nazivd konvektivna
komponenta izvoda. Kod konvektivne komponente je fiksirano vreme, a gleda
se kolika je promena veli¢ine ¢ po prostoru.

Primer 4.3.2
Iz rezervoara u kome se nivo vode postepeno smanjuje, izlazi horizontalna cev ¢iji
se precnik postepeno povecava. U preseku 1 je pre¢nik cevi D; = 0,15 m a u

preseku 2, koji se nalazi 2 m nizovodno, prec¢nikpje Do = 0,17 m. U trenutku
to, = 10 s u preseku 1 je izmerena brzina Vi* &,1,5 /s a u trenutku ¢, = 15 s
brzina V¥ = 1,4 m/s. Koliki je materijalni izyed brzine V u preseku 1 u trenutku
ty?

Brzina u preseku 2 se moze odrediti'izjuslova nestisljivosti vode Q1 = Qo,
odnosno, V1 A1 = Vo As gde su A; i Ay poviSine poprecénih preseka cevi:

A Di\? 0,15\ >
Vhe=2t=n(Z) =1 = 0,7785V}
2 1A2 1 <D2) 1 0’17 ) 1

Za vremenski trenutak t, brzina u preseku 2 je Vi = 1,1678 m/s (za trenutak ¢,
brzina V7 = 1,0899 m/s nije petrebma za proracun). Materijalni izvod brzine V u
preseku 1 i u trenutku ¢, je za date uslove:

DV oV 9V 14915 1,1678 — 1,5

— ‘2
T s SRS 2 = —0,269 m/s

4.3.3 Brzina deformacije materijalnog deli¢a

Fluidni, matezijalni deli¢ se kre¢e nekom svojom trajektorijom, brzinom
koja je, u opstem sluc¢aju, promenljiva duz trajektorije i kroz vreme. Takvo
strujno poljeje promenljivo po prostoru i vremenu. Ako se posmatra samo
jedan delic¢, weli¢ine dz1 X dxo X dzg, brzine njegovih temena e biti razlicite,
jer se malaze u razlicitim delovima strujnog polja. Za razliku od krutog
tela, fluidni deli¢ ¢e se deformisati tokom putovanja jer pored apsolutnog
pomeramnja svih tacaka u fluidu, dolazi i do relativnog pomeranja: rastojanja
izmedu pojedinih tacaka se vremenom menjaju.
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Na slici 4.13 je prikazana samo jedna strana materijalnog deli¢a, u‘ravni
x1,x9. Brzina donjeg levog temena u vremenskom trenutku ¢ je (u1jug).. U
istom tom trenutku, brzine ostalih temena su:

e donje desno teme: <u1 + g dxq,us + g—dl'l)
1

. ouq Ouo
e gornje levo teme: |wu + s d:L'g,’LLQ + o d:ng
T2

e gornje desno teme: <u1 + %d$1 + gul dxo, us + gu2 dzy + %dm)
1 T2 T1 T2

Zahvaljujudi razlicitim brzi-
namay materijalni deli¢ ¢e u
narednom vremenskom tre-
nutku t+dt da se deformise.
Od kvadratnog oblika dobi-
¢e oblik slican onom prika-
zanom isprekidanom linijom
na slici 4.13.

Brzina kojom se materi-
jalni deli¢ deformise zavisi
od velicine deli¢a dx; 1 od
vremenskog inkrementa dt.
Ako se posmatra brzina de-
formacije u jedinici vremena,ipo jedinici duzine, ona se moze razdvojiti
na slede¢e komponente (slika 4.14): translaciju gde sva temena imaju istu
brzinu, linearnu deformaciju gde stranice ostaju i dalje medusobno paralelne,
rotaciju gde deli¢ ostagénistog oblika i zapremine i ugaonu deformaciju gde
dolazi do promena uglova/u deli¢u.

Linearna deformagijardeli¢a je brzina izduzavanja stranica, odnosno, brzi-
na dilatacije. Na primer, za ravan (1,2) i stranicu dzo dzs, to bi bila brzina
Ouy1/0z1. Postemeyistovremeno sve tri stranice pomeraju, moze se definisati
brzina zapreminske dilatacije kao brzina kojom se menja zapremina deli¢a:

8u1 6u2 a’LL3 auz
" 8131 8:1:2 8:1:3 a:L'Z ( )
Ako jeMuid nestisljiv, brzine dilatacija stranica deli¢a moraju biti takve da
nedolazi,do ukupne promene zapremine delica. Na osnovu toga, moze se

napisatiida je uslov za nestisljivost brzina zapreminske dilatacije nula:

Slika 4.13: Komponente brzine fdidnog delica
u x1, T2 ravni

wii =0 za nestisljiv fluid (4.21)
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Slika 4.14: Brzina deforma@nog deli¢a, u jedinici vremena i po
i

jedinici duzine, se moze razdv jednostavnije komponente: translaciju,

linearnu deformaciju, rotacij aonu deformaciju
Brzina obrtanja stranica uzvni (1,2), odnosno, ugaone brzine kojima se

stranice obréu, su Ou i Qua/0x1. U opstem slucaju se to moze napisati
kao: N
Ou; .
Yz uslov i #j (4.22)
a’L‘j

Da bi s
rotacije u j

%_ax; sa i ] (4.23)

zenom strujnom polju deli¢ se i rotira i deformise, pa se komponenta
rotacije moze odrediti preko brzine rotacije simetrale uglova. Za ravan (1,2)

otirao bez deformisanja, potrebno je ispuniti uslov da su
oj ravni iste, ali suprotnih znakova:
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bi to bila brzina rotacije u smeru (3):

1 6u2 a’LL1>
O = = _ 4.24
3 2 (6:131 OZEQ ( )
dok je u opstem slucaju brzina rotacije:
1 Ou;

(3

gde je simbol €;;; permutacioni simbol. On ima vrednost “F1vako su indeksi
i, J, k u rastuéem smeru (1,2,3; 2,3,1; 3,1,2) odnosno za parnu permutaciju
skupa (1,2,3), vrednost -1 ako su indeksi u opadajuéem smieru (3,2,1; 2,1,3;
1,3,2) odnosno za neparnu permutaciju skupa (1,2,3)1 za gve ostale slucajeve
vrednost nula.

Slika 4.15: Bezvrtloznogyvrtlozno kretanje fluidnog deli¢a

Ukoliko u toku kretanja deli¢a ne dolazi do njegove rotacije, takvo kretanje
se zove bezurtlozno kretanje.g@dsustvo rotacije pokazuje da ne postoji moment
tangencijalnih napona, $t@\je uslov za idealan fluid. Na slici 4.15 sa leve
strane je prikazan primer bezwrtloZznog kretanja: mada dolazi do ugaone
deformacije, rotacija prave,AB i CD su iste, samo u suprotnim smerovima,
pa je rotacija simetrale jednaka nuli. Sa desne strane je pokazano kako bi
izgledalo tecenje réalnog fluida, u kome postoji i rotacija.

Posto su u opstem slucaju ugaone brzine za sve stranice razli¢ite, kao
mera ugaone przine deformacije (4.22), ¢esto se koristi srednja vrednost
brzine promenepravog ugla (ili sklapanja koordinatnih osa), brzina klizanja.
Za ravan (152)"bi to bilo:

1 (6u1 + a’LL2>
Wi =wo] = = | =— + =—
12 21 2 8:1:2 8:::1
odnesnolu opstem sluc¢aju, uz uslov i # j:

1 auz a’LLj
whj = wji = 3 <a$j + 6:@) (4.26)
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Prethodna jednacina se moze koristiti i za slucaj ¢ = j, kada se dobijaju
brzine dilatacija.

Slika 4.16: Podela brzine deform idnog deli¢a, u jedinici vremena i
po jedinici duzine, na sferni i de@rski deo
L 4

Pored podele brzine defot
moguce je ukupnu deformacij

acija na osnovne komponente (slika 4.14),
padeliti na deo koji menja zapreminu fluidnog
deli¢a, a ¢uva oblik, i na d @ nji menja oblik deli¢a (slika 4.16). Prvi deo
se zove sferni deo, a drugi dewigatorski deo tenzora brzine deformacija:

wij =+l ’b (4.27)

Sferni deo brzine macija je skalar. Jednak je srednjoj vrednosti svih
brzina dilatacidnosno, jednoj treéini zapreminske dilatacije (4.20):

koji.i dnost 0;; =1zai=jad; =0zai#j:
1
%_.f:w:é--—% (4.28)
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Devijatorski deo brzine deformacije jednak je zbiru brzine klizanja i
razlici izmedu brzine dilatacije i sfernog dela brzine deformacija:

1 (0u; Ou; Oou; 10u

d i 7 i k

d —(1-6,;)= == Sii | — — =&

wij = ( J)2 <62L'j + 8:@) + % <62L'j 38:%)

Prvi sabirak postoji samo za slucaj razlicitih indeksa (i #.7) dok drugi

sabirak postoji za slucaj kada su indeksi isti (i = j). Spajanjém izraza u
jedinstven izraz, dobija se devijatorski deo brzine deformagije:

1 /(0u; Ou; 10u 1
a_ 1 i S I el AN 4.29
Wi T g <62L'j + 8:@) '3 Dy, Wij T Oy g&kk ( )

4.3.4 Veza materijalnog izvoda i kontrolne zapremine

Promena karakteristi¢ne veli¢ine B, vezaneyza celokupnu masu koja se
pomera, a na osnovu posmatranja elementarnth delica pb u konstantnoj
zapremini ¥, koja se ne pomera, je data jednacinom (4.14). Posto se prate
elementarne mase deli¢a koji se kreéu,yjukupna promena veli¢ine B mora ima-
ti neku vezu i sa materijalnim izvodoni (4ed8) definisanim u poglavlju 4.3.2,
Pracenje kretanja materijalnog delida.

Clan sa leve strane jednacine {4.14) dB/dt, moze se napisati koristeci
zamenu (4.8):

dB / / Y )
dt At @ (Y

gde je zamenjen redosled diferenciranja i integraljenja, jer je oblast integracije
(¥) konstantna (C¥). U dobijenom integralu sa desne strane se nalazi izvod
proizvoda (pb) x (d¥); nadvkojim se moze primeniti pravilo diferenciranja:

d AR d(d¥)
3 1(P0) x (d¥)] 0 T

Poslednji ¢lan e moze pomnoziti sa d¥/d¥, jer je zapremina d¥ razlicita od
nule, pa se debija:

o) d(d¥)
d (- d(ob —ar
0175( pb) > (dV)] = T d{’; dv

d
Owako napisan poslednji ¢lan izraza E(dV) /d¥ predstavlja brzinu promene

zapremine fluidnog deli¢a po jedinici zapremine deli¢a. Brzina kojom se
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menja zapremina deli¢a je jednaka brzini zapreminske dilatacije (4.20)a(sli-
ka 4.14) pa se poslednji ¢lan moze zameniti sa w;; = Ju;/0x;:

by x @] = [12 4 2

|

Polazna jednacina (4.14) zamenom dB/dt¢ sa dobijenind izrazom, sada
postaje:
d(pb)

——— + pb—| d¥ = /
/cv dt p Ox; cv
Integracija se obavlja po istoj, konstantnoj zapremini C¥ pa integrandi

moraju biti isti da bi jednacina bila uvek ispunjena. Diferenciranjem proiz-
voda u zadnjem desnom ¢lanu, jednacina (4.30) postaje:

d(pd) 0
ot | on

(pb uhpd¥ (4.30)

o2y, )

d(pb) 0w _ 0(pb) ,
a  Por, T ot 0z, | Undr,

po jedinici zapremine, jer je jednacina(4.30)podeljena sa d¥. Skracivanjem,
dobija se:

d(pb) _ 9(pb)  O(pb)

dt ot " om,

Velic¢ina pb je (masa po jedinici zapremine, odnosno, masa deli¢a jedini¢ne
zapremine) X (osobina koja géprati po jedinici mase) sistema sa konstantnom
masom (jednacina (4.8) nastrani 103). Posto se prati kretanje materijalnog
delié¢a, izvod po vremenu d(pb)/dt je materijalni izvod, pa se moze napisati:

D(pb) _ 9(pb), " (. 0(pb)

Dt~ od o A o, (4.31)

Do iste jednacine je moglo da se dode dosta jednostavnije. Kako je
pb karakteristiéna weli¢ina nekog materijalnog deli¢a koji se krece brzinom
u;j, izvod veliéine ¢ po vremenu je materijalni izvod. Zamenom ¢ = pb u
jednacini (@.18) direktno se dobija jednacina (4.31).

Izraz (4:31) se moze napisati i u drugacijem obliku. Clan (pb)/dt, lokalni
izvod Karakteristicne veli¢ine po vremenu se moze izraziti iz prethodne je-
dnatine:

pb) _ D(pb)  9(pb)

ot Dt ' Ox;
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pa se moze staviti u polazni izraz (4.14). Ako se zadnji ¢lan jednacine (4s14)
razvije kao izvod proizvoda, nakon skrac¢ivanja se dobija nesto drugacijioblik
izraza (4.15):

iy
dt  Jew

Kako je wy; = 0u;/0x; brzina zapreminske dilatacije delida, poslednji ¢lan
se moze shvatiti kao promena unutrasnje zalihe veli¢ine pb. Ceo izraz (4.32)
pokazuje da je promena kroz vreme veli¢ine B, koja je vezana za ceo sistem,
(odnosno njen porast ili opadanje, ili proizvodnja i petresnja) jednaka sumi
svih promena te veli¢ine vezanih za elementarni deli¢ unutar nepomerljive
granice sistema i povecanju ili smanjenju zalihe.

D(pb) @_u] _
D oy | V=S (4.32)

4.4 Princip odrzanja mase

U klasi¢noj mehanici, kod sistema sa kefistantnom masom, zakon konzer-
vacije ili odrzanja mase je po definiciji ispunjen, pa se o njemu i ne govori. U
izu¢avanju fluida, gde se koristi sistem sa_konstantnom zapreminom, masa
se mora ekspicitno odrzavati konstantmom, odnosno, mora se eksplicitno
obezbediti konzervativnost mase. Ugnastavku ¢e se prvo dati osnovna jednaci-
na u opstem slucaju, a zatim ¢e se jednacina uprostiti za ustaljeno strujanje
homogenog fluida. Na kraju Cefse dati primer za teCenje u cevi.

4.4.1 Jednacina odrzamja mase

Ako se u prethodno izvedenim jednac¢inama koje se odnose na kontrolnu,
konstantnu zapreminugistavi da je veli¢ina B ukupna masa sistema, tada
je b masa po jedinici mase, odnosno jedinica (b = 1). Iz osnovnog principa
odrzanja mase'? sledi dasje brzina promene konstantne mase nula dB/dt = 0,
pa jednacina (4.11) pestaje:

0

/ —pdV+/ pumn; dA=0 (4.33)
cv Ot CA

Napisana jednacina pokazuje da je pove¢anje mase u posmatranoj zapremini,

plus razlikayprotoka mase kroz konturu (izlaz - ulaz), jednako nuli. Ili, da

je povécanje mase zapremine ¥ jednako razlici ulaza i izlaza protoka mase

Pfincip klasicne mehanike, da je masa nepromenljiva, i nije bas tacan. U nuklearnim
reakcijama se masa moze pretvoriti u energiju. Medutim, ¢ak i u nuklearnim reaktorima,
masa koja se “unisti” je zanemarljivo mala.
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kroz konturu. Ista jednacina se moze napisati i u integralnom oblikiy, po
konstantnoj zapremini (jednacina (4.14)):

/ dp n d(pu;)
¥

at a:L'Z
Napisane dve jednacine (4.33) i (4.34) predstavljaju jedracinu odrzanja
mase u konacnoj zapremini ¥ ograni¢enoj povrsinom A. Jednaéina odrzanja
mase se ¢esto naziva jos 1 jednacina kontinuiteta ili jednacina nepromenljivosti

} d¥ =0 (4.34)

mase.

Kontrolna zapremina C¥% moze obuhvatiti bilo kejeygranice integracije.
Da bi se zadovoljila prethodna jednacina (4.34), neéphodno je da integrand
u svakoj tacki prostora bude nula. 1z tog uslova se debijajednacina odrianja
za elementarnu masu:

dp | 9(pui)
ot om,

_ 0 (4.35)

koja vazi u bilo kojoj tacki prostora C¥4Prvilsabirak jednac¢ine predstavlja
promenu mase u jedinici vremena unutar konstantne zapremine, dok drugi
sabirak kaze da, ako postoji promenammase, ona mora biti jednaka protoku
mase kroz granicu te zapremine. Sa desne strane jednacine stoji nula, jer
produkcija mase nije moguca.
Ako se u jednacini (4.35) druigt sabirak diferencira, dobija se:
op ou; op

P _
ot " oz T Yo,

Prvii tredi ¢lan jednacine predstavljaju lokalni i konvektivni ¢lan materijal-
nog izvoda gustine (akéise u jednacinu (4.18) stavi ¢ = p), pa se prethodna
jednac¢ina moze napisati i/u obliku:

Dp auz
Dt * pa:L'i

D
= 0" odnosno D—i +pwi; =0 (4.36)

Prvi sabirak predstavlja promenu (poveéanje) gustine jednog deli¢a u jedinici
vremena, a drugi,clan ekspanziju deli¢a usled povecanja gustine, jer pozitivna
vrednost brzine zapreminske dilatacije wy; (izraz (4.20) na strani 110) znadi
da se deli¢ povecava.

Doliste jednacine odrzanja elementarne mase se moglo do¢i i na osnovu
izrazag(4.32), zamenom b = 1, postavljanjem uslova da je proizvodnja/potros-
nja‘mase nula S = 0, deljenjem izraza sa elementarnom zapreminom d¥ i
postavljanjem uslova da integrand mora biti nula u svakoj tacki prostora.
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Primer 4.4.1

U posmatranoj tacki fluidnog prostora, u trenutku ¢y gustina delica stisljivogifluida
iznosi p = 1050 kg/m3, a brzine dilatacija u pravcima 2 i 3 su Qug/0xs <0405 s+
i Quz/0r3 = —0,02 s71. Gustina se kroz vreme menja. U trenutlt #s vrednost
materijalnog izvoda gustine je Dp/Dt = —42 kgm 3s~!. Kolika jegrréduost brzine
dilatacije u pravcu x1 u trenutku to?

Na osnovu jednacine odrzanja mase (4.36) napisane za prayee,l, 21 3, u trenutku
t = 0 mora biti ispunjen uslov:

Dp 8U1 8U2 8U3 8U1
t—l—p( L + 2—‘,— 5 2 4+ 1050 . +0,05 0,02 0

Sredivanjem po nepoznatoj brzini dilatacije u pravcu xi-dobija se:

ouq
P 1 —1
0z, 0,01s

4.4.2 Ustaljeno strujanje nehomogenog i homogenog fluida

Uslov ustaljenosti strujanjaznaci da je u jednacini odrzanja mase (4.35)
lokalna komponenta promene;gustine nula dp/0t = 0 pa se jednacina svodi
na:

2 (pu) =0 (4.37)

U integralnom obliku jednacina odrzanja mase (4.33) se svodi na:

/pumidAzo = Qu=0
CA

odnosno, na uslév da je protok mase (4.4) (strana 98) kroz granicu nula.

Primer4.4.2

U rezervdar za pravljenje smese ustaljeno doti¢u voda (p; = 1000 kg/m?) protokom
Q4 =082 m3 /s i hemikalija X specificne tezine 7o = 7500 N/m? kroz cev preseka
A3"=_04,05 m? i brzinom Vi = 4 m/s. Iz rezervoara izlazi smesa ¢ija je gustina
ps = 940 kg/m3. Koliki su maseni Q,, i zapreminski Q3 protoci smese?
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U jednacini (4.33) zbog ustaljenog
strujanja je prvi sabirak nula, pa ostaje
samo drugi sabirak:

/ pu;n;dA
CA

koji se svodi na tri masena protoka (uz
pretpostavku da je brzina v = V konstantna
po pre¢niku cevi):

—Qﬂl - sz =+ st =0

Maseni protok kroz izlaznu cev je:

7500
Qps = p1Q1 + 7—2V2Az = 1000 x 0,2 4 98l 4 390,05 = 352,9 kg/s
g 5
Volumetrijski protok se dobije deljenjem masenog §a,gustinom fluida:
Qp, 3529 3
== = =0,375 3
Q3 03 940 ) m /b

Interesantno je proveriti u preth@dnom primeru da li su volumetrijski
protoci u ravnotezi, odnosno da li je iSpunjeno > Q; = 0:

Q1=02; Q=VoA4, =0,250Q3=0,375 = 0,2+4+0,2> 0,375

Rezultat pokazuje da u rezervoar dotice vise vode i hemikalije X nego §to
istice rastvora. Ovo je moguée kod fluida koji ne ¢ine idealan rastvor, pa se
oni izmeSaju na nivou atema:) molekuli jednog fluida se uvuku u molekule
drugog fluida. Zbog toga je kemzervacija mase fundamentalni zakon prirode,
a ne konzervacija zapremyne. Volumetrijski protoci bi bili u ravnotezi samo
kod fluida sa istom gustinom ili fluida koji ¢ine idealan rastvor.

Ako se pored asslov& o ustaljenosti tecenja postavi i uslov da je fluid
homogen, konstantne gustine?® p = Const, gustina se moze izvuéi ispred
diferencijala pafSéjjednacina odrzanja mase (4.37) svodi na uslov da je zbir
brzina dilatacija,u/sva tri koordinatna pravca jednak nuli:

—=20 =
pa$i a$z

= Wi = 0 (4.38)

20pojam hemogen je definisan u poglavlju 4.1.2, Stisljiv i nestisljiv, homogen i nehomogen
fluidy Ovde se jos jednom naglasava da homogen nije isto Sto i mestigljiv: nestisljiv
flaid anoze menjati gustinu pod uticajem temperature ili rastvorenih materija. Prome-
na koncéntracije rastvorene soli u vodi, na primer, menja gustinu i po prostoru i kroz
vreme, 1ako je voda nestisljiva.
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jednacina odrzanja mase se svodi na:

/ Ui NG dA=0 = QZO Q
CA

odnosno, na uslov da je protok zapremine (4.3) (strana 9 Qgranicu
posmatrane zapremine jednak nuli. !

gde je wj; brzina zapreminske dilatacije deli¢a (4.21). U integralnom &u

Primer 4.4.3

Za ustaljeno strujanje homogenog fluida dat je rasporedQQ

Y
um:UOL uy:UoLm Uy

x? +y?
Da li je ovakav raspored brzina moguc?

Uslov odrzanja mase (4.36) mora biti ispu@ svako strujanje fluida. Za
homogen fluid i za ustaljeno strujanje uslov se a (4.38) Ou;/0x; = 0. Za date

uslove, brzine dilatacija su:

Oy -1 -1 212
=UyL|——— —2(—1 20| = Uy L

Fra LR Py x( )g& x R s 1

Ouy _ =t

oy ° 222 )2

Njihov zbir treba da bude j(Q i:
ou, 0 — 222 -1 2y
A b+ +—Y

Ox Oy +192 (@2 +92)° 224y (a2 +92)°
Oug  Ouy —2 2 (x2 + y2) —242

== 2 D) 2| = 2 5 =0
or 0Oy 224y (22 + 42) 22 +y

4.4.3 @' tecenja u cevi

Powa se ustaljeno tetenje homogenog i nestisljivog fluida kroz cev.
U imte 0j jednacini odrzanja mase (4.33):
0

—pdV—i—/ pumn; dA=0
cv Ot cA
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Prvi ¢lan je nula jer je tecenje ustaljeno, a u drugom ¢lanu gustina p se‘fmoze
napisati ispred integrala, jer je fluid homogen pa je gustina konstantna:

p/ un; dA=0 = u;n; dA =0
CA CA

Ako se pogleda prethodna jednacina, kao i jednacina (4.3) na“strani 98,
vidi se da je dobijeni integral jednak ukupnom zapreminskom protoku () kroz
celokupnu povrsinu C' A, koja se nalazi oko posmatrane konstantnhe zapremine
C¥, pa se jednacina kontinuiteta svodi na uslov:

2Q; =0 (4.39)

Slika 4.17: Deo zapremine koju, fluid napusta za At mora biti jednak delu
zapremine koju osvaja

Isti oblik jednacine kontinuiteta se dobija i ako se direktno primeni
princip odrzanja mase natecenje u cevi. Na slici 4.17 je prikazana cev, ¢iji se
popre¢ni presek niz fluidiu struju smanjio. Za ustaljeno te¢enje, masa fluida
koja napusti presek 1,.mora biti jednaka masi fluida koja osvoji presek 2, jer
je fluid nestisljiv i neprekidan:

p“?zl:pQ1XAt pVQZpQQXAt (440)

1z uslova jedmakosti dve mase, odnosno iz uslova jednakosti dve zapremine

(jer je gustima konstantna), dobija se jednacina kontinuiteta?!:

pVa=pVo = Q1 =Q2 (4.41)

*Teduacina kontinuiteta ée biti izvedena i u sledeéem poglavlju 7.2.1 (strana 290),
koristeci ovaj integralni pristup.
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Jednacina se Gesto pise i u formi srednje brzine po preseku (4.7):

V1AL = VoA, ili Vo = Vlﬁ—; (4.42)
odakle se, za dati primer na slici 4.17, jasno vidi da ¢e se W smanjenom
nizvodnom preseku As, brzina V5 povelati.

Na slici 4.18 je dat primer primene jednaci-
ne kontinuiteta na spoj cetiri cevi. Kroz grani-
ce konstantne zapremine (osen¢eno na slici)
prolaze protoci —@Q1 (negativan protok jer je
suprotnog smera u odnosu na smer normale
na omotac zapremine), Q2, —Q3 i Q4. Prema
jednacini kontinuiteta (4.39) mora biti ispu-
njeno:

Q14+ Q2 — Q3+ Qs =0 Slika, 4.18: Detalj spoja
cetiri cevi, sa konstantnom
odnosno, protok koji ulazi u posmatrangl, 24~ zapreminom za koju se pise

preminu mora biti isti kao protok kojitizlazt iz jednacina kontinuiteta
te zapremine: Q1 + Q3 = Q2 + Q4.

4.5 QOdrzanje koli¢inekretanja

Kad god se promeni brzina fluida ili kada se menja smer tecenja, javlja se
sila. Prema zakonu akcije izeakeije, sila se prenosi sa fluida na konturu koja
je izazvala promenu. Primeri’su brojni: sila udara mlaza vode u lopatice
turbine ili sila vetra na dimnjak ili sila uzgona koja omogucava avionu da
leti.

Osnovni zakon kojiise bavi silama i koji vazi u mehanici krutog tela
je Drugi Njutnov zakeou? “Promena koli¢ine kretanja srazmerna je sili koja
dejstvuje na telo i vriise u pravcu dejstva sile” [21]. Taj princip se odnosi na
konstantnu, pokretnu masu. Primenom Rejnoldsove teoreme, taj princip ¢e
se primeniti nateel (nepokretnu) zapreminu fluida. Postavice se integralna
jednacina, kaoWi, jednacina koja se odnosi na deli¢ konstantne zapremine
koji je nepokeetan (ne prati se kretanje jednog deli¢a) ali koji moze biti
bilo gdegsu posmatranoj zapremini - diferencijalna jednacina. ReSavanjem
tih jedna¢ina dobijaju se dve vrste reSenja: u integralnom pristupu se uvodi
fiktivaa,inercijalna sila koja je jednaka prirastaju koli¢ine kretanja celokupne
mase w/ posmatranoj zapremini, u jedinici vremena i ta inercijalna sila je u
ravnotezi sa ostalim povrsinskim i zapreminskim silama. U diferencijalnom
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pristupu, nakon neophodnih upro$¢avanja dobija se Bernulijeva jednagina
koja vazi duz jedne strujnice i koja ima energetski karakter: zbir kineticke
energije, potencijalne energije i energije toka usled razlike pritisaka@duzjedne
strujnice je konstantan.

4.5.1 Integralna i diferencijalna jednacina odrzanja“kolicine
kretanja

Koli¢ina kretanja ili impuls Cestice je vektor, proizyodimase i brzine, i
predstavlja osobinu inercijalnog sistema: B = mi. Prema (4.8), veli¢ina
b je tada vektor brzine b = w, a S iz (4.15) je, prema drugom Njutnovom
zakonu kretanja, jednak sumi svih pravih sila*? kojégdeluju na sistem sa
konstantnom masom. Jednaé¢ina odrzanja koli¢ine Kretanja u najopStijem
smislu je:

dB -
—=F 4.43
= (4.43)

Prelaskom sa konstantne mase na Komtrolnu zapreminu, prema (4.11),

prethodna jednacina se moze napisati‘a'sledecem, integralnom, obliku:

/ 00D qey [ pia(r - 7) Al F (4.44)
cy Ot CA

Sila F je suma svih zapreminskih 1 povrsinskih sila koje deluju na fluid u
kontrolnoj zapremini C¥ sa povrsinom C'A.

Pretvaranjem povrsinskeg, integrala u zapreminski (jednacina (4.14)) i
smanjenjem kontrolne zapremine do nivoa elementarnog fluidnog deli¢a d¥,
ukupna sila F postaje sila f poyjedinici zapremine. Diferencijalna jednacina
u vektorskoj notaciji tada,glasi:

d(pi) n O (pudy)
ot al'j

= f
odnosno, jedna@ima odrianja kolicine kretanja za jedinicénu zapreminu®® za
pravac t je:
Opu), ~@(puiv;)
ot a:L'j

=fi (4.45)

228vefsilefse mogu podeliti u dve kategorije: prave sile koje poticu od uzajamnog
sadejstva iziedu tela i za koje vaze Njutnovi zakoni i inercijalne sile koje poticu od
ubrzanja posmatranog sistema i za koje ne vaze Njutnovi zakoni.

“Post0 jednacina odrzanja kolicine kretanja opisuje kretanje fluida, Gesto se naziva i
dinamicka jednacina.
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Udvojeni indeks j, iz prethodne dve jednacine, oznacava zbir parcijalnih
izvoda u tri glavna pravca, a indeks ¢ daje pravac za koji se pise jednacina.
Levi deo jednacine predstavlja bilans koli¢ine kretanja u konstantno§jzapremi-
ni: prvi sabirak je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena, a deugi sa-
birak je protok koli¢ine kretanja kroz grani¢nu povrsinu. Suma svih pravih
sila po jedinici zapremine, koja se nalazi sa desne strane jednacine; treba da
doda ostvarenu promenu koli¢ine kretanja i koli¢inu kretanjagkoja istekne
kroz granicu.

Za pravac ¢ = x, na primer, jednacina odrzanja koli¢ine kretanja za
jedini¢nu zapreminu (4.45) glasi:

I(puz) | O(pusus)  I(pusuy) = O(pugu:)
o ar oy | oz

= fr

Jednacina (4.45) se moze preurediti diferenciranjem proizvoda iz oba
sabirka sa leve strane:

u; ~ Op J(pu;) Ou; Juj Ou; <ap 5([’“)’)) —

at 8::: 5

U = PPty
oz; Yo gt or, "
Izraz u zagradi je jednak nuli na o$néyvu jednacine odrzanja mase (4.35).
Sredivanjem se dobija drugi oblikyjednacine odrianja kolicine kretanja za
jediniénu zapreminu:

aui auz . DU; _
pg —I—puj%j =fi = p Dt = fi (4'46)

Jednacina vazi u tacki, za'deli¢ fluida, ali, za razliku od prethodne jednaci-
ne (4.45), vise nije konzervativita (poglavlje 4.2 na strani 101). Da bi vazila
za celokupnu zapreminu, uz ovu jednacinu je potrebno reSavatii jednacinu
kontinuiteta (4.35).

Prave sile kojé delifju na konstantnu zapreminu fluida (odnosno, na
fluidni deli¢) su zapreminske i povrsinske sile. Od zapreminskih sila u ovoj
knjizi se uzimd u Obzir samo gravitaciona sila**, odnosno, tezina, pri ¢emu
je tezina elementarnog delica dimenzija dxy X dze X dxs = d¥ jednaka
dG = pgd¥ (slika 3.1 na strani 34). Sila usled gravitacije po jedinici za-
premine je f: g 1 wvek deluje vertikalno na dole. Ako se koristi indeks ¢ za

24Pored jgravitacione sile, u zadacima u kojima se kreée kontrolna zapremina, odnosno
¢vista kontura u okviru koje se nalazi fluid koji tecCe, treba uzeti i silu usled ubrzanja
masedluida. U poglavlju 3.4, Relativno mirovanje fluida, na strani 79, prikazan je slucaj
kada fluid miruje u sudu koji konstantno ubrzava ili u sudu koji se okrece konstantnom
ugaonom brzinom.
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pisanje vektorske jednacine, neophodno je projektovati ¢ na bilo koji pravac
i, tako da sila usled gravitacije po jedinici zapremine postaje:

Oh
g = — 4.47
(filg = —pyg e (4.47)
gde znak (—) daje pravac na dole a sa h je oznacena vertikaln@ esa sa smerom
na gore®s.

Slika 4.19: Naponi - normalni i smi¢uéigu svom pozitivnom smeru (jer
izazivaju pozitivne brzine deformacija,ilevi deo slike) i konvencija koja se
koristi u Mehanici fluida: normalui naponi su pozitivni ako pritiskaju deli¢
(desni deo slike)

Povrsinskessile na fluidni deli¢ su rezultat delovanja povrsinskih normalnih
i smic¢u¢ih napona. Na sli€i™4.19, sa leve strane, nacrtan je fluidni deli¢,
u (z,y) ravni sa odgovarajuéim naponima u presecnoj ravni = i ravni y.
Nacrtani su naponi koji zatezu deli¢, tako da su brzine deformacija pod
dejstvom tih napona pozitivne. Medutim, u Mehanici fluida je uobicajeno
da se kao pozitivni sapomi uzimaju naponi koji pritiskaju fluidni deli¢. Na
desnom delu slike Su'nacrtani usvojeni pozitivni naponi na fluidni deli¢, pri
¢emu je sada promenjena oznaka: umesto normalnih i smic¢uc¢ih napona o;;
koriste se tangéncijalni naponi 7;; = —o;;.

Kada fluid miruje, na deli¢ deluje samo pritisak. Normalni naponi su
jednaki 7,g = Ty, (slika 4.19), dok su tangencijalni naponi nula, jer nema
promene brzin€ izmedu dva deli¢a (jednacina (2.6) na strani 16). U opstem
slucajugkada postoje naponi 7., = 7y, normalni naponi nece biti jednaki, pa
je zgodno da se pritisak na deli¢ definise kao (negativna) srednja vrednost

0sadh je isto 5to i osa z, ali se ovde naglasava da je iskljucivo vertikala na gore. U
literaturi se Cesto koristi i veliko slovo Z.
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svih normalnih naponas:

P = _éaii = %Tii (4.48)

Pod dejstvom pritiska fluidni deli¢ menja zapreminu, ali neli eblik, pa se

u skladu sa terminima koji su uvedeni u poglavlju 4.3.3, Brzina deformacije

materijalnog delica, jednacina (4.27), pritisak moze posmatrati kao sferni

deo tangencijalnih napona. Ostatak normalnog napona_(napisan u opstoj
(i, 7) notaciji):

1
Tidj = 5ij7_ij —p= 5@' (Tij — ngk> (4.49)
i svi (negativni) smicuci naponi (1—6;;)7;; Cine devijatorski deo tangencijalih
napona (desni deo slike 4.19):

1 1

Od povrsinskih sila na elementarni deli¢, u jednacini (4.46), u obzir se
uzimaju dve sile: sila pritiskai sila usled tangencijalnih napona. Sile se mogu
odrediti ako se posmatra elementarna®prizma zapremine d¥, ¢iji se centar
nalazi u (z,y, z), sa pritiscima (slika;8.1, samo u y i z pravcima) i naponima
koji deluju na njene stranice (slika 4.20, samo u y pravcu).

Sila usled pritiska se dobijaysabiranjem komponenti u izabranom pravcu,
slika 3.1 na strani 34. Pogitivan pritisak je onaj koji pritiska elementarni
fluidni deli¢, jednacina (4:48)ma strani 126. Za prikazani y pravac, ukupna
sila na elementarnu prizmu je:

dp, = (p— g—Z%) dr dz — (p—l— %%) dr dz = —g—ZdV

Deljenjem ukupne,sile sa zapreminom elementarne prizme i uvodenjem in-
deksa ¢ kojim(se daje pravac sile, dobija se sila usled pritiska po jedinici
zapremine:

a:L'Z'

(fidp = (4.51)

Svigtangencijalni naponi koji deluju na elementarnu prizmu u y pravcu,
prikazani su na slici 4.20. Normalni napon 7,, = T;ly je devijatorski deo
napona dat jednac¢inom (4.49), odnosno, razlika izmedu punog normalnog
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Slika 4.20: Naponi koji deluju na elementarnu zapréminu (na slici su
prikazani samo naponi u y pravcu)

napona i proseka normalnih napona, koji jéprebacen u pritisak. Za pravac
y sila usled tangencijalnih napona je:

B OTpy  OTyy asz)
dly = (8:13 + 3y + 5, d¥

U opstem slucaju sila od viskoznihtangencijalnih napona na jedinicu zapre-
mine za pravac ¢ se moze napisatinkao:

ord
(ﬁ%z—gﬂ (4.52)
Zj
gde udvojeni indeks j oznacawva zbir tri parcijalna izvoda.
Stavljajuéi dobijenentri komponente sile (4.47), (4.51) i (4.52) u jednadci-
nu (4.46), dobija se:

du; Ju 4 on  op O
ro Puya—% I oz, (4.53)

diferencijalna, jediacina odrianja kolicine kretanja za jedinicénu zapreminu®®

ili kako se jos maziva, diferencijalna jednacina kretanja za tacku, za i-ti
pravac.

267bog msvojene suprotne orijentacije tangencijalnih napona 7i; = —oyj, u jedna-
Cinig(4.53), poslednji je clan negativan. U literaturi se mogu naéi i izvodenja gde se zadrzava
originalni) sferni deo napona, bez promenjenog znaka, pa je zadnji ¢lan jednacine pozitivan.
Naravnoj ova razlika nema kasnije nikakvog uticaja na kona¢na resenja dinamicke jednacine
ukoliko se dosledno postuje usvojen sistem.
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Primer 4.5.1

Napisati jednacinu kretanja (4.53) za vertikalni z pravac, u opstem opliku, @zatim
za slucaj fluida u mirovanju.

U jednacini (4.53) indeks ¢ treba zameniti pravcem z, a udvojéni’ indeks j se
menja zbirom po pravcima z, y i z. U opstem obliku, jednacina glasi:

3uz 8]) 8ng 8Tydz aTzdz

ou, n ou, n ou, n
Uy —— + pu U, =—pg— — — — -
P 77 Py Yy P g 979 Br dy 0z

ox 0
U slucaju kada fluid miruje, sve tri komponente brzinasujednake nuli. Takode,
i svi tangencijalni naponi su nula, pa se prethodna jednagina svodi na:

0= % dnosno P —
=P odnosno 9. =

Dobijena diferencijalna jednac¢ina mirovanja fluidagje ista kao i diferencijalna jedna-
¢ina hidrostatike (3.4) izvedena u poglavlju 3.12,0snévna jednacina hidrostatike.

Jednacina (4.53) prati kretanje fluiduog delica, pa nije ni ¢udno $to se sa
leve strane jednacine pojavljuje materijalni izvod brzine (jednacina (4.19)),
odnosno, ubrzanje delic¢a:

(4.54)

Napisana jednacina znaci slede¢e: masa pomnozena ubrzanjem deli¢a jedini-
¢ne zapremine, jednaka je sumisila koje deluju na taj deli¢: gravitacionoj
sili, sili usled pritiska i viskeznim ili silama trenja.

4.5.2 ResSenje diferencijalne jednacine odrzanja kolic¢ine kre-
tanja za edredena pojednostavljenja

Diferencijalna jednacina (4.53), izvedena u prethodnom poglavlju, u op-
Stem slucaju jegmereSiva. U nastavku ée se uvesti odredena uproséavanja
koja ¢e dovesti do/analitickog reSenja jednacine odrzanja koli¢ine kretanja,
odnosno din@micke jednacine.

Ako sefpretpostavi da je fluid idealan (poglavlje 2.2 na strani 17), clan
u jednacinigkoji je posledica viskoznih tangencijalnih napona postaje nula
T;li = 0./ Jednacina (4.53) se moze podeliti sa gustinom p, ¢ime se dobija
dim@micka’jednacina poznata pod nazivom Ojlerova jednacina:

aui auz ah _ 1 ap
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Ovako napisana Ojlerova jednacina predstavlja skup od 3 nezavisne jédna-
¢ine, za proizvoljne pravce 1, 2 i 3, dok je 5 veli¢ina nepoznato: brzine w1,
uo 1 usg, pritisak p i gustina p. Pored Ojlerove jednacine na raspolaganju je
i jedna jednacina odrzanja mase (4.35) (jednac¢ina kontinuiteta, strana 117),
tako da je potrebna jos jedna, peta jednacina, da bi sistem jedmacina bio
odreden.

Peta jednacina je jednacina stanja, koja za te¢nosti obiénodma uproscen
oblik p = Const, dok kod gasova jednacina stanja zavisi od vrsté procesa. Na
primer, za spori izotermni proces, gde ne dolazi do pré@mene temperature,
koristi se veza p = pRT = p x Const.

Sa napisanih pet jednac¢ina dobijen je odreden sistem; Na zalost, njegova
integracija nije moguca analiti¢ki ve¢ samo priblizne, numericki, za odredene
konkretne pocetne i grani¢ne uslove.

Za analiticko reSenje potrebno je uprostiti
sistem jednacina. U nekom (z,y,z) koordinat-
nom sistemu, koji je nezavisan od strujanjay
brzina w ima sve tri komponente razli¢ite ‘od
nule (slika 4.21). Ako se, medutimy, postayi
tako koordinatni sistem, da se pravac 1 pokléapa
sa pravcem brzine, postojace samo jednamkom-
ponenta brzine u; razli¢ita od nule dok'stt druge
dve komponente jednake nuli. [T'imese pojedno-
stavljuje resavanje dinamicke jednacine uz ogra-
nicenje jednacine samo na ‘Pravac strujanja.
Ojlerova jednacina se sadaméze napisati u obliku:

du, ou_ _ oh Wy
ot " “or

Slika 4.21: U koordinat-
nom sistemu odredenom
strujnicom postoji samo
jedna komponenta brzine

gde je izostavljen indeks " jer je u napred re¢eno da jednacina prati brzinu u,
odnosno, da jedna€inadprati strujnicu. Drugi sabirak sa leve strane se moze
malo preurediti, pa se'dobija jednacina:

ou 0w Oh 10p
ot (0xn2 or pox

Daljequproscavanje zahteva i postavljanje uslova ustaljenosti strujanja,
¢ime prvipsabirak iz prethodne jednacine postaje nula. Sada se jednacina
moze napisati u obliku zgodnom za integrisanje duz strujnice:

a [ u? D
o TS S A -
8$<2+g +p> 0
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Parcijalni izvod ¢lana u zagradi je nula, pa se zakljucuje da ceo ¢lan u zagradi

nije funkcija pravca vektora brzine z. Sledi da duZ strujnice vazi:
2

u? + gh+ P _ Constl (4.56)
P
Deljenjem cele jednacine sa g, jedna¢ina dobija dimenziju duzine:
2
4 h+ 2 = Const2 [m] (4.57)
29 rg

Dobijena jednaéina se naziva Bernulijeva®” jednacifia®h Izvedena je iz
jednacine odrzanja koli¢ine kretanja (odnosno iz dinamigke jednacine) u
diferencijalnom obliku uz sledeée pretpostavke:

e idealan fluid, fluid bez viskoznosti, odnosno %ez unutrasnjeg trenja,

e konstantna gustina fluida (Sto je ostriji uslowed uslova nestisljivosti),
e jednacina vazi samo duz jedne strujnicefyi

e strujanje je ustaljeno.

Poslednji uslov, ustaljeno st-
ujanje, znaci da se pritisak i br-
zina u jednoj tacki strujnice ne
menjaju kroz vreme (naravno, u
jednom trenutku i duz jedne struj-
nice se pritisak i brzina mogu
menjati). PoSto su strujnica i
trajektorija u ustaljenom struja-
nju jedna ista linija, sledi da Ber-
nulijeva jednacina vazi i duz tra-
jektorije.

Ojlerova jednacina (4.55), u
dimenzionalnom smislu, predsta-
vlja silu po jedinici mase, jer je
nastala deljenjem sile po jedinici zapremine (jednac¢ina (4.53)) sa gustinom
p. Nakon integracije Ojlerove jednacine duz strujnice x, sila po jedinici mase
se mnozi sagduzinom i dobija se rad po jedinici mase ili, ako se podeli sa
gravitaciomim ubrzanjem, rad po jedinici tezine (4.57).

Na slieh4.22 je Sematski prikazano ustaljeno strujanje idealnog fluida, sa
8 strujmicas, Ako se koordinatni sistem tako postavi da je z osa vertikalna,

Slika 4.22: Bernulijeva jednacina vazi sa-
mo za jednu strujnicu

D aniel Bernoulli (1700 - 1782), svajcarski matematicar, roden u Holandiji u “matema-
ticke§” porodici: otac Johann (1667-1748), stric Jacob (1654-1705), stariji brat Nicolaus IT
(169541726) i mladi brat Johann II (1710-1790) su se, takode, bavili matematikom. Na
zalost, unutar porodice Bernuli je vladala izrazita ljubomora i rivalstvo. Danijel je bio
dobar prijatelj sa Ojlerom, sa kojim je zajedno radio na mehanici vibrirajuc¢ih tela. Bavio
se problemima mirovanja i kretanja fluida i prvi je uveo re¢ hidrodinamika 1738. godine.

28 Jednagina je nazvana u Gast Bernulija mada ju je izveo ili Ojler ili Lagranz.
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tada se za deli¢e koji se nalaze u tackama A i B i koji leZe na jednoj strijnici,
moZe napisati Bernulijeva jednacina, zato Sto su iste integracione komngtante
(Const2 iz jednacina (4.57)):

2 2
u A u B
Ay PA B P8 (4.58)
29 rg 29 rg
Za deli¢ C se ovakav izraz ne moze napisati, jer je na deugoj strujnici i
konstanta u Bernulijevoj jednacini ima drugu vrednost.
Sredivanjem gornjeg izraza, dobija se:
2 2
Up — U bA — DB
B4 _ (54— zp)+ H—=

4.59
29 Py (4.59)

U skladu sa prethodnim dimenzionalnim razmatranjem, clan sa leve
strane Bernulijeve jednacine (4.59) predstavlja,rad koji je, usled poveéanja
brzine delié¢a, potreban za poveéanje kinetickeenergije deli¢a jedini¢ne tezine.
Taj potreban rad se dobija iz dva izvoragismanjenjem potencijalne energi-
je, odnosno, radom sile tezine usled smafijenja visine deli¢a (prvi sabirak sa
desne strane) i radom sile pritiska usled smanjenja pritiska u tackama A i B
(drugi sabirak), sve po jedinici teziné delica.

Poslednji ¢lan u prethodnoj jednagini je rezultat rada sila pritiska, jer
se fluidni deli¢ pomerio iz tacke Azu kojoj vlada pritisak pa, u tacku B
sa pritiskom pp. Rad se ostwaruje kretanjem fluida, pa se taj ¢lan po
nekada naziva i rad toka ili 7ad na’ pomeranju. Cesto je u upotrebi i naziv
potencijalna energija usled puitiska. U jeziCkom smislu taj naziv nije korektan
jer fluid, cak i kad je stigljivi ne poseduje “energiju pritiska” kao Sto to
poseduju ¢vrsta elasti¢na tela:dSabijanjem fluida i poveéanjem pritiska se ne
skladisti energija pritiskapvec se ona prenosi kretanjem fluida a da sam fluid
tu energiju ne poseduje (kao sto, na primer, poseduje kineticku energiju).

Spajanjem, oduosnofgrupisanjem drugog i tre¢eg clana u jednacini (4.57),
dobija se uslov odrzanja mehanicke energije duz jedne strujnice:

2
=y (h + ﬁ) — Const2 (4.60)
29 rg
koji glasi:( zbin kineticke i potencijalne energije po jedinici tezine fluidnog
deli¢a jeskonstantan duz jedne strujnice.

Za/prakticnu primenu Bernulijeve jednacine problem predstavlja konstan-
taf Const2 koja menja vrednost od jedne do druge strujnice. Kako je u
izvodenju Bernulijeve jednacine pretpostavljeno da je fluid idealan, neviskozan,
kao posledica nepostojanja tangencijalnih napona je i bezvrtloznost: fluidni
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deliéi se tako deformisu da ne dolazi do njihove rotacije (slika 4.15 na'stra-
ni 112). Uslov bezvrtloznosti je dat sa uslovom Q; = 0 (4.25) odnosho,sa:

aui . a’LLj
a:Ej N a:EZ

Ako se ovaj uslov primeni na Ojlerovu jednacinu (4.55)j@ drugom sabirku
sa leve strane se moze izvod po pravcu j zameniti sa izvedom po pravcu 1,
pa cela jednacina postaje:
aui a’LLj Oh 1 ap
— 4 u;j =—g I
ot 0x; dx; pox;

(4.61)

Primenjujuéi uslov konstantne gustine i aistaljenosti toka, uvlacenjem
brzine u; pod parcijalni izvod u drugom sabirku¥i grupisanjem svih izvoda
po x;, dobija se:

0 [(ujuj p)
— (= h+=)=0
Ox; ( 2 Toh P

Proizvod brzina u;u; je jednak gbiru kvadrata po svim pravcima, Sto je
jednako brzini duz strujnice figkvadrat: wju; = uf + u3 + u3 = u®. Da bi
prethodna jednacina bila zadgvoljena, mora biti ispunjen uslov da je po bilo
kom pravcu i izraz u zagradi-nezavistan od tog pravca, odnosno, da je izraz
u zagradi konstantan:

2
u? + gh+ P — Gonsts (4.62)
p

Dobijena je Bernulijeva jednacina koja ima isti oblik kao i jednacina (4.56),
pri cemu nije kori§éen uslov integracije po jednoj strujnici veé uslov bezvr-
tlozZnosti, pa jedna€ina vazi za celo strujno polje. Jednacina se moze podeliti
sa gustinom p,ako da se dimenzionalno dobije energija po jedinici tezine
deli¢a, odnosno, dimenzija duzine (kao i jednacina (4.57)).

Primer/4.5.2

Vodageniz dovodnog kanala, u kome tece brzinom od 1 m/s i sa dubinom od 2 m,
naglo_spusta u donji kanal, u kome je dubina 0,8 m. Ako je denivelacija dna 3 m,
kolika je brzina vode u donjem kanalu?
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Kod kratkih objekata, cesto se usvaja
pretpostavka da je fluid idealan ijda je
raspored brzina po presekw, Konstantan.
Takode, u preseku treba “daybude i
hidrostaticka raspodela pritiska. Za
tacke 11 2, koje su na poyasiniyode, moze
se postaviti Bernulijeva §ednacina:

2 2
V—1+2’1+p—1=v—2+2’2+p—2
29 rg. 29 Py

Posto su obe tacke na povrsini vode, p; = po = 0. Zamlenom ulaznih podataka,

dobija se:

1,02
2 x 9,81

1% 1%
2 10,840 & 2 —495]

2 =2
+(3+2)+0 2 x 9,81 2 x 9,81

pa je brzina V5 jednaka:

Vo= /4,251 x 2 x 9,81 = 9,13 m/s

Isto resenje bi se dobilo i za bilo keju drmgu strujnicu. Na primer, ako se
odabere strujnica koja je blizu dna, brzina Viaje ista kao i Vi, kota tacke z;, = 3 m
a visina pritiska u tacki je p1./pg = 2 m. JKota tacke 2’ je nula, a visina pritiska je
p2r/pg = 0,8 m. Bernulijeva jednacinayinma‘isti oblik kao i prethodno napisana, pa
je ireSenje za brzinu u tacki 2’ istof

4.5.3 Primeri primene Bernulijeve jednacine

Bernulijeva jednacina pratitmehanicku energiju jednog deli¢a duz strujni-
ce idealnog fluida. Ukélike strujnice polaze i zavrsavaju u rezervoarima, gde
svi deli¢i imaju istugmehanicku energiju (jednaku potencijalnoj), jednac¢ina
se moze pisati zadacké’ 1 i 2, koje leze na bilo koje dve strujnice, jer je
konstanta Const2 iz jednacine (4.60) ista za sve strujnice.

Bernulijevagiednacina je izvedena za slucaj strujanja idealnog fluida. Taj
uslov znaci da sefzanemaruje trenje, koje niz struju postepeno smanjuje
raspolozivumehanicku energiju fluidnom deli¢u. U praktiénoj primeni jedna-
Cine, Cesto seWprvo pretpostavi da je fluid idealan i za tu pretpostavku se
nade resenjepna primer, protok ispod ustave u otvorenom kanalu. Zatim se
dobijeno/resenje “popravlja”’ za slucaj realnog fluida, mnozenjem sa koefici-
jemtommprotoka, koji je odnos realnog i idealnog protoka i ¢ija je vrednost
uvek manja od jedinice. Za svaki konkretan slu¢aj vrednost koeficijenta
protoka se odreduje eksperimentalnim merenjima.
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U izvodenju Bernulijeve jednaégine pretpostavljeno je ustaljeno te€enje.
U mnogim zadacima u gradevinskoj hidrotehnici, neustaljenost se iskazuje
kroz relativno spore promene, kao na primer isticanje vode iz rezeryoata, gde
se protok postepeno smanjuje usled smanjenja nivoa u rezervoarlgslakvi
problemi se zovu kvaziustaljeni (poglavlje 4.1.4 na strani 90) 4 anogu se
reSavati primenom Bernulijeve jednac¢ine uz koriséenje i jednagine kontinuite-
ta, kojom ¢e se u vremenskim intervalima od nekolikopminuta korigovati
promene u grani¢nim uslovima.

U nastavku ¢e se dati nekoliko primera primene Bernulijeve jednacine
za teCenje nestisljivog fluida u cevima i u otvorenim.tokévima. Pri tome
se nece ulaziti detaljnije u prirodu raznih koeficijenta kojima se resenje za
idealno tecenje svodi na realno. Time bi se doslo de,neophodnosti pracenja
ukupne energije, a ne samo mehanicke energije deli¢a, a to je oblast koja ¢e
se razmatrati u poglavlju 4.6 Odrianje energije sistema.

4.5.3.1 Isticanje kroz oStroivicni otyor

U Hidrotehnici se ¢esto koriste ostroiviéng otvori, prelivi i ustave. Ako se
otvor u konturi kroz koju prolazi fluid“takeynapravi da je sa uzvodne strane
zid konture upravan na fluidnu straiju,pa sa nizvodne strane zase¢en pod
uglom od 45° (slika 4.23) tako dade formira ostra ivica, dobija se precizno
definisan oblik izlazne fluidne stzuje, koja ¢e imati minimalan kontakt sa
konturom pa, samim tim i minifmalan efekat trenja. Kada otvor nije ostroivi-
¢ni, strujanje zavisi i od debljine zida konture, njegove hrapavosti kao i
kapilarnih napona.

Na slici 4.23, prikazanejjedsticanje iz rezervoara kroz ostroiviéni otvor.
Zid rezervoara je namerno naertan uvelicano, da bi se jasno video detalj
preseka. Fluidni delidi 1z'zezervoara formiraju paraboli¢nu putanju kako bi
prosli kroz ostroivicai otwor. Zbog inercije, u preseku otvora deli¢i ne mogu
naglo da promene‘putanju, pa se nesto nizvodnije od otvora formira suzeni
presek? u kome su sve strujnice medusobno paralelne i upravne na presek.
Taj suzeni pregek se cesto naziva vena contracta ili mlaz fluida (na slici 4.23
je to presek mYmwOdnos povrsina preseka mlaza prema povrsini otvora je:

(W (dt\?
CA_AO‘(dO>

2Suzeniypresek se obicno formira nizvodno na rastojanju od oko 1/2 pre¢nika otvora.
Na slici 4223 je suzeni presek odmaknut da bi se lakse prikazao tok fluida. Kod malih
brzina, postoji izrazen uticaj gravitacije na mlaz fluida, ali cak i tada postoji suzeni presek
nizvodno od otvora u kome se taj uticaj moze zanemariti.
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Slika 4.23: Isticanje kroz mali ostroiviéni otvor (levijdeo slike) i kroz veliki
otvor gde pretpostavka o konstantnoj brzini po préseku otvora vise ne vazi
(desni deo slike)

i naziva se koeficijent kontrakcije mlaza. Koeficijent kontrakcije se odreduje
pazljivim merenjem. Za kruzni otvor njegovayvrednost je priblizno konstantna
i jednaka C4 = 0, 65.

Zbog uslova paralelnosti strujnica umlazu, moguce je postaviti Bernulije-
vu jednacinu (4.59) izmedu tackeéll, koja se nalazi negde u rezervoaru, i
tacke 2, koja je u centru mlaza (lewa deo slike 4.23):

2 2
U U
—1+Z1+p—1=—2—|—732+p—2

29 rg 29 rg
Za veliki rezervoar i tackudlg‘koja je dovoljno udaljena od otvora, brzina
u1 je zanemarljivo mala. Zbir polozajne kote tacke 1 i visine pritiska je
jednak pijezometarsk@j koti (jednacina (3.11) sa strane 38), koja se poklapa

sa kotom rezervoaras
n 4+ 2z =1Ig
P9
Tacka 2 se'malazi u suzenom preseku, gde je fluid u kontaktu sa atmo-

sferom. Pritisak u tacki je jednak atmosferskom pritisku, pa je po = 0.
Sredivanjemizraza dobija se:

2
U
g = ﬁ +z2 = up=1/29(Ilg — 22) = V29Ho = tp (4.63)

gdé'je H, rastojanje od osovine mlaza do pijezometarske kote rezervoara.
Za mlaz ¢iji je precnik relativno mali u odnosu na visinu H, promena brzine
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po visini mlaza se moze zanemariti, pa se moze staviti da je brzina u fillazu
konstantna i jednaka brzini u tacki 2.

Zavisnost brzine fluida, pri isticanju iz rezervoara, od kvadratnégkorena
rastojanja do nivoa u rezervoaru, 1643. godine je eksperimentalneydokazao
Toriceli, pa se u njegovu cast jednacina (4.63) Cesto naziva josfi Toricelijeva
jednacina. Brzina uo = u,,; je brzina u suzenom preseku,fdoksu samom
preseku otvora u ravni zida rezervoara i brzina i pritisak misuumiformni, pa
u tom preseku se ne sme primenjivati Bernulijeva jednacinas

Za mlaz prikazan na desnoj strani slike 4.23 se ne moze\smatrati da su
brzine po preseku konstantne. Za tacku 2, koja sada,nijé"u centru mlaza,
ve¢ na bilo kojoj strujnici, postavlja se Toricelijeva jednacina:

ug = \/QQ(HR — Zg) (4.64)

odakle se dobija brzina. ReSavanjem jednacine za sve tacke u preseku mlaza
(u kome jos uvek vazi uslov da je suzen i da su strigjnice medusobno paralelne
i upravne na presek) dobija se raspored brzina us = ug(z2). Protok kod
velikog otvora je integral brzina us po preseku mlaza, odnosno, suma proiz-
voda brzina i pripadajucih proticajnih'povrsina.

Toricelijeva jednacina isticanja vazijsamo za idealan fluid. Brzina isticanja
realnog fluida je nesto manja zbog postojanja trenja, pa se uvodi koeficijent
brzine Cy. Prava brzina mlaza i protok kroz otvor su:

le = CV V 29Ho
Q = Aleml = C’Vf4ml V. 29Ho

Cesto je zgodnije protok dzraziti u funkciji povrsine otvora u zidu a
ne suzenog mlaza. Keéri§éenjem koeficijenta kontrakcije, moze se zameniti
Ay = CaA, pa se dobijas

Q = CACy ABGH, = CoA,/29H, (4.65)

Koeficijent Cg ="C4Cy se zove koeficijent protoka. Tipiéna vrednost za
koeficijent brzine"kod kruznog ostroiviénog otvora je Cy = 0,95 ~ 0,98 pa
je koeficijent, protoka obi¢no u granicama Cg = 0,61 ~ 0,64.

Primer4.5.3

U zatvorénom rezervoaru u kome se nalazi voda gustine p = 1 kg/dm? i dubine 3 m,
pritisakiu vazduhu iznad vode je pyaz = 15 kPa. U dnu rezervora je ostroiviéni
kruzni otvor precnika d = 1 cm. Ako je izmeren precnik mlaza nizvodno od otvora
dmy = 0,81 cm 1 ako je koeficijent brzine Cy = 0,96, koliki je protok kroz otvor?
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Referentna ravan se moze postaviti na koti otvora, odnosno dna suda. Pritisak
na koti povrsine vode je zadati pritisak vazduha, pa je pijezometarska kotaiwode:

15
H:ﬂ—i-z:

) 13-452
g 1><9,81+3 ,529 m

Koeficijent kontrakcije mlaza je odnos povrsina mlaza i otvora u dau Suda:

Ami _ (%)2 _ 0812

d

Ca=21 = 7 = 0,656

A

Protok kroz otvor na dnu je:

12
Q = CACyA\/29(T1 — zpm) = 0,656 x 0,960’04 L /@%0,81(4,529 — 0)

Q = 0,000466 m® /s = 0,466 L/s

4.5.3.2 Pito i Pito-Prantlova cev

Zbir kineticke i potencijalne ener-
gije duz jedne strujnice idealnog flu-
ida je, prema Bernulijevoj jednacini,
konstantan. Poveéanje brzine deli¢a
je moguce samo na ra¢un smanjenja
potencijalne energije i obrnut@,sus-
poravanjem deli¢a kineticka energi=
ja se pretvara u potencijalnu.
Na slici 4.24 je prikazan fluidni
deli¢ 1 koji ima brzinu u;. Naynje-
govom putu, neposredm@ynizvodno,
nalazi se otvor savijene gevi (presek
2) u kojoj svi fluidmi deli¢i stoje. Slika 4.24: Pito cev pokazuje kolika je
Kada deli¢ 1 dode do tacke 2, njego- ukupna mehanicka energija po jedinici
va brzina naglopadne sa u; nanulu. tezine fluida u jednoj strujnici
Za taj deli¢ se moze napisati Bernu-
lijeva jednagina

2 2
u u
a2
2g g 29 rg

Posto jelz{ = z2 i brzina us = 0, jednacina se svodi na:

U% D1 D2
= L — ===
29  pg  pg
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2
BIPL_M = Ap=py = spud (#6)
Py 29 2
Dobijena veli¢ina p,, ima dimenziju pritiska [Pa]. Ona se zove zaustavni
pritisak, jer predstavlja maksimalno povetanje pritiska koje segdobija kada
se fluidni deli¢ naglo zaustavi. Pojam zaustavnog pritiska se Cesto' koristi u
Mehanici fluida i o njemu ¢ée biti vise price u oblasti otporafiiopstrujavanja
tela, u poglavlju 6.4, Otpori oblika. Zaustavni pritisak kao, maksimalno
mogudi pritisak je, takode, zgodna mera za izrazavanjegelativnih pritisaka
u fluidnoj struji i koristi se u oblasti Dimenzionalne amalize, koja ¢e biti
obradena u glavi 5.
U savijenoj cevi B, kojoj pripada i deli¢ 2, svi fluidmi deli¢i miruju, tako
da se za deo fluida unutar cevi moze napisati osnovnajjednacina hidrostatike:

HUp=—=+2

Iz prethodno dobijene jednacine, sledi da se pritisak py poveca u odnosu na
neporemedeni pritisak p1 za zaustavni pritisakip,,, pa je pijezometarska kota
za fluid u cevi B:

Ako se umesto zadnjeg ¢lanagzo“Stawd kota tacke 1, prethodna jednacina se
svodi na:

2 2
u U

Mp ==t + 24z 2l
29 pg 2

gde je Il pijezometarska kota fluida na mestu gde je fluidni deli¢ 1.

Kako su strujnice @ préseku 1 paralelne i upravne na presek, pijezometar-
ska kota Il; vazi za céo presek 1 pa ¢e se i fluid u pijezometarskoj cevi A, nacr-
tanoj na slici 4.24£popeti upravo do te kote. Prethodna jednacina postaje:

2 2
=T, = HOp-T=-t=Iv
2g 29 pg

odakle se vidi da razlika dve kote Ilp — II4 predstavlja visinu zaustavnog
2

U .
pritiska p—u, odnosno, brzinsku visinu 2—1 fluidnog deli¢a na koti z;. Merenjem

te razlike pijezometarskih kota moze se odrediti brzina deli¢a, a pomeranjem
ce¥1 Bypo Vvisini preseka, moze se odrediti kompletan raspored brzina u(zs).
A%0 je tok fluida sa slobodnom povrsinom, tada je sima slobodna povrsina
pijezometarska kota, pa druga pijezometarska cev A nije potrebna.
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Savijena cev B se zove Pito cev, po francuskom inzenjeru Anriju Pifeu?,
koji ju je prvi upotrebio za merenje brzine vode u reci Seni 1732 ‘godine.
Interesantno je da je tek nekih 200 godina kasnije, nemac LudyigfPrant]®!,
napravio elegantnu konstrukciju spajanjem dve cevi u jednu celinuypéime je
dobijena jednostavna i tac¢na sprava za merenje brzine fluida.

4.5.3.3 Ostroiviéni preliv

Ukoliko se u otvoreni tok postavi vertikalna pregrada, kojoj se nalazi
oStroiviéni preliv, moguée je uspostaviti vezu izmedu vising mlaza fluida na
prelivu i protoka. Ostroiviéni prelivi se najceSce prave tako da imaju otvor
u pregradi celom Sirinom toka ili pravougaoni otver sasSirinom manjom od
sirine kanala (slika 4.25). Takode, koriste se i prelivipsa otvorom posebnih
oblika, kao na primer trougaoni “V” preliv sa uglomi‘od 90°.

Strujna slika uzvodno i nizvodno od preliva je veoma kompleksna (levi
deo slike 4.25), tako da ne postoje uslovi zaydirektnu primenu Bernulijeve
ili Ojlerove jednacine. Mada je nizvodm@pod preliva moguée obezbediti
atmosferski pritisak sa obe strane mlazazbog nesimetricne zakrivljenosti
strujnica ne postoji suzeni presek u komepbistrujnice bile paralelne i upravne
na presek a pritisak uniforman. Na protek preko preliva utic¢u i turbulencija
u dolaznoj fluidnoj struji kao i postojanje dolazne brzine, ¢iji raspored zavisi
od geometrije dovodnog kanala itrenja u kanalu.

Analiticku zavisnost visine prelivnog mlaza od protoka je prvi uspostavio
nemadcki inzenjer Vajsbah3?, isvajajuéi sledec¢a znacajna pojednostavljenja

Henri de Pitot (1695 - I7T1)) francuski matemati¢ar i fizicar. Radio je kao
gradevinski inzenjer na odvodnjayanju mocvarnog zemljista, konstrukeiji mostova, sistema
za navodnjavanje i sistema za odbranu od poplava. 1732 godine je upotrebio efekat
zaustavnog pritiska za mer€nje, brzine u reci Seni tako to je savio staklenu cev pod 90° i
njome u nizu tacaka u profilu reke merio brzinsku visinu u?/2g.

3L udwig Prandt] (1875 - 1953) nemacki inzenjer koga najéesée nazivaju i ocem moderne
mehanike fluida, ali koji nikada nije bio priznat kao pravi nauénik. U svojim istrazivanjima,
koristedi vizuelizaciju toka; uocio je postojanje sloja oko tela u kojima je gradijent brzine
veliki i definisao jéte€oriju grani¢nog sloja, prema kojoj se fluidni tok moze razdvojiti na
deo uz samu ¢vrstu granicu, gde viskoznost ima dominantnu ulogu i na udaljeniji deo gde
se fluid smatragheviskoznim i idealnim (poglavlje 6.3.2 Raspored brzina i graniénsi sloj oko
tanke ploce, strana 250). Takode, dao je teorijske osnove za proracun sile uzgona na krila
aviona Cime je zmacajno doprineo razvoju avijacije pocetkom dvadesetog veka. U toku
rada na eksperimentima, doprineo je razvoju merne opreme, izmedu ostalog i pravljenjem
etalonskKe, referentne Pito-Prantlove sonde.

32Julius Weisbach (1806 - 1871) nemacki inZenjer i profesor matematike i geometrije,
mineralogije, rudarstva, geodezije, optike, masinstva, ...Interesantno je da je pre pocetka
svoje profesorske karijere, 1830. godine proveo Sest meseci pesaceéi kroz Madarsku, Tiroliju
i Bavariju. Hidraulikom se “zarazio” za vreme posete Pariskom sajmu industrije, 1839.
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Slika 4.25: Kompleksno tec¢enje preko ostroiviénog prelivarse moze uprostiti,
uz primenu empirijskih koeficijenta na dobijene iztaze

(slika 4.25 sa desne strane):

1. uzvodno od preliva dolazna brzina jé uniformna sa hidrostatickom ras-
podelom pritisaka po preseku,

2. mlaz preko preliva je horizontalam, svi fluidni delié¢i se u ravni preliva
kre¢u horizontalno, upravno aa prelivnu ivicu,

3. pritisak oko preliva kaod u"Samom prelivu je atmosferski,

4. zanemaruje se efekat viskoznosti i povrsinskog napona.

Za usvojene uslove Bernulijevahjednacina duz jedne strujnice je:

2 2
U U
—1+Z1+p—1=—2—|—732+p—2
29 rg 29 pg
i svodi se na oblik:
u_% 2

w
I, = 2
29—1— 1 2g+z2

Ako je referentmi sistem (z = 0) postavljen na koti vrha prelivne ivice,
tada je pijez@metarska kota II; jednaka visini H od ivice preliva do nivoa
fluida u préseku 1. Iz prethodne jednacine se dobija brzina u mlazu:

uf
Uz =] 29 H—Z2—|—%

godine. 4Svoje najznacajnije radove, Ciji se rezultati i danas koriste, je publikovao bas iz
oblasti hidraulike.



4.5. ODRZANJE KOLICINE KRETANJA 141

koja nije konstantna po visini mlaza z. Cesto se kod ostroiviénih preliva
zbir visine prelivnog mlaza i brzinske visine u dolaznom preseku 1 oznacava
sa Hy:
2
U
Hy=H+ =
29
Protok preko preliva se dobija kao suma proizvoda svilibrzina ug(z) i
pripadajuéih elementarnih povrsina dA. U slu¢aju pravougaenog, ostroivic-
nog preliva, datog na slici 4.25, elementarne povrsine sufprayougaonici kon-
stantne Sirine b i visine dzs, pa je protok preko preliva:

H
Qi = /}QdA:b/‘uyugz
A 0

29

H ’LL2
- m&g/ H—z+ ) dsy =
0

5 w2 3/27

29
0

9 u2 3/2 u2 3/2
= Zb/29||H+ 2 5

Dobijena jednacina za protok nije direktno resiva, jer se sa desne strane
nalazi brzina u; koja je funkcija ptotoka3? u; = Q/A;. Do resenja se dolazi
iterativnim postupkom, pri cemuyse u prvoj iteraciji dolazna brzina w; moze
zanemariti, a u narednim,literacijama, uzima se brzina ui, koja se rac¢una
iz protoka dobijenog prethodhom iteracijom. Cesto se u resavanju protoka
dolazna brzinska visinamskroz zanemaruje, pa izraz za protok postaje:

2
Qia = gb\/ 2941°

Da bi se odredio protok na realnom prelivu, potrebno je dobijeni anali-
ticki izraz pomfoZiti sa koeficijentom protoka Cop:

Q = Conx Qia

Koeficijentyprotoka se odreduje za svaku geometriju preliva i dolaznih
uslova laboratorijskim merenjima. Koeficijent u sebi ukljucuje i neravnomer-
nost brzina v presecima 112, tako da se u izrazima za protok ne koriste brzine

3°Prilikom resavanja zadataka, pravi se Gesta greska u obracunu popreénog preseka Aj.
Kao poprecni presek treba uzeti celokupni proticajni presek dubine (H + P), od dna kanala
do povrsine fluida, a ne samo dubinu H!
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deli¢a ug i ug ve¢ srednje profilske brzine V; i Va. U literaturi [1, 12], Tegu
se nadi tablice i dijagrami iz kojih se odreduje koeficijent protoka zdyeéinu
standardnih oblika preliva.

Primer 4.5.4

Voda tece pravougaonim kanalom konstantne Sirine B = 1 m. WVisina prelivnog
mlaza je H = 25 cm a preliv je osStroivi¢ni pravougaoni, Sirine b =30,4 m i visine
P = 0,3 m. Koliki je protok kanalom ako je za date geometrijskeluslove koeficijent
protoka Cg = 0,617

Kao prva iteracija proracuna protoka moze se uzeti da jedelazna brzina u kanalu
nula:

2 2
QW = Cng\/2gH3 = 0,6150,4\/2 x 9,81 x 0,253 = 0,00007 > /s = 90,07 L/s

Dolazna brzina za tako sracunat protok je:

v QW QW 0,09007
YU A T BH+P) 1,000,25+ 043)

=0,164 m/s

a ¢lan brzinske visine u preseku 1 je:

VE 0,1642
% 5% 081 0,001371 m 371 mm

Kako se u izrazu za protok pojavljuje zbir visine prelivnog mlaza H i brzinske visine,
rezultat prve iteracije pokazuje gpfavdanost pretpostavke o zanemarenju dolazne
brzine. U drugoj iteraciji, protok,je:

2 V2 3/2 V2 3/2
@ _ b /24 i _ (A —
@ CQ3b % <H+ 29) (29)

2
= 0613 0,4,/2 x 9,81 [(0,25 +0,001371)*2 — 0,001371%/2| =
= 0,09077 m3/s = 90,77 L/s

Dobijeni protok je veél @d protoka iz prve iteracije za 0,7%. U veéini proracuna,
greska manja od 1% se smatra prihvatljivom. Ako bi se nastavilo sa iteracijama,
brzina V7 u drugoj iteraciji je 0,1650 m/s a brzinska visina 1,388 mm, dok je protok
Q®) =90,78 Ly/s,§t0 se moze konacéno usvojiti kao tacna vrednost.

4.5.4 /' Navie-Stoksove jednacine

Dinamicka jednac¢ina (4.53), odnosno (4.54), na strani 128, sadrzi ¢lan

ord
— &6ji predstavlja povrsinsku silu od devijatorskog dela napona (—of).

. ij
0
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Kao posledica delovanja te sile dolazi do deformacija, pa bi trebalo da postoji
veza izmedu tangencijalnih napona (Tflj) i brzina deformacija (wij;).

Za strujanje fluida konstantne gustine, pri ¢emu postoji samepjedna
komponenta brzine uq, a druge dve su nula uo = ug = 0, izvodi kompenenti 2
i 3 su takode nula, pa vazii da je:

a’LLQ_a’LL3_ Oul_

na osnovu uslova (4.38) da je zbir brzina dilatacija u sy@& t&i pravca jednak
nuli. Brzina u; je samo funkcija pravca 2 (uz pretpostaykat da je strujanje
u dve ravni), odnosno, u; = uy(x2).

Slika 4.26: Pozitivni smerovi,brzina ‘deformacija i napona na fluidni deli¢
U poglavlju 2.2 Viskoznost,je jedna¢inom (2.6) na strani 16, data veza
izmedu tangencijalnog napemiay ugaone brzine (jednac¢ina (4.22), strana 111):
du
T(y) =p m

Za date uslove, veza,se moze napisati u slede¢em obliku:

ou
Tol = T12 = —[4 8—:1:; (4.67)

gde je u skladu sa’konvencijom o pozitivnim smerovima napona (slika 4.19
na strani 128Mslika 4.26), u izrazu za tangencijalni napon promenjen znak.
Za opigane uslove strujanja, brzina deformacija w;; je:

1 (6u1 + a’LL2> N 1 (8u1>
W=~ —+— wig = — | =—
¥ 2 8:1:2 8:::1 12 2 8:1:2
jer je'ug = 0. Kombinujuéi prethodni izraz sa izrazom (4.67) dobija se:

Ti2 = —2 w2
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Dobijena relacija se moze prosiriti na ceo devijatorski deo napona i defor-
macija (4.29):

1
(—U?i :) T;li = —2,uw§li =-2u (wﬁ — 5@'5 wkk> (4,68)

Sredivanjem izraza zamenom clanova koji nose deformagiju wj; (4.26) i
wir (4.20), dobija se veza izmedu tangencijalnog napona i brzine deformacija:

ou;  Ouy 2 ou
a_ _ (Ou O\ 2 . Oup 4.69
Tji N<a$i ‘|‘a$j> +3N513 Ozn ( )

Povrsinska sila u pravcu ¢ je izvod tangencijaliiog napona T;li po koordi-
natnom pravcu x;:

orf. 9 A 9 du 2 9 Au

Ji _ i J S (pué — 4.70
Ox; O:Ej < H Ox; O:Ej ( —H 8:@) J 3 0x; (,u J 8$k> ( )
Kod drugog ¢lana zbira se moze promenitisredosled diferenciranja, pa ¢e se
dobiti sledeéi oblik:

0 0 0 8
. ( “J> = - v (4.71)
Ox; aznZ Ox; 61:]
U tre¢em ¢lanu zbira (4.70)pmogu se spojiti parcijalni izvod x, po pravcu j
i Kronekerov simbol ¢;;, tako dagse dobija parcijalni izvod po pravcu i:

2 0 ouy 200 ouy 2 0 au
3o (00 g ) — 2o (k) = 2ol (w5 (4.72)
3 0x; Ox 3 0x; Oxk 3 0x; O:Ej
U izrazu je i udvojeni indeks k£ zamenjen indeksom 7, jer se radi o zbiru po
tri osnovna koordinatm@ pravca, pa je svejedno koja se oznaka Kkoristi.

Spajanjem drugog (4.71) i tre¢eg (4.72) ¢lana izraza, dobija se:

0 6u3 —I—g 0 auj 1 0 auj
0y &Ej 3 0x; O:Ej 30 O:Ej
Kadayse uvrste sredeni ¢lanovi u jednacinu (4.70), dobija se veza izmedu
povrsinske/sile i brzine deformacija:

ord .
T _ _i . ou; B 1 0 auj (4.73)
ox; Ox; Ox; 3 0x; O:Ej
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Stavljanjem te veze u dinamicku jednacinu (4.54) (strana 128), dobija'se:

Du; Oh  Op 0 ou; 10 Ou,j
bt ~ pg@:ni 0x; + ox;j (,u O:L"j) + 30x; ( 8:13)) (.74)

dinamicka jednacina za viskozni, Njutnovski fluid. Jednacinalje/vektorska,
Sto znaci da su izrazom (4.74) napisane tri jednacine, za osnoyne koordinatne
pravce i = 1, i = 21 4i = 3. One se najces¢e zovu NavieX*-Stoksove
jednacine.

Izvedene Navie-Stoksove jednacine vaze za viskozne fluide, kod kojih je
viskoznost promenljiva po prostoru p = u(z;). Togémajcesce slucaj kod
strujanja fluida koji su izloZeni temperaturnim uticajimas Ako se pretpostavi
da je fluid homogen, tako da viskoznost ne zavisi od,koordinatnog pravca,
tada se koeficijenat viskoznosti p moze izvudéi ispred parcijalnog izvoda po
xj, odnosno po x;. Treéi clan zbira (4.74), tada se moze napisati u obliku:

8 auz _ azui _ 82ui + azui + azui
O:Ej Moz, ox; | K Ox;0xj 4 Ox?  Ox3  0x3
gde je pokazano da ¢lan, sa udvojenim ideksom (dx; 0x;), predstavlja zbir

tri ¢lana, po pravcima 1, 2 i 3. Cetyrti%lan zbira (4.74) se moze napisati u
obliku:

Lo (o) _1 a0
3 0x; O:Ej _3'u8:1:i 0%y

pa Navie-Stoksove jednacide za homogen fluid postaju:

Du; o a_h_@_l_ 9%, 1 0 auj
th N pg@:ni 0x; M@:Ej Ox; 3 aznZ Ox;

(4.75)

34Claude-Louis Marié Henri Navier (1785 - 1836) francuski inzenjer i kasnije profesor,
koji se specijalizovao ‘za ‘mehaniku elasti¢nih tela. Radio je na projektovanju mostova i
prvi je dao potpunu teoriju vise¢ih mostova. Danas je poznatiji po radovima iz mehanike
fluida, gde je 1824-"“godine dao prvi oblik Navie-Stoksove jednacine za nestisljive fluide,
a godinu dana kasnije'i za viskozne fluide. Interesantno je da je do korektnog oblika
jednacina doSaepbez poznavanja koncepta tangencijalnih napona, veé direktno uzimajuci
sile medu melekulima kao meru trenja.

35George)Gabriel Stokes (1819 - 1903) engleski matematicar i fiziéar, irskog porekla,
jedan odpredsednika Kraljevskog udruzenja engleskih naucnika. Kombinujuéi izvrsno
matemadticke znanje i sklonost ka eksperimentalnom radu, u mnogim oblastima je postavio
fundamentalne matematicke principe. U svojim prvim radovima iz 1842. i 1843. se
baviofustaljenim kretanjem nestisljivog fluida, da bi kasnije poceo da se bavi i talasnim
kretanjima i viskoznoséu. Velike doprinose je dao i u teoriji prostiranja svetlosti kao i u
razvoju opSte matematicke fizike.
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pri ¢emu je clan povrsinske sile za homogeni fluid:

ots, &%u; L, & Ouj

Ox; = HMor o, Oz Ox; 3 sz Ox;

Ako se pretpostavi da je fluid homogen i nestisljiv (p =

na osnovu jednacine odrzanja mase (4.38) (strana 119) ¢

Navie-Stoksove jednacine svode na: 0

Du; oh  Op 0%u;

= —pg—ot — 2 4 -t 4.77

p Dt g 8:1,‘1 8:1,‘1 H 8:1,‘]' 8:1,‘]' Q ( )

Primer 4.5.5 e

Za jednoliku ravansku ustaljenu struju

homogenog, viskoznog i nestisljivog 0

fluida, pokazati da je pijezometarska

kota konstantna po preseku struje. Q
Prema datoj skici, brzine su u; = N

Gu _ 0 jer iz uslova p = Const. sledi %0
6931

= 0. Za date uslove je i

Za homogen nestisljiv fluid prim juse Navie-Stoksove jednacine (4.77). Za
sluéaj jednolikog (izvodi po z1 .1 i ustaljenog (izvodi po vremenu su nula)
strujanja, ¢lan sa leve strane, m m izvod brzine je nula:

Dui -
"Dr ~ Q
pa su Navie-Stoksove jednacine:
0— Oh 02u;
- 6931 axj axj

Deljenjem sa p. dama se piSe za pravac 2, upravno na fluidnu struju:

7]
II) = II=
+0 = 69:2( )=0 = Const.

6932
odakle s je pijezometarska kota konstantna duz preseka, u pravcu 2. Da bi
se v1de Gega zavisi pijezometarska kota, napisace se i Navie-Stoksova jednacina

%_ a_h__<£>+ﬂ62“1 L 0 s P

pg Ox3 89:1( ) pg Ox3
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1z uslova da II zavisi samo od x; a brzina u; od z2, dolazi se do toga da Sweba
clana izraza konstante, pa se parcijalni izvodi mogu zameniti totalnim:

dIt d?u dIt
S8 —21 = Const. = —— = Iy = Const.
dzy  pg dzj dzq
Za date granic¢ne uslove, izraz se moze integrisati, odakle ¢e se dobiti raspoted brzina

i nagib pijezometarske linije.

4.5.5 ResSenje integralne jednacine odrzanja koli€¢ine kretanja
za ustaljeno tecenje homogenog fluidayu cevi

Integralna jednacina (4.44) odrzanja koli¢ine kretanja, odnosno dinamic-
ka jednacina data na strani 123, napisana za bilg,koji'pravac ¢ glasi:

/ a(pUZ) dV—I—/ pui(ujnj) dA = FZ’ (4.78)
oy Ot CcA

Sa leve strane jednacine se nalazi prirastaj koli€ime kretanja u jedinici vreme-
na, po odredenoj zapremini ¥, uveéan za'protek koli¢ine kretanja u jedinici
vremena kroz omotaé¢, graniénu povrsimu A posmatrane zapremine ¥. Drugi
sabirak je pozitivan ako je protok kojisnapuSta zapreminu veéi od onoga koji
u nju ulazi. Prema drugom Njutnovem zakonu, vektorski zbir ova dva ¢lana
F; mora biti jednak zbiru pravih sila koje deluju na kona¢nu zapreminu.

Prethodna jednacina se uaajopstijem obliku moze napisati kao uslov da
je zbir dva vektora, odnosno dve'sile, jednak nuli:

I+F=0 (4.79)

odakle je prema jednacini (478), sila I za pravac i negativan zbir prva dva
sabirka:

I =— (/Cva(g:fh) dv + /CApui(ujnj) dA) (4.80)

Ovako definisana sila f, zove se inercijalna sila ili fiktivna sila i predstavlja
primenu Dalamberovog3® principa, kojim se zadaci dinamike fluida svode na
statiku: iako se\dfluid krece, moze se smatrati da posmatrano telo zapremine
¥ miruje poStéysu sve prave sile i inercijalne sile u ravnotezi.

% Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783) kontraverzni francuski matematicar, koji je
lako ulazie, u'svadu sa svima oko sebe. Dao je izvanredan doprinos primeni matematike u
fizici, pgsebnoyu oblasti odrzanja kineticke energije, poboljsanjem Njutnove definicije sile.
Bayio se statikom i dinamikom fluida, primenjujuéi integralni pristup umesto Bernulijevog
difereficijalnog, usput tvrdedi da je njegov pristup bolji! Radio je na pisanju Enciklopedije
sa Volterom i Didroom, gde je bio zaduzen za matematiku i fizicku astronomiju. Saradivao
je, a1 intenzivno svadao, sa Ojlerom.
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Slika, 4.27: Na deo cevi izmedu preseka 1 i 2 sefprimenjuje dinamicka
jednacina: na levom delu slike su prikazane brzine, a naidesnom delu slike sve
prave sile, koje treba zajedno sa fiktivnim inercijalnima silama da “zatvore”
poligon sila (prema jednacini (4.79))

Jednacine (4.78), odnosno (4.79), moraju biti zadovoljene u okviru odre-
dene, konstantne zapremine. Na slici 4.27 jeyprikazan tok fluida kroz cev,
koja se postepeno suzava. Tecenje je ustaljeno a fluid je homogen. Zapremina
u okviru koje se resava dinamicka jednacCina je omedena presecima 1 i 2, kao
i nepokretnom konturom cevi.

U dinamickoj jednaéini (4.78), zbog ustaljenog tecenja, ¢lan sa parcijalnim
izvodom po vremenu je nula. U ‘pévrsinskom integralu, deo povrsine koji se
odnosi na konturu (na levoj straniyslike 4.27 je ort konture oznacen sa ng),
mnozi se sa brzinom nula, pa‘@staje samo deo povrsine na presecima 1 i 2.
Ako se pretpostavi da su (brzine u presecima konstantne, jednake Vi i V5
(prema (4.7)), tada se resenjefdinamicke jednacine svodi na:

pQVQ - pQVl = ﬁ (4.81)

Negativan znak kod preseka 1 ukazuje da je smer brzine suprotan od smera
orta povrsine, odnosno da je u pitanju dotok koli¢ine kretanja.

Sa leve stragiée jednacine (4.81), nalazi se prirastaj kolic¢ine kretanja posma-
trane mase u jedinici vremena, u uslovima ustaljenog tecenja fluida konstant-
ne gustine krozycev. Do istog izraza se moze doéi i direktnom primenom
osnovnog,/prinigipa odrzanja koli¢ine kretanja, pri istim uslovima, na deo
fluida izmedw dva preseka cevi (slika 4.28). Prema jednacini kontinuite-
ta (4.42); zbog promene preseka cevi duz fluidne struje, u svakom od preseka
delicidmaju razlicite brzine. Deli¢ koji je sivo obojen, u trenutku ¢, ima
koliéinu kretanja mV,. U sledeéem vremenskom trenutku t+At, kada napusti
svoje mesto i pomeri se niz fluidnu struju, imacée veéu brzinu pa ¢e njegova
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koli¢ina kretanja mT_/;H_ At da poraste. Medutim, u tom sledeéem vremenskom

trenutku t4+At, na upraznjeno mesto sivog delic¢a ¢e doci beli deli¢ (jerjefluid

neprekidan), koji ¢e sada imati brzinu i koli¢inu kretanja jednaku @n@j koju

je imao sivi deli¢ u trenutku t. Moze se zakljuciti da unutar posmatranog
prostora, kroz vreme, ne dolazi do promene koli¢ine kretanja®7

Promena koli¢ine kretanja se do-

gada samo na krajeyima, zapremine,

u presecima 11 2, takayda je dovoljno

posmatrati preseke fluidne struje, a

ne celu masu_fluida. U preseku 1

se oduzimagdeo jiase m = p¥ =

pQAt pa sépuz pretpostavku o tome

da je brzina 1 preseku konstantna

Slika 4.28: Jedina prava prome- i jednaka srednjoj profilskoj brgini,

na koli¢ine kretanja se dogada na Smanjuje kolicina kretanja za mVi =

krajevima zapremine, u presecima 1 i PQAWLS U preseku 2 se osvaja ista
9 masalpa se koli¢ina kretanja povecava

zamly = pQAﬂ?g. Ukupna prome-
na koli¢ine kretanja u vremenskom intervalu At je:

—pQALV; + pQALV;

pa se dobija da je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena ista kao i
leva strana jednacine (4.81):
pQRVa — pQV;

Inercijalna sila f, kojasje jednaka negativnoj vrednosti promene kolicine
kretanja (4.80), moze se razdvejiti na dve komponente, na preseke 11 2. Za
teéenjti u cevi,_)u sklacju sa jedniméinom (4.81) inercijalne sile 7 i I su:

Il == pQVl 12 —pQV2 (4 82)
Zbog promenjenog zhaka u izrazu, sila Il deluje u pravcu ulazne brzine
Vl, a sila Ig suprotng od izlazne brzine V2 Moze se zakljuciti da je smer
komponente inereijalne sile takav da sila uvek deluje ka poprecnom preseku
kontrolne zapremine, odnosno, da inercijalna sila uwvek deluje ka masi fluida.

Ucinjend pretpostavka u resavanju jednacine (4.80), o konstantnoj brzini
u presekuf bila je koriSéena i kod izvodenja jednacine kontinuiteta, jer je

srednjadbrzina V isto Sto i integralni oblik a1/ dA. U dinamickoj jednaé¢ini
A

se amutardntegrala javlja proizvod brzine, pa sada vise nije V? isto &to i

31Veé je receno da se koristi Ojlerov pristup u analizi strujnog polja, u kome se
neustaljenost vezana za fluidni deli¢ izbegava tako Sto se posmatra fiksan nepokretan
prostor, u kome je onda strujanje ustaljeno.
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1 . - L .
1 / u? dA. Da bi se tacnije redio integral u uslovima neravnomernog
A

rasporeda brzine po popre¢nom preseku (prikazano u preseku A slike 4.27
kao i na slici 4.9, strana 98), uvodi se koeficijent 3 definisan ka0t

1
ﬁQV:/usz = ﬁ:—/ﬁ dA (4.83)
A QV Ja
pa je tac¢no resenje dinamicke jednacine:
B2pQVa — B1pQVI = F (4.84)
a inercijalne sile po presecima su:
I = pQVi 1o = —[(2pQV2 (4.85)

Koeficijent 3, zove se Businesor®® koeficijent i onje uvek veéi od 1,00. Za
paraboli¢ni raspored brzina u kruznoj cevi, koji se@stvaruje pri laminarnom
tecenju (bi¢e obradivano u poglavlju 6.1), Businesov koeficijent je f =
4/3 = 1,333, a za razvijeno turbulentno tecenje u cevi, gde su brzine po
preseku ujednacenije S = 1,01 ~ 1,10. Kod preeiznijih obra¢unavanja sila na
konstrukciju potrebno je koristiti Businesovkeeficijent, dok ¢e se u nastavku
knjige njegov uticaj zanemarivati.

Primer 4.5.6

Raspored brzina u kruznoj cevi je dat ledééim izrazom:

Yy 1/7
uzUmam(E) OSySR

gde je R poluprecnik cevi a y rastojamje od zida cevi. Izracunati koliki je Businesov
koeficijent 3 i prokomentarisati@ezultat.

Srednja brzina V je, prema jednacinama (4.3) i (4.7) data sa:

Q 1

R ™ J A
Na slici je prikazan(kruzni presek. Za osnosimetrican
raspored brzine, glementarna povrsina dA se moze zameniti

kruznim prstenom Sirine dr:

u dA

dA =2rmrdr r=R-—y dr = —dy

Granica dnfiegracije je od R do 0. Ako se promeni znak
prirastajaydy integracija ¢e i¢i od 0 do R:

n /[° 2u R y\ /7 98
=50 2 dr = T - <_) dy = — max
v e /R rru dr 2 /0 (R—v) 7 Y= 100 ¥

3Valentin Joseph Boussinesq (1842 - 1929) francuski matematicar i fizicar, koji je dao
znacajau doprinos u oblasti hidraulike. Proucavao je talasno kretanje, otpore trenja,
raspored brzina kao i fenomen razvoja turbulencije.
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Zamenom srednje brzine u jednacinu za Businesov koeficijent 5 (4.83) dobija se:
or [V, syN\2T
QV/ u” dA = el / U o <§) dr =
o (120\° [F y\2/7
= — _— — —_ d =
R27r<98) /O(R y)<R) Y

2,9988 [/ . 2,9988 ( a5t 7
I /7,2/7 _ p—=2/7,9/7 dy = ’ 2 2 71 9
R? /O<R A )y R? <R9 Rm) 0

Dobijeni Businesov koeficijent pokazuje da su stvarne inercijalne sile za 2% veée
od sila koje se dobijaju uz pretpostavku o konstantnaog, srednjoj brzini po preseku.

Prave sile koje deluju na posmatranu zapteminu, prikazane su na slici 4.27,
sa desne strane (sile tezine, pritiska i kohturna sila), dok su na slici 4.29
dodate i fiktivne sile, ¢ime je postignuta ravnoteza sila:

L+P +T+N+G+ L+ B{=e (4.86)

Od zapreminskih sila najéesée;sehuzima samo sila tezine G = pg¥ i ona
deluje iz tezista zapremine vertikalno na dole. Od povrsinskih sila, u obzir
se uzimaju sile pritiska na presecima 1 i 2, koje se ra¢unaju po nacelima
hidrostatike i ¢iji je pozitivamgsmer ka preseku (sile P na slici), kao 1 ukupna
sila kojom kontura deluje na, fluid K koja j je zbir trenja izmedu fluida i zida
konture (sila T) i normalnih népona (sila N).

Slika 4,29: Vektorski zbir svih sila koje deluju na posmatranu zapreminu
fluid&; izmedu preseka 1 i 2, je nula
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U prakti¢nim primerima, koji ¢e biti dati u nastavku, najcesce se‘dina-
mickom Jednacmom trazi rezultujuca sila — K, kojom fluid deluje na konturu.
To susile T + N sa suprotnim smerom, smerom od fluida ka kontari:

—

—K=—(T+N)=L+P+G+L+P (4.87)

4.5.6 Primeri primene jednacine sila

Korigéenjem jednacine odrzanja koli¢ine kretanja ugintegralnom obli-
ku (4.86), ili kako se ¢e3ce naziva dinamicke jednacine ili jednacine sila,
dolazi se jednostavno do prakti¢nih reSenja pri opterecenju konstrukcije
fluidom koji se krec¢e. Pri tome se, zbog integralnog, pristupa, ne ulazi u
komplikovane jednacine, kojima bi se odredio rasperedvbrzina i pritisaka
unutar posmatranog fluida.

U koriséenju jednacine sila treba biti oprezan, jer se moraju zadovoljiti
uslovi postavljeni pri izvodenju jednacine: ustaljeno tecenje, fluid konstantne
gustine, brzina u preseku priblizna srednjoj brzini i nepokretna kontura.
Takode, neophodno je korektno obracunaty sve sile koje deluju na izdvojenu
masu fluida. U nastavku ¢e se dati dvajprimera primene jednacine sila: jedan
za te¢enje u cevi i drugi za te¢enje uwmetvorenom kanalu.

4.5.6.1 Sila na vertikalni mlaznik

Posmatra se isticanje vode verti-
kalno u vis kroz mlaznik, cev koja se
pri svom vrhu smanjuje sa prec¢nika
D na manji precnik d. Pretpostavlja
se da je poznat protok kroz cev i pije-
zometarska kota za presek u cevi pre
suzenja. Potrebno je odrediti silu
kojom voda deluje na mlaznik.

Na levom delu slike 4.30 je pri-
kazan detalj cevi sa mlaznikom. Na
desnom delu su nacrtane sve sile koje
deluju na posmatranu zapreminu. Za
date podatke mogu se odrediti priti-
sak u preseku 1 i brzine u presecima 1

Slika, 4.30: Odredivanje sile vode na i 2. Sile na zapreminu su:
vertikalni mlaznik
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e Sila pritiska3” u preseku 1:
Pr=pi A

e Sila pritiska u preseku 2 je nula, jer mlaz izlazi u atmosféru pa je u
preseku hidrostaticki pritisak nula:
P,=0 (p=0)

e Inercijalne sile u presecima: I1 = pQVi i Is = p@QVs. Nezu izmedu
brzina V7 i V5 daje jednacina kontinuitetas:
V1AL = VoA

e Sila tezine vode izmedu preseka 11 2: G = pg¥. Zapremina mlaznika
se moze izracunati kao zapremina zarubljenog konusa:
D?’r H d d?
V=— 5 |1+=5+—=
4 3 < * D * D2>
e Sila konture na fluid K je nepoznata.gPosto je deo cevi sa mlaznikom

kratak, moze se zanemariti uticaj tremja 1 smatrati da je celokupna sila
rezultat normalnih napona izmedufzida cevi i vode.

Sve sile izmedu preseka 1 i 2 merajubiti u ravnotezi, pa je, sa desne
strane slike 4.30, nacrtan poligon silal Vektorska jednacina sume sila, kada
se napise za pravac z, glasi:

P1+11—G—(+K)—12:0

gde je za silu K, stavljen predznak (+K), da se zna da je to sila konture na
fluid. Trazena sila fluida na konturu (—K) je jednaka:

(—K):Pl—i—ll—G—Ig

Za proracun sileppritiska potreban je pritisak u preseku 1, a on se ne
moze odrediti iz dg sada pomenutih jednacina.

4.5.6.2 Hidraulicki skok

U otvorenim tokovima, rekama i kanalima, dubina vode zavisi od protoka
ali i od nagiba dna, trenja i uzvodnih i nizvodnih grani¢nih uslova. U glavi 8
Ustaljeno“tecenje u otvorenim tokovima ove knjige ¢e detaljno biti reci o
rezimima te¢enja i pravcima prostiranja uticaja, kao i o uslovima koji namecéu
premenudubine duz toka (nejednoliko tecenje).

Da bi se odredio pritisak p; potrebna je jos i energetska jednacina (4.119), koja ¢e biti
izlozena kasnije u ovom poglavlju.
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Generalno, ako se u toku sa malim nagibom dna, gde bi trebala da‘bude
velika dubina, a veoma mala brzina (pa samim tim i jaka gravitacionasila),
nekim grani¢nim uslovom (recimo ustavom) nametne vodi malafdubina i
velika brzina (odnosno, velika inercijalna sila), doé¢i ée do “sukoba™uticaja u
kanalu. Sa nizvodne strane trenje i gravitacija namecu velikufdubinu, koja
bi trebala da vlada kanalom, a sa uzvodne strane inercijalfia“sila namece
malu dubinu, sa zeljom da se ista propagira u nizvodnom,pravieu.

Pomirenje ta dva suprotna pravca
prostiranja uticaja jeyu hidraulickom
skoku®?. Voda jedanwdeo kineticke ene-
rgije pretvara u potencijalnu, dizudi
svoj nivo, addrugiideo kineticke ener-
gije sama4gebi joduzima kroz vrtloge,
smiruje se i naglo prelazi iz oblasti
malih dubina, a velikih brzina u oblast
velikihdubina, a malih brzina.

Slika 4.31: Hidraulicki skok u Nayslici 4.31 je prikazan hidraulicki
otvorenom kanalu skokiy, Zbog velikog gubitka energije
u skoku, Bernulijeva jednacina (4.57),
koja pretpostavlja tecenje idealnoglfimida*', ne moze se koristi. ReSenje
skoka se dobija postavljanjem jednaciné sila (4.87) (na slici su nacrtane sve
sile sa svojim smerovima):
T+N+L+P+G+f W =0

Vektorska jednacina segpostavlja za pravac z, pravac toka vode. Sile
pritiska su funkcija dubifayispred i iza skoka i geometrije kanala (oblika
popreénog preseka) P, = P,(hyA(h)). Inercijalne sile su funkcija protoka i
brzine, a brzina zavisi odngeometrije popreénog preseka I, = I,.(A(h), Q).
Ukoliko se kanal tako mapravi da nema promena poprecnog preseka, sila
N, = 0 je nula. Takode, ukoliko se dno kanala na mestu skoka tako napravi
da bude horizontalno, komponenta sile tezine u pravcu toka x je nula G, = 0.
Na kraju, silafgtrenja T, se moze zanemariti, jer je mala u odnosu na sile
pritiska i inercijalne sile. Polazna jednacina se svodi na I1 + P, = Is + P»

odnosno nat
2 2

pQVL +ppi AL = pQVa + prads = Pi—l + pghT1 A1 = Pi—z + pghr2As

“OPetaljnije o hidraulickom skoku, mehanizmima nastajanja i uklapanju skoka u liniju
nivoadu poglavlju 8.5 Hidraulicki skok.

U pravo su viskozne sile te sile koje treba da u malim vrtlozima skoka potrode visak
kineticke energije i da smire tok.
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U ovoj jednacini mora biti poznata dubina sa jedna strane skoka i protok ili
su poznate obe dubine, pa se iz jednacine moze odrediti protok.

4.6 Odrzanje energije sistema

U jednacinama koje su dobijene koris¢enjem principa odrzanja koli¢ine
kretanja, pojavljuje se rad sila kojima se menja energija‘fluidnog deli¢a iz
potencijalne u kineticku i obrnuto (jednacina (4.59) nagstrani 131 odnosno
jednaécina (4.60) na strani 131). To znaci da u procesu kretanja fluida dolazi
do transfera energije ka i od fluidnog delica. Taj (tramsfer energije mora
ispuniti jedan od osnovnih principa fizike: u odsustv@rnuklearnih reakcija,
energija se ne moze ni stvoritt ni unistiti.

Prvi zakon termodinamike je zakon odrzanja energije, koji tvrdi da su rad
i toplota razli¢iti, ali ekvivalentni oblici transféra.energije. Zakon uspostavlja
relaciju izmedu koli¢ine toplote, koju sistemf(telo konstantne mase) primi ili
oda, izvrsenog rada i promene unutrasSnje‘énergije sistema: kolicina toplote
koja se preda sistemu ide na povecanje umutrasnje energije i na rad koji taj
ststem vrsi na okolna tela.

U nastavku ¢e se prvi zakon termodinamike primeniti na fluid pri ¢emu
ée se predi sa tela konstantne masema fluid konstantne zapremine. Izvescée se
integralna jednac¢ina odrzanja ukupne energije, energetska jednacina, kao i
jednacina odrzanja samo mehaniéke i samo toplotne energije. Pokazace se da
se, sredivanjem jednacine mehanicke energije, dobija Bernulijeva jednacina
(kao i iz jednacine odrzanjaskeli¢ine kretanja, jer obe jednacine “prate” sa-
mo mehanicku energiju),4dok se, uproséavanjem energetske jednacine, za
slucaj tecenja u cevi, dobija sliéan oblik kao i Bernulijeva jednacina, ali sa
¢lanovima koji ukazujit dasse deo energije nepovratno “trosi” na zagrevanje
fluida. Na kraju poglavljace se navesti nekoliko primera upotrebe energetske
jednacine.

4.6.1 Integralna i diferencijalna jednac¢ina odrzanja energije

Prvi zakon termodinamike se u formi jednacine moze napisati kao:
AQ.—"AE + AW (4.88)

gde je A@ koli¢ina toplote koja se dovede u sistemu, AE poveéanje unutrasnje
energije a AW rad koji se utrosi na okolna tela dok se menja unutrasnja
energija.
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U prethodnoj jednacini se mogu konacne promene A svesti na promeéne u
malom vremenskom intervalu d¢. Prebacujuéi unutrasnju energiju ka@pgednu
od karakteristika inercijalnog sistema na levu stranu izraza, dobija se:

dE dg dw
@ _ 4 (4.89)
dt dt dt

Unutrasnja energija fluida je zbir dva ¢lana: kinetickesenergije fluidnih
deli¢a, koja zavisi od njihove brzine m x u?/2, i interne energijedm x e, koja je
rezultat oscilovanja atoma u molekulu i uzajamnog dejstva molekula fluida
pod uticajem toplote deli¢a??

/ dV—I—/pedV / < e> ¥ (4.90)

Ako se sa B ozna¢i unutrasnja energija Egtada je, prema jednacini (4.8)
(strana 103) veli¢ina b jednaka b = u?/2 + e Jednacina (4.89), koja vazi za
sistem sa konstantnom masom, u sistemumsa konstantnom zapreminom (u
skladu sa (4.11) na strani 105) postade:

2 2 SO
/CV%lp<2 —|—e> dV—l—/ ( —|—e> umidA:@—d—w (4.91)

dt dt
gde je skalarni proizvod vektora@™m mapisan pomoc¢u udvojenog indeksa i.
Dobijena jednacina predstavlja jednacinu odrianja energije (ili energetsku
jednacinu) za sistem sa kona@nom, konstantnom zapreminom, u jedinici
vremena.

Poslednji ¢lan dw/dt u'prethodnoj jednaécini je ukupno utroSeni rad u
jedinici vremena i mozese napisati kao zbir rada zapreminske sile, povrsinskih
sila pritiska i trenja po kenturi (viskozne sile) i mehanickog rada koji se
upotrebi na pokretamje nekog sistema (turbine, pumpe ili ventilatora), sve u
jedinici vremena:

A digydi, di,  diy
A Dl @ @ ar (4.92)

42U veéini knjiga Mehanike fluida se zakon odrzanja energije postavlja za ukupnu
energiju tela, gde se pored unutrasnje energije pojavljuje i potencijalna energija. Kako
se ovdel radiyo termodinamickom procesu, korektnije je poéi od unutrasnje energije.
Potencijalna’ energija ¢e se pojaviti kasnije, u toku izvodenja zakona o odrzanju ener-
gije, Kao posledica rada zapreminske sile, sile tezine. Finalna jednacina ¢e na kraju biti
ista, alise prikazanim postupkom jasno stavlja do znanja kako se doslo do potencijalne
energije.
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Slika 4.32: Prvi zakon termodinamike: koli€ina toplote, koja se preda sistemu
ide na poveéanje unutrasnje energije i na rad koji taj sistem vrsi na okolna
tela

Od zapreminskih sila ovde sedrazmatra samo sila tezine. Rad te sile
po jedinici vremena je jednak preizyodu sile tezine (jednacina (4.47) na
strani 125) i brzine:

dwg = / pg uz dt"= pg a@h u; d¥ (4.93)

Znak (—) ispred 1ntegrala ukazuje na to da je ukupan rad gravitacione sile
negativan, jer gravitaéija,dodaje rad na zapremini ¥, dok je po definiciji
pozitivan rad onaj kojizapremina trosi.
Rad sile tezine @ jedimici vremena i po jedinici zapremine se moze napisati
kao zbir dva ¢lana:
oh

0
e 2 (pghuy) — gh
P9 5. & G (pghui) — g 9

Parcijalni igvodw zadnjem ¢lanu se na osnovu jednacine odrzanja mase (4.35)
(strana 14%) pretvara u negativni parcijalni izvod gustine po vremenu:

M 0
pgaa:i " Oy

Préizvod (gh) ne zavisi od vremena pa je uvucen u parcijalni izvod kao

(pui)

op 0 0
ghui) + gh—- % = o2 (pghu;) + g(pgh)

konstanta.
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Ako se prethodni izraz stavi u jednacinu (4.93) i ako prvi sabirak Pprede
sa zapreminskog integrala na povrsinski, dobija se rad sile tezine u§edinici
vremena:

dwg /pghumZ dA—I—/ 5 (pgh) d¥ (4.94)

Rad sile pritiska se obavlja po konturi A konaé¢ne zapremine.”Za elemen-
tarni deli¢ na konturi dA koji se pomera brzinom , rad silegpritiska u jedinici
vremena je proizvod sile i brzine, odnosno:

dit,

Rad je pozitivan, jer se trosi na savladivanje pritiska, koji je suprotnog smera
od smera orta povrsine dA, a povrsina dA se"poiera u smeru orta 7.

Sila od viskoznih tangencijalnih napona péykonturi posmatrane zapremi-
ne je proizvod tangencijalnog napona Tidj (jednacina (4.50) na strani 126) i
posmatrane povrsine. Rad u jedinici yremena je povrsinski integral, koji se
moze predstaviti i u formi zapreminskog-integrala:

di,
= _/ L ujn; dA = / a@ (4.96)

Ukoliko se kontrolna zapremina, tako izabere da nema pokretne granice (kon-
tura je ¢vrsta), brzina fluida, uz granicu ¢e biti nula pa neée biti rada
viskoznih sila uz konturu.“Fakode, ako se mesto preseka kroz fluidnu struju
(presek A, odnosno C' na slici 4:32) tako izabere da strujnice budu upravne
na presek, u izrazu (4496)ée ucestvovati samo normalni viskozni naponi, pri
¢emu je njihov doprimoszanemarljivo mali.

Izraz (4.92) seé'moze staviti u jednacinu energije (4.91). Ako se rad
sila tezine (4.94) i pritiska (4.95) sabere sa odgovarajué¢im povrsinskim i
zapreminskim integralima, dobija se jednacina odrianja energije u integral-
nom obliku (u jedinici vremena):

/Cvgt[ ( h)

u?
dV—I—/ < +gh+ = —|—e> u;n; dA =
P

=T -4 (4.97)
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3 pu? pu? . O
Clan - + pgh + pe | odnosno - + pgh + p + pe | je zbir kineti¢ke

energije, potencijalne energije (kod povrsinskog integrala u potencijalnwener-
giju spada i pritisak koji omogucava pronos energije kroz konturu, @bjasnje-
nje je dato na strani 131) i interne toplotne energije, po jedinicifzapremine®3.
Jednacina (4.97) pokazuje da se poveéanje energije u posmatr@nojzapremini
i protok energije, koja izlazi kroz povrsinu koja okruzuje pesmagtranu zapre-
minu, nadoknaduje iz dotoka koli¢ine toplote (energije) u jedinici vremena
umanjenom za rad, koji ta energija utrosi u jedinici vremiena na savladavanje
viskoznih sila i pokretanje nekog mehanickog sistema.

Jednacina odrzanja energije se moze napisati i wpdiferencijalnom obliku.
Potrebno je prvo u osnovnoj integralnoj jednacinitedrzamja energije (4.97),
povrsinski integral zameniti zapreminskim, priménom Gausove teoreme (je-
dnacina (4.13), na strani 106). Zatim, ¢lan jednacine, koji oznacava rad
viskoznih sila, treba zameniti zapreminskim intégralom (4.96). Takode, ¢lan
koji oznacava dovedenu koli¢inu toplote u sistem u jedinici vremena, treba
napisati kao protok toplote kroz konturu pesmatrane zapremine, odnosno,
kao promenu koli¢ine toplote u posmatran@j,zapremini:

% _ _/A‘j“” dA = — ngz A (4.98)

Znak (—) ukazuje na to da jeppOzitivan smer protoka koli¢ine toplote kada
ona ulazi u sistem. Na Kkraju, wosnevnoj integralnoj jednacini odrzanja ener-
gije (4.97), trebalo bi smanjititkontrolnu zapreminu do nivoa elementarnog
fluidnog deli¢a d¥, sto dovodi'do diferencijalne jednacine:

0 u? 0 u? D
glp<7+gh+e> + — [pUi <——|—gh—|—;—|—e>

a:L'Z' 2
g, 0 (Tflj“j)
== _ U 4.99

U jednacinijjefizostavljen mehanicki rad, koji ne moze da se svede na
nivo elementarne zapremine, pa je diferencijalna jednacina ogranicena. U
reSavanju,jednacine za poznate konturne uslove, ako postoji mehanicki rad,
on se mora maknadno, eksplicitno, uzeti u obzir.

W izuGavanju stisljivih fluida, gasova, Gesto se koristi pojam entalpija. To je zbir
interne energije i pritiska po jedinici mase h=e + p/p. Takode, koristi se i pojam ukupna
entalpija koja obuhvata entalpiju, kineticku kao i potencijalnu energiju po jedinici mase
H = h+u%/2+ gh.
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U prethodnoj jednacini se prvi ¢lan, parcijalni izvod po vremenu,‘moze
razviti u zbir:

u? op 0 [ u? oh
<7—|—gh—|—e>a—|— 6t< —|—e>—|—pgat (4.100)

a drugi ¢lan, parcijalni izvod po pravcu i:

2 , 2
<u—+gh+e>M+pu- 0 <u +e>+pgu1@+a(pul) (4.101)

2 0x; "Ox; \ 2 0 0x;

Zbir prvih ¢lanova iz (4.100) i (4.101) je, prema jedna@ni odrzanja mase (4.35)
(strana 117), jednak nuli. Poslednji ¢lan u (4.100)jemula, jer vertikalno me-
rena visina h ne zavisi od vremena. Takode, poslednji ¢lan u jednaécini (4.101)
je zbir parcijalnih izvoda p i u; po x;. Sredivanjem preostalih ¢lanova dobija
se diferencijalna jednacina odrzanja energije za¥jedini¢nu zapreminu:

Por\ 2 T¢) T PG\ 2 25T

04 9 3 ug) 9 (pus) oh

B a:L'Z Ba:z a:L'Z pgLi a:L'Z

(4.102)

Leva strana prethodne jednagine se moze napisati i koris¢enjem mate-
rijalnog izvoda Dg/Dt (jednagina (4.18) na strani 108) gde je veli¢ina ¢
jednaka internoj energiji po jedinici mase fluidnog deli¢a p = u?/2 +e :

a:L'Z' a:L'Z a:L'Z PG a:L'Z

(4.103)

D [u? . 0q; a(%y) d(pu;)
pa<7+e> T om -

¢ime se dobija ‘slican oblik jednacine, kao i diferencijalna jednacina odrzanja
koli¢ine kretanja, (4.54), (strana 128).

Dobijena‘diferencijalna jednacina odrzanja energije (4.103), pokazuje da
je povedanjenunutrasnje (zbir kineticke i interne) energije po jedinici mase
fluidnag [delica, jednako dotoku kolicine toplote umanjenom za rad viskoznih
sila, sila pritiska i sile teZine, sve u jedinici vremena. Ne treba zaboraviti
daje, prilikom prelaska sa integralnog pristupa na diferencijalni, izostavljen
jo§ i mehanicki rad u jedinici vremena, koji treba naknadno obrac¢unati.
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4.6.2 Jednacine mehanicke i toplotne energije

U prethodnom poglavlju je izvedena jednacina odrzanja ukupne.encrgije,
odnosno, odrzanja zbira mehanicke i toplotne energije. U naStavkul Ce se
razdvojiti uticaji mehanicke i toplotne energije, uz odredivanjegprocesa koji
su zaduzeni za konverziju iz mehanicke u toplotnu i toplotne ufmehanicku
energiju.

Ako se kolic¢ina kretanja deli¢a (masaxbrzina) pomnozi sa polovinom
brzine, dobija se mehanicka energija mu?/2. Analogno tomegako se jednacina
odrzanja koli¢ine kretanja (4.54), sa strane 128, pomnozigkalarno sa brzinom
u;, pri cemu se leva strana izraza moze srediti na sledeéihnacin:

Du; D (ulul> D [u?
Us _— = e = e _
Pt P Di\ 2 bi 2

dobija se jednacina odrzanja mehanicke energijes

D u? oh op otk
Z 7 — pqui— —u—2 —
th 2 g Za:L'i Za:L'i Z@:z:j

(4.104)

Kao 8to se reSavanjem diferencijalne jednacine odrzanja koli¢ine kre-
tanja (4.54), u poglavlju 4.5.2, doglo do Bernulijeve jednacine (4.57), tako
se i diferencijalna jednac¢ina odrzanja mehanicke energije (4.104) moze ana-
liticki resiti uz odredena pojédmostavljenja. Tako, na primer, za ustaljeno
strujanje idealnog fluida konstantne gustine, lokalna komponenta materijal-
nog izvoda i rad viskoznih napona su nule, pa se izraz (4.104) moZze napisati
kao skalarni proizvod brzine i gradijenta skalara (tri sabirka u zagradi):

0 [u? 0
i —| — h& =] =0
ua$i<2—|—g +p>

Ako se jednacina ‘ogranici na jednu strujnicu®*, i ako se postavi uslov da
je brzina razli¢ita od nule, dolazi se do Bernulijeve jednacine iste kao i (4.57):

u? P
— + W, — = Const2 [m] (4.105)
29 P9
To stoiyedrzanje koli¢ine kretanja i odrzanje mehanicke energije dovode
do istdg jizraza, pokazuje da je isti fizicki zakon, drugi Njutnov princip, u
osmovi_obe jednacine. Medutim, u narednom poglavlju ¢e se dati resenje

Uz dodavanje uslova bezvrtloznosti Qi = 0, Bernulijeva jednaéina vazi za sve strujnice,
odnosno, za celo strujno polje.
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integralne jednac¢ine odrzanja ukupne energije sistema, koje ¢e doveSti,do
jednacine sliéne Bernulijevoj, ali sa bitno drugacijim znacenjem. ‘U, tom
reSenju se nece koristiti pretpostavka o idealnom fluidu, jer ¢e upravemisko-
znost biti ta koja oduzima jedan deo mehanicke energije fluidnoj struji.
Prethodna jednac¢ina odrzanja mehanicke energije (4.104)f dodavanjem

; ou
i oduzimanjem sa desne strane ¢lanova p aul' i Tga— uz malo preuredenje
dvojnih indeksa®?, dovodi se u oblik jednac¢ine mehanicke eniergije:
D u? o(t %uj) 0(pu;) oh ou; d@uj
_Z __ — — —_— 4.106
Dt 2 oz, oz Pion, TPk, Wi gy,  (+100)

koji je pogodan da se oduzme od jednacine odrzanja ukupne energije (4.103).
Nakon oduzimanja te dve jednacine, ((4.103)-(4.106)), dobija se jednacina
toplotne energije:
De a(jz auz d a’LLj

L AN S’ 4.1
th Ox; palEi Tij ox; ( 07)

Poslednja dva ¢lana sa desne stranme izraza, sa promenjenim znakom jav-
ljaju se i u jednacini mehanicke energije iu jednacini toplotne energije. Kroz
njih se obavlja prenos, odnosno, konverzija energije, iz jednog vida u drugi:

. Ou;

1. Clan pa—Z predstavlja rad sile’pritiska po jedinici zapremine i u jedinici
T

vremena na deformacijiffiuidnog deli¢a® i moze biti pozitivan i negati-

van. Ovaj ¢lan noSireverzibilnu konverziju energije: kroz njega se

mehanicka energija pretvara u toplotnu, ali i iz toplotne se energija

moze vratiti u mehanicku.

a4 0uj
2. Clan 742 predstavlja rad viskoznih sila po jedinici zapremine i u

zya

jedinici veemena na deformaciji fluidnog deli¢a®” i moze biti samo ne-

“5Ukupan radyviskoznih sila je skalar, sa devet sabiraka O(7ju;)/0z;. Isti rezultat se
dobija i akogse zamem redosled mdeksa (3to je ovde zgodnije), pa se rad viskoznih sila
moze napisati ka® O(rhu;)/0x; = 750u;/0x; + u;Ors [0

46Gila pritiska (4.48) je ista u svim pravcima deli¢a i pod njenim dejstvom se deli¢ tako
deformige da'menja zapreminu a zadrzava oblik. Zbog toga se u literaturi ovaj ¢lan cesto
zoyelr sfermildeo deformacionog rada po jedinici zapremine i jedinici vremena.

47 ZBogtoga sto je rad pod dejstvom devijatorskog dela tangencijalnih napona (4.50), u
literaturi se ovaj ¢lan ¢esto zove i devijatorski deo deformacionog rada po jedinici zapremine
i jedinici vremena.
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gativan?®. Pretvaranje mehanicke energije u toplotnu kroz viskozfigsile
je uvek ireverzibilno, pomoc¢u viskoznosti nije moguce vratiti énergiju
iz toplotne u mehanicku.

Prvi ¢lan, koji obezbeduje konverziju energije u oba smera, &6d nestislji-
vih fluida je nula. Odatle sledi vazan zakljucak, koji se odnesiihastecnosti,
nestisljive fluide kod kojih se trenje ne moze zanemariti: konverzija energije
je uvek od mehanicke ka toplotnoj, u suprotnom smeru nije'moguca. Energija
koju viskoznost oduzme od mehanicke energije i pretvoria toplotnu je sa
stanovista glavnog strujanja izgubljena, nema ¢lana u jedma€ini koji je moze
vratiti, pa se zato drugi ¢lan, ireverzibilni, Cesto naziva ¢lan gubitka energije.

4.6.3 Resenje integralne jednacine odrzanja energije za usta-
ljeno tecenje homogenog fluida u cevi

Na strani 156 je izvedena integralna jedmacina odrzanja energije (4.91).
Jednagina vazi za konstantnu zapreminu,@ivicenu konturom koja u opstem
slu¢aju moze biti pokretna. Sredivanjem<“lana koji nosi ukupno utroseni rad,
jednacina odrzanja energije je svedena ma oblik (4.97). U nastavku se daje
reSenje u kome je teziste na ireverzibilnoj konverziji energije, na gubicima.
U narednom poglavlju ponoviée segresenje jednacine (4.91), ali uz stavljanje
naglaska na radove svih sila koje.ucestvuju u energetskom bilansu.

Ako se pretpostaviti da je strujanje fluida ustaljeno, tada unutar posma-
trane zapremine nema promene ukupne energije kroz vreme (povecanja ili
opadanja), tako da se prvigélanriz jednacine (4.97), zapreminski integral
lokalnog izvoda po vremefiu, moze zanemariti. Sto se tiée protoka ukupne
energije kroz konturu, drugog €lana sa leve strane jednacine, ako u kontrolnoj
zapremini postoji samé jedan ulazni i jedan izlazni presek (kao na slici 4.32
ili kod tecenja u cevi, slika 4.27), povrsinski integral po konturi posmatrane
zapremine moze semapigati u vidu zbira dva integrala, po presecima. Polazna
jednacina (4.97) odrzanja energije se tada svodi na jednacinu:

2

2
/p u—+gh+£—|—e umidA—l—/p u——l—gh—l—]—g—l—e u;n; dA =
A\ 2 p Ay \ 2 p

_dg_ dir  diy (4.108)

“B@vo jen koliziji sa nekim knjigama Mehanike fluida, gde se ovaj ¢lan naziva funkcija
disipacije'Yq;s i gde se zakljucuje da je on uvek pozitivan. Razlika proizilazi iz usvojenog
pozitiynog smera tangencijalnih napona: ovde je prihvacen pozitivan smer onaj koji
pritiska elementarnu zapreminu, kao $to je prikazano slikom 4.20 na strani 127.
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Ukoliko se ulazni i izlazni kontrolni preseci tako izaberu, da 9zmedu
njih nema pokretnih mehanickih sistema, iz prethodne jednaéing€ sénmoze
izostaviti poslednji ¢lan sa desne strane, ukupno utroSeni mehaniéki‘rad u
jedinici vremena?.

Kontrolni preseci treba da zadovolje uslov da je u njima brzina upravna

na presek i da vlada hidrostaticki raspored pritisaka. U tem slucaju je ¢lan
(gh + B) konstantan po preseku i moze se izvudi ispred integrala, a proizvod

u;n; se svodi na brzinu —uq odnosno +us.

Ako se, dalje, postavi uslov da je i kontura posmatrane zapremine ne-
pokretna, prema jednacini (4.96) rad sile trenja duz kémture je nula, dok se
na samom mestu preseka 1 i 2 moze zanemaritigpa je pretposlednji ¢lan u
jednacini (4.108):

dw,
dt

~0

U reSavanju integralne jednacine jodrzamja energije, izostavljanje clana
koji nosi viskoznost nije isto sto i pretpostavka o idealnom fluidu. Viskoznost
fluida unutar posmatrane zapremin€ postoji i zaduzena je za ireverzibilnu
konverziju mehanicke energije u imternu, toplotnu energiju. Koris¢enjem
integralne jednacine se to ne viditeksplicitno, jer se posmatraju samo protoci
kroz konturu i promena stanja,sistema, bez ulazenja u procese unutar same
zapremine. Ako bi se koristiodiferencijalni pristup, kao na primer u jednacini
toplotne energije (4.107), n@'stzani 162, videlo bi se da se mehanicka energija
pretvara u toplotnu uprave keoz viskoznost.

U integralnoj energetskoj jednacini (4.108), kao problem ostaje jos resava-
nje povrsinskog integrala:wPo istom principu kao sto je uveden i Businesov
koeficijent (jednacin@ (4.83) na strani 150), uvodenjem koeficijenta kineticke
energije « ili, kako Se jo§ naziva Koriolisovog®® koeficijenta, promenljiv raspo-

Sistem koji sefastoji od cevovoda i pumpe se obi¢no resava iz dva dela. Kontrolni
preseci se postavljaju od ulaza u cev do ispred pumpe, kao i iza pumpe do izlaza iz
cevovoda, dokgseyenergija koju pumpa dodaje fluidu naknadno uzima u obzir. Mogu¢ je i
drugaciji pristup, kada se u energetsku jednacinu naknadno dodaje ovaj izostavljeni ¢lan,
kao $to je o pokazano jednac¢inom (4.122) na kraju ovog poglavlja, strana 173.

*0Gaspard Gustave de Coriolis (1792 - 1843), francuski profesor mehanike i inZenjerske
matemaftike; blizak saradnik Kosija (videti fusnotu 7 na strani 200). Bavio se problemima
tremja, hidraulike, rada i ergonomije masina. Uveo je pojmove ‘rad’ i ‘kineticka energija’
kao ifjedinicu rada ‘dynamode’. Pokazao je da se zakoni kretanja mogu koristiti i u
rotirajuéem referentnom sistemu ukoliko se uvede dodatna sila kroz Koriolisovo ubrzanje
(kasnije je u njegovu Cast tako nazvano). Koriolisova sila se primenjuje i u analizi kretanja
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red brzine po popretnom preseku u se moze zameniti konstantnom sredmjom
profilskom brzinom V:

V2 u? 1
o= Ya4 = a= /u3 dA 4,109
Primer 4.6.1
Za tok fluida u kruznoj cevi, sa rasporedom brzina istim kao i u primeru 4.5.6:
Lo () <y<
Umazx n <R 0 =Y= R

odrediti koliki je Koriolisov koeficijent a?

Posto je isti raspored brzina kao i u primeru 4.5.6_(strama 150), ista je i srednja
brzina:

L
120 max

Zamenom srednje brzine u jednacinu (4.109),1 resavanjem dobija se Koriolisov
koeficijent:

_ 1 54 2m [0 SN\
a = QV2/AU dA = AV?’/RTUWW (E) dr =
o (120\° [F .\ ST
= Ton (%) /0<R—y>(§) dy =

3,672 (%, 3,672 7 7
_9% /7,37 -3 10/7)d _9 2 L p2 )y
= /O (R S5y y=""r (R =R 17) 058

Integrisanjem jednagine (4.108) za nestisljiv fluid dobija se energetska
jednacina za fluid izmedu)dva preseka u jedinici vremena:

dq

1% 1%
pQ (—al—l —ghl—22 —61+C¥2—2+gh2+]2+62>

2 P 2 p
Prebacujuéi sve veli¢ine uz uzvodni presek sa leve strane, a uz nizvodni
presek sa desne,strane i deljenjem sa tezinom u jedinici vremena pg(@, dobija
se drugi oblikjednacine energije, izraZzen u metrima:

V2 e V3 e 1 dg
Py + B gy P2 2 (___q) [m] (4.111)
29 Py 9 29 pg g pg@Q dt

vodenih/masa na Zemljinoj povrsini, pa je u njegovu cast, 1963. francuski istrazivacki
okeanografski brod nazvan “Koriolis”.
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Slika 4.33: Promene ukupne energije, méhamicke i potencijalne za tecenja
idealnog i realnog fluida

Jednacina (4.111) je napisana za mstaljeno strujanje realnog nestisljiog
fluida. Za idealan fluid, u uslovimajgde nema dodatnog mehanickog rada i
gde je uspostavljena ravnotez&izmedu temperature fluida i spoljne tempera-
ture, nema transfera toplote. &akoyse temperatura fluida izmedu preseka 1
i 2, ne menja i interne energije €gi e2 su iste. Jednacina (4.111) dobija oblik:

V2 V2
a2 =y gy 4 2
29 Py 2g Pg

slican Bernulijevoj jednacini (4.58). Na levoj polovini slike 4.33, prikazan je
takav slucaj gde jeder =pes i 1 = Go = 0.

Kod tecenja realnog fluida (desna polovina slike 4.33), potrebno je utrositi
rad na savladivamje viskoznih sila. Energija koja se pri tome trosi se transfor-
misSe u toplotu,,pa/temperatura fluida, odnosno interna energija po jedinici
mase e, postépeno raste. Sa porastom temperature fluida dolazi i do transfera
toplote odffluida ka spoljnoj sredini, pa raste i odvodenje energije po jedinici
mase —q (peozitivna vrednost ¢ je kada se toplota dovodi u posmatranu za-
preminu ). WWkupan gubitak korisne, mehanicke energije po jedinici tezine
fluida _je'rézultat trenja:

- 1 dg
-4 - A (4.112)

h+ =
’ g pgQ dt
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dok je interna energija na dobitku, za razliku e; — e;. Clan hy se ¢é8to u
inzenjerskoj praksi uproséeno naziva gubitak energije. U velini prakticnih
problema, gubitak energije se eksperimentalno odreduje merenjimamaimode-
lu ili na prirodnim objektima. Samo povecéanje interne energije kojerezultuje
podizanjem temperature fluida, kao i prenos toplote kroz konturmgu veéini
slu¢ajeva nisu od primarnog znacaja®!.

Kod stisljivih fluida koji ovde nisu razmatrani (dobijeno re§enje jednaci-
ne (4.110) je ograniceno na nestisljive fluide sa konstantnmem gustinom),
prelazak mehanicke energije u internu nije gubitak za gkupnu energiju, jer
je i interna energija zajedno sa mehanickom deo ukupnefkorisne energije.
Pretposlednji ¢lan u jednacini toplotne energije (4107)y na strani 162, je
kod stisljivih fluida razli¢it od nule, tako da se keez taj,clan moze obaviti
konverzija toplotne energije nazad u mehanickuenergiju.

Primer 4.6.2

Kaptaza vode za lokalni vodovod se nalazi natkoti 432 mnm. Od kaptaze se
voda cevovodom spusta do rezervoara potrosacapcija je slobodna povrsina na koti
360 mnm. Visak energije koju poseduje vodase unistava regulacionim zatvaracem.
Ako se pretpostavi da je cevovod termickipizelovan od okoline i da je specifiéni
toplotni kapacitet vode C), = 4,18 KJ/K&g,"C), za koliko se poveéa temperatura
vode?

Energetska jednacina se postavljasza, kompletan cevovod, gde je ulazni presek
na koti 432 m, a izlazni na koti 360, m. Uz pretpostavku da je pre¢nik cevovoda
isti, iste su i brzine V; i V5. Takede, pritisci na ulaznom i izlaznom preseku su isti,
atmosferski. Jednacina (4.111)se svodi na:

2
ghi +e1 = ghs +es = M er = g(hy — ha) = 9,81(432 — 360) = 706,32 I:—Q

Toplotni kapacitet vodefje dat u KJ/(kg °C). Sredivanjem jedinica, dobija se:

C— 418 ST W igo 1 _ 410 N _ yige M/
P kg 0CNT kg 0C kg 0C oC

Povecanje tempgrature vode je za:

Con=— €1 706,32 0
Af = = =0,1
C, 4,18 - 103 0.177C

51 Jednayod Primena u kojoj se mora voditi raéuna o grejanju vode u toku rada sistema,
je ispitna linija za proveru karakteristika pumpi. Te ispitne linije su obi¢no zatvorenog
tipaspvodakruzi kroz cevi do pumpe, zatim kroz regulacioni zatvara¢ kojim se unistava
energija koju pumpa dodaje vodi i nazad u pumpu. Kod veéih snaga pumpi, energija koju
treba prévesti u toplotu nije zanemarljiva, pa je neophodno obezbediti i aktivno hladenje
vode u sistemu.
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Ako je temperatura vode na izvoristu 10°C, kod potrosaca ée usled kon¥erzije
mehanicke energije u toplotnu biti priblizno 10,2°C, §to je zanemarljivaprome-
na.

Energetska jednacina (4.111) se najcesce pise u takvom oblikut gde figurise
¢lan koji nosi trenje (4.112):

2

V,
a1+ hy + L
29

V2
= a2 + hy+ = + hy (4.113)
2g Pg

21
Py

gde su a Koriolisov koeficijent, V2/2g brzinska visina [m], h geodetska
visina [m|, p/pg visina pritiska [m] i hp gubitak enetgije'na trenje [m].

U najopstijem obliku, energetska jednacina pokazujérda je emergija na
ulazu uw posmatranu zapreminu jednaka zbiru eriergije na izlazu i izgubljene
energije na putu od ulaza do izlaza, pa se Gesto pise i u obliku®?:

Fi=FEy+AFE{_9 (4114)

4.6.4 Drugi oblik reSenja integralne jednac¢ine odrzanja ener-
gije za ustaljeno tecenje hemogenog fluida

U uvodu prethodnog poglavljas.6.3/je najavljeno da se do istog resenja
energetske jednacine, u uslovima,ustaljenog strujanja homogenog fluida kroz
nepokretnu konturu, moze doéi,i direktno iz jednacine (4.91) koja prati
promenu unutragnje energije,(kineticke m x u?/2 i interne m x e). Kada
nema razmene toplote izmedu,fluida i sredine, i kada nema spoljnog rada, za
masu fluida koja u vremenskom trenutku ¢ zauzima prostor u cevi izmedu
dva preseka, jednacina se svodi na stav da je prirastaj unutrasnje energije
jednak radu pravih sild e, posmatrany masu.

Na slici 4.34 je prikazan tok fluida kroz cev koja se niz fluidnu struju
postepeno suzava. U uzvodnom preseku 1 se srednjom brzinom V; (srednja,
profilska brzina je defimisana uslovom (4.7), na strani 99) napusta zapremina
¥V = A1V At =@QAt, mase m = p¥, dok se u nizvodnom preseku 2 osvaja
ista zapremina,yodnosno masa. Ukupna energija te mase, po presecima, je
zbir kinetickeWm,x V2/2 i interne energije m x e :

2

Vi Vi
o S¥-pQ At | - t+er tEy=+pQ At - +e2

22Pgtrebno je obratiti paznju na ustaljenu praksu koriséenja reci “energija”’ a da se pri
tome mishi na “energiju po jedinici tezine”, dimenzije [m]. U tekstu se prava energija pise
debljim uspravnim slovom E; a energija po jedinici tezine kurzivom FE.
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Slika 4.34: Do promene energije dolazi usled togaysto fluid napusti jedan deo
zapremine (uz prvi presek), a drugi deo zapremine osvoji (uz drugi presek)

pa je promena, odnosno prirastaj ukupne, energije za vreme At:

Vi V¢

2 2

E, — E; :pQAt <————|—62—61> (4115)

Ukupna energija je napisanatkori-
§¢enjem pretpostavke da je u preseku
konstantna brzina. Stvarnagbrzina
nije konstantna (na slici 434 je nacr-
tan tipican turbulentni profil*‘brzina
u preseku 1), pa uz kinétiéku energiju
treba uvesti korekcioni €lan, Korioli-
sov koeficijent o (jedna€ina (4.109),
na strani 165): a2V§¥/2 i aiV32/2.
Vrednost Kori6lisevog koeficijenta
kod laminarnihitekova je o« = 2. Pri
turbulentnom tecenju, Koriolisov koe-

Slika. 4.35: Rad sile tezine se
svodi na premestanje “napustene” u
“osvojenu” zapreminu

ficijent ima vrednost od o = 1,10 za slabije izrazenu turbulenciju do o« = 1,01
za razvijeni‘gurbulentni tok. Kako je u vecini zadataka u okviru gradevin-
ske hidrotehnike tec¢enje u cevima turbulentno, u prora¢unima se Koriolisov

koeficijent najcesce zanemaruje.

Sile/ koje svojim radom povetavaju energiju fluida su sila tezine, sila

pritiska i konturna sila:
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e Rad sile tezine se obavlja na svim deli¢ima celokupne zapremine izmedu
preseka 1 i 2. U ukupnoj sumi, taj rad je jednak radu kojipbi’se
utros$io na “prebacivanje” napustene zapremine iz preseka L, ufosvojenu
zapreminu preseka 2 (slika 4.35). Tezina fluida koji se tako “premesta”
je G = mg = pQ At g. Pomeranje “premestene” zapreniine m pravcu
sile G je visinsko rastojanje tezista dve zapremine Az £ 292 25, pa je
rad sile tezine:

Wy =G Az = pgQ At (21 — 22)

e Rad sile pritiska se ostvaruje samo na presecima, 11 2. Sila pritiska u
preseku 1 je P; = p1A;. Pomeranje preseka je,V14A¢, pa je rad sile u
preseku 1 Wy = p1A1Vi At = Q At pi. U'pseseku 2 rad sile pritiska
je negativan jer je pomeranje u suprotnom smeru od pozitivnog smera
sile, tako da je ukupan rad sile pritiska:

Wy, = Q At (p1 — p2)

e Konturna sila K je zbir sile trefijapi normalne sile. Normalna sila N ne
daje rad jer je, prema pretpostavei, kontura nepokretna. Sila trenja T
je posledica viskoznosti fluida, ali je njen rad duz konture isto nula, jer
delié¢i fluida, koji se nalaze,neposredno uz konturu imaju brzinu nula.
Cinjenica da viskoznost) odnésno sila trenja, ne ucestvuje direktno u
energetskoj jednaciniggebjagnjava se integralnim pristupom: prati se
promena energije celokupne mase, bez ulazenja u unutrasnjost struje.
Viskoznost je na difereneijalnom nivou, na nivou fluidnog deli¢a, odgo-
vorna za prelazak kerisne mehanicke energije u toplotnu. Na integral-
nom nivou, to,Celse samo manifestovati poveCanjem interne energije
m X e, izmedl \ulaznog i izlaznog preseka.

Izjedna¢enjemppromene ukupne energije (4.115) sa radom sila, dobija se
energetska jednacina:

V22 V12
pQ At v, — 5 te—ea = pgQ At (21 — 22) + Q At (p1 — p2)

Deljenjem/cele jednacine sa tezinom G, dobija se:

17 V2 eg—e —
g2 _1+g:zl_z2+w [m]
29 29 g Py

(4.116)
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Sa leve strane jednacine se nalazi zbir prirastaja kineticke i interne, toplotne
energije, dok je, sa desne strane, rad sile tezine i sile pritiska, sve po4edinici
tezine. Sredivanjem ¢lanova prethodne jednacine:
2 2

Wigetta Vo, 2 o (4.117)

29 rg 9 29 Py g
dobija se oblik istovetan jednacini (4.111), osim $to je ovdetkeriséena pret-
postavka da je brzina po preseku konstantna i jednaka srednjoj brzini, kao i
da nema razmene toplotne energije kroz konturu cevi.

Clan (e2—e1)/g predstavlja poveéanje interne energije,.@dnosno, povecéa-
nje toplote fluida usled trenja. Interna energija se kod nestisljivih fluida ne
moze pretvoriti u neki drugi vid energije, pa je, sa‘stanovista obavljanja
mehanickog rada beskorisna. Kako je povecanje interne energije upravo
jednako smanjenju korisne energije fluidne struje, $ofse taj ¢lan obi¢no zove

qubitak energije i izrazava se u dimenziji visine>3:
€2 — €1

, m

U jednacini (4.117), drugi i treéi glan, Tad sile tezine i rad sile pritiska,

mogu se zameniti pijezometarskom kotomydi preseku:
=2+ 2 [m (4.118)
Py

Prilikom resavanja osnov-
ne jednacine hidrostatike (jed-
nacina (3.11), na strani 38),
pijezometarska kota je uvede-
na kao integraciona konstan-
ta. Kroz energetsku jedna-
¢inu, pijezometarska kota do-
bija svoje pravo fizicko, tu-
magcenje, jer se vidi 'da ona
predstavlja potemeijalnu ene-
rgiju (po jedini€i tezine) u pre-
seku, izrazemmyisinom fluida.
Potencijalmaencrgija je spo-  §lika 4.36: Pijezometarska kota u presecima
sobnost dayse obavi rad, pa 19
se prenda (4.118), moze razdvo-
jitigma petencijalnu energiju usled visinskog poloZaja i potencijalnu energiju
usled delovanja pritiska (slika 4.36).

hr = AE|_5 =

®31sti ¢lan za gubitak energije je dobijen i u jednacini (4.112).
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Sredivanjem jednacine (4.117), dobija se oblik jednacine, u kome séyidi
da je ukupna energija u jednom preseku zbir kineticke i potencijalne energije:
v? v
— + 11 =—=+1L +AFE;_ 4.119
29—1—1 29-1— 2+ 1-2 [m] ( )
odnosno, da je ukupna energija na ulazu u posmatranu zapremimit jednaka
zbiru energije na izlazu i izgubljene energije:

Ei=FEy+AFE;i_o [m] (4120)

4.6.5 Poredenje energetske sa Bernulijevemijjednacinom

Dobijena energetska jednacina (4.113), odnosnoi(4.119), veoma li¢i na
Bernulijevu jednacinu (4.57), sa strane 130, pa Sefcesto, pogresno, i ona
naziva Bernulijevom jednacinom®. Energetska i Bernulijeva jednacina su
sustinski razlicite:

e Nastale su kao posledica dva razlicita principa: energetska je rezultat
prvog termodinamickog zakonaydokije Bernulijeva rezultat principa
odrzanja koli¢ine kretanja®.

e Energetska jednacina se primenjuje na realan fluid konstantne zapre-
mine izmedu dva preseka, dok se Bernulijeva jedna¢ina primenjuje na
tacke duz jedne strujnicebidealnog fluida. To znac¢i da bi koriSéenje
koeficijenta kineticke energije (Koriolisovog koeficijenta) u Bernulijevoj
jednacini bilo nekorektmo.

e Kod energetske jednaéine nisu koriséene pretpostavke o viskoznosti
ili bezvrtloznostisy Jednacina se primenjuje na realan fluid, u kome
viskoznost pravi'gubitak energije, pretvara mehanic¢ku energiju u top-
lotnu.

Primer 4.6.3

Voda tece ustaljeno kroz dugacku cev konstantnog prec¢nika. U preseku A na koti
za = 9 mgpritisak u centru cevi je py = 28 kPa, dok je u preseku B na koti
zp = 12 mi pritisak u centru cevi pg = 11 kPa. U kom smeru tece voda?

*Porfegdelse, u literaturi, energetska jednagina zove i prosirena Bernulijeva jednacina.

®3Podusemmi zakoni fizike nisu nezavisni! Ako se energetska jednacina napise za jednu
strujmieu (V' se menja sa u a o = 1) idealnog fluida (nema hr), dobija se Bernulijeva
jednacina - to pokazuje da je prvi zakon termodinamike opstiji zakon, da je zakon odrzanja
koli¢ine kretanja izveden iz termodinamickog.
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Koristedi energetsku jednacinu (4.114) treba odrediti razliku ukupnih enérgija
E4 — Ep. Ako je razlika pozitivna, smer toka je od A ka B.

% V2
EA—EB:OZA—A‘F%-FZA— (aB—B—l-Z)—B—i-ZB)
29 pg 29 pg

Kako je cev konstantnog preseka brzine u presecima su iste, kao i kerekeioni faktori,
pa se prethodna jednacina dovodi do oblika:

PA —PB 28 — 11

Fp—FEgp = ——-"— — = — +9— 12 ==27
A B g t2a—2p 1><9,81+ @i

Smer tecenja vode je od B ka A. Treba uociti da sé pestavljeni zadatak ne
moze resiti primenom Bernulijeve jednacine, jer se razmatra,tiok realnog fluida, gde
dolazi do gubitka energije u smeru te¢enja vode.

Kod tokova gde se moze primeniti Bernulijeva jednacina, ukupna ener-
gija je konstantna duz strujnice. U jednacini se¥pojavljuje brzina fluida u
sa kvadratom, pa je smer toka neodredengpodnosno, jednacina vazi za bilo
koji smer toka. Kod energetske jednacime, trenje oduzima energiju fluidu
u pravcu toka, tako da je smer toka uvek ‘6d preseka sa ve¢om ukupnom
energijom ka preseku sa manjom. Jedimiizuzetak je, ako se izmedu kontrolnih
preseka nalazi pumpa, hidraulicka, magina, koja dodaje energiju po jedinici
tezine:

1 dwpy
Hp=FEy = ~90 dt [in] (4.121)
Znak (—) pokazuje da je!rad)maSine suprotan od pozitivnog rada, koji
konstantna zapremina trosima,spoljni mehanicki sistem. U opstem obliku,
energetska jednacina (4#120) je tada:

Ei=FEy+AB) o= Hp [m] (4122)

4.6.6 Primer primene energetske jednacine

Jednacina edezanja energije, ili energetska jednacina, ¢esto se koristi u
oblasti gradevimske hidrotehnike. Vecina resenja u oblasti te¢enja u cevima,
tecenja u Ot verenim tokovima ili u podzemnim vodama, bazira se na primeni
energetske jédnacine. Pri tome se, po pravilu, zanemaruje promena interne
energije A problem transfera toplote, ve¢ se samo prati mehanicka energija
kroz zbir pijezometarske kote i brzinske visine. Ukoliko u sistemu postoji
neka hidraulicka masina, koja daje ili oduzima rad fluidu, njen uticaj se
obracunava odvojeno.
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U nastavku ¢e se dati dva primera primene energetske jednacine. “Rrvi
primer se odnosi na ra¢vanje fluidne struje i pokazuje kako se pise jednacina,
ako fluid prolazi kroz vise od dva popre¢na preseka. Drugi primer jéisticanje
kroz oStroiviéni otvor, isti kao i primer koji je koriS¢en kod Bermulijeve
jednacine. Na tom primeru ¢e se, joS jednom, podvudéi razliké izmedu dve
slicne jednacine, koje se ¢esto pogresno izjednacuju.

U narednom poglavlju, prilikom izucavanja tecenja pugcevi, dace se u
okviru tacke 7.2.3.4, Primeri pisanja energetske jednacine, joSmekoliko prime-
ra pisanja energetske jednacine, kao i crtanja energetgke 1)pijezometarske
linije.

4.6.6.1 Racvanje fluidne struje

Izvodenje energetske jednacine, u prethodnom poglavlju, sprovedeno je
za ustaljeno tec¢enje u cevi, gde celokupna fluidna struja prolazi kroz jedan
ulazni i jedan izlazni presek. Isti princip,kojijje koris¢en u drugom delu
poglavlja, primeniée se u nastavku, na slu@aj racvanja fluidne struje.

Slika 4.37: Ll racvanju cevi, postavlja se jedna energetska jednacina za
masu fluida koja “ode” kroz jedan krak i druga jednacina za masu koja
“ode” dragim krakom

Nalslici 4.37, prikazana je cev poprecnog preseka Ai, koja se niz fluidnu
stfujuedeli na dve druge cevi, preseka As i As. TeCenja u presecima 1, 21 3
morajw zadovoljiti uslove paralelnosti i upravnosti fluidne struje. Fluid koji
struji je homogen i konstantne gustine. Pretpostavlja se da fluid struji od
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preseka 1 ka presecima 2 i 3. Za masu fluida izmedu tri preseka, moéze se
napisati da je promena ukupne energije jednaka radu svih sila:

V2 V2 V2
—pQ1At <71 + 61) + pQ2At <72 + 62) + pQ3At <73 + 63) =
= pgQ2At (21 — 22) + pgQ3At (21 — 23) +
+ Q1At p1 — Q2At pa — Q3At p3 (4.123)

Iz jednacine kontinuiteta koja se moze napisati za samu racvu, sledi da
su protoci Q1 = Q2 + @3, pa se prvi ¢lan jednacine (4.123) moze razdvojiti
na dva sabirka:

V2 V2
—pQ2At <71 + 61) — pQ3At <71 + 61)

Prvi ¢lan u treéem redu jednacine (4.123)ywad sile pritiska uz presek 1,
takode se moze razdvojiti na dva dela: QA®p; + Q3At p1. Grupisanjem sa
ostala dva Clana iz treéeg reda, dobija,se ukupan rad sile pritiska:

Q2At(p1 — p2) + Q3At(p1 — p3)

Sredivanjem jednacine (4.123) dobija se:

V2 V2
pQ2At <71 +e1 — 72 —4 62) + pgQ2At (21 — 22) + Q2AL (p1 — p2) =
V12 ‘/32
= —pQ3At <7 te - 75§ 63) — pgQ3At (21 — z3) — Q3At (p1 — p3)

Izvlacenjem ¢lana koji nosi tezinu fluida ispred zagrade, dobija se:

V2 Vi
pgQ2At —+ o+ B 24+ 2 AR L) =
Py 29 Py

%5 V2
= @At |-+ + ) - [+ B AR,
29 pg 29 pg

Jednacina s€ymoze napisati i u opsStem obliku proizvoda teZzine i energije
izrazene /visinom:

mag (E1 - E2 - AEl_g) = —m3g (E1 - E3 - AEl_g) (4124)
— \6./
>

>0 >0 >0
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Clanovi sa masom su uvek pozitivni i veéi od nule. Vrednost ¢léna u
zagradi ne moze biti negativna, jer je pretpostavljeni smer strujanjayfluida
od preseka 1 ka preseku 2 i od preseka 1 ka preseku 3, pa se eneng@ijay koju
poseduje fluid, ne moze povecati niz fluidnu struju. Jedino moguéeresenje
jednacine (4.124). je da su ¢lanovi u zagradama nula, ¢ime se dobija sistem
od dve jednacine (4.125) i(4.126):

Ei = Ey+AE|_» (4125)
Ey = E3+AF|_3 (4126)
Q1 = Q2+ Q3 (4.127)

Uz dve energetske jednacine, dopisana je i trec¢a jedhacinajjednacina kontinu-
iteta (4.127), koja je koriséena prilikom izvodenja‘#%a primenu ovih jednac¢ina
neophodno je unapred poznavati smer tecenja fluida, jer se jednacine moraju
pisati samo u nizvodnom smeru.

Mogu¢ je i drugi nacin reSavanja problemairacvanja fluidne struje. Ako
se rac¢va podeli na tri dela uvodenjem preseka na samom mestu rac¢vanja
(odnosno, dovoljno blizu gde su strujuice medusobno paralelne), mogu se
napisati tri energetske jednacine (4.120):

E1 = Eri+AFE1 g
Ery = Ey+ AFEpry_o
Er3 = FE3+ AER3_3

i jedna jednacina kontinuiteta koja ¢e povezati tri protoka. Ako se pretpostavi
da unutar racve, male zapremine oznacene Srafurom na slici 4.37, ne¢e doéi
do promene ukupne efiergije®®, tada ¢e biti Epy = Ers = FEgrs, pa e
se postavljeni sistem ‘od tri jednacine svesti na ve¢ dobijene dve jednaci-
ne (4.125) i (4.126)f

Kao zakljucak primera, moze se ustanoviti pravilo po kome se za sistem
racvanja ili spajamja n fluidnih struja, pise n — 1 energetskih jednacina za
svaki od pretpostavljenih smerova fluidne struje. Zajedno sa jednacinom
kontinuiteta; ‘debija se sistem od n jednacina sa m nepoznatih protoka (ili
brzina). Akeyse odabere pogresan smer fluidne struje u jednoj od raévi,
dobice se nelegicna (negativna) resenja, pa je potrebno ponoviti proracun sa
okrenutim Smerom.

Ufglaxi knjige 7 Tecenje fluida kroz cevi, detaljnije ée se obraditi tecenje u cevi. Tu ée
se gubici energije podeliti na linijske i lokalne, pa ¢e se videti da ovu pretpostavku treba
korigovati.
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4.6.6.2 Isticanje iz suda

U primerima Bernulijeve jednacine u poglavlju 4.5.3.1, dato je.resenje
za slobodno isticanje kroz oStroivi¢ni otvor. Brzina u izlaznomi‘mlazu je, u
tom primeru, odredena prateéi jednu strujnicu, uz pretpostavkusda je fluid
idealan (jednacina (4.63) na strani 135). Prava brzina isticamjal je nesto
manja, pa je uveden korekcioni faktor Cy , koeficijent brzineé,\tako da je na
kraju dobijena jednacina isticanja iz suda (4.65). U nastavku ce'se pokazati
da se do istog resenja moze dod¢i i primenom energetske gednacine (4.120).

Slika 4.38: Isticanje iz suda sasestreivicnim otvorom (levi deo slike) i sa
naglavkom (desni deo)

Na izlazu iz oStroiviénoggetvera dolazi do suzenja mlaza, zbog zakrivlje-
nog kretanja deli¢a. Presek “ml” je najuzi deo sa paralelnim strujnicama i na
tom mestu su ispunjeni usloviza,postavljanje kontrolnog preseka. Energetska
jednacina se postavljaiod, rezervoara do suzenog preseka. Pri prorac¢unu
gubitaka energije zanemaruju se gubici na trenje, jer je rastojanje izmedu
izabranih preseka maloy

V2 V2 2

Er = EntAER_—yu = HR—Fi:HmZ—I———I—f—

V
Brzinska visinalu rezervoaru se zanemaruje, tako da je 2—R =0:
g
V2
U T = H = (1+¢) 3™

Sredivanjem prethodne jednacine po brzini u mlazu, dobija se:

1
Vi = ——+vV29H = Cy\/29H = Cy x V] 4.128
l \/m g \% g % ID ( )
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gde je Cy = koeficijent brzine a izraz Vip = \/2gH brzina idealnog

1
Vv1+
fluida®7 . :

Vrednosti koeficijenta lokalnog gubitka £ zavisi od izrade oStroivi¢nog
otvora. Za dobro napravljen ostroivi¢ni otvor njegova vrednost je"€== (0,05 —
0,10), pa se vrednost koeficijenta brzine kreée u opsegu Cy = (0595 — 0,98).

Protok je proizvod brzine i popre¢nog preseka mlaza A

Q = leAml = leAotvCA

Medutim, jednostavnije je da se u ra¢unu koristi pepreéni presek samog
otvora Ay, jer je to velicina koja se lako meri. Koeficijent Cy = A1/ Aoty
je koeficijent kontrakcije mlaza. On je uvek manji o@yl i odreduje se pazljivim
merenjem. Vrednost C'4 za kruzni oStroivi¢éni oter je'C4 =~ 0,65.

Proizvod koeficijenta brzine Cy i koeficijenta kontrakcije mlaza Cy4 je
koeficijent protoka Cg:

Co =CyCy Cg ~ 0,60 za kruzpitestroivicni otvor

Odavde se, na kraju, dobija jednacinafisticanja za realan fluid istog oblika
kao i jednacina (4.65), na strani 136;

Q = CyCalotw V29H = CQAotv V29H

Na desnoj strani slike 4.38, prikazan je slucaj isticanja iz suda kroz kratak
naglavak. Na skici se vidi dage fluidna struja, na samom pocetku naglavka,
skupila u suzeni presek, sliéno kao i kod ostroivicnog otvora. Medutim,
u naglavku dolazi i do vrac¢anja fluidne struje na prec¢nik jednak precniku
prvobitnog preseka, ¢ime se degykineticke energije mlaza vraca u potencijalnu
energiju. Ako je naglavakerelativno kratak, pa ne postoji znacajniji gubitak
na trenje duz naglavka, ukupan gubitak energije je manji nego kod isticanja
kroz ostroivicni otyory pa je i protok vedi.

Energetska jedna@na se postavlja na isti na¢in kao i u prethodnom
slucaju, samo stoje sada A, = Ay, pa je koeficijenat kontrakcije C'4 = 1.
Zbog zanemarenjasgubitaka na trenje, uzima se nesto veci koeficijent lokalnog
gubitka energijex, tako da je koeficijent brzine Cy ~ 0,8 —0,9. Kao rezultat
dobija se,da‘je protok kroz otvor veéi nego kod osStroiviénog otvora istog
precnika (Cgy~ 0,8 — 0,9).

STPoznata je jos i kao Toricelijev princip.
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