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Predgovor prvom izdanju

Kurs Mehanike fluida se na Gradevinskom fakultetu u Beogradu slusa od
1967. godine kao obavezni predmet na svim smerovima. Osniva¢ kursa,
profesor Georgije Hajdin je 1977. godine Stampao i prvo izdanje knjige za
ovaj predmet. Uz manje korekcije, knjiga je 2002. godine dozivela i svoje
peto izdanje, pod naslovom “Mehanika fluida, knjiga prva, OSNOVE”. Iste
godine je profesor Georgije Hajdin izdao i drugu knjigu Mehanike fluida, pod
nazivom “Uvodenje u hidrauliku”, u kojoj se neke oblasti prakti¢ne hidrau-
like posmatraju i dodatno tumace kroz jednacine hidrodinamike izvedene u
prvoj knjizi.

Vremenom su sadrzaj kursa i broj ¢asova na redovnim studijama menjani:
postepeno se smanjivao teorijski pristup predmetu a sve vise je prilagodavan
prakticnoj Gradevinskoj praksi. Kada sam 2000. godine preuzeo predavanja
na predmetu Mehanika fluida, na redovnim studijama, bio sam suocen sa
¢injenicom da studenti imaju na raspolaganju dve kvalitetne knjige, ali koje
ne prate direktno sam kurs. Zbog toga sam odlu¢io da napiSem klasican
udzbenik koji “¢vrsto” prati predavanja i koji sadrzi vise brojnih primera
(zadataka), kako bi se pomoglo studentima da $to bolje savladaju materiju.
U knjizi se sigurno oseca znacajan uticaj profesora Georgija Hajdina kao i
uticaj profesora Cede Maksimoviéa i profesora Marka Iveti¢a koji su jedno
vreme drzali predavanja.

Knjiga je nastajala postepeno: prvo su 2002. godine skripta sa preda-
vanja direktno prebacena u formu knjige, a elektronska verzija je stavljena
studentima na raspolaganje preko Interneta. Zatim, postepeno je pisano
jedno po jedno poglavlje i dodavani su kratki primeri koji bi trebalo da
ilustruju izlaganje.

Sam proces nastajanja knjige je bio prilicno spor, jer sam dosta vremena
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utro$io na pravljenje slika kojima sam pokusao da $to bolje ilustrujem ma-
teriju. Veliku zahvalnost za pokazano razumevanje a i izvinjenje dugujem
svojoj porodici, supruzi Vesni i sinovima Momc¢ilu i Veljku, zbog toga Sto
sam sate svog slobodnog vremena posvetio pisanju ove knjige. Takode, za-
hvaljujem se i svom drugu i kolegi Slobodanu Dordevi¢u koji je detaljno
is¢itao knjigu i pomogao da se otkloni veéina greSaka.

Dusan Prodanovié
Avgusta 2002. zapoceto pisanje
Novembra 2007. zavrSeno pisanje



Predgovor drugom izdanju

Pisanje neke stru¢ne knjige, posebno udzbenika, po malo podseca na proces
iterativnog resavanja slozenih hidraulickih problema: napravi se prvo izdanje
kao najbolje oc¢ekivano resenje, a onda se, prateci reakcije ¢italaca, u nared-
nim izdanjima postepeno poboljsava, ¢ime knjiga konvergira ka najboljem
reSenju.

Sli¢na je sudbina i ove knjige. Nakon prvog izdanja, sdm autor je prona-
Sao niz sitnih gresaka i mesta gde je moguce dati bolja i ilustrativnija
objasnjenja. Recenzenti knjige su dali predlog da se poboljSa organizacija
knjige promenom rasporeda pojedinih oblasti, tako da sada nakon izucavanja
dinamike fluida, sledi oblast dimenzionalne analize i oblast hidrodinamickih
otpora, a na kraju knjige se nalaze dve oblasti u kojima se primenjuju izve-
dene i uproscéene jednacine, te¢enje u cevima i tecenje u kanalima.

Brojni pazljivi ¢itaoci, starije i mlade kolege, kao i studenti doktorskih
studija su takode ukazali na odredene propuste u prvom izdanju knjige.
Tu bih se pre svega zahvalio jednom od najmladih kolega, studentu Diki¢
Draganu, koji je detaljno is¢itao knjigu i, zahvaljujuéi njegovom krajnje kon-
struktivnom prilazu, u¢inio da ovo drugo izdanje bude jos bolje. Koleginica
Tijana Jovanovi¢ je vredno i pazljivo proverila sve proracune u knjizi, dok
je moj sin Veljko Prodanovi¢ dao znacajan doprinos na sredivanju pojedinih
(prenatrpanih) slika.

Dusan Prodanovié
Septembra 2013.
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Glava 5

Dimenzionalna analiza,
slicnost 1 modeli

U prethodnoj glavi 4, Osnove dinamike fluida, izvedene su jednacine
odrzanja u diferencijalnom obliku. Te jednacine su u opstem slucaju neresive
i za svaki konkretan zadatak Mehanike fluida potrebna su uproséavanja i pro-
vere kroz eksperimente na modelu ili na stvarnom sistemu. ReSenje strujanja
realnog fluida je najcesce kombinacija osmisljenog eksperimenta i primene
uprosc¢enih jednacina u tumacenju dobijenih eksperimentalnih podataka.

Kao i u drugim inzenjerskim oblastima (maginstvo, elektrotehnika, kon-
struktivni deo gradevine), eksperimenti su sastavni deo oblasti Mehanike
fluida te je neophodno poznavati pravila kako se odredeni problem koji se
izucava, iz realnog zivota (ili iz prirode) moze preneti u laboratoriju, kako
napraviti model, koje veli¢ine na modelu treba eksperimentalno izuciti i kako
ih posle tumaciti u realnom sistemu. Cilj svakog eksperimenta je da se dobiju
opSta reSenja, primenljiva ne samo na jednom, konkretnom problemu, veé
uporediva i sa drugim, slicnim sistemima i eksperimentima koje su sproveli
drugi istrazivaci.

U ovoj glavi ¢e se prvo dati osnove dimenzionalne analize, oblasti koja
proucava veli¢ine i dimenzije, kao i odnose izmedu njih. Dimenzionalna
analiza nije isklju¢ivo vezana uz Mehaniku fluida ve¢ se moze primeniti u
bilo kojoj oblasti tehnike. Uporedujué¢i dimenzije veli¢ina, koje ucestvuju
u fenomenu koji se izucava, odreduju se medusobne zavisnosti, a time se
omogucava uspostavljanje novog dimenzionalnog sistema. U tom novom
dimenzionalnom sistemu, pravi se fizicki model uz postavljanje uslova zado-
voljenja slicnosti strujanja i odnosa dominantnih uticaja. Rezultati merenja
i zakljucci dobijeni na modelu se zatim preslikavaju na prirodu.
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5.1 Dimenzionalna analiza

5.1.1 TUvod u dimenzionalnu analizu

Dimenzionalna analiza je oblast koja se bavi analizom dimenzija veli¢ina
koje utestvuju u pojavi koja se istrazuje. Analiza se zasniva na pretpostavci
da veza izmedu velicina koje ucestvuju u pojavi a koja unapred nije poznata
1 tek treba da se istrazi, mora biti ista kao i veza izmedu njihovih dimenzija.
Drugim re¢ima, analizirajuéi veze izmedu dimenzija veli¢ina koje ucestvuju
u istrazivanoj pojavi, istrazivaci dobijaju i mogucée veze izmedu veli¢ina bez
detaljnijeg ulazenja u same jednacine kojima se opisuje pojava.

Dimenzionalna analiza je direktno povezana sa koris¢enjem dimenzional-
nih sistema. U poglavlju 2.1, Veli¢ine, dimenzionalni sistem 1 jedinice mere
(na strani 10), data je osnovna definicija pojma velicina kao i razlog posto-
janja dimenzionalnog sistema i potreba da se on propise, unificira. Medutim,
¢injenica da je dimenzionalni sistem propisan zakonom, istovremeno znaci da
on nije optimalan za svaku od izucavanih pojava, te da je ¢esto u analizama
bolje koristiti neki drugi dimenzionalni sistem.

Primer 5.1.1

Analizira se zapremina flasa na jednoj proizvodnoj liniji. Ispravne flage treba da
budu zapremine ¥ = 1,50 dm?® (1,5 L). Merenjem na kraju proizvodne linije, uz
postovanje SI sistema, dobijene su vrednosti 1,50;1,52;1,49;1,51;1,48;... dm3. Da
li radnik na kontroli ima jasan uvid u greske nastale u proizvodnji flasa? Sta ako
se ista linija koristi i za proizvodnju flaga od 2 L?

Ako se za prikaz rezultata merenja zapremine umesto SI sistema i duzine kao
osnovne veli¢ine koristi ocekivana zapremina flase od 1,5 L tada proizvedene flase
imaju zapremine 1,000; 1,013;0,993; 1,007; 0,987 . .. odnosno, radnik na proizvodnoj
liniji moze odmah videti relativna odstupanja zapremina. Promenom proizvodnog
programa sa flase od 1,5 L na 2 L potrebno je promeniti i dimenzionalni sistem, pa
se sada kao jedinica mere uzima ocekivana zapremina od 2 L.

Primenom dimenzionalne analize se po pravilu odustaje od standard-
nog SI dimenzionalnog sistema i prelazi na sistem koji bolje fizicki inter-
pretira razmatranu pojavu. Kao rezultat promene dimenzionalnog sistema
dolazi do smanjenja broja nezavisno promenjivih veli¢ina ¢ime se omogucuje
jednostavnije skaliranje problema na relaciji priroda - model uz neophodna
zanemarivanja.

Prilikom izbora novih osnovnih veli¢ina, moraju se ispostovati tri osnovna
pravila:
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1. da osnovne veli¢ine budu medusobno nezavisne jer ako su medusobno
zavisne, onda nisu osnovne veli¢ine i jedna od njih se moze predstaviti
kao kombinacija ostalih;

2. da budu karakteristicne za fiziku problema koji se izucava inace se
u razmatranom problemu neée smanjiti broj nezavisno promenljivih
veli¢ina;

3. osnovne jedinice moraju biti sveobuhvatne, moraju omogucavati izra-

zavanje svih ostalih izvedenih veli¢ina preko izabranih osnovnih.

Vrednosti ovako izabranih osnovnih veli¢ina predstavljaju novu mernu je-
dinicu.

Primer 5.1.2

Koje od ponudenih kombinacija su prihvatljive kao nove osnovne veli¢ine a koje
kombinacije nisu i zasto?

Vel. 1 Vel. 2 Vel. 3 Komentar

Masa Duzina Povrsina | Nije dobar izbor jer ne figuriSe vreme a duzi-
na i povrsina su medusobno zavisne veli¢ine

Masa Vreme Duzina U redu

Vreme Ubrzanje | Duzina Nije dobar izbor, jer nema mase

Sila Duzina Vreme U redu

Gustina | Protok Duzina U redu

U zadacima Mehanike fluida najcesée se kao osnovne veli¢ine usvajaju duzina
(Cime se opisuje geometrija problema), brzina (da bi se opisalo polje brzina) i gustina
(kao nosilac mase).

Izborom novog dimenzionalnog sistema se postize pojednostavljenje u
eksperimentalnom izucavanju razmatrane pojave. Ako se, na primer, izucava
trenje u kruznoj cevi prilikom jednolikog ustaljenog tecenja (poglavlje 6.1.1
Koeficijent linijskog gubitka energije) dobija se da pad energije duz cevi zavisi
od tangencijalnog napona (jednacina (6.7) na strani 220):

-
I, = It = ——= = Const. 5.1
= (5.1)

U daljem izvodenju je pretpostavljeno da viskoznost fluida i geometrijski
uslovi ne uti¢u na trenje, te je dobijena jednostavna veza gubitka energije i
koeficijenta trenja A. U realnosti je, medutim, tangencijalni napon slozena
funkcija sledec¢ih veli¢ina:

T = Qo(pv ey Vvak) (52)
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gde su p i p fizicka svojstva fluida, V brzina koja opisuje kinemati¢nost i D
(precnik cevi) i k (hrapavost zida cevi) geometrijski parametri koji opisuju
uslove strujanja. Izucavanje te funkcionalne zavisnosti podrazumeva pravl-
jenje eksperimenta: uspostavljanje ustaljenog strujanja kroz cev konstantnog
pre¢nika D i hrapavosti k, pri cemu se meri pad pritiska na nekom rastojanju
L pri tecenju razlic¢itih fluida pri razli¢itim brzinama.

Aivpd) 4o plopnd) plipn) o4 (wpro)

| N | S

Slika 5.1: U [M,L,T] dimenzionalnom sistemu analiza tangencijalnog
napona od ostalih zavisnih veli¢ina zahteva veliki broj eksperimenata

Opisani eksperiment bi bio obiman, jer bi zahtevao da se u instalaciji
varira samo jedan parametar (slika 5.1), dok se svi ostali zadrzavaju kon-
stantnim. Za sve te izmerene rezultate bi se nalazila odgovarajuca veza, da
bi se na kraju pokusalo sa formiranjem neke opste relacije.

Primenjujué¢i dimenzionalnu analizu mogucée je odabrati nove osnovne
veli¢ine koje su primerenije problemu trenja u cevi. Umesto SI sistema
[M, L, T] zgodnije je odabrati sistem gde se osnovne veli¢ine ve¢ nalaze u
spisku veli¢ina datih u jednacini (5.2). Ako se, na primer, odaberu [p, V, D],
ostale veli¢ine se mogu izraziti kao njihova kombinacijal:

T

T = N‘r > p1V2D0 = N‘r = m (53)
1 pVD
— N, x plViD! N, = -H_ L et 5.4
,LL 1% X p = 1% pVD = Nu ,LL ( )
k
k= Npxp’VvOD! = N = 5 (5.5)

gde je sa N oznaen merni broj (rezultat merenja veli¢ine u novom dimen-
zionalnom sistemu) pa se dimenzionalni izraz (5.2) moze napisati u bezdi-
menzionalnom obliku:
T pVD k
T (_ _> (5.6)
pV w D

1Uobicajeno je da se fizicke konstante fluida pisu u bezdimenzionalnim sistemima u

imeniocu izraza, pa je to iskori§éeno u izrazu (5.4).
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Promenom dimenzionalnog sistema, umesto
tangencijalnog napona dobijen je koeficijent tan- T
gencijalnog napona, pri ¢emu on zavisi samo od W
dve bezdimenzionalne veli¢ine, pVD/u i k/D.
Projektovanje eksperimenta je sada mnogo jed-
nostavnije. Potrebno je varirati samo dve bezdi- >

O~

menzionalne veli¢ine sa desne strane izraza (5.6) %

a svi dobijeni rezultati se mogu predstaviti na

samo jednom dijagramu 5.2. Eksperiment je jed- Slika 5.2: U novom
nostavan i zbog toga §to sada nije neophodno ko- dimenzionalnom sistemu
ristiti razlicite fluide da bi se odredila zavisnost [P, V; D] tangencijalni

trenja od viskoznosti i gustine. Takode, postu- napon postaje  koefi-
pak omoguéuje potpunu nezavisnost od izabra- cijent koji zavisi od
nog sistema jedinica za osnovne veli¢ine, jer je dve  bezdimenzionalne
analiziran bezdimenzionalan izraz. veli¢ine

5.1.2 Bakingemova Il teorema

U prethodnom primeru je pokazano da se izraz sa Sest dimenzional-
nih veli¢ina (5.2) sveo na izraz sa tri bezdimenzionalne veli¢ine (5.6) nakon
promene dimenzionalnog sistema. Odnos broja dimenzionalnih i bezdimen-
zionalnih veli¢ina je definisan Bakingemovom? II (pi) teoremom: Ako je
jednacina sa (m) varijabli dimenziono homogena, moze se svesti na (m —n)
nezavisnih bezdimenzionoh proizvoda, gde je (n) minimalan broj osnovnih
veli¢ina potrebnih da se opisu varijable.

Bezdimenzionalni proizvodi se Cesto nazivaju pi ¢lanovi, a za njihovo
pisanje koristi se simbol II. Sam dokaz II teoreme je veoma komplikovan. U
primeru sa analizom otpora u kruznoj cevi, gde se poslo od dimenzionalnog
izraza Sest veli¢ina (5.2) (m = 6) nakon uzimanja prec¢nika cevi, brzine u cevi
i gustine vode kao osnovnih veli¢ina (n = 3) dobijen je bezdimenzionalan
izraz (5.6) sa m —n = 3 II ¢lana:

I1; = ¢(Ilp,II3) gde su pojedini II ¢lanovi:

2Edgar Buckingham (1867 - 1940) americki nauénik koji je stekao obrazovanje na
Harvardu i univerzitetu Lajpcig. Radio je u americkom birou za zemljiste i u birou za
nacionalne standarde. Oblasti interesovanja su mu bile fizika zemljista, osobine gasova,
akustika, mehanika fluida i zracenje crnih tela. Mada je vise istrazivaca, uklju¢ujudi i Lorda
Rayleigha (1842 - 1919), radilo pre njega na razvoju dimenzionalne analize, Bakingem je
prvi u svojim radovima (1914) formulisao II teoremu.
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I, = rxp tviD°
I pxp tv-ipt
3 = kxp'vOD~!

$to je u skladu sa Bakingemovom II teoremom. U nagoj praksi se umesto II
¢lana Cesce koristi forma u kojoj se pojavljuje merni broj N koji je kolicnik
dimenzionalne velicine © novih osnovnih velicina dignutih na odgovarajuci
eksponent. Izraz (5.6) je napisan upravo u takvoj formi.

Postupak odredivanja bezdimenzionalnih mernih brojeva N se moze for-
malno definisati kroz sledeée korake:

1.

Nabrojati sve varijable, dimenzionalne i bezdimenzionalne (konstante)
koje su uklju¢ene u razmatrani problem:

X1 = QO(XQ, Xg, .. .,Xm)

Ovo je verovatno najvazniji korak jer je od sustinske vaznosti da se
u razmatranje uklju¢e sve dominantne veli¢ine. Spisak varijabli se
formira na bazi znanja eksperimentatora i fizickih zakona koji su uklju-
¢eni u fenomen. Da bi spisak varijabli bio 8to kra¢i (i time se olaksali
eksperimenti) vazno je da sve varijable budu nezavisne. Na primer,
ako su za fenomen bitni pre¢nik cevi i njena povrsina, dovoljno je uzeti
jednu od te dve veli¢ine.

Izraziti svih m varijabli u osnovnom dimenzionalnom sistemu. Najcesce
se koristi SI sistem [M, L, T ili ponekad sistem u kome je sila osnovna
velicina [F, L, T]. U prilogu A su date neke izvedene veli¢ine.

. Izabrati minimalan broj n varijabli koje su bitne za razmatrani problem

i koje mogu da se koristite kao osnovne veli¢ine. Proveriti da 1li su
medusobno nezavisne i da li se pomoc¢u njih mogu izraziti sve ostale
velicine. Merni broj za osnovne veli¢ine je N = 1.

. Za sve ostale varijable (kojih ima m — n) odrediti merni broj N kao

koli¢nik veli¢ine i osnovnih varijabli dignutih na odgovarajuéi stepen,
tako da merni broj bude bezdimenzionalan.

. Formirati bezdimenzionalnu relaciju oblika:

Nl == ¢(N27N37 .. '7Nm—n)
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Kako su merni brojevi u stvari bezdimenzionalni koeficijenti, treba
razmotriti da li je moguce reorganizovati ih na neki smisleniji nacin,
kako bi se dobio fizi¢ki logi¢niji izraz. Na primer, u bezdimenzionalnom
izrazu (5.3) za tangencijalni napon, ako se merni broj N, pomnozi i
podeli sa 1/2, dobija se izraz:

1
N, ==, (5.7)

1
ZoV?2
5P

U imeniocu se javlja prepoznatljiv ¢lan, zaustavni pritisak, veli¢ina
koja predstavlja jednu od karakteristika strujanja (poglavlje 4.5.3.2).
Bezdimenzionalni merni broj N, postaje neki drugi bezdimenzionalni
broj, koji se najcesée zove koeficijent tangencijalnog napona C;.

5.1.3 Primeri primene dimenzionalne analize

Prosta greda Prvi primer primene Bakingemove teoreme je iz oblasti

statike konstrukcija. Potrebno je analizirati moment savijanja proste grede

u zavisnosti od raspodeljenog opterec¢enja i raspona grede My = ¢(q, L).
Nepoznata veza momenta na sredini

grede, raspona grede i opteretenja se moze /i
dobiti iz eksperimenta: napravi se greda,

LI VVVVVVVVVVVVVVYN
postave merne trake na sredini grede kako P =

bi se merio moment My i opteretuje se L
greda razli¢itim opterecenjima q. Takode,

potrebno je napraviti i drugu seriju eksper-
imenata sa gredama razli¢itih duzina L Slika 5.3: Odredivanje momenta

pri ¢emu se sve grede optereéuju istim Savijanja proste grede dimen-
optere¢enjem q. zionalnom analizom

Druga moguénost je da se sprovede dimenziona analiza i da se odredi
koliki je bezdimenzionalni moment. Veli¢ine koje su od interesa su My, q i
L. One se mogu predstaviti bilo u SI sistemu [M, L, T ili, jo$ jednostavnije
u sistemu gde su sila i duzina osnovne veli¢ine [F, L]:

| Velicina | [M, L,T] sistem | [F, L] sistem |

M, ML?T—2 FILt
q MIT—2 F1L-1
L LT LT

Kao osnovne veli¢ine mogu se uzeti raspodeljeno oterecenje ¢ i duzina
L. Te veli¢ine su medusobno nezavisne, a obe veli¢ine su potrebne da bi se
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dimenziono izrazio moment, tj. nije moguce napisati izraz: My = Nps X ¢
ni izraz: My = Ny x L* gde bi a bio bilo koji eksponent.

Biranjem ¢ i L za osnovne veli¢ine, moment na sredini grede moze da se
napise:

My = Ny x ¢* L®
Eksponenti a i b se odreduju koriséenjem zajednickog sistema [F, L]:
F1LY) = [F' L) (1)

Izjednacujuéi eksponente uz iste veli¢ine, dobija se:

Uz silu F' l=a = a=1
Uz duzinu L : l=—a+b = b=2
pa je:
M,
Mo = Nyq'L> = Ny= qT(; = Const. (5.8)

Polazni dimenzionalni izraz u kome moment zavisi od dve veli¢ine se
sveo u [¢'L?] dimenzionalnom sistemu na jednu konstantu, na merni broj
N odnosno na bezdimenzionalni moment koji ne zavisi ni od jedne veli¢ine.
Ovo znaci da je potreban svega jedan eksperiment i da je vrednost konstante
koja se odredi u tom eksperimentu primenljiva na sve raspone greda i na sve
veli¢ine raspodeljenog opterecenja.

Opstrujavanje tela Analizira se sila na telo oblika kruzne ploce precnika
D postavljeno upravno na fluidnu struju, usled delovanja fluida koji se krece
brzinom V' (slika 5.4).

Pretpostavice se da su veli¢ine od zna-

ﬁjb ¢aja za silu brzina fluida V', gustina fluida
Py IITTTT] (o ettt oo ool s
0 D0 -

—PF— D \(DQ) visnost 3 veli¢ine:
LT
F=(p,V,D) (5.9)

Slika 5.4: Sila otpora oStroivi-

N . . a svaka od tih veli¢ina se moze izraziti
¢nog diska brzine V

preko SI sistema [M, L, T1:
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F] = [MLT
o = (ML)
V] = [T

D] = [

Kao nove osnovne veli¢ine uzimaju se p, V' i D jer su medusobno nezav-
isne i sveobuhvatne. Koristec¢i novi sistem, moguce je napisati silu kao:

F = Np x p* V? D¢ (5.10)

Eksponenti se odreduju koriséenjem zajednickog SI sistema, izjednacavanjem
eksponenata uz L, T i M:

[MLT™?] = [ML®*[LT 1" [L]°
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
(7] —2=—b = b=2
[L] l=-3a+b+c = c=2 (5.11)

Prema Bakingemovoj teoremi trebalo bi odabrati najmanji moguéi broj
novih osnovnih veli¢ina. Ako se pokuSa sa izborom p i V kao osnovnih
veli¢ina, jer su sveobuhvatne i medusobno nezavisne, dobija se da izraz:

F:NFXpaVb

nije moguce resiti:

[MLT2 = [ML73°%[LT~ 1
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
]

[
(L l=-3a+b = 1#-3+1

Na osnovu izracunatih koeficijenata (5.11), dimenzionalni izraz (5.10) za
silu u novom sistemu duzina, brzina, gustina je:

F = Np x pV2D?

gde je Nr merni broj. Bezdimenzionalna sila je:

F

Np = ——
F= 22
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Pocetni izraz F' = ¢(p, V, D) koji je imao Cetiri dimezionalne nezavisne
veli¢ine (m = 4), izborom tri veli¢ine kao osnovnih veli¢ina (n = 3) se sveo
na (m—n = 1) bezdimenzionalnih veli¢ina Np = ¢(1, 1, 1) odnosno na jednu
konstantu Nrp = Const. Ako se istrazuje sila na plocu, odavde sledi da je
dovoljan samo jedan eksperiment da se odredi konstanta Ng, umesto serije
eksperimenata sa razli¢itim gustinama fluida p, pri razli¢itim brzinama V' i
sa razli¢itim veli¢inama ploce D.

Bezdimenzionalnu konstantu N treba preurediti kako bi se dobio fizicki
“opravdaniji” izraz. Umesto pV? moze se napisati zaustavni pritisak a
umesto preé¢nika ploce D? staviti povrsinu kruga:

=—F
8 F
NF: 24 = —NFICFZ
SpV2A " SPVA

Nova bezdimenzionalna konstanta Cr se obi¢no naziva koeficijent sile i
moze se protumaciti kao odnos realne sile na plo¢u i neke referentne sile,
koja bi se dobila ako bi celokupni zaustavni pritisak proizveo silu na plocu:

sile - (5-12)

Koeficijent [Realna silal
[Zaustavni pritisak] x [Povrsinal

Sprovedenom dimenzionalnom analizom je dobijeno da je koeficijent sile
Cr konstanta. Medutim, u nizu eksperimenata, merenjima se pokazalo da
CF nije konstantno veé¢ da zavisi i od viskoznosti fluida kao i od debljine
ploce. To znaci da je polazna pretpostavka o dominantnim uticajima na silu
bila pogresna i da spisak dimenzionalnih veli¢ina treba dopuniti:

F=¢(p,V,D,u,d) (5.13)

gde su p viskoznost fluida i d debljina ploce. Ako p,V, D ostanu osnovne
velicine, sila F' se u bezdimenzionalnom obliku i dalje izrazava preko koefi-
cijenta sile:

oo T
5 pVZA
Bezdimenzionalna debljina plo¢e se moze predstaviti kao:
d=NgxD = Ng= 4
D

gde se Ny obitno naziva relativna debljina ploce.
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Viskoznost fluida p je u novom dimenzionalnom sistemu:
p=N,xp* Vb De

Koristeci SI sistem, moguée je odrediti eksponente a, b1 c:

(MLT'T™Y = ML) LT (L]
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
(7] —1=-b = b=1
[L] —1=-3a+b+c = c=1

pa je bezdimenzionalni izraz za viskoznost:

I
N, = —

B pVD
Uobicajena praksa je da se bezdimenzionalni izrazi za materijalne kon-

stante fluida (u, v, 4, . ..) pisu tako da materijalna konstanta bude u imeniocu
razlomka:

L ge_PVP

5.14
) ; (5.14)

Inverzna vrednost bezdimenzionalne viskoznosti predstavlja Rejnoldsov®
broj. On pokazuje odnos inercijalnih uticaja (gustina i brzina u brojiocu) i
viskoznih uticaja (viskoznost u imeniocu). Sto je ve¢i Rejnoldsov broj, to je
viskoznost slabija i ne uspeva da smiri vrtloge u toku.

Kao rezultat dimenzionalne analize sile na ploc¢u, dobija se bezdimen-
zionalni izraz:

d
Cr=¢|Re,—=
F=¢ ( e, D>
Izraz pokazuje da koeficijent Cr nije konstantan, veé¢ da je funkcija Re-

jnoldsovog broja Re i relativne debljine ploce D

Primer 5.1.3

Za slucaj opstrujavanja ploce (slika 5.4) odrediti bezdimenzionalni merni broj za
pritisak, ako su osnovne veli¢ine gustina fluida p, brzina dolazne fluidne struje V' i
precnik ploce D.

Trazi se izraz za pritisak u obliku: p = N, x [p® V* D¢]. Koristeéi SI sistem kao
pomo¢ni sistem, nepoznati eksponenti se odreduju izjednacavanjem eksponenata uz

3Biografija Rejnoldsa je data u fusnoti 1 na strani 88.
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velicine L, T'i M:

[ML7'T~% = [ML®[LT)°[L]°
[M] l=a = a=1
[T] —2=-b = b=2
[L] —-1=-3a+b+c = ¢=0

Bezdimenzionalni izraz za pritisak je:

p p

N, = -2 L
"2 3PV?

= C,=

gde je C, koeficijent pritiska, koji je jednak koliéniku pritiska i zaustavnog pritiska:

[ Koeficijent } [Pritisak]

.. = 1
pritiska [Zaustavni pritisak] (5.15)

Dobijeni izraz je slican izrazu za bezdimenzionalni tangencijalni napon (5.7). To
je ilogicno, jer su i pritisak i tangencijalni napon sile po jedinici povrsine: pritisak
je rezultat normalne sile, a tangencijalni napon rezultat tangencijalne sile.

Prelivanje preko brane Preko brane preliva voda protokom @ (slika 5.5).
Naéi jednacinu za jedini¢ni protok ¢ = /B, gde je B Sirina brane, pret-
postavljajuéi da je sloj vode na brani dovoljno debeo da se mogu zanemariti
uticaji povrsinskog napona, kao i da je uticaj gravitacije znatno veci od
uticaja viskoznosti.

Veli¢ine koje su bitne za prelivanje pre-
ko brane su visina vode H, visina brane
P, zaobljenje krune brane r, mizvodni na-
gib n i gravitaciono ubrzanje g:

q=¢(g,H,P,rn)

L

Sve veli¢ine izrazene preko SI sistema su:

Slika 5.5: Prelivanje preko brane _ N
visine P i &irine B ld) = [L :’:2 ]
] = [LT
[H] [P] i [r] = [L]

Potrebne su samo dve veli¢ine kao osnovne. Ako se izaberu g i H, je-
dini¢éni protok se moze izraziti kao:

q= N, xg" H
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Sredivanjem izraza po vremenu i duzini, dobija se:

(LT~ = (LT (L)
Eksponentiuz [T] : —-1=-2a = a=1/2
(L] 2=a+b = b=3/2
pa je trazeni izraz za jedini¢ni protok:
q= N, x g"?H*? = C,\/gH?3 (5.16)

Izraz je napisan u standardnoj formi, koja se koristi u oblasti otvorenih
tokova. Koeficijent Cj je koeficijent protoka i za idealan fluid je jednak
jedinici a za realan fluid je manji od jedan.

Iz polazne dimenzionalne veze za ¢, sledi da protok zavisi i od visine
brane P, poluprecnika krune brane i nagiba brane (koji je ve¢ bezdimen-
zioni parametar). Bezdimenzionalna visina brane se moze napisati kao H/P
a poluprecnik kao r/P, pa se polazni dimenzionalni izraz svodi na sledeéi

bezdimenzionalni:
H r

Cq:(z)(F?Fvn) (5.17)
gde se vidi da Cj nije “pravi” koeficijent, jer zavisi od tri bezdimenzionalne
velicine.

5.1.4 Komentari u vezi dimenzionalne analize

Postupak dimenzionalne analize izlozen u prethodnim poglavljima je u
principu jednostavan. Koristeé¢i SI sistem ili neki drugi pogodan opsti di-
menzionalni sistem, uspostavlja se veza izmedu varijabli, koje su izabrane
za osnovne velic¢ine, i ostalih varijabli koje opisuju razmatrani fenomen. U
nastavku ¢e se razmotriti kriterijumi za izbor svih varijabli koje ucestvuju
u nekom fenomenu i ogranicenja u vezi toga, kao i da li su dobijena reSenja
jedinstvena, odnosno, da li reSenja zavise od izbora dimenzionalnog sis-
tema. Na kraju ¢e se jos jednom analizirati veza dobijenih bezdimenzionalnih
veli¢ina sa saimim eksperimentima, zbog kojih se uglavnom i radi dimenzion-
alna analiza.

5.1.4.1 Izbor varijabli

Prvi korak u dimenzionalnoj analizi je nabrajanje svih varijabli, dimen-
zionalnih i bezdimenzionalnih (konstanti) koje su bitne za razmatrani feno-
men:

X1 = QO(XQ, X3, ooy Xm)
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Za analizu i eksperimentalni rad sigurno je dobro u spisku imati sto manje
varijabli. Sa druge strane, ako se ne ukljuce sve dominantne varijable, di-
menzionalna analiza ne¢e mo¢i da pruzi dobar uvid u njihovu meduzavisnost.

Koje sve varijable treba uzeti kao dominantne? Nema jednostavne proce-
dure kojom se to moze definisati. Neophodno je dobro poznavanje fenomena i
osnovnih fiziékih zakonitosti, kao i veliko iskustvo u eksperimentalnom radu.
Cesta greska je da se ukljuce nepotrebne varijable koje opisuju geometriju,
kao na primer pre¢nik cevi i povr§ina, ili duzine pravih deonica cevi ispred i
iza zatvaraca, ili dve brzine vode u sistemu sa dva precnika cevi, i sli¢no.

Prilikom izvodenja bezdimenzionalnih brojeva, moze se dogoditi da nije
moguce odrediti sve eksponente uz novoizabrane osnovne veli¢ine. Razlog za
to moze da bude lo$ izbor novih osnovnih veli¢ina koje nisu sveobuhvatne ili
nekompletan spisak svih dominantnih varijabli. Usled neiskustva, moze se
dogoditi da se izaberu nove osnovne veli¢ine koje jesu medusobno nezavisne
i koje jesu sveobuhvatne, ali koje na kraju necée dati dobar uvid u fizicko
znacenje bezdimenzionalnih brojeva. Na primer, bezdimenzionalni pritisak
u sistemu [p, V, L] je fizi¢ki prepoznatljiv (5.15) (primer 5.1.3) dok se to ne
moze reéi za resenje (5.18) u sistemu [p, V, L].

Opasnija greska je, ako se izostave bitne varijable, pa se nakon dimenzion-
alne analize ne pojave u bezdimenzionalnoj funkciji bitni bezdimenzionalni
brojevi. U datom primeru opstrujavanja tela, na strani 186, krenulo se od
pretpostavke da sila na telo zavisi, pored brzine fluida i preé¢nika diska, samo
od gustine fluida, a ne i od viskoznosti (5.9). U nizu sprovedenih eksperi-
menata se, medutim, pokazalo da ta pretpostavka ne daje dobre rezultate
i da je neophodno u spisak dominantnih varijabli dodati jos i viskoznost i
debljinu ploce (5.13).

Prilikom sastavljanja liste bitnih varijabli, treba razmotriti sve veli¢ine
kojima se moze u potpunosti opisali strujanje:

e geometrijske, odnosno konturne uslove L;,

e kinematske uslove date ili preko brzina Vj ili protoka @, ¢, i

e materijalne konstante: p, u,g,0, K, ...

U vecini neustaljenih fenomena su bitni i pocetni uslovi, odnosno, stanje
svih varijabli na pocetku eksperimenta i tokom vremena. Zbog toga je

ponekad u spisak bitnih varijabli potrebno ukljuciti i potreban broj vre-
menskih trenutaka t;.
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5.1.4.2 Jedinstvenost reSenja

Izbor novih osnovnih veli¢ina iz spiska bitnih varijabli se vrsi uglavnom
na osnovu iskustva. Razli¢it skup osnovnih veli¢ina daje i razli¢ita reSenja za
bezdimenzionalne merne brojeve. Da li su ta reSenja medusobno nezavisna
pa samim tim i nose neke nove informacije?

Ako se analizira pritisak na telo usled opstrujavanja, kao bitne veli¢ine
se mogu uzeti gustina i viskoznost fluida, brzina fluida i pre¢nik ploce:

p=(p,u,V,D)

Nove osnovne veli¢ine mogu biti ili [p, V, D] (prva kombinacija), ili [u, V, D]
(druga kombinacija). Bezdimenzionalni broj za pritisak je za prvu kombi-
naciju osnovnih veli¢ina:

w2 =m ()= (%)

dok je za drugu kombinaciju:

() 15)

Oba reSenja za bezdimenzionalni pritisak ¢e na kraju dovesti do is-
tog izraza za pritisak p mada su funkcije ¢ i ¢o razlicite. ReSenja nisu
medusobno nezavisna, jer je mogucée napraviti proizvod bezdimenzionalnih
brojeva iz prve relacije da bi se dobio bezdimenzionalni broj iz druge relacije:

(L)“ (ﬂVD>” _»rD
pV? w) oV

pri ¢emu su eksponenti a =11 b= 1.

Da li je prvi ili drugi oblik bezdimenzionalnog broja bolji za opisivanje
fenomena, u mnogome zavisi od potreba, a i samih moguénosti da se napravi
eksperiment. Dobro je koristiti bezdimenzionalne brojeve koji su opstepri-
hvaceni u Mehanici fluida jer se time olak$ava razmena podataka i medusobno
uporedivanje rezultata eksperimenata.

5.1.4.3 Veza sa eksperimentima

Dimenzionalna analiza se najceS¢e koristi za analizu pojava Cija direk-
tna analiticka veza sa drugim veli¢inama nije unapred poznata te je tu vezu
neophodno istraziti kroz eksperimente. Na osnovu ustanovljenih veza bezdi-
menzionalnih brojeva, projektuje se eksperiment i kasnije se tumace dobijeni
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rezultati. Pri tome vazi opste pravilo da sa porastom broja bezdimenzional-
nih brojeva raste i kompleksnost eksperimenata.

Ako je rezultat dimenzionalne analize samo jedan bezdimenzionalni broj,
to znaci da je on konstanta, ¢iju vrednost treba ustanoviti samo jednim
eksperimentom. Dobra praksa je, naravno, da se uradi viSse ponovljenih
eksperimenata u promenjenim uslovima, kako bi se i merenjima potvrdila is-
pravnost rezultata dimenzionalne analize. Takode, usled neizbeznih slu¢ajnih
gresaka u merenjima, najverovatnija vrednost konstante se dobija kao sred-
nja vrednost viSe rezultata merenja.

Primer 5.1.4

U primeru sa prostom gredom (strana 185) dimenzionalna analiza pokazuje da je
merni broj za moment konstanta, da ne zavisi od drugih bezdimenzionalnih veli¢ina:

My

Ny = =2

U sprovedenom eksperimentu, za gredu duzine L = 1 m, pri razli¢itim optereéenjima
su izmereni momenti My. Izrac¢unati bezdimenzionalni moment Ny;.

Veli¢ina | Dimenzija 1 2 3 4 )
q kN/m 0,818 | 1,622 | 2,010 | 3,153 | 4,050
My Nm 0,103 | 0,191 | 0,251 | 0,392 | 0,505
| Ny | - | 0,1259 | 0,1251 | 0,1249 | 0,1243 | 0,1247 |

Iz izmerenih momenata na sredini grede izracunat je bezdimenzionalni moment
Ny (poslednji red u tabeli). Rezultat bi trebalo da bude jedan, konstantan broj,
ali on varira zbog neizbeznih gresaka u merenju. Najverovatnija vrednost bezdi-
menzionalnog momenta je jednaka srednjoj vrednosti:

1
Ny = 5(0,1259 +0,1251+0,1249 4+ 0,1243 4 0,1247) = 0,12498 = 0,125

Analiticko resenje istog problema daje moment na sredini grede:

1
My = quz’

§to je u potpunoj saglasnosti sa rezultatima obavljenog eksperimenta.

Kada su dva bezdimenzionalna broja rezultat dimenzionalne analize, ob-
likas:

Ny = ¢(N2)



5.1. DIMENZIONALNA ANALIZA 195

rezultati eksperimenta se mogu prikazati jednom linijom, na dijagramu sa
osama N1 i Ny. U primeru prelivanja preko brane (strana 190) pokazano je
u izrazu (5.17) da koeficijent protoka zavisi od relativne visine brane:

B~
NV
U eksperimentu treba napraviti opite sa nekoliko razli¢itih visina prelivnog
mlaza H dok samu visinu brane P nije neophodno menjati. Naravno, ako se
zeli postiéi veliki opseg promena P/ H , neophodno je napraviti i eksperimente
sa raglic¢itim visinama brane P.

Na slici 5.6, dat je primer dobijenih )
. . . . Ekstrapolovane

rezultata merenja (tacke) i fitovane krive A i J; gt
kroz te tacke (puna linija). Oblik krive, 4 =] 4
koja se koristi za fitovanje izmerenih re- VA
zultata zavisi od problema koji se izuc¢ava \M
i trebalo bi da bude zasnovan na teori-
jskoj analizi. Na osnovu rezultata fito- /
vanja, moguce je u odredenoj meri i ek- —_— = ?
strapolovati funkciju ¢ (isprekidana lin- vrednosti H

ija na slici 5.6), mada u tome treba biti
posebno pazljiv.

Kako raste broj bezdimenzionalnih
brojeva, tako i kompleksnost samog eks-
perimenta i obrade podataka znacajno
raste. Kod tri bezdimenzionalna broja _T Iztmerene
opsta zavisnost je oblika N1 = ¢(Na, N3) P\’m vrednosti
i nju je jos uvek moguce prikazati na l
standardnim dijagramima sa N7 i No osa-
ma, pomocu familije krivih linija sa kon-
stantnim N3 brojem. Na slici 5.2 je na
taj nac¢in prikazana zavisnost mernog bro-
ja za tangencijalni napon u odnosu na
merni broj za viskoznost (odnosno, Re-
jnoldsov broj) za razlicite vrednosti me-
rnog broja za hrapavost (odnosno, pri
konstantanoj relativnoj hrapavosti).

U poslednje vreme su popularni i trodimenzionalni prikazi prostornih
povrsina koje su definisane funkcijom ¢ (slika 5.7). Kroz izmerene tacke se
interpoluje teorijska funkcija primenom, obi¢no, metode najmanjih kvadrata
razlika izmedu izmerenih i fitovanih vrednosti. Ako nije poznat teorijski oblik

Slika 5.6: Funkcija ¢ - veza dva
bezdimenzionalna broja

Slika 5.7: Prostorni prikaz veze tri
bezdimenzionalna broja
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povrsine, tada se najéeSée smatra da su izmerene tacke apsolutno tacne, a
prostor izmedu tacaka se interpoluje nekom od korelacionih ili statistickih
metoda.

5.1.5 Standardni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida

U oblasti Mehanike fluida, bezdimenzionalne veli¢ine se Cesto koriste
kao nac¢in sporazumevanja. Na primer, kao uslov za izbor dobrog mesta
za postavljanje merila protoka na cevi, obi¢no se kaze da mora postojati pri-
lazna pravolinijska deonica minimalne duzine 10D. Ovo je mnogo prakti¢nije
nego da se definigu potrebne duzine u metrima, u zavisnosti od pre¢nika cevi.

Najcesce velic¢ine koje se koriste kao osnovne veli¢ine u dimenzionalnoj
analizi su gustina, brzina i duzina. Kroz gustinu fluida se u analizu unosi
masa, kao pokazatelj inercijalnosti. Brzina moze biti srednja brzina fluida u
cevi, brzina objekata koji se kreée kroz fluidnu struju koja miruje ili brzina
nekog karakteristicnog fluidnog deli¢a. Brzina je pokazatelj kinemati¢nosti
toka i kroz nju se u analizu unosi vreme. Na kraju, sa odabranom karakter-
isti¢cnom duzinom ili pre¢nikom se opisuju geometrijski uslovi zadatka.

U svakom zadatku Mehanike fluida su ukljucene jedna ili vise mater-
ijalnih (dimenzionalnih) konstanti ¢ije vrednosti mogu biti nepromenljive
(konstantne) ili promenljive u prostoru i vremenu. Za usvojeni novi dimen-
zionalni sistem [p, V, L] moguée je naéi bezdimenzionalne brojeve materi-
jalnih konstanti. U tabeli 5.1, date su neke najceSée koriSéene materijalne
konstante u bezdimenzionom obliku, a u nastavku se daju i komentari o
nekoliko najcescée koriséenih brojeva.

Bezdimenzionalna viskoznost Bezdimenzionalni broj koji predstavlja
viskoznost je Rejnoldsov broj, sa oznakom Re. Rejnoldsov broj je veoma
znacajan za veéinu zadataka Mehanike fluida i u prethodnim primerima je
ve¢ pokazano kako se on dobija (5.14):

_pVL VL
===

U izrazu za Rejnoldsov broj p je dinamicki koeficijent viskoznosti, a odnos
wu/p je kinematski koeficijent viskoznosti (jednacina (2.8), na strani 16).

Rejnoldsov broj se najcesce tumaci kao odnos inercijalnih ¢ viskoznih
uticaja. Ako se inercijalna sila definie preko proizvoda mase i ubrzanja i
izrazi se u dimenzionalnom sistemu [p, V, L] dobija se:

Re

Fr=ma=pL>xV? L1 =pv? L2 (5.19)
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Bezdim. | Ime Tumacenje
grupa | Oznaka (odnos sila) Primena
pVL Rejnoldsov broj inercijalne Generalno  vazno  za
[ Re viskozne veéinu hidrotehnickih
zadataka
V2 Frudov broj inercijalne Tok sa slobodnom povr-
g_L Fr gravitacione éinom, talasi
p Euler-ov broj pritisak Problemi gde je bitan pri-
pVQ Fu inercijalne tisak lh ratha prltlska)
pV2L Veberov broj inercijalne Problemi gde je povr-
5 We povrs. napon | Sinski napon dominantan
(male dubine)
v Mahov broj inercijalne Tok sa izrazenom stislji-
- Ma stisljivost voséu fluida
(c je brzina zvuka)
pV2 Kosijev broj inercijalne Tok sa izrazenom stislji-
K Ca stisljivost voséu fluida
(K je modul stisljivosti)
wL Strouhal-ov inere. lokalne Neustaljeni tok sa karak-
v broj St Tnerc. konvekt. | teristicnim frekvencijama
w oscilacija

Tabela 5.1: Najcesée koriséeni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida

Viskozna sila je proizvod tangencijalnog napona i povrSine, pa izrazena u
istom dimenzionalnom sistemu je jednaka:

Fy=71A=uVL (5.20)

Sada se vidi da je odnos te dve sile jednak Rejnoldsovom broju:

Fr _pVPL* _ pVL

=R
Fy  pVL Iz ‘

Kod razvijenog laminarnog toka ovakvo tumacenje Rejnoldsovog broja
nije dobro, jer je inercijalna sila nula dok je Rejnoldsov broj veé¢i od nule.
Isti fenomen se moze posmatrati i preko odnosa karakteristi¢nih vremenskih
skala koje ucestvuju u fenomenu. Viskoznost je “zaduzena” za molekularni,
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difuzni transfer, koji se obavlja sa vremenskom razmerom Tprr, dok se kon-
vektivni transfer vrsi pomeranjem deli¢a brzinom V', pa je vremenska skala
Tkon:

L? L
Tprr = — TkoN = =
v Vv

gde je L karakteristicna duzina. Inverzni odnos tih vremena, odnosno,
odnos brzina kojima se obavljaju konvektivni i difuzni transfer, je jednak
Rejnoldsovom broju:

1/Tkon _ Tpip LV VL

= = = Re
1/TDIF TKON 14 L 14

Dobijena relacija daje i drugo fizicko tumacenje Rejnoldsovog broja kao
odnosa brzina konvektivnog i difuznog transfera momenta u fluidu. Kod
malih Rejnoldsovih brojeva, u laminarnom tecenju, difuzni transfer je dom-
inantan, jer je brzina priblizno jednaka nuli. Kod velikih Rejnoldsovih bro-
jeva turbulencija i velika srednja brzina su zaduzeni za konvektivni transfer
a difuzni transfer je zanemarljiv.

Bezdimenzionalna gravitacija Bezdimenzionalni broj, koji predstavlja
gravitaciju. je Frudov* broj, sa oznakom Fr. Gravitaciono ubrzanje g se
moze napisati kao:

L
g:NGXﬁ:NGXT

pa se sredivanjem dobija Frudov broj®:

I

Fr=— —2'_
"TNe gL

(5.21)

Frudov broj je znacajan u oblasti dinamike fluida, gde sila gravitacije
utice na kretanje fluidnih deli¢a. Svi zadaci sa otvorenim tokovima spadaju
u ovu oblast. Takode i zadaci koji izu¢avaju otpore na telo moraju uzeti u

4William Froude (1810 - 1870), engleski inZenjer gradevine, matematiar i poznati
projektant brodova. Froude je obavio pionirska istrazivanja u oblasti modeliranja brodova
vucenjem kroz bazen.

5Vazna napomena: U anglosaksonskoj stru¢noj literaturi je uobic¢ajeno da se koristi
Frudov broj koji je kvadratni koren iz recipro¢ne vrednosti mernog broja Ng:

1 %4

Fr= —=—
vV Ng VgL
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obzir Frudov broj, ako se telo nalazi samo delimi¢no potopljeno u fluid, kao
na primer otpor kretanja broda ili optereéenje mostovskog stuba.

Frudov broj se moze tumaciti i kao odnos inercijalne sile (¢iji je pred-
stavnik brzina) i gravitacione, koja pod dejstvom dubine i gravitacije poku-
Sava da “smiruje” fenomen. Gravitaciona sila (sila tezine) je proizvod mase i
gravitacionog ubrzanja. Ako se masa izrazi u [p, L] dimenzionalnom sistemu,

dobija se:
Fg =mg = pgL? (5.22)

pa se vidi da je odnos inercijalne sile (5.19) i gravitacione sile jednak Fru-
dovom broju:

Fr pV? L2 _ V2

Fo  pgl3 gL
Ako je Frudov broj veéi od 1, znac¢i da je inercijalna sila “jac¢a” od grav-
itacione i da su uticaji brzine dominantni. Takvo tecenje je povezano sa
“silovitim” teCenjem. Obrnuto, ako je Frudov broj manji od 1, tecenje je sa
malim brzinama, “mirno”, jer je gravitacija “jaca”.

=Fr (5.23)

Bezdimenzionalna kapilarna konstanta U Mehanici fluida, na Grade-
vinskom fakultetu, za najveci broj zadataka, bitni su viskoznost i gravitacija,
pa se zato najcesce i koriste Rejnoldsov i Frudov broj. U manjem broju
zadataka su interesantni kapilarna konstanta i stisljivost (zajedno sa brzinom
propagacije talasa), dok se ostale materijalne konstante veoma retko sreéu.

Bezdimenzionalni broj, koji predstavlja kapilarnu konstantu, je Veberot®
broj, sa oznakom We. Povrsinski napon (kapilarna konstanta) §, moze se
napisati kao sila po jedinici duzine:

§=Ns x FL™' = Ny x pLV?

pa je Veberov broj inverzna vrednost bezdimenzionog mernog broja:
1 pLV?
=N 5

Veberov broj je od znacaja za strujanja sa izrazenim uticajem granice
dva fluida ili kod strujanja tankog sloja fluida preko ¢vrste granice. Kod
vecine povrsinskih tokova, kada je veoma mala dubina (ili tanak sloj vode
koji tece) kapilarne sile postaju znacajne i treba ih, pored gravitacije, uzeti
u obzir. Takode, u analizi vlage u zemljistu, kapilarne sile mogu biti za red
veli¢ine veée od gravitacionih sila.

We (5.24)

5Moritz Weber (1871 - 1951), nemacki profesor pomorske mehanike. Uveo je u upotrebu
standardne bezdimenzionalne brojeve kao osnovu za istrazivanje sli¢nosti.
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Bezdimenzionalni moduo stisljivosti Bezdimenzionalni broj, koji pred-
stavlja stigljivost, je Kosijev’ broj, sa oznakom Ca. Prema definiciji (2.10)
(strana 22), relativno smanjenje zapremine je jednako odnosu povecanja pri-
tiska i zapreminskog modula stisljivosti K:

K=Ngxp=Ngx ML 'T™% = Ng x pV?
Kosijev broj je jednak mernom broju:

V2
Ca = Ng = p? (5.25)

Pokazatelj stisljivosti fluida je i brzina propagacije talasa kroz fluid ¢ koja
je jednaka korenu odnosa modula stisljivosti i gustine:

K ML1T-2 | L2
C:ch ;:ch W:ch ﬁ:chv

Bezdimenzionalni broj za brzinu propagacije, zove se Mahov® broj, sa oz-
nakom Ma:

Moze se uspostaviti veza izmedu Mahovog i Kosijevog broja, ako se u
Mahovom broju brzina propagacije talasa napise preko stisljivosti:

v v &
Ma=2=—"—=v,[2 = M2=L_=cqa
c K K K
p
tako da se oba broja mogu koristiti za opisivanje uticaja stigljivosti fluida,
odnosno, kao pokazatelj odnosa inercijalnih sila i sila stisljivosti. Kada je
Mahov broj relativno mali (ispod 0,3), inercijalne sile izazvane kretanjem
fluida su relativno slabe i ne mogu da naprave znacajniju promenu gus-
tine fluida. Zbog toga se u praktitnim zadacima odredivanja opterecenja

gradevinskih objekata od strane vetra moze znacajno uprostiti reSenje zane-
marujudi stisljivost vazduha.

"Augustin Louis de Cauchy (1789 - 1857), francuski inZenjer hidrodinamike i
matematicar. Bavio se analizom realnih i kompleksnih brojeva, teorijom permutacija,
kao i konvergencijom i divergencijom beskonac¢nih nizova, diferencijalnih jednac¢ina, deter-
minanti i verovatnoca u matematici i fizici.

8Ernst Mach (1838 - 1916), éesko-austrijski fizicar i filozof. U oblasti fizike se bavio
interferencijom, difrakcijom, polarizacijom i refrakcijom svetla, kao i supersoni¢nim brzi-
nama i pojavom stojecih talasa.
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5.2 Sli¢nost i fizicki modeli

Postoji veliki broj problema, koji zahtevaju koriséenje geometrijski sli-
¢nog modela, na kome ¢e se u kontrolisanim uslovima izucavati odredene po-
jave. Svi vedi inzenjerski projekti, kao sto su izrade velikih reénih i morskih
luka, brana na rekama, brodova, aviona, superbrzih vozova, mostova sa ve-
likim rasponom i sli¢no, zahtevaju pravljenje modela. Sve do kraja 20-og
veka su pravljeni skoro isklju¢ivo fizicki modeli, dok se danas ¢esto kombinuju
fizicki i matematicki modeli. Fenomeni, koji su dobro istrazeni i koji mogu
da se modeliraju za odredenu geometriju upro$¢enim matematickim mode-
lima turbulencije, racunaju se upotrebom 2D ili 3D simulacija (akustika po-
zorisne sale, strujanje vode u jezeru, itd.). Svi ostali detalji, koji su prekom-
plikovani za matematicko modeliranje ili gde postoje¢i matematicki modeli
strujanja nisu dovoljno tac¢ni (visefazno strujanje, mesavina vode i vazduha
na brzotocima preliva, komplikovani grani¢ni uslovi, itd.) i dalje zahtevaju
pravljenje fizickih modela.

Opsta definicija modela bi mogla da bude da je to sve ono na éemu
se nesto proucava, dok je definicija prirode, odnosno objekta da je to sve
ono na $ta se proucavanja odnose. Ovakva definicija obuhvata razne vrste
modela: matematicke, fizicke, ali i foto modele, ekonomske modele kao i
socioloske modele. Sam pojam fizicki model vezuje se za ispitivanje nekih
fizickih fenomena na modelu (na primer, automobil ili avion u aerotunelu,
ili preliv na brani), a zatim na prenosenje dobijenih rezultata na prirodu.
Problem sa kojim je suo¢en svaki modelar je kakav i koliko veliki (odnosno,
mali) treba da bude model, kao i kako uspostaviti relacije izmedu izmerenih
veli¢ina na modelu i istih u prirodi.

Uslovi zadatka
T Pravise geometrijski

sli¢an

model

Objekat
Log.YoB.pos.FoB

Razmera

L
i
=
>
T

Y4
iy
O
|

[\

Na
modelu
& 9erade ispitivanja

Rezultati
ispitivanja modela
i zakljucci

Slika 5.8: Objekat i geometrijski slican model
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Da bi rezultati merenja na modelu bili uporedivi sa prirodom, model i
strujna slika na modelu moraju biti sli¢ni prirodi, odnosno objektu u prirodi.
Sliénost znaci mogucénost preslikavanja nekog problema sa objekta na model
(slika 5.8). Sa objekta na model se prenose uslovi zadatka, a sa modela na
objekat rezultati dobijeni ispitivanjima modela kao i zakljucci dobijeni tokom
eksperimenta. Odnos veli¢ina koje se prenose izmedu objekta i modela se
naziva razmera. Za neku veli¢inu X razmera je:

Xo
Xy = Xy (-]

Simbol zvezde (%) se koristi kao oznaka za razmeru’?. Razmera za veli¢inu
X, je uvek bezdimenzionalni broj jer je koli¢nik dve iste veli¢ine.

Uslov da su model i objekat geometrijski sli¢ni je prilicno jasan: koefi-
cijent gubitka energije na leptirastom zatvaracu, na primer, sigurno najvise
zavisi upravo od konstrukcije zatvarac¢a i ne bi imalo smisla koristiti neki
drugi, na primer kugli¢ni zatvarac, da se modelira leptirasti. Koji su jos
uslovi sli¢nosti koje treba da ispuni model? Strujna slika oko objekta je sig-
urno bitna za veéinu fenomena, pa bi bilo dobro da se i ona verno predstavi
na modelu, odnosno, da bude ispunjena kinematska slicnost. Kako se na
modelu istrazuju sile koje treba preneti na prirodu, neophodno je da bude
ispunjena i dinamicka slicnost.

5.2.1 Geometrijska slicnost

Geometrijska slicnost podrazumeva da su objekat i model istog oblika ali

razlicitih velidina. Sve razmere za duzine treba da budu iste:
L. — o_LQO_L3o_ _Lno
. = = = —ro

Ty Ia. T

M nym

M

Razmera za povrsine je A, = L? a za zapremine ¥, = L3.

Kompletnu geometrijsku sli¢nost, na zalost, ¢esto nije moguce postiéi.
Ako se, na primer, modelira transport finog nanosa u kanalu, koristeé¢i mo-
del razmere za duzine Ly, model tecenja vode u betonskom kanalu zahteva
smanjenje hrapavosti dna na modelu u istoj razmeri kao i smanjenje duzina.
To bi znacilo da je na modelu potrebno napraviti izuzetno glatko dno, $to

9Neki autori kao oznaku za razmeru koriste malo slovo r od engleske reéi ratio - odnos,
pa je razmera za duzine, na primer L, = Lo /L. Cesto se koristi i modelska razmera
sa oznakom A koja je jednaka inverznoj vrednost razmere Ly = 1/L. = Ly /Lo. Za
modelsku razmeru za duzine od 1:20 ili A = 0,05 odgovarajuc¢a razmera za duzine je 20:1
odnosno L, = 20. Modelska razmera se standardno koristi u kartografiji.
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Cesto nije moguce. Kretanje peska po dnu u prirodi treba modelirati sa
prahom koji je L, puta manji od peska, a tada su kohezione sile drukéije
nego kod peska. Pa ¢ak ni uslovi te¢enja u samom modelu verovatno nece
biti isti, jer ¢e zbog velikog smanjenja popre¢nog preseka do¢i do smanjenja
Rejnoldsovog broja, pa ¢e tecenje biti laminarno umesto turbulentnog koje
je na objektu.

Resenje se cesto nalazi u svesnoj distorziji modela, kada se usvajaju ra-
zlic¢ite razmere za duzinu, Sirinu, hrapavost ili neku drugu duzinsku dimen-
ziju. Takvi modeli su, po pravilu, komplikovaniji za analizu i za prenosenje
rezultata na objekat i zahtevaju detaljno izu¢avanje efekta distorzije na do-
bijene rezultate.

5.2.2 Kinematska sli¢nost

Kinematska sli¢nost znaci da je, pored geometrijske sli¢nosti, postignuta i
slicnost za brzine. Razmere za brzine u svim odgovarajué¢im tackama objekta
i modela treba da budu iste:

VlM VQM V3M VnM
Zahvaljujuéi geometrijskoj i kinematsko]j sli¢nosti, strujna slika oko modela
¢e biti ista kao i strujna slika u prirodi.

Primer 5.2.1

Ako je automobil duzine 4,0 m (objekat) a njegov model duzine 0,5 m, kolika je
razmera za duzine? Ako se model automobila kreée brzinom od 10 m/s, kolika je
brzina automobila (objekta)?

Razmera za duzine je odnos duzina objekta i modela:

_ Lo _40_

Ly 05

Razmera L, = 8 vazi samo za duzine. Da bi se odredila brzina automobila

(objekta) potrebno je prvo naéi razmeru za brzine, kao odnos brzina objekta i
modela:

L,

V.= Yo
Vi
Ako se uvrsti razmera za duzine u prethodni izraz, dobija se:
Lo
To Lo Ty 1 1
‘/; = == ——— = L*— = P
Ly Ly To T, 8T*

Tur
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Razmera za vreme po pravilu nije 7, = 1 (vreme ne proti¢e istom brzinom na
objektu, u prirodi, i na modelu) ve¢ je u zadatku nepoznata. Bez dodatnih uslova
nije moguce odgovoriti kolika ¢e biti brzina automobila (objekta).

U datom primeru je prilikom izvodenja razmere za brzine, pokazano prvo
pravilo slicnosti: Razmere za dimenzionalne veli¢ine se odnose kao dimenzije
tih wvelicina. Dakle, brzina automobila V', koja moze da se izra¢una kao
predeni put L, za vreme T

V == ima razmeru V, = &
T T,
Kako se razmere odnose kao i njihove dimenzije, sledi da postoji onoliko
nezavisnih razmera koliko i nezavisnih osnovnih veli¢ina. U Mehanici fluida
se koriste tri osnovne veli¢ine, pa odatle sledi da su na raspolaganju i tri
nezavisne razgmere.

Iz prvog pravila posredno sledi i drugo pravilo slicnosti: Bezdimen-
ztonalne velicine se prenose nepromenjene sa modela na objekat, odnosno,
Razmera za bezdimenzionalne veli¢ine je 1. Ako pritisak u nekoj tacki moze
da se izrac¢una preko izraza:

1
p= Cp_pVQ
2
tada je razmera za pritisak:

ps = (Cp), (%>* P (VQ)* = p. (Vi)?

Jedan od problema pri izradi modela je postizanje sli¢nosti za brzine na
granicama modela. Model koji se napravi je uvek “isecak” iz prirode, “pro-
zor” kroz koji se gleda na deo prirodnog strujanja. Strujnu sliku koja je na
granicama tog prozora, u prirodi, ¢esto je tesko ili nemoguce reprodukovati
na modelu, jer je na modelu to istovremeno i fizicka granica prostora. Na
primer, ako se pravi model brane na reci i ako je bitna strujna slika u okolini
zahvatnih gradevina, veoma je bitno da se na modelu postigne verna stru-
jna slika u uzvodnim presecima. Kako je, medutim, model kona¢ne duzine
(obitno je sa uzvodne strane dugacak L/W = 3 — 5 gde je W Sirina reke),
veoma je tesko posti¢i da voda iz nekog rezervoara ulazi u model upravo
sa istim rasporedom brzina kao Sto se to dogada u prirodi. Zbog toga je
potrebno “kalibrisati” model, proveriti verodostojnost strujne slike na mo-
delu u odnosu na prirodu i oceniti uticaj eventualne razlike strujne slike na
rezultate istrazivanja.
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Drugi primer ogranicenosti modela da verno reprodukuje strujnu sliku iz
prirode se vidi na slici 5.9, gde se model automobila ispituje u vazdusnom
tunelu. Uslov da dolazne brzine budu istovetne, ovde je relativno lako
postiéi, dok je drugi uslov, da je iznad automobila “beskonac¢an” prostor,
gotovo nemoguée postié¢i zbog ogranicenih dimenzija vazdusnog tunela (na
slici je nacrtan zbog toga zid i iznad modela). Znaci, pored osnovnih ispiti-
vanja sila na model, neophodno je sprovesti i posebna istrazivanja o uticaju
blizine drugog zida na strujnu sliku.

5.2.3 Dinamicka slicnost

Dinamicka sli¢nost znaci da je, pored geometrijske i kinematske sli¢nosti,
postignuta i sliénost svih odgovarajucih sila. U obzir se uzimaju realne sile
(zapreminske, sila tezine F i povrsinske, sila pritiska Fp po preseku i nor-
malno na konturu i viskozna sila F),, ili sila trenja) i fiktivna inercijalna sila
(slika 7.9 na strani 295), pri ¢emu mora biti postignuta ravnoteza tih sila
(jednacina (7.10) na strani 295):

FG+Fp+F,+...+Fr=0

| Lo_ Objekat (priroda) _| Ly Model

AAIIAIII PP I77 75 777

YA

\f”_'_'_'_'_
==

_.—-'—'/
/

Sve sile na
objekat

Sve sile na Fe| \Fi
model F1R

Forp

Slika 5.9: Sli¢nost dimenzija, brzina i sila koje deluju na automobil u
mirovanju pri kretanju fluida brzinom V'

Kako prema dinamickoj sli¢nosti razmere za sve interesantne sile moraju
biti iste (slika 5.9), sledi:

Fa,, Fp, FMM Fr,
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Ako se fiktivna inercijalna sila uzme kao referentna sila, tada se prethodna
jednakost n sila moze napisati kao n — 1 nezavisnih uslova:

(7)o~ (7). (B)o (B), (7) (7)o
Fo)o \Fo/)um \Fp/o \Fp)u \F.), \Fu), =
U poglavlju 5.1.5, Standardni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici flu-
ida, uvedeni su bezdimenzionalni brojevi za veéinu materijalnih konstanti
(tabela 5.1). Pokazano je da su svi bezdimenzionalni brojevi u stvari odnosi

inercijalnih sila i odgovarajuéih realnih sila. Na primer, za Frudov broj (5.21)
je pokazano izrazom (5.23) da se dobija kao odnos:

Fr=—
Fe
pa se onda prva jednakost u uslovu dinamicke sli¢nosti moze napisati kao:

(Fr)o
(Fr)m

(Fryo=(Fr)y = Fr,= =1

Uslov dinamicke sli¢nosti namec¢e da su Frudovi brojevi na objektu i
modelu isti, odnosno, da je njihova razmera jednaka jedinici. Sli¢no se moze
izvesti i za ostale jednakosti iz izraza (5.27), zamenjujuéi redom odgovarajuce
bezdimenzionalne brojeve iz tabele 5.1, §to daje n — 1 nezavisnih uslova
sli¢nosti svih sila:

Fr,=1, Euy,=1, Re,=1, We,=1,... (5.28)

Na primer, ako je u nekom fenomenu dominantna samo sila tezine (od re-
alnih sila), model mora da zadovolji sli¢nost za sile tezine i inercijalne sile,
odnosno, da zadovolji da je razmera za Frudov broj Fr, = 1.

Uvodenjem dinamicke sli¢nosti, sada je moguce zavrsiti primer 5.2.1, sa
strane 203. Potrebno je odrediti koji su uticaji na objekat dominantni, i
postaviti uslov da je razmera za odgovarajuéi broj jedinca. Ako su to uticaji
viskoznosti, tada se uvodi uslov:

ViL,

Vs

1

Re, =1

Kako se modelira sa istim fluidom kao i na objektu, moze se staviti da je
v, = 1, pa se dobija nedostajuca veza izmedu razmere za duzinu i za brzinu
ViL, = 1, pomoc¢u koje je moguce resiti primer.
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5.2.4 Sloboda izbora razmera za fizicke modele

Ako se kreée u avanturu pravljenja modela, kako odabrati razmere za
osnovne veli¢ine, duzinu L, brzinu V, i gustinu p,? Izbor tih razmera nije
slobodan, jer se kroz uslov o zadovoljenju geometrijske, kinematske i di-
namicke sli¢nosti vezuju pojedine razmere.

Najprostiji model treba da obezbedi sli¢nost samo geometrijskih (kon-
turnih) i pocetnih uslova, pri ¢emu se ne postavljaju zahtevi za sli¢nost sila.
Kod takvog modela je slobodan izbor sve tri razmere: Ly, Vi i p.. Medutim,
kako je izbor fluida sa kojima se modelira ograniCen, razmera za gustinu
mora biti fiksirana. Ako je na modelu i na objektu isti fluid, razmera ¢e biti
p« = 1,0, inace je p, = po/pm # 1,0. Ovakva slicnost se naziva inercijalna,
ili geometrijska slicnost, a istrazivac je slobodan da izabere preostale dve
razmere prema raspolozivom prostoru i uslovima u laboratoriji.

Ako se pored inercijalne (geometrijske) sli¢nosti trazi i slicnost sila, onda
je to dinamicka slicnost, pa je potrebno ispuniti uslove (5.28), odnosno,
obezbediti da razmere bezdimenzionalnih fizickih karakteristika fluida (Re,
We, Ca, Fr), koje u sebi nose odnose trazenih sila i inercijalnih sila, budu
jednake jedinici. Dinamicka slicnost vezuje broj nezavisnih razmera tako da
svaki dodatni zahtev o sli¢nosti neke od sila smanjuje za po jedan slobodne
dve razmere (treca je vezana inercijalnim uslovom):

e Broj slobodnih razmera: (3-1)-1=1 Ako se postavi uslov o sli¢nosti sa-
mo jedne, dominantne sile, koja je pod uticajem jedne fizicke karakte-
ristike fluida (na primer, viskoznosti), tada se broj slobodnih razmera
smanjuje sa dve na jednu. Obi¢no se kao slobodna razmera uzima
duzina.

e Broj slobodnih razmera: (3-1)-2=0 Ako se trazi da model ispuni uslov
slicnosti za dve sile, broj slobodnih razmera je nula. Model je (barem
teorijski) jos uvek moguée napraviti, ali su sve razmere fiksirane. U
realnosti, pitanje je da li je izvodljiv takav model, jer je potrebno naci
fluid koji ¢e se koristiti na modelu sa tatno definisanim karakteris-
tikama, kako bi se ispunile zahtevane razmere.

e Broj slobodnih razmera: (3-1)-3=% I na kraju, ako se trazi da model
ispuni uslov sli¢nosti za tri ili vie sila, model mora imati sve razmere
jednake jedinici, odnosno, model je isto sto i objekat, priroda.

U okviru kursa Mehanike fluida, na Gradevinskom fakultetu, uglavnom
se izucavaju fenomeni koji zavise od jedne dominantne sile: ili od sile viskoz-
nosti (svi efekti povezani sa trenjem) ili od gravitacije (otvoreni tokovi):
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1. Sli¢nost za viskozne uticaje (1) znaci uslov da je razmera za Rejnoldsov

broj (strana 196, Bezdimenzionalna viskoznost) jednaka jedinici:

P*V*L* . ViLy

s Vs

Re, =1,0=

Ova sliénost se ¢esto naziva Rejnoldsova sli¢nost. Ako je isti fluid na
modelu i objektu, Rejnoldsova sli¢nost se svodi na vezu razmera za
brzine i duzine:

Vil,=1 = V,=—

pa se za 4 puta manji model, na primer, dobija da je potrebno postiéi 4
puta vece brzine na modelu da bi efekat viskoznosti ostao isti. Upravo
zbog ove ¢injenice se ¢esto u modeliranju fenomena koje izaziva voda,
na modelu koristi vazduh.

Takode, treba obratiti paznju da vreme na modelu znatno brze tece
nego na objektu:

L 1
V*:_ = _*:_ = T*:Lz
T

a i gravitaciono ubrzanje nije isto:

L, V2 1

* *

. Sli¢nost za gravitacione uticaje (g) znaci uslov da je razmera za Frudov

broj (strana 198, Bezdimenzionalna gravitacija) jednaka jedinici:

V2
Fr,=10=—=
* Q*L*

Ova sli¢nost se naziva Frudova sli¢nost. U najvetem broju slucajeva su
objekat i model u uslovima istog Zemljinog ubrzanja pa je uglavnom
g« = 1,0 a Frudova sli¢nost se svodi na:

V2
=1 = V.=VL
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Kod Frudove sli¢nosti, manji model znaci i (sa korenom) manje brzine.
Razmera za vreme je:

L* L*
T = — = = L
* ‘/* /—L* *

a za protok:

Q. =ViA, = VI, I2 = L?

Prilikom izvodenja razmera za pojedine veli¢ine, koristi se pravilo sli¢nosti
gde se razmere odnose kao dimenzije tih veli¢ina. Da bi se izra¢unala razmera
za neku veli¢inu, potrebno je napisati neki od najjednostavijih dimenzion-
alnih obrazaca (na primer, protok @ je proizvod brzine V i povrsine A, a
povrsina je duzina L na kvadrat), a zatim formirati razmeru: sve dimeznion-
alne veli¢ine dobijaju u indeksu zvezdicu, a svi bezdimenzionalni brojevi
postaju jedinice.

5.2.5 Primeri fizickih modela

Slicnost za inercijalne i gravitacione uticaje - Frudova sliénost Fru-
dova sli¢nost se koristi kod fenomena gde je tezina fluida dominantna, u
oblasti otvorenih tokova (prelivi, propagacija talasa, propusna mo¢ kanala,
sile na ustave i slicno) i u oblasti otpora kretanja tela koja su delimi¢no
uronjena u vodu.

Primer 5.2.2

Model ustave je napravljen prema Frudovoj slicnosti. Razmera za duzine je L, = 16.
Kolika ¢e biti razmera za brzinu ispod ustave, razmera za fluktuacije pritisaka na
dno i za silu na ustavu?

Uslov za Frudovu sliénost je da razmera za Frudov broj bude jedan:

V2 \&
F * = 170 = * = _*
" L. L,

gde je stavljeno da je razmera za gravitaciono ubrzanje g, = 1. Trazena razmera za
brzine je:

V=L, = Vi,=+L.,=V16=4

Dobijena razmera za brzine vazi za sve brzine na modelu, pa i za brzinu ispod
ustave.
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Kako je u pitanju Frudov model pravljen za zadovoljenje gravitacionih uticaja,
za razmeru za pritisak je zgodno koristiti obrazac u kome se pojavljuje gravitacija.
U hidrostatici se koristi obrazac:

p=pg(Il —z) = pgL
gde je ¢lan (IT — z) zamenjen bilo kojom duzinom L. Razmera za pritisak je:
DPx = p*g*L* = p*L*

Kako nije receno da li je isti fluid na objektu i na modelu, pretpostaviée se da se
koristi voda u oba slucaja, pa je razmera za gustinu p, = 1. Trazena razmera za
pritisak i za fluktuacije pritiska na dno je tada:

px = Ly =16
Razmera za silu na ustavu se jednostavno dobija kada se zna razmera za pritisak:
F=pA = F,.=(pgl)[? = F,=1L=409

opet uz pretpostavku da je isti fluid na modelu i na objektu.

U datom primeru je dobijena velika razmera za sile. To prakti¢no znaci da
¢e izmerena sila na modelu biti izuzetno mala: 16 puta smanjujuéi duzine,
sila na modelu se smanjuje 4096 puta! Ovo predstavlja Cesto praktican
problem u izvodenju eksperimenta. Takode, treba voditi ra¢una da razmera
za vreme kod Frudove sli¢nosti nije jedinica, odnosno, vreme ne protice istom
brzinom na modelu i na objektu.

Istovremena Frudova i Rejnoldsova sliénost Prilikom izbora razmera,
postavljanje uslova za istovremenu sli¢nost za dva uticaja, ukupan broj
slobodnih razmera je nula, odnosno, sve razmere su medusobno povezane.
Takav model je prili¢no tesko napraviti, jer modelar ima ogranicen dijapazon
mogucéih fluida sa kojima ¢e modelirati prirodu, pa je i razmera za gustinu i
viskoznost fluida ogranicena.

Primer 5.2.3

Koje uslove treba da zadovolji model koji ima isti odnos inercijalnih i gravitacionih
sila, kao i inercijalnih i viskoznih sila, odnosno model koji istovremeno zadovoljava
uslove Fr, =11 Re, =17

Postavljeni uslovi daju sledeé¢u vezu razmera za brzine i duzine:

Fr, = 1 = V=1L, (5.30)
pVili V.L,

J7n Vs

Re, = 1 =10 = V.L,=v, (5.31)
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Ako se na modelu i objektu koristi isti fluid (p, = 1), tada je razmera za
kinematsku viskoznost v, = 1, pa se iz uslova Re, = 1 dobija veza razmera brzine
i duzine:

1

Vil.=1 = V=4 (5.32)

Sredivanjem izraza (5.30) i (5.32) dobija se resenje za razmere V, i L,:

2 _
L
Vv*:_ L*:]-

*

Dobijeno resenje pokazuje da ako se fiksira razmera za gustinu uzimanjem istog
fluida, objekat i model moraju biti isti jer je razmera za duzine 1. Ako se na modelu i
objektu upotrebe razliciti fluidi, brzina iz izraza (5.30) se moze staviti u izraz (5.31)
i nadi razmera za kinematsku viskoznost:

Vi=+L, = v,=V.L, = v, =L""L, =LY*=V} (5.33)
Dakle, da bi se ispunio postavljeni uslov, potrebno je na modelu koristiti takav fluid
¢ija je kinematska viskoznost vy = voL™3/2,

Dobijen uslov o potrebnoj razmeri za kinematsku viskoznost u datom
primeru nije lako posti¢i. Eksperimentatorima je na raspolaganju veoma
suzen opseg mogudih fluida, te je priliéno tesko napraviti model. Ako se, na
primer, voda na objektu zameni vazduhom na modelu, tada je razmera za
kinematsku viskoznost (5.33):

Vo 10~ B
Vye = E == W - 070625

Model treba da ima razmeru za duzine:
L, =2 =0,1575

odnosno, model treba da bude veé¢i od objekta. NeSto je “zgodnije” is-
trazivati otpore usled strujanja vazduha na objektu, jer je sada moguce ko-
ristiti vodu kao modelski fluid, pa ¢ée razmere za duZine i brzine biti:

1
L = 0,1575

= 6,35 Vi=+VLi=/6,35=2,52
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Objekat i model su iste konstrukcije U hidrotehnickoj praksi se po-
nekad srece i situacija da se na objektu obavljaju eksperimenti koriste¢i neki
drugi fluid. Tada se i dalje govori o modeliranju, pri ¢emu je razmera za
duzine L, = 1 a razmere za gustinu i viskoznost zavise od vrste upotre-
bljenog fluida. U najveéem broju slucajeva se radi o Rejnoldsovom modelu,
a ispitivanja se sprovode radi utvrdivanja koeficijenta otpora (trenja ili ob-
lika).

Primer 5.2.4

Pri pravljenju velikih tunelskih dovoda vode do hidrocentrale, bitno je postié¢i sto
manje gubitke energije, odnosno, $to manji koeficijent linijskog gubitka energije.
Parametri tunela se ¢esto odreduju uduvavanjem vazduha i merenjem pada pritiska
na izabranoj deonici. Pri normalnim uslovima, gustina vazduha je p = 1,2 kg/m? i
viskoznost 1 = 1,92 - 1075 Pa s, dok su gustina vode p = 1,0 kg/dm? i viskoznost
vode 11 = 1,0- 1072 Pa s. Kod trenja je dominantna viskoznost, pa se u modelskoj
analizi moraju zadovoljiti slicnosti za inercijalne i viskozne uticaje. Ukoliko se
izmeri razlika pritiska izmedu dva preseka na cevovodu Ap = 1,0 kPa pri radu sa
vazduhom, kolika ¢e biti razlika pritiska u radu sa vodom?

1z uslova zadatka sledi da mora biti zadovoljena Rejnoldsova sli¢nost:

*Vv*D* *
Re,=1 = £ =1 = V=1L
i ps Dy
Objekat i model su jedan isti cevovod, tako da je razmera za duzine:
D
D,==2% =1
Dy
Na objektu se koristi voda a na modelu vazduh, pa su razmere za gustinu i viskoznost:
1000
=22 = = 833,33
M 1,2

Ho 1,0-1073
*_ — = T - = 27
W 1.92.10-5 52,0833

Iz uslova da se koristi Rejnoldsova sli¢nost, sledi i razmera za brzine:

e 52,0833
oD, 833,33

Ve, = = 0,0625

Na cevovodu je izmerena razlika pritiska od Apy; = 1,0 kPa. Da bi se odredila
razlika pritiska na objektu, potrebno je naéi razmeru za pritisak. Kao dimenzionalni

obrazac, koristie se zaustavni pritisak:

1
b= Cpipvé
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pa je razmera za pritisak:

1
pe=Cy, <§> V2 = p, V2 = 833,33 x 0,0625% = 3,255
Razlika pritisaka na objektu ¢e biti:

_ Apo
Apm

N =  Apo = px Apy = 3,255 x 1,0 = 3,255 kPa
Interesantno je pogledati kolika treba da bude brzina vazduha na modelu da bi
se postigla brzina vode na objektu od 2 m/s. Razmera za brzine je:
Vo 2

Vo
‘/; =0, 25 = — V = — = =32
0,0625 Vs = M v 0.0625 32 m/s

pa se dobija priliéno velika potrebna brzina vazduha u tunelu od V' = 32 m/s ili
V =115 km/h.

Prilikom izvodenja razmere za pritisak u datom primeru, koriséen je
obrazac za zaustavni pritisak. Da li je mogao da se koristi obrazac iz
prethodnog primera 5.2.3: p = pgh? Razmere za gustinu p, i duzinu
hy = D, su poznate, ali kolika je razmera za gravitaciju g,?7 Na strani 208
je pokazano (5.29) da razmera za gravitaciono ubrzanje kod Rejnoldsove
sli¢nosti nije jedinica. Razmera g, se moze, na primer, posredno odrediti iz
brzinske visine:

V2 V2
=~ =L, = g.=-==0,0625%=0,003906
9x Ly

pa je sada razmera za pritisak ista kao i izvedena preko zaustavnog pritiska:
Py = P9l = 833,33 x 0,003906 x 1,0 = 3,255

Razmeru za gravitaciju je moguce dobiti i iz dimenzija ubrzanja, preko
razmere za vreme:

_ & = T, = & = L
9« =72 *T V. 0,0625
1 2
gx = ———— = 0,0625° = 0,003906

(a0ees)
0,0625
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