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NUMERICKE METODE
RESAVANJA STRUJANJA
VISKOZNOG NESTISLJIVOG
FLUIDA

SA PRENOSOM TOPLOTE



2.1 OSNOVNE JEDNACINE U MEHANICI FLUIDA

. : . OV
Navije-Stoksova jednacina ol —+vv. . |=0+f B
ot Jn) 1}) '
Konstitutivna _ 5.4 Tenzor brzine 1 ( )
relacija za napon Cii =~ PO;j+ £4£; deformacije €ij = 2 Fhg

M yvy = —p B
Za nestisljivi fluid A\ 3¢ TV )T TR AT

Jednacina kontinuiteta Dp | pZi_g

Za nestigljivi fluid Vi, =0

Jednacina provodenja toplote ,ocp(— +vi0,ij =(k6;), +q°



2.2 IMPLICITNE METODE RESAVANJA STRUJANJA LAMINARNOG
VISKOZNOG NESTISLJIVOG FLUIDA SA PRENOSOM TOPLOTE

2.2.1 MeSovita (brzine-pritisci) v-p formulacija

av- —
'O(EI +V"V"J'j =—pi+wi+ff (228 Vii=0 (222)
Primena Galerkinovog postupka

p[H, %dv +p| Hovyi @V =—[H,p,dV + [ uH v, 0V + [H,f PV (2.2.9)
\% V \% Vv \%

JG5Vi,idV =0 (2.2.10)
v

Parcijalna integracija i prevodenje zapreminskog u povrsinski integral

ov.
pJ H, —rav +,o\j; H,vy; dV —J H,ipdV +J/~’Ha,jvi,1dv :J H,f Pdv +£ Ha = 400,y )dS (2.2.11)



Prikaz tipa elementa i
broja nepoznatih
veli¢ina po elementu

Matricni oblik
jednacina

Koris¢enjem interpolacijskih funkcija za brzinu i pritisak fluida Vi = Havia P=Gsps
(2.2.11)
Tip S <o Broj nepc()jnatlh veli~na
elementa po elementu po elementu
Brzina Pritisaka
4 4 1
D 9 9 4
8 8 1
3-D 21 21 8
27 27 8
~ T - [ ] [ ]
0 0 Kl 0 [lp o [ (2.2.15)
t+AtVia:t+AtVi((an—l) n AVi(:zn) t-+At p5:t+Atpgm—1) +Ap

Brzina i pritisak na kraju koraka
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Inkrementalno-iterativne jednacine

pAitvjHaHﬁdv}(Av;m){pvjHaHﬁAt v 1)HﬂJdV}(AVm) {pJHaHHt+At vt 1)Hﬁdv}(Av<ﬂm>)
ijaJHﬁpv}(Av(ﬂm)){JHa,iG(sdv}(Apgm)):_V[Ha 5 v +jH — pn; +v; p)dS -
pAit\_/[HaH,BdV:|(t+AtVi1ml)_tv,8i )_|:p\‘!'HaHyt+At i 1)Hﬂjdv}(t+m ) |:J./uHaJHIBjdV:|(t+At Eﬂ 1))_

| HQ.G(SdV}(”At 1) (2.2.26)

{J G5Ha,idV}(Avgi“))=—[\_[ G,H, olv}(t+At ) (2.2.27)

Matricni oblik jednacina

M _|_t+AtK( m-1) t+AtK( ) t-+At 'JS/T_l) Kvp AV(m) t+AL F\gm—l)
T E t+AtF(m—1) (2.2.28)
Kw 0 P
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2.2.2 PENALTI formulacija za strujanje fluida

V. B:O

1, +

Uslov nestisljivosti (2.2.38)

ij iednaci Vi vy | = v+ (v +vy, ) +f 8
Navije-Stoksova jednacdina o o TV = HWVijt Vi)t T
Matricni oblik jednacine

(Ait Mv+t+AtK%—l)+t+AtK£r£—l)+t+AtKl(ur?/—l)_i_HAtJS/T—l)

(2.2.40)

+ |<}NjAv(m)=”At FmY) (2.2.41)

2.2.3 Mesovita (brzine-pritisci-temperature, v-p-0 ) formulacija

M, +t+AtKS/n\:—1) +t+AtK£ln\1/—1) At Jsln\:—l) Kvp 0 KAV(
Ky, 0 0 1 Ap!

(m)
t+AtKg1,1—1) Ait M, +t+AtKgn;—1) L trat Jgrg—l) kA@

( 3
t+At F\(lm—l)

t+At £ m-1)
p

t+At Fém—l)

\

(2.2.64)




2.2.4 PENALTI formulacija za strujanje fluida sa prenosom

toplote
[ i M +t+AtK(m—1) +t+AtK(m—1) n 1
At W - 0 (m) t+At &(m-1)
t+At 12 (m-1) | t+At 7(m-1) AV _ Fy
K/N + 0w Ky AH(m) | t+At Fém—l)
t-+At K(grvn—l) Ait M, +t+AtK(9rg—l) LAt J(grg—l)

B - (2.2.65)



Tipovi elemenata za 2D i 3D analizu

2D/4, v-4, p-1, 0-4 2D/9, v-9, p-4, 0-9

Brzina fluida .
Pritiak fluida o
Temper. fluida @

3D/8, v-8, p-1, 0-8 3D/21,v-21, p-8,0-21 3D/27, v-27, p-8, 0-27




2.3 EKSPLICITNA METODA 1Z DVA KORAKA

Jednaéina op

o o)t
kontinuiteta E*’(Pvi )J =0 (2.3.1) Navije-Stoksova jednacina # EJerVi,j [ = A = 2 =

(2.3.2)
Jednatina stanja p= p(,o) (2.3.3) Brzina zvuka ¢’ = S—p (2.3.4)
0
Jednaci .. ap 2 =0
ednacina kontinuiteta E-Hli p;+ oLV = (2.3.6)
Navije-Stoksova jednacina u matricnom obliku MVV + KWV + l<vpp o |:B - FS — O (2.3.8)
Jednacina kontinuiteta u matricnom obliku : = (2.3.9)
Mp+KpVv+K,,p=0
Selektivna 'lumping' dvo-kora~na eksplicitna Sema
M V2 Z My —%(ngv“ +K,p"—FL —F! ) (2.3.11)
Prvi korak . _ At
M p"2 =M p" ——(vav” +Kgpp”):0 (2.3.12)
M, v = M V" _At(Kc\J;1/2Vn+1/2 N Kvppn+1/2 _F- F£+1/2) ey
Drugi korak
NA RNl KA AN n+1/2 n+1/2,n+1/2
Mpp™™ =Myp _At(vaV +Kpp P ): 0 (2.3.14)

~

Selektivni 'lumping' parametar e M p — eI\/Ip + (1_ e)M P (2.3.15)



2.4 EKSPLICITNO-IMPLICITNA TRO-STEPENA METODA ZA RESAVANJE

STRUJANJA FLUIDA
Trostepena Sema e )
VinJr1 _Vin n,,n Pi n n n
At/3 Sop ! )
V_n+1/2 _\" n
i L s, pan Pi V(Virjj+1/3 +V;n|+1/3) Lf
At/2 o,
V_n+1 _V_n n+1
i i an+1/2V|nj+1/2 p i Lt V(Vi : n Vji
At o, '
Primena Galerkina
%I alprll+|dv ___J‘H V”dV J’Hal Jn+1/2 n+1/2dv +IHa| |
Vv

Algoritam reSavanja

{M}{v”+1/3}= {{M}{v }+A—(F“ +F"+F +F )}
I

{m}{vnﬂlz}:{{m}{v }+%( n+F§+1/3+F£+1/3+F£+1/3)}

Ko ™= + £

g

£ n+1/2

L ]

(2.4.3)

(2.4.4)

n+1/2 n+1/2)_+fin+1/2 (2.4.5)

n+1

v - ;Ha[u}ws
. At (2.4.10)

(2.4.13)

(2.4.13)
(2.4.11)

(2.4.16)



2.5 PRIMENA "UPWIND" TEHNIKE NA KONVEKTIVNO DOMINANTNA
STRUJANIJA FLUIDA

2

Jednodimenziona advektivno-difuzna jednacina u 8— =Kk — (2.5.1)
X
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2.5.3 Streamline UPWIND Petrov-Galerkin metoda

Tenzor vestacke diuzivnosti kij =K Ai Aj (2.5.12) gdeje

_ Ui
"l

Korigovane interpolacijske funkcije h =h+kdh i (2.5.18)

2yl
[ |Standarni Galerkin |

Graficka interpretacija

| ~

Streamline upwind/

Pravac strujanja Y Petrov-Galerkin (SU/PG) postupak

>0

k =(&uh, +muh )2 (2.5.19)

= (Coth a )—1/ a: n= (Coth an)—ll a,

a; =U:h. /(2K) @, =u,h, /(2k)

(2.5.20)
u; =€ -u u,=e,-u




2.6 TEJLOR-GALERKINOVA METODA
ZA NESTACIONARNE KONVEKTIVNO-DIFUZNE PROBLEME

2
Burgerova viskozna 1D jednacina o, o —+u 8u ,ua—l; (2.6.1)
ot ox OX

N a 62 n
Tejlorov red u™t=u" - A o2 (atY +0(at)’ (2.6.2)

Inkrementalna jedna~ina sa stabilizacionim delom

n+1 _./n 2 n 2 n 2 n+1_ n
u u _ " ,ou” ,u@ 2 +At —u”g " ou” ,ua LH 9, u (2.6.7)
At OX p OX 2 OX ax p ox° ,oax At

2.7 STABILNOST DVOSTEPENE LAX-WENDROFF | TROSTEPENE METODE

Dvostepena Lax-Wendrof-ova metoda Trostepena stabilizaciona metoda
f(t+at/3)= (1) A0
At Of (t) 3 ot
f(t+At/2)=f(t)+ ——~ .
2 o (2.7.4) Ft+at/2)=f(t)+ 2 T (2.7.5)
f(t+At)—f(t)+Ataf(t+At/2) e
ot f(t+At):f(t)+Ataf(t+At/2)

ot



Horizontalnabrzina

2.8.1 Strujanje fluida izmedu dve nepokretne ploce

Yy A
> V;=V,=0
™ . L=20 m
0 P e e e e > h=8 m
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Uporedni prikaz zauzetosti memorije i trajanja proracuna

Metoda 1 : MeSovita formulacija (9/4 element), implicitna metoda
Metoda 2 : Penalti formulacija (4/1 element), implicitna metoda
Metoda 3 : Cisto eksplicitna metoda (4/4 element)

Metoda 4 : Eksplicitno-implicithna metoda (4/4 element)

Zauzetost memorije Trajanje prora~una

150000 - 600 ;

400 A
200 1
04

100000 -

NN

50000 -

0O




2.8.2 Stacionarno ravansko strujanje fluida kroz kanal sa proSirenjem

c (////////////////////////// = d =1m
5 :’; S d,=2 m
Vi=Vo= 1,=2
R vzrz77777777 d, |2=6,[5nm 800 =— Kanahara
= Vv, Vomax=2 M/S
= y pu=1 kg/m/s
3 /////I////// TS TSI TSI E p:_l kg/m3 600 -
1 , 5 R.=60 —
o
‘E‘ 400 -
©
>
% 200 -
£
-200
o 2 s 6
Linija EF [m]
L egenda Broj koraka Zauzetost memorije Trajanje prora~una
M etodal 1 2.4M ba 40 sekundi
M etoda2 1 1.05M ba 5 sekundi
M etoda3 7000, At= 4 x10™° 0.04M ba 7654 sekundi
M etoda4 500, At= 6 x104 0.5Mba 1000 sekudni




Polja pritiska fluida

Metod 1
-0 .80808E+ 2
Metod 2 -3 .T3IAE+Z
-2 . 46@3E+ 2
—1.198E+2
8. 80080E+13
1.350E+2
2.620E+2
3.898E+2
2.1680E+2
Metod 3
6.494380E+2
7. 700E+2
Metod 4




2.8.3 Strujanje fluida u supljini pri zadatoj brzini na jednoj stranici

Y 4 Metoda 1 Metoda 2
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Strujnice u
pokretnoj supljini
pri R,=400




Metoda 1 Metoda 2

Metoda 3 Metoda 4

Strujnice u
pokretnoj supljini
pri R,=1000
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Metoda 3 Metoda 4
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Raspored pritiska u
pokretnoj supljini
pri R,=400

L4




Metoda 1 Metoda 2

Metoda 3 Metoda 4

Rapored pritiska u
pokretnoj supljini
pri R,=1000




Metoda 2

Polja pritiska sa
elevacijama u
pokretnoj Supljini

pri R,=400

Metoda 3 Metoda 4




Polja pritiska sa elevacijama u pokretnoj Supljini pri R,=1000

Metoda 1 Metoda 2 Metoda 3 Metoda 4




Dijagrami raspodele horizontalne brzine za x=a/2 pri R,=400

—l— Kawahara
. —e— Metod 1
Metod 2
—v— Metod 3
S —&— Metod 4

20 A

10 -

Horizontalnabrzina

-10

0 2 4 6 8 10



Horizontalnabrzina

Dijagrami raspodele horizontalne brzine za x=a/2 pri R,=1000

—Hl— Kawahara
—e— Metod 1
100 —
| Metod 2
80 - —v— Metod_3
—&— Metod 4
60
40 -
20
0 -
-20 -
-40 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' 1

0 2 4 6 8 10



Pritisak fluida

-20 -

-40 -

-60 -

Dijagrami raspodele pritiska za x=a/2 pri R,=400

60 -
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20 -

—MB— Fanca
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Metod 2
—v— Metod 3
—<¢— Metod 4




Pritisak fluida

Dijagrami raspodele pritiska za x=a/2 pri R,=1000

—Ml— Fanca
300 - —e— Metod 1
| oo —o\ Metod 2
200 - ° —v— Metod 3
\ —
- ® —¢— Metod 4
100 - EMO\.x
- V/V\v\u N
V\q 0\
0 ¢ ¢ _—¥
e Y.
] > e o% n
-100 v *ooq / /5 A
~__ B 4
d . v V\V/V\v/
-200 - u\.\
. | -\- —
-300 - in
-400 -
| | | ' | | |
0 2 4 6 8 10



Dijagrami raspodele vertikalne brzine za x=a/2 pri R,=400

Vertikanabrzina

-10 -

-15

10 -

— Ml — Kawahara
—e— Metod 1
R Metod 2
e " R, —v— Metod 3
= —<¢— Metod 4
\
b
\\ 4
X/
()

o 2 4 & 8 10

X 0a



Dijagrami raspodele vertikalne brzine za x=a/2 pri R,=1000

Vertikalnabrzina

— Il — Kawahara
30 - —e— Metod 1
Metod 2
T e
| / 1 Ne — ¢ Metod -
= f.f; ,\! v
0 -
-10 -
-20 -
-30 -
-40 | ' | ' | ' | ' | ' |
0 2 4 6 8 10



2.8.4 Opstrujavanje cilindra

v,=0 5,=0
p=1
3 u=0.01
v,=1.0 | =0 | R,=100
V2:O d f82:0 h:9
v d=1
L=20
Vv,=0 f5,=0
L

- 'Karman vortex street' vrtlozi

- PENALTI metoda sa UPWIND stabilizacionom tehnikom
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Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=96 s
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Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=102 s
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SOLID-FLUID INTERAKCLA



4.2 OSNOVNE JEDNACINE SPREZANJA

Inkrementalno-iterativni oblik diferencijalne jedna~ine kretanja nelinearne strukture
Mt+AtU(|) +C AU(l—l) | trat K(l—l) AU(l):HAt = _CtAt U(l—l)_t+At F(l—l) (4.2.2)

Definisanje ukupnog vektora trAL U(i) =t U+tAU(i_l) + AU(i) At U(i_l) + AU(i) (4.2.3)
brzina i ukupnog pomeranja t+AL U(i)=t+AtU(i_1) +AU(i)

AL AL A () () trAt B S(i—l) (4.2.9)

Jedna~ina solida po nepoznatim brzinama

LA GID —jh M + C+b A KD (4.2.10)
t+At lA:S(i—l) e _MEFAL (D _otrat (D) _trAt g (i) trat |y (i-1) _teat (D) (4.2.11)
teat (-0 _ (t+At (D _t U)+ b, U (4.2.12)

A yDty 4 0 +b, O+ bSO (4.2.13)



Posle postizanja konvergencije ukupni vektori t+at (50) _ by (”At o _t U)_|_ bzt U (4.2.14)
ubrzanja i pomeranja se ra~unaju prema
jedna~inama

t+AtU(i):tU+b6tU+b7tU+b8t+AtU(i) (4.2.15)

- . ~
Sistem jedna~ina za solid K:H K:Fs [AVS‘C) = (foj + ffS (4.2.19)
_KVS—f KVS_S AVSS fSS 0
[ f f £ ]
Kvs_s I<Vs—f K Ps—p Ast fvfs
i . o . f f f
Sistem jedna~ina za fluid Kues Kies K P Avg |= T, | (4.2.20)
Tf Tf A f
KT, Ko, 0 |\°F p
K o+ks, K K KS,
Vs—s T INVES vs—f Ps—p vis | AV f, +T 0
Spregnuti sistem f f f S €
jedna~ina Kyt Ky K PEp 0 AV g _ f, N fis
f f
T T A f 0
K Ps—p K PEp 0 0 A P - p 0
S f V
Ko s 0 0 Kl s | s s

(4.2.21)




4.4 SLABO SPREZANIE

; Preno{enje Optere}enja: sile
’ optere}enja "| (pritisci i smi~u}i
naponi)
CFD CSD
Program za re{avanje fluida INTERFEJS Program za re{avanje solida
Geometrija dodirnih Preno{enje promene
povr{ina i brzine geometrije dodirnih
kretanja tih povr{ina povr{ina )y

Razmena informacija za re{avanje problema solid-fluid interakcije



4.4.1 Eksplicitno sprezanje

povr{inama

Identifikacija ta~aka b
solida na zajedni~kim

Inicijalizacija CSD

Identifikacija ta~aka N
fluida na zajedni~kim

povr{inama

G

Inicijalizacija CFD

J

n
>

Re{avanje CSD

4

Vremenska
petlja

Preno{enje poloaja
dodirnih povr{ina i
niihovih brzina

e

!

[

Grani~ni uslovi iz CFD u

trenutku tendf

]

l[Vrem. petlja do
time<tendf

A

Re{avanje CFD

Preno{enje
optere}enja

Re{avanje jednog
koraka u CSD

Promena mre’'e

|

Ll Generator

Program CSD

A

Zavr{etak rada CSD

Vrem. petlja do
time<tends

a

Zavr{etak rada CFD

| Glavni upravlja~ki program I

[

|

trenutku tends

Grani~ni uslovi iz CSD u]

Re{avanje jednog
koraka u CFD

Promena mre'e

Generator

| Program CFD I

Program za
generisanje
mre'a




4.4.2 Implicitno sprezanje

Inicijalizuju serefenjaza CFD i CSD
Startuje se globalna vremenska petlja
n n+1 n ; n+1 n

Inicijalizuju se nepoznate veli~ineza wremen+ 1: X; ™ =x", vg© =v
=i+ 1

CSD prediktor: X{™, V" = f(pin_l)

Prenesu sepretpostavljeni polo aji | brzineta~aka na zajedni~kim povr{inama

S n+l Ton+l

CFD prediktor: prt =XV,
Prenesu se pretpostavljenja optere inja od fluida

n+1 n+1 =~ n+

CSD korektor: Xi Vi
. Prenesu sekorlgovanl pczlo jI | brf+21|51eta~aka na zajedni~kim powr{inama
. CFD korektor: pi = f

. Prenesu se opterelenja od fluida
. Akore{enjenijekonvergiralo, wratiti se na korak 4 (na dede}u iteraciju)
. Kraj globalne petlje wvratiti se na korak 2 (na dede}i wwemenski korak)

© 0o No ok wDdDE

=
N B O

=
MW

n+1 n+1

'_ pll

n+1 n+1

n+1 n+1
Xi Xl]. V

<& AND < AND‘

Kriterijum konvergencije




4.5.1 Strujanje fluida u kolapsibilnim cevima




Pritisci fluida u deformisanoj cevi za vreme dejstva pozitivhog
transmuralnog pritiska
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Polje efektivnog napona na zidovima cevi za vreme dejstva pozitivhog
transmuralnog pritiska
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procesa propadanja



Bezdimenzoni pritisak fluidap

Dijagram pritiska duz aksijalne ose kolapsibilne cevi
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Polje pritisaka fluida u kolapsibilnoj cev

7.149E-6
T.696E-3
1.468E-4
2.166E-4
2.864E-4
3.962E-

g




kolapsabilne cevi
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Smicucdi naponi na zidovima
cevi u pocetnom trenutku
vremena
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Smicuci naponi na zidovima
cevi kada je doslo do kolapsa
cevi



Radijalno pomeranje tacke na bezdimenzijskom aksijalnom rastojanju
Y=7.4 u funkciji spoljasnjeg pritiska p_,,
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6. FIZIOLO[KA STRUJANJA U
RESPIRATORNOM SISTEMU



Sematski prikaz respiratornog sistema
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6.3.1 Inspirativno i ekspirativno strujanje u modelu bifurkacije
respiratornog sistema
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Mreza konacnih elemenata
koriS¢ena za resavanje problema




6.3.1a Inspirativno strujanje

Vektorsko polje brzina u bifurkacionoj ravni za stacionarno inspiratorno
strujanje skalirano u odnosu na maksimalnu brzinu od 16.7 cm/s
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3-D prikaz aksijalne brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno
inspiratorno strujanje
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Vektorski prikaz polja radijalne brzine u bifurkacionoj ravni za
stacionarno inspiratorno strujanje; skalirano u odnosu na maksimalnu
brzinu 3.17 cm/s

Presek 5 Presek 10 Presek 15



Polje pritisaka u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno inspiratorno
strujanje
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Polje smicucih napona u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno

inspiratorno strujanje
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Vektorsko polje smicucih napona u 3-D modelu bifurkacije za
stacionarno inspiratorno strujanje
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Numericki i eksperimentalni rezultati za aksijalnu brzinu u preseku 15
u bifurkacionoj ravni za stacionarno inspiratorno strujanje
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Numericki i eksperimentalni rezultati za radijalnu brzinu u preseku 15
u bifurkacionoj ravni za stacionarno inspiratorno strujanje
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Numericki i eksperimentalni rezultati za radijalnu brzinu u preseku 15
u vertikalnoj ravni za stacionarno inspiratorno strujanje
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Numeri~kih i eksperimentalni rezultati za azimutnu brzinu u preseku
15 u vertikalnoj ravni za stacionarno inspiratorno strujanje
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6.3.1.b Ekspiratorno strujanje
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Vektorsko polje brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno
ekspiratorno strujanje



Profili polja brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno ekspiratorno
strujanje
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Polje pritiska u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno ekspiratorno
strujanje
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Polje smicucih napona na 3-D modelu bifurkacije za stacionarno
ekspiratorno strujanje
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h napona na 3-D modelu bifurkacije za

stacionarno ekspiratorno strujanje
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Vektorsko polje smi




3-D prikaz aksijalne brzine za stacionarno ekspiratorno strujanje u
preseku 1
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3-D prikaz aksijalne brzine za stacionarno ekspiratorno strujanje u
preseku 5
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Numericki i eksperimentalni rezultati za aksijalnu brzinu u
bifurkacionoj ravni u preseku 5, za stacionarno ekspiratorno strujanje
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Radijalna brzina v (cm/s)
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Numericki i eksperimentalni rezultati za radijalnu brzinu u
bifurkacionoj ravni u preseku 5, za stacionarno ekspiratorno strujanje
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