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NUMERIČKE METODE 

REŠAVANJA STRUJANJA 

VISKOZNOG NESTIŠLJIVOG 

FLUIDA

    SA PRENOSOM TOPLOTE



2.1 OSNOVNE JEDNAČINE U MEHANICI FLUIDA
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2.2 IMPLICITNE METODE REŠAVANJA STRUJANJA LAMINARNOG 
VISKOZNOG NESTIŠLJIVOG FLUIDA SA PRENOSOM TOPLOTE
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2.2.1 Mešovita (brzine-pritisci) v-p formulacija
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 ii vHv =Korišćenjem interpolacijskih funkcija za brzinu i pritisak fluida  pGp =

Broj nepoznatih veli~ina

po elementu
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2.2.2 PENALTI formulacija za strujanje fluida
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2.2.3  Mešovita (brzine-pritisci-temperature, v-p- ) formulacija
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2.2.4 PENALTI formulacija za strujanje fluida sa prenosom 
toplote
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Tipovi elemenata za 2D i 3D analizu

2D/4, v-4, p-1, -4 2D/9, v-9, p-4, -9

3D/8, v-8, p-1, -8 3D/21, v-21, p-8, -21 3D/27, v-27, p-8, -27

Brzina fluida
Pritiak fluida
Temper. fluida



2.3 EKSPLICITNA METODA IZ DVA KORAKA
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2.4 EKSPLICITNO-IMPLICITNA TRO-STEPENA METODA ZA REŠAVANJE 
STRUJANJA FLUIDA

Trostepena šema
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2.5 PRIMENA "UPWIND" TEHNIKE NA KONVEKTIVNO DOMINANTNA 
STRUJANJA FLUIDA
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rà

en
a 

ve
li
~i

n
a

Rastojanje X

0 2 4 6 8 10

-0,6

-0,4

-0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2  Analiti~ko

 Klasi~no

 UPWIND

T
rà

en
a 

ve
li
~i

n
a

Rastojanje X



2.5.3 Streamline UPWIND Petrov-Galerkin metoda
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2.6 TEJLOR-GALERKINOVA METODA 
ZA NESTACIONARNE KONVEKTIVNO-DIFUZNE PROBLEME
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2.7 STABILNOST DVOSTEPENE LAX-WENDROFF I TROSTEPENE METODE

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

t

ttf
ttfttf

t

tft
tfttf



+
+=+




+=+

2/  
    

  

2
  2/  

(2.7.4)

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

t

ttf
ttfttf

t

ttft
tfttf

t

tft
tfttf



+
+=+



+
+=+




+=+

2/  
    

3/  

2
  2/  

  

3
  3/  

(2.7.5)

Dvostepena Lax-Wendrof-ova metoda Trostepena stabilizaciona metoda



2.8.1 Strujanje fluida između dve nepokretne ploče
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2.8.2 Stacionarno ravansko strujanje fluida kroz kanal sa proširenjem
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Metoda1 1 2.4Mba 40 sekundi

Metoda2 1 1.05Mba 5 sekundi

Metoda3 7000, t= 4 x10-5 0.04Mba 7654 sekundi

Metoda4 500, t= 6 x10-4 0.5Mba 1000 sekudni
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2.8.3 Strujanje fluida u šupljini pri zadatoj brzini na jednoj stranici
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Polja pritiska sa elevacijama u pokretnoj šupljini pri Re=1000

Metoda 1 Metoda 2 Metoda 3 Metoda 4



0 2 4 6 8 10

-10

0

10

20

30

40

 Kawahara

 Metod_1

 Metod_2

 Metod_3

 Metod_4

H
o
ri

z
o
n
ta

ln
a 

b
rz

in
a

Y osa

Dijagrami raspodele horizontalne brzine za x=a/2 pri Re=400
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Dijagrami raspodele horizontalne brzine za x=a/2 pri Re=1000



Dijagrami raspodele pritiska za x=a/2 pri Re=400
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Dijagrami raspodele pritiska za x=a/2 pri Re=1000

0 2 4 6 8 10

- 400

- 300

- 200

- 100

0

100

200

300

 Franca

 Metod_1

 Metod_2

 Metod_3

 Metod_4

P
ri

tis
ak

 f
lu

id
a

Y osa



Dijagrami raspodele vertikalne brzine za x=a/2 pri Re=400
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Dijagrami raspodele vertikalne brzine za x=a/2 pri Re=1000
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2.8.4 Opstrujavanje cilindra

h
d

L

v1=1.0

v2=0

v2=0            fS1=0

v2=0            fS1=0

fS1=0

fS2=0

=1

=0.01

Re=100

h=9

d=1

L=20

-  'Karman vortex street' vrtlozi

-  PENALTI metoda sa UPWIND stabilizacionom tehnikom



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=12 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=48 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=96 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=98 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=102 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=104 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=106 s



Polje brzine fluida pri opstrujavanju cilindra za t=132 s



SOLID-FLUID INTERAKCIJA 



4.2 OSNOVNE JEDNAČINE SPREZANJA

Inkrementalno-iterativni oblik diferencijalne jedna~ine kretanja nelinearne strukture
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Sistem jedna~ina za fluid

Spregnuti sistem 
jedna~ina



4.4 SLABO SPREZANJE

CFD
Program za re{avanje fluida

Geometrija dodirnih 
povr{ina i brzine 

kretanja tih povr{ina

Preno{enje 
optere}enja

INTERFEJS

Preno{enje promene 
geometrije dodirnih 

povr{ina

Optere}enja: sile 
(pritisci i smi~u}i 

naponi)

CSD
Program za re{avanje solida

Razmena informacija za re{avanje problema solid-fluid interakcije



4.4.1  Eksplicitno sprezanje

Grani~ni uslovi iz CFD u 
trenutku tendf 

Re{avanje jednog
 koraka u CSD

Promena mre`e

Vrem. petlja  do 
time<tendf

Generator

Grani~ni uslovi iz CSD u 
trenutku tends 

Re{avanje jednog
 koraka u CFD

Promena mre`e

Vrem. petlja  do 
time<tends

Generator

Program za 
generisanje 

mre`a

Program CSD

Program CFD

Identifikacija ta~aka
solida na zajedni~kim 

povr{inama

Identifikacija ta~aka
fluida na zajedni~kim 

povr{inama

Inicijalizacija CSD

Inicijalizacija CFD

Re{avanje CSD

Preno{enje polo`aja 
dodirnih povr{ina i 

njihovih brzina

Re{avanje CFD

Preno{enje 
optere}enja

Zavr{etak rada CSD

Zavr{etak rada CFD

Vremenska 
petlja

Glavni upravlja~ki program



1. Inicijalizuju se re{enja za CFD i CSD

2. Startuje se globalna vremenska petlja

3. Inicijalizuju se nepoznate veli~ine za vreme n+ 1: 
nnnnnn p p === +++ 11

0
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0   i     , vvxx

4. i= i+ 1

5. CSD prediktor: ( )n
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++ =vx

6. Prenesu se pretpostavljeni polò aji i brzine ta~aka na zajedni~kim povr{inama

7. CFD prediktor: ( )111 ~,~  ~ +++ = n

i

n

i

n

i fp vx

8. Prenesu se pretpostavljenja optere}enja od fluida

9. CSD korektor: ( )111 ~  , +++ = n

i

n

i

n

i pfvx

10. Prenesu se korigovani polò ji i brzine ta~aka na zajedni~kim povr{inama

11. CFD korektor: ( )111 ,  +++ = n

i

n

i

n

i fp vx

12. Prenesu se optere}enja od fluida

13. Ako re{enje nije konvergiralo, vratiti se na korak 4 (na slede}u iteraciju)

14. Kraj globalne petlje: vratiti se na korak 2 (na slede}i vremenski korak)

4.4.2  Implicitno sprezanje
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4.5.1 Strujanje fluida u kolapsibilnim cevima



Pritisci fluida u deformisanoj cevi za vreme dejstva pozitivnog 
transmuralnog pritiska



Polje efektivnog napona na zidovima cevi za vreme dejstva pozitivnog 
transmuralnog pritiska



Deformisana cev na kraju 
procesa propadanja
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Polje pritisaka fluida u kolapsibilnoj cev



Polje napona na zidovima 
kolapsabilne cevi



Smičući naponi na zidovima 
cevi u početnom trenutku 

vremena 



Smičući naponi na zidovima 
cevi kada je došlo do kolapsa 

cevi
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6. FIZIOLO[KA STRUJANJA U 
RESPIRATORNOM SISTEMU



Šematski prikaz respiratornog sistema



6.3.1 Inspirativno i ekspirativno strujanje u modelu bifurkacije 
respiratornog sistema

D=3.81 cm
L=2.5D
2d2/D2=1
R=7d
=35
=18



Mreža konačnih elemenata 
korišćena za rešavanje problema



6.3.1a Inspirativno strujanje

Vektorsko polje brzina u bifurkacionoj ravni za stacionarno inspiratorno 
strujanje skalirano u odnosu na maksimalnu brzinu od 16.7 cm/s

16.7 cm/s



Profili aksijalne brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno 
inspiratorno strujanje 



Presek 5

Presek 10

Presek 15

3-D prikaz aksijalne brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno 
inspiratorno strujanje



Vektorski prikaz polja radijalne brzine u bifurkacionoj ravni za 
stacionarno inspiratorno strujanje; skalirano u odnosu na maksimalnu 

brzinu 3.17 cm/s

Presek 5 Presek 10 Presek 15



Polje pritisaka u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno inspiratorno 
strujanje



Polje smičućih napona u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno 
inspiratorno strujanje



Vektorsko polje smičućih napona u 3-D modelu bifurkacije za 
stacionarno inspiratorno strujanje
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6.3.1.b Ekspiratorno strujanje

Vektorsko polje brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno 
ekspiratorno strujanje

18.6 
cm/s



Profili polja brzine u bifurkacionoj ravni za stacionarno ekspiratorno 
strujanje



Polje pritiska u 3-D modelu bifurkacije za stacionarno ekspiratorno 
strujanje



Polje smičućih napona na 3-D modelu bifurkacije za stacionarno 
ekspiratorno strujanje



Vektorsko polje smičućih napona na 3-D modelu bifurkacije za 
stacionarno ekspiratorno strujanje



3-D prikaz aksijalne brzine za stacionarno ekspiratorno strujanje u 
preseku 1



3-D prikaz aksijalne brzine za stacionarno ekspiratorno strujanje u 
preseku 5



-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-2

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18
 MKE

 Eksperiment

A
k
si

ja
ln

a 
b
rz

in
a 

u
 (

cm
/s

)

Bezdimenzijski polupre~nik r

Numerički i eksperimentalni rezultati za aksijalnu brzinu u 
bifurkacionoj ravni u preseku 5, za stacionarno ekspiratorno strujanje



-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
 MKE

 Eksperiment

R
ad

ij
al

n
a 

b
rz

in
a 

v 
(c

m
/s

)

Bezdimenzijski polupre~nik r

Numerički i eksperimentalni rezultati za radijalnu brzinu u 
bifurkacionoj ravni u preseku 5, za stacionarno ekspiratorno strujanje


	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide 69
	Slide 70
	Slide 71
	Slide 72
	Slide 73
	Slide 74
	Slide 75
	Slide 76
	Slide 77
	Slide 78
	Slide 79

