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Predgovor prvom izdanju

Kurs Mehanike fluida se na Gradevinskom fakultetu u Beogradu sluga od
1967. godine kao obavezni predmet na svim smerovima. Osniva¢ kursa,
profesor Georgije Hajdin je 1977. godine stampao i prvo izdanje knjige za
ovaj predmet. Uz manje korekcije, knjiga je 2002. godine dozivela i svoje
peto izdanje, pod naslovom “Mehanika fluida, knjiga prva, OSNOVE”. Iste
godine je profesor Georgije Hajdin izdao i drugu knjigu Mehanike fluida, pod
nazivom “Uvodenje u hidrauliku”, u kojoj se neke oblasti prakti¢ne hidrau-
like posmatraju i dodatno tumace kroz jednadine hidrodinamike izvedene u
prvoj knjizi.

Vremenom su sadrzaj kursa i broj ¢asova na redovnim studijama menjani:
postepeno se smanjivao teorijski pristup predmetu a sve vise je prilagodavan
prakti¢noj Gradevinskoj praksi. Kada sam 2000. godine preuzeo predavanja
na predmetu Mehanika fluida, na redovnim studijama, bio sam suoden sa
¢injenicom da studenti imaju na raspolaganju dve kvalitetne knjige, ali koje
ne prate direktno sam kurs. Zbog toga sam odlucio da napisem klasic¢an
udzbenik koji “évrsto” prati predavanja i koji sadrzi vige brojnih primera
(zadataka), kako bi se pomoglo studentima da sto bolje savladaju materiju.
U knjizi se sigurno oseca znacajan uticaj profesora Georgija Hajdina kao i
uticaj profesora Cede Maksimoviéa i profesora Marka Iveti¢a koji su jedno
vreme drzali predavanja.

Knjiga je nastajala postepeno: prvo su 2002. godine skripta sa preda-
vanja direktno prebacena u formu knjige, a elektronska verzija je stavljena
studentima na raspolaganje preko Interneta. Zatim, postepeno je pisano
jedno po jedno poglavlje i dodavani su kratki primeri koji bi trebalo da
ilustruju izlaganje.

Sam proces nastajanja knjige je bio prili¢no spor, jer sam dosta vremena
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utrosio na pravljenje slika kojima sam pokusao da sto bolje ilustrujem ma-
teriju. Veliku zahvalnost za pokazano razumevanje a i izvinjenje dugujem
svojoj porodici, supruzi Vesni i sinovima Momdéilu i Veljku, zbog toga sto
sam sate svog slobodnog vremena posvetio pisanju ove knjige. Takode, za-
hvaljujem se i svom drugu i kolegi Slobodanu Dordevi¢u koji je detaljno
iscitao knjigu i pomogao da se otkloni veéina gresaka.

Dusgan Prodanovié
Avgusta 2002. zapoéeto pisanje
Novembra 2007. zavrseno pisanje



Predgovor drugom izdanju

Pisanje neke stru¢ne knjige, posebno udzbenika, po malo podseca na proces
iterativnog resavanja slozenih hidraulickih problema: napravi se prvo izdanje
kao najbolje oc¢ekivano resenje, a onda se, pratedi reakcije ¢italaca, u nared-
nim izdanjima postepeno poboljdava, ¢ime knjiga konvergira ka najboljem
redenju.

Sliéna je sudbina i ove knjige. Nakon prvog izdanja, sam autor je prona-
fao niz sitnih gresaka 1 mesta gde je mogude dati bolja i ilustrativnija
objasnjenja. Recenzenti knjige su dali predlog da se poboljsa organizacija
knjige promenom rasporeda pojedinih oblasti, tako da sada nakon izu¢avanja
dinamike fluida, sledi oblast dimenzionalne analize i oblast hidrodinamickih
otpora, a na kraju knjige se nalaze dve oblasti u kojima se primenjuju izve-
dene i uproséene jednacine, te¢enje u cevima i tecenje u kanalima.

Brojni pazljivi ¢itaoci, starije i mlade kolege, kao i studenti doktorskih
studija su takode ukazali na odredene propuste u prvom izdanju knjige.
Tu bih se pre svega zahvalio jednom od najmladih kolega, studentu Dikic
Draganu, kojije detaljno ig¢itao knjigu i, zahvaljujudi njegovom krajnje kon-
struktivnom prilazu, uéinio da ovo drugo izdanje bude jos bolje. Koleginica,
Tijana Jovanovié je vredno i pazljivo proverila sve proracune u knjizi, dok
je moj sin Veljko Prodanovié¢ dao znacajan doprinos na sredivanju pojedinih
(prenatrpanih) slika.

Dusan Prodanovié
Septembra 2013.
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Glava 1

Uvod

Kroz dva kursa na predmetu Tehni¢ka mehanika, koju slusaju studenti
Gradevinskog fakulteta, izu¢ava se mirovanje i kretanje materijalnih (kru-
tih) tela. U opstu mehaniku spada i predmet Mehanika fluida, koji izutava
mirovanje i kretanje fluida. Kretanje fluida se obi¢no naziva strujanje (ter-
min ¢esce koriste strucnjaci sa Masinskog fakulteta i obuhvata kretanje
gasova 1 tecnosti) ili tedenje (uobitajen termin u gradevinskoj struci i odnosi
se uglavnom na teénosti. Termin nije dovoljno precizan, jer se koristi i kod
materijala sa sporim plasticnim deformacijama, na primer betona, gde bi
bilo bolje reéi puzange).

Definicija. fluide ima mnogo. U najsirem smislu, fluzd je sve ono §to
tece e strugi, odnosno e delici mogu kontinualno da menjoju svoj relativni
poloZaj. Takode, definicija fluida moze biti i da su to materije koje se kontin-
uedno deformisu pod dejstvom i negmanjeq tangencijolnog napona, odnosno
materije kod kojih ne postoje tangencijalni naponi kada je v mirovanju. Flu-
idi se mogu definisati i kao materije koje se u potpunosti prilagodavaju obliku
suda u kome se nalaze.

Razlika izmedu krutih tela i fluida je, najcesce, ocigledna. Medutim, pos-
toje neke materije, koje nije jednostavno klasifikovati. Katran je, na primer
fluid, ali ne tece lako: potrebnisu dani da bi pod uticajem gravitacije zauzeo
oblik posude u koju se stavi. Sa druge strane, mnoga kruta tela ée poceti
da “teku” kada se izloze velikim silama i kada dode do plasti¢nih deforma-
cija. Osnovna razlika, ipak postoji: svaki fluid, bez obzira koliko bio ¢vrst
ili viskozan, pocinje da tece ukoliko je izloZen i najmanjem tangencijalnom
naponu i nastavlja da tece sve dok postoji taj napon. S druge strane, kruto
telo, bez obzira koliko bilo plasti¢no, ne poéinje da tece dok tangencijalni
napon ne prede odredenu granicu.



2 GLAVA 1. UVOD

Razlika u ponasanju ¢vrstih telaifluida poti¢e od njihove razli¢ite moleku-
larne strukture. Kod ¢évrstih tela, zbog velike gustine, molekuli su veoma
blizu, pa su i sile izmedu njih velike. Sami molekuli se ne kreéu unutar
¢vrstog tela, veé samo osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja. Kada se
nanese spoljna sila na ¢vrsto telo, molekuli se malo pomere, §to izaziva
povecanje medumolekularnih sila i uspostavljanje nove, stabilne ravnoteze
(elasti¢ne deformacije). Uklanjanjem spoljne sile, molekuli se vraéaju u pr-
vobitni polozaj. Kada spoljna sila postane veéa od medumolekularnih sila,
dolazi do trajne plasti¢ne deformacije.

Kod fluida, iako postoje medumolekularne sile, molekuli su pokretljiviji.
Kada se nanese spoljna sila, molekuli se kontinualno pomeraju od jedne
do druge veze, klizaju, pri ¢emu brzina klizanja zavisi od odnosa spoljne
sile 1 unutrasnjih medumolekularnih sila. Uklanjanjem spoljne sile, molekuli
ostaju u polozaju u kome su zateceni, ne vracaju se u pocetni polozaj.

1.1 Nacin i predmet izucavanja

Nacin izucavanja Mehanike fluida je da se postavljaju odredeni uslovi 1
pretpostavke ¢ ne osnovu njth tzvode zakljudéeld. Ono na $ta se odnose zakljuéci
su fluzde, a dobijeni izrazi, jednacine, vaZe samo u okviru postavijenth uslova.

Izuc¢avanje stvarne prostorne i neustaljene strujne slike je dosta komp-
likovano, ¢esto ¢ak i neizvodljivo. Standardna praksa, u Mehanici fluida,
je da se postavljanjem odredenih pretpostavki, slozena strujna slika znatno
uprosti. Zakljucci koji se dobiju na tako uproséenoj strujnoj slici se, zatim,
ekstrapoluju na stvarnu strujnu sliku, korigéenjem eksperimentalno odred-
jenih korekcionih faktora. Na primer, protok vode kroz otvoreni kanal sa
suzenjem koje formira kriti¢nu dubinu, se prvo analiticki odredi, smatrajudi
da je fluid homogen i idealan (nema tangencijalnih napona, otpora), a za-
tim se dobijeni rezultat umanji za Cg (koeficijent protoka), koji je odreden
merenjima u prirodi ili na laboratorijskom modelu.

Predmet izu¢avanja Mehanike fluida su svi materijali koji teku ili struge,
ili koji mogu da teku u nekom od agregatnih stanja. Na primer, to su:
voda, vazduh, asfalt, ... U okviru kursa Mehanika fluida, na drugoj go-
dini Gradevinskog fakulteta, teziste je prebaceno na izucavanje nestigljivih
(nekompresibilnih) fluida, tecnosti.

Opsta definicija fluida obuhvata tec¢nosti i gasove. U izucavanju fluida,
zbog svojih razli¢itih karakteristika, koje poti¢u od molekularne strukture,
pravi se jasna razlika izmedu ta dva fluida:

o Tecnosti - konadna masa tednosts uvek zouzima istu zopremanu suda
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(tacnije, priblizno istu, jer veoma malo zavisi od temperature i pri-
tiska). Ukoliko je sud veée zapremine i u stanju mirovanja, pod de-
jstvom tezine, formira se horizontalna povrsine koja jasno razdvaja
tecnost od gasa, koji se nalazi iznad (atmosfera, sopstvena isparenja
ili nedto trece).

Osnovne dve karakteristike te¢nosti su da ne nadin nphovog teéenja
(strujonja) bitno utide tefina, kao i da su slabo stisljivi (u vedini prob-
lema ée se smatrati da su nestigljivi).

o Gasovi - ista masa gasa se wvek $ire tako da ispunt ceo raspoloZivi pros-
tor nekog suda i tek tada moze biti u ravnotezi. Tefina gasa ne utice
bitno na strujanje, dok je stislirvost jedna od osnovnih karokteristika.

Najvaznija razlika izmedu tecénosti ¢ gasove je u stisljivosti. Pod normal-
nim okolnostima, te¢nost je veoma tesko sabiti, pa se Cesto smatra da su
tecnosts nestesljive, dok se gasovi veoma lako mogu sabiti i po pravilu su
gasovt stislpvi. Medutim, u posebnim okolnostima, ako se zapremina nekog
gasa beznacajno malo promeni u posmatranom periodu, moze se za taj gas
rec¢i da je nestigljiv.

U istrazivanju fluida polaziée se od pretpostavke da je on kontinuum, kon-
tinualno rasporeden, bez “rupa”. Jednacine se postavljaju za elementarni,
fluidne delié, dovoljno mali da vaze principi za postavljanje diferencijalnih
jednacina za odrzanje mase ili energije, a istovremeno dovoljno veliki da
obuhvati i uproseéi dovoljan broj molekula, kako bi se eliminisale moleku-
larne sile. Pri tome, uslov kontinuuma garantuje da je izabrani elementarni
deli¢ uvek reprezentativni predstavnik fluida.

1.2 Istorijski pregled razvoja Mehanike fluida

Mehanika fluida je, kao i ve¢ina drugih nau¢nih disciplina, u svom razvoju
prolazila kroz razli¢ite periode. Prva dostignucéa su bila rezultat posmatranja
prirode i dugotrajnog procesa uéenja na probama i greskama, u pokusajima
da se rese odredeni problemi (prema nekim autorima, ovo doba se moze
nazvati i doba razvoja hidraulike [22]). Tokom 18-o0g i 19-og veka je doglo do
znacajnog napretka u fundamentalnim naukama, kada su i postavljene teorij-
ske osnove mehanike fluida (doba razvoja hidrodinamike). Kraj 19-og veka i
savremeno doba donose razvoj teorije modeliranja i spajanje fundamentalnih
istrazivanja i eksperimentalnog rada. U drugoj polovini 20-og veka se razvija
i oblast numeri¢kog resavanja osnovnih jednadina za poznate konturne uslove
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i uz odredene pretpostavke vezane za naéin modeliranja turbulencije (doba
razvoja CFD-a! i hidroinformatike [4]).

Rani razvoj hidraulike se vezuje i za razvoj ljudske civilizacije na sred-
njem istoku i u Aziji, kada su nomadska plemena poéela da se organizovano
bave poljoprivredom. Da bi se borili protiv povremenih susa i poplava,
ljudi su poceli sa izgradnjom kanala, akumulacija i bunara. U Egiptuiu
Mesopotamiji su pronadeni ostaci irigacionih kanala napravljeni 4000 go-
dina pre nove ere. U to doba je zapoceta i prva organizovana izgradnja
brodova.

Najstariji tragovi korigéenja tekuce vode u kucama, za odrzavanje higi-
jene i za odvodenje otpada, nadeni su na Kritu i poti¢u jo§ iz bronzanog
doba. U starom Jerusalimu postoje tragovi korigéenja rezervoara i otvore-
nih kanala, kojima se voda dovodila do pojedinih kuca. Tehnologija je dalje
vremenom napredovala, tako da su stari Rimljani bili u stanju da prave ak-
vadukte, fontane, javna kupatila i vodovode po kuéama bogatijih ljudi i za
naselja veli¢ine i do milion stanovnika. Prema nekim procenama, potrosnja
vode u to doba je bila oko 240 L /stanovniku/na dan, sto ukazuje na visoke
kulturne standarde. Prvi razvoj u oblasti teorije je napravio Arhimed, u
trec¢em veku pre nove ere, sa svojim radovima iz oblasti hidrostatike i sile
uzgona.

Sve do renesansnog doba razvoj hidrauli¢kih sistema je bio baziran na
iskustvu. Prvu definiciju zakona odrzanja mase (jednaéina kontinuiteta) za
jednodimenzionalno ustaljeno tecenje je dao Leonardo da Vinéi (1452-1519).
On je bio odlican eksperimentator 1 prakti¢no je tvorac vizualizacije toka
fluida. U svojim radovima je dao veoma detaljne opise povrsinskih talasa,
hidrauli¢ckog skoka, strujanja u mlazu vode, formiranje vrtloga i efekata ot-
pora pri opstrujavanju tela [28].

Pravi razvoj Mehanike fluida zapo¢inje tek nakon objavljivanja knjige
Principia Isaka Njutna, 1687. godine. Mada knjiga tretira uglavnom prob-
leme iz astronomije, osnove odrzanja kretanja su bile primenljive i na fluid.
Njutn je takode definisac i zakone kretanja realnih, viskoznih fluida?. Uvodeéi
pretpostavku o “idealnom” fluidu bez trenja, niz matematicara iz 18. veka
(Danijel Bernuli, Leonard Ojler, d’Alamber, Lagranz, Laplas, ...) dolaze
do elegantnih teorijskih regenja. Koristeéi diferencijalni i integralni racun,
postavljaju se i prve osnove hidrodinamike.

L1CFD je skradenica od Computational Fluid Dynamics (engl. Ragunska dinamika flu-
ida).

2U tast prve definicije kretanja viskoznih fluida, uobiéajeno je da se takvi fluidi nazivaju
“njutnovski fluidi”.
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Regenja slozenih strujanja fluida, dobijena resavanjem uprogéenih jednadi-
na za idealan fluid, nisu bila primenljiva u svakodnevnoj praksi. Stoga,
prakti¢ni inzenjeri, hidrauli¢ari, (kao sto su Sezi, Pito, Borda, Veber, Darsi,
Maning ...) odbacuju teorijska refenja i okreéu se eksperimentima. Na
zalost, veéina eksperimenata u to doba (kraj 18. i 19. vek) je radena
“haoti¢no”, bez postovanja osnovnih zakona kretanja fluida.

Tek krajem 19. veka, Viliem Frud i njegov sin Robert, razvijaju pravila
modelskog ispitivanja. Time pocinje era spajanja eksperimentalne hidraulike
i teorijske hidrodinamike. Lord Rejli je postavio prve principe dimenzionalne
analize, dok je Osborn Rejnolds 1883. objavio svoje rezultate ispitivanja
rezima tecenja u cevi, u kojima je utvrdio znacaj bezdimenzionalnih veli¢ina.

Istovremeno je doslo i do znacajnog prodora na polju teorijske hidrod-
inamike. Navie, a kasnije i Stoks, su uspegno dodali viskozni ¢lan u jednacini
kretanja fluida. Dobijena Navie-Stoksova jednaéina je, medutim, bila prekom
plikovana za resavanje sve dok Prantl, pocetkom 20. veka, nije uveo teoriju

granic¢nog sloja. Prema to]j teoriji, strujanje realnog fluida se moze razdvojiti
na tanak viskozni sloj uz samu granicu i na turbulentno jezgro, u kome se
mogu primeniti jednac¢ine strujanja idealnih fluida.

U 20. veku je nastavljeno sa paralelnim razvojem eksperimentalnih me-
toda i teorijskih osnova. Znadajni radovi su u oblasti turbulentnog vrtloznog
kretanja (Karman i Tejlor), a pocinje se i sa razvojem u oblasti ra¢unskog
modelovanja strujnog polja. Otvaraju se i potpuno nova polja primene
Mehanike Fluida (aerodinamika, motori sa unutragnjim sagorevanjem, nuk-
learni reaktori, slozeni hemijski procesi, analiza atmosferskih pojava, stru-
janja u okeanima, transport zagadenja, ...), koja se refavaju primenom
matematickih modela i eksperimentalnim istrazivanjem pojedinih lokalnih
fenomena. Mada je Mehanika fluida veoma stara nauka, i za 21. vek ostaje
dosta interesantnih i, do sada, neresavanih problema.

1.3 Organizacija knjige

Nagin izucavanja Mehanike fluida moze biti krajnje teorijski, ili praktic¢an,
inzenjerski. Ova knjiga je namenjena studentima Gradevinskog fakulteta,
tako da je vedi deo knjige posvecéen prakti¢nim problemima hidrostatickog
opteredenjana objekte, kretanja nestisljivog fluida (vode) kroz ceviiotvorene
kanale i problemima otpora nastalih opstrujavanjem objekata nestigljivim
fluidom (vazduh se smatra nestisljivim ako su brzine strujanja relativno
male). Samo u jednoj glavi se daju teorijsko analiticke osnove hidrodinamike,
gde se paralelno obraduju i diferencijalni i integralni pristup jednacinama
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odrzanja.

Organizacija knjige je sledeéa: nakon ove prve, uvodne glave, sledi glava 2
Fizicka svojstva fluida, u kojoj se razmatraju svojstva vezana za konacénu
koli¢inu fluida (za masu i zapreminu) ili za jednu tacku unutar fluida (pa
svojstva ne zavise od ukupne koli¢ine materije). U drugoj glavi se prvo,
uopsteno, razmatraju veli¢ine, dimenzionalni sistem i jedinice mere, a zatim
se daju definicije i objasnjenja za nekoliko osnovnih, najvaznijih svojstava
fluida. Te definicije ée se intenzivno koristiti tokom kursa Mehanike flu-
ida: viskoznost, gustina, tezina i specificna tezina, elasti¢ne deformacije i
stigljivost fluida, pritisak, povrsinski napon i kapilarnost.

Treca glava knjige se bavi Hidrostatikom, mirovanjem fluida konstantne
gustine pod uticajem tezine. Izvedena je osnovna jednacina hidrostatike u
diferencijalnom obliku i integrisana je za usvojene pretpostavke. Za slucaj
homogenog nestigljivog fluida uvodi se pojam pijezometarske kote te¢nosti.
Na osnovu poznatog rasporeda pritiska, integracijom se dobija opterecenje od
fluida na konstrukciju, koje se, zbog lakseg proracuna, deli na horizontalne
i vertikalne sile. Na kraju glave se daju i osnovne jednacine za analizu
stabilnosti tela, koje pluta na povrsini teénosti, kao i obrasci za proracun
oblika slobodne povréine teénosti, u slucaju kada se sud krece.

Cetvrta glava knjige, Osnove dinamzke fluzda, bavi se teorijskim izucava-
njem kretanja (strujanja ili tetenja) fluida3. Izvedene su opste jednadine
odrzanja mase, koli¢ine kretanja i energije, koje vaze i za gasove i za tecnosti,
za elementarnu zapreminu u diferencijalnom obliku i za kona¢nu zapreminu
u integralnom obliku. Za odredene primere iz prakse, uvedena su uproscenja,
koja te jednacine svode na nivo obiénih, resivih jednacéina. Uproséenja obi¢no
podrazumevaju izucavanje nestigljivih idealnih teénosti, pa se tako oblast
dinamake fluide svodi na hidrodinamiku.

Peta glava knjige je Dimenzionalna aenalize, slicnost ¢ modelz. Ovde se
pravi iskorak iz korigéenog sistema odrZzanja i pisanja slozenih jednadina koje
opisuju neki fenomen, korigéenog u prethodnoj glavi, veé se problemu koji se
izuc¢ava prilazi sa strane dimenzija veli¢ina koje udestvuju u tom fenomenu.
U ovoj glavi se daju osnove dimenzionalne analize, oblasti koja nije iskljuéivo
vezana uz Mehaniku fluida, veé se moZe primeniti u bilo kojoj oblasti tehnike.
Takode, u ovoj glavi, govori se i o problemima pravljenja fizickih modela, o
zadovoljenju sli¢nosti strujanja izmedu objekta i modela, kao i o odnosima

3Na redovnim studijima Mehanike fluida na CGradevinskom fakultetu Univerziteta
Beograd, zbog relativno malog fonda éasova se ova oblast ne izuéava detaljno. Studentima
se prezentuju samo osnovni pojmovi iz glave 4.1, dok se kompletna materija izutava na
doktorskom kursu.
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dominantnih uticaja. Preslikavanje rezultata merenja sa modela na prirodu
je mogucde, na kraju, zahvaljujuci upravo modelskoj analizi.

U gestoj glavi knjige, Hidrodinamiéki otport, obraduju se otpori, koji se
javljaju na granici fluida i ¢vrste konture, i koji su rezultat kretanja fluida ili
kretanja konture (tela ili objekta) u nepokretnom fluidu. Analiziraju se prvo
otpori trenja u cevima, pri laminarnom i turbulentnom tecenju, a zatim i
otpori kretanja tela kroz fluid, pri ¢emu se ukupni otpori razdvajaju na dve
grupe: na otpore usled trenja i otpore nastale promenom rasporeda brzina,
pa time, i promenom pritisaka oko tela.

Dve poslednje glave knjige donose konkretnu primenu izvedenih jednacina.
U sedmoj glavi Teéenje flurda kroz cevi, detaljnije se obraduje slucaj ustal-
jenog kretanja tecnosti u cevima, u razvijenom turbulentnom rezimu. In-
tegralnim posmatranjem strujanja samo u kontrolnim presecima, uz uslov
o ustaljenosti, dobijaju se jednacina kontinuiteta, energetska i dinamicka
jednacina. Za razumevanje materije iz ove glave nije neophodno poznavanje
kompletne materije izlozene u ¢etvrtoj glavi, mada je uputno proc¢itati barem
uvodni deo 4.1, u kome se objagnjavaju osnovni pojmovi.

Poslednja, osma glava knjige, Tecéenge u otvorenim tokowvima, posvecena
je ustaljenom tec¢enju nestigljivog fluida u kanalima. Pored osnovnih jednadina
odrzanja (jednac¢ina kontinuiteta, dinamicka i energetska jednacina) napisanih
za slucaj ustaljenog tecenja, i koje moraju biti uvek zadovoljene, uvode
se novi pojmovi (kriti¢na dubina, specifiéna energija, normalna dubina,
hidrauli¢ki skok i spregnuta dubina), kao i rezimi tecenja (mirno i burno
tecenje). Za sluéaj nejednolikog tecenja daje se analiza nizvodnih i uzvod-
nih grani¢nih uslova, uz objagnjenje kako ti uslovi uti¢u na dubinu i brzinu
u odredenom preseku, kao i nac¢in resavanja linije nivoa.

Kurs Mehanike fluida na Gradevinskom fakultetu se godinama slusao
sa 45 sati predavanja i vezbanja. Promenama nastavnog plana (tokom
2006 /2007 godine), fond sati je smanjen na 30430 pa je iz predavanja izostav-
ljena oblast dinamike fluida (glava 4) i znatno je smanjena materija koja se
predaje u oblasti te¢enja u otvorenim tokovima (samo se u okviru jednog
dvoc¢asa predaju osnovni pojmovi i jednoliko te¢enje). Takode, kurs Mehanike
fluida ne obuhvata ni strujanja kroz poroznu sredinu (podzemne vode), kao ni
ostala potencijalna strujanja, zatim, ne bavi se modelima turbulencije i prob-
lemima ra¢unske Mehanike fluida (CFD), problemima prostiranja zagadenja,
vigefaznim strujanjem i slicno. Neke od ovih interesantnih oblasti ée studenti
upoznati na narednim godinama studija, na smeru za Hidrotehniku i vodno
ekolosko inZenjerstvo, a neke tek na doktorskim studijima.
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Glava 2

Fizicka svojstva Huida

Sva, fizicka svojstva fluida se mogu vezati ili za konaénu kolidinu fluida, ili
za jednu tackwy unutar fluida. Najpoznatija svojstva konacéne koli¢ine fluida
su masa i zapremina. Vrednosti tih svojstava se mogu odrediti samo za
odredenu koli¢inu materije. Na primer, moZze se izmeriti masa vode u ¢agi;
dodavanjem vode u ¢asu, masa Ce se povedati.

Svojstva fluida koja su vezana za jednu tacku ne zavise od ukupne koli¢ine
materije. Temperatura vode u ¢asi iz prethodnog primera, koja se meri u jed-
noj tacki, se nede promeniti ako se odlije jedna koli¢ina fluida. Ako se dolije
voda, temperatura ée se, mozda, i promeniti, ali ne kao rezultat povecanja
mase fluida, veé kao rezultat procesa difuzije i konvekcije.

Do svojstva fluida u tacki se cesto dolazi mormalizacijom svojstava ko-
na¢ne mase. Na primer, gustina fluida p se moze definisati u jednoj tacki
kao odnos mase i zapremine: p = M/¥ (poglavlje 2.3).

U veéini slu¢ajeva, posebno u oblasti hidrodinamike, gde se proucava
kretanje fluida, jednostavnije je raditi sa veli¢cinama koje su vezane za jednu
tacku, nego za odredenu koli¢inu fluida. Pozravangje vrednosti svojstava flu-
ida (pritiske, gustine, temperature, itd.), u svakoj tacki i u svakom trenuthu
vremena, je jedan od osnovnih zadatekae Mehanike flurde. Pritome, najcesée
se pretpostavlja da je fluid homogen (ima ista svojstva u svim tackama flu-
ida) i izotropan (ima ista svojstva u svim pravcima u jednoj, posmatranoj
tacki).

U nastavku se daju definicije i objasnjenja za nekoliko osnovnih, na-

jvaznijih, svojstava fluida, koja ée se intenzivno koristiti tokom kursa Meha-
nike fluida.



10 GLAVA 2. FIZICKA SVOJSTVA FLUIDA

2.1 Veli¢ine, dimenzionalni sistem i jedinice mere

Pojam veliéine je direktno povezan sa pojmom merenja: veliéine je sve
ono §to se moZe tzmeriti. Na primer, ako je irina stola 0,8 m, veli¢ina koja
se meri je Sirtna (ili duzina), vrednost te veli¢ine je 0,8, a jedinica mere koja
je korigéena u merenju je metar. Veli¢ine! su i vreme, sila, ubrzanje itd.

Odredene velicine su medusobno zavisne. Ubrzanje je promena brzine
u jedinici vremena, dok se duzina moze izraziti kao brzina pomnoZena sa
vremenom. Na primer, 8irina stola iz prethodnog primera se moze izmeriti
i kao vreme potrebno mravu da prede preko stola krecuéi se odredenom
(standardnom?) brzinom?.

Do vrednosti velicine se dolazi merenjem, uporedivanjem nepoznate veli-
&ine sa nekom drugom, istorodnom veliéinom, koja je uzete kao osnovna
jedinica mere. Izbor osnovnih jedinica mere je slobodan. Na primer, girina
stola je 0,8 ako se koristi metar kao jedinica mere, 31,5 &irina palca (inéi) ili
3,3 visine knjige B5 formata.

Jasno je da slobodan izbor jedinica mere dovodi do prilicne konfuzije
(“moj palac je malo 8iri od tvog”). Da bi se uveo red u merni sistem,
1960. godine, na 11-toj generalnoj konferenciji o merama i jedinicama, do-
govoren je jedinstveni medunarodni sistem jedinica SI (La Systéme Interna-
tional d’Unités). SI sistem definige sedam medusobno nezavisnih veli¢ina kao
osnovne velréine. Sve ostale velicine su tzvedene velicine 1 mogu se dobiti
kombinacijom osnovnih veli¢cina. U tabeli 2.1 su date osnovne veli¢ine sa
njihovim dogovorenim imenima i simbolima.

Za svaku osnovnu veli¢inu, SI sistem propisuje jedinicu mere i simbol.
Takode, za osnovne jedinice se definige i primarni etalon3. Definicije etalona

1Svaka velidina moze da se izmeri i njena vrednost iskaZe u dimenzionalnom sisternu.
Ako nesto ne moze da se izmeri, to nije velicina. Na primer, lukavost nije veliina jer ne
postoji uredaj kojom bi se lukavost izmerila pa ni dimenzionalni sistem da se ona iskaZe.
Naravno, niko ne garantuje da se neée u skoroj buduénosti izmisliti aparat koji meri
lukavost nekog foveka i to iskazuje u nekoj skali vrednosti. Znadi, da li je nesto velidina ili
ne, zavisi od stepena razvoja ljudskog drustva i njegovih potreba da se to formalizuje.
27.a veée duzine se moze upotrebiti zec, a za manje puz. Mada, jasno je da ovakva defini-
cija duzine nije bag najprikladnija za svakodnevi upotrebu. Faraoni u starom Egiptu
su bili nesto domisljatiji, pa su svoju beskrajnu vlast pokazivali i time $to se standard za
duZim odredivao rastojanjem od lakta do vrha njihovog kaziprsta. Naravno, sa promenom
faraona, menjao se i etalon duZine!
3Definicije za osnovne tri velidine SI sistema koje se koriste u Mehanici (u zagradi je
data godina donofenja pojedine definicije):
Metar (1889.) Metar je jednak duZini izmedu glavnih crtica Medunarodnog prototipa
metra napravljenog od platine i iridijuma, koji se nalazi na temperaturi topljenja
leda. Cuva se u muzeju u mestu Sevr, pored Pariza.
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‘ Velic¢ina ‘ Jedinica ‘ Simbol jedinice |
Duzina metar m
Masa kilogram kg
Vreme sekund s
Temperatura kelvin K
Jacina struje amper A
Svetlosna. jatina kandela cd
Koli¢ina supstance | mol mol

Tabela 2.1: Osnovne veli¢ine Sl sistema

jedinica mera se povremeno menjaju, u skladu sa razvojem nauke. Time se
smanjuje merna neizvesnost i povecava prakti¢na upotreba jedinice mere.

Prve tri osnovne velicine iz tabele 2.1 ¢ine dimenzionalni sistem koji
odgovara Mehanici. DuZina definige prostori geometriju tela, ¢ije se kretanje
proucava, masa opisuje inercijalnost materijalnog tela koje se protivi prome-
nama u svom kretanju i vreme ili vremenski interval u kome nastaje promena
u kretanju materijalnog tela. Ovakav dimenzionalni sistem se naziva jos i
apsolutni sistem. Ako se prouavaju i termodinamicki procesi, potrebno je
dimenzionalni sistem progiriti sa cetvrtom veli¢inom, temperaturom.

U usvojenom dimenzionalnom sistemu, bilo koja izvedena veli¢ina Y u
oblasti Mehanike se moze napisati kao:

[Y] = [L* M® T (2.1)

gdesu L, M i T oznake za duzinu, masu i vreme. U izrazu se koriste uglaste
zagrade kao oznaka za dimenzionalni izraz jer su uspostavljene relacije samo
izmedu veli¢ina, a ne i izmedu vrednosti tih velic¢ina.

(1960.) Metar je duzina jednaka 1650763,73 talasnih duZina, u vakuumu, zradenja
koje odgovara prelazu izmedu nivoa 2p;g i 5ds atoma izotopa kriptona Kr 86.
(1983.) Metar je duZina putanje koju u vakuumu prede svetlost za vreme od
1/299 792 458 sekunde.

Kilogram (1889.) Kilogram je masa medunarodnog etalona kilograma (interesantno je
da ovaj standard vazi veé 120 godina bez promena).

Sekunda (1956.) Sekunda je 1/31 556 925,9747 deo tropske godine za 0. januar 1900.
godine u 12 dasova efemerida.
(1967.) Sekunda je trajanje od 9192 631 770 perioda zradenja koje odgovara prelazu
izmedu dva hiperfina nivoa osnovnog stanja atoma cezijuma 133.
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Kada je definisan sistem jedinica kojima se meri odredena veli¢ina, iz
dimenzionalnog izraza (2.1) se dobija vrednost veliine Y kao:

Y = Ny m® kg® s° (2.2)

pri ¢emu je postovan Sl sistem mera. U izrazu (2.2), Ny je merni broj,
vrednost veli¢ine Y u usvojenom sistemu jedinica.

Kroz veéi deo ove knjige ¢e se postovati S sistem mera. Medutim, bududi
da je taj sistem propisan uz uvazavanje svih nauc¢nih oblasti, u oblasti
Mehanike, posebno statike, unosi jednu veliku nelogi¢nost. Sila je prema
SI sistemu izvedena veli¢ina, dimenzionalno jednaka [L! M' T—2]. Prema
takvo]j definiciji, sila zavisi od vremena iako se razmatraju problemi u oblasti
statike, gde je vreme konstantno, isklju¢eno iz razmatranja. Bilo bi prirod-
nije da sila bude osnovna veli¢ina, a masa izvedena (nekada je bio u upotrebi
takav tehnicki dimenzionalni sistem). Tada bi se u oblasti statike koristile
dve osnovne veli¢ine - duzina i sila, a u oblasti kinematike tri - duzina, sila
1 vreme.

Tako je SI sistem propisan i mora se koristiti, uobicajena je praksa da se
u fazi analize fizicke zavisnosti pojedinih veli¢ina, koje opisuju neki fenomen,
koristi slobodan izbor osnovnih veli¢ina. Na primer, ako se izu¢ava moment
M na kraju grede u funkciji od duzine L i kontinualnog optereéenja g, logi¢no
je duzinu i kontinualno optereéenje uzeti kao osnovne veli¢ine a konkretne
L i g kao jedinice mere. Uz uslov o dimenzionalnoj homogenosti direktno se
dobija da je [M] = [L? ¢'], odnosno, da je vrednost momenta M = Njs L? q.
Oblast koja se bavi ovakvim analizama se zove dimenzinalna analiza i veoma
esto se koristi u Mehanici fluida (izuéavade se detaljnije u glavi 5 ove knjige).

2.2 Viskoznost

Po definiciji fluid je supstanca koja se neprekidno deformise kada na
nju deluje smicuéi napon, ma koliko mali taj napon bio. Na slici 2.1 je, u
formi promene kroz vreme, prikazan rezultat veoma prostog eksperimenta,
delovanja konstantne bocne, tangencijalne sile F', na ¢vrsto telo i na fluid.
Cvrsto, idealno elasti¢no telo je prikazano u formi kocke, koja je svojim
bazisom pri¢vriéena za nepokretnu podlogu, a fluid je u sloju debljine h
izmedu donje, nepokretne ploc¢e i gornje, na koju deluje sila F'.

U poctetnom trenutku tg = 0, ¢vrsto telo i fluid su u stanju mirovanja,
sila. F' nije jos pocela da deluje. U trenutku t; = At, sila F' poéinje da
“gura” gornju ivicu kocke i gornju plo¢u. Gornja ivica kocke se istog trenutka
pomeri, deformise, za Az a gornja plo¢a, odnosno gornji sloj fluida za Azp.
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Slika 2.1: Razlika u vremenskom deformisanju ¢vrstog tela i fluida kada se
na njih deluje boénom - tangencijalnom silom

Dusan Prodanovié¢ - Mehanika fluida za studente Gradjevinskog fakulteta, drugo izdanje - 2013. godina
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U slededem trenutku ¢t = 2A¢, ukupna deformacija kocke je jos uvek Axg
dok se gornja plo¢a kod fluida pomerila za dodatno Az pa je sada ukupna
deformacija 2Azp.

Nakon nAt vremena, ako je ¢vrsto telo bilo idealno elasti¢no, deformacija
kocke ostaje i dalje Az, dok je ukupna deformacija kod fluida nAxzp. Na
osnovu rezultata eksperimenta, moze se zakljuciti da su sledece dve veli¢ine
konstantne:

o deformacija kocke Az, kojaje, oéigledno, karakteristi¢na veli¢ina kod
¢vrstih tela, i

o brzna deformacije flurda izrazena kao odnos deformacije i vremenskog

_Vt_Awp_ZAwp_ _nAwp_Awp_U_CSt
privastaja —== = - = ... = s = - = = Const.

Velicina brzina deformacije je karakteristi¢na velicina za fluide.

Slika 2.2: Raspored brzina u fluidu, gornja ploc¢a je pokretna sa konstantnom
brzinom U a donja nepokretna

Veli¢ina brzine deformacije je jedno od fizickih svojstava svih fluida. Na
slici 2.2 je prikazan detaljnije mehanizam deformacije fluida koji se nalazi
izmedu dve ravne ploée, pri éemu je samo jedna ploca pokretna (na primer,
kod osovina u lezaju gde je fluid sredstvo za podmazivanje). Izmedu ploca
fluid miruje, nema sopstvenog protoka fluida, pa su brzine u fluidu samo
rezultat pomeranja gornje ploce.

Kada se gornja plo¢a gura nekom silom F', tacka B(tg) ¢e se pomeriti na
mesto B'(ty + At), pa na B"(to + 2At) itd., a prav ugao o, koji je zaklapala,
duz AB sa osom z, deformige se u ugao manji od 900 i postaje o/, &, ....
Ako se brzina pomeranja gornje plo¢e oznati sa U, eksperimenti su pokazali
da je ta brzina direktno proporcionalna sili F' i rastojanju izmedu ploca h,
a obrnuto proporcionalna povrsini plo¢a A, odnosno, ako se sila F' stavi sa
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leve strane izraza, dobija se:

AU
Fo =2 2.3
o (23)
Za koeficijent proporcionalnosti standardno se koristi oznaka p i zove se
denamacke koefictjent viskoznosti:
A
F= MTU (2.4)

Prosetan smiéuéi napon® gyz = 7 se definise kao odnos sile i povrsine na
koju ta sila deluje:

Veli¢inaU/h je ugaona brzina du- -
7 AB (slika 2.2, levi deo), ili brzi- |
na ugaone deformacije. Ako se pret- |
postavi da su brzine deformacija ma-
le3, u sluéaju kada je donja plo¢a ne- . 1
pokretna raspored brzina po visini A @ o
ée biti linearan (desni deo slike 2.2),
pa je brzina wu(y) = yx ugaona brz-
ina duzi AB. Prosetni tangenci-
jalni napon 7 je tada isti kao i napon
na bilo kom odstojanju y od donje
ploce, odnosno, 7 = 7(y).

Za raspored brzina izmedu dve ploce razli¢it od pravolinijskog, kao na
primer onaj prikazan na slici 2.3, gde se superponiraju brzine fluida usled

—y " ]I

| -~ i T n
B 3 T IO

Slika, 2.3: Raspored brzina kada se
i fluid i gornja ploc¢a kreéu u istom
smeru

4Pozitivan smer smituéeg napona Ty je onaj koji smanjuje ugao elementarnog deliéa
u prvom kvadrantu, odnosno ovde, 21 je pozitivno ako ima smer z ose. To je pozitivna
orijentacija koja se koristi u mehanici évrstih tela, gde je pozitivan smer normalnih napona
onaj koji zateze presek. Kako fluidi ne trpe zatezanje, kasnije u knjizi (poglavlje 4.5.1
Integralne ¢ diferencijolna jednading odriango kolidine kretonga, slika 4.19) e se okrenuti
konvencija o pozitivnom smeru, pa e i definicija tangencijalnog napona da se promeni:
umesto 7 = pdu/dy napon ée postati T = —pdu/dy. Pogledati i poglavlje 4.5.4 Navie-
Stoksove jednaéine.

®Pod malim brzinama deformacije, podrazumevaju se takve brzine pri kojima je odnos

PUR < 1500, odnosno, kada se u fluidu uspostavi laminaran (slojevit) tok. Takav dvo-

I
dimenzionalni paralelan tok konstantnog gradijenta brzine, gde jedna plofa miruje, a druga
se krede, zove se jof 1 Kuet-ov (Couette) tok.
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protoka® @ i usled pomeranja gornje plote’, tangencijalni napon na udalje-
nju y od donje ploce ¢e i dalje biti proporcionalan ugaonoj brzini ali sada

v . p . . . . (] y
ne prosecnoj ve¢ onoj na mestu y, definisanoj kao izvod —. Sada se moze

Y
napisati 1zraz:

") = (2.6)

Obrazac (2.6) je poznat kao Njutnov® zakon viskoznosti. Zakon kaze da
postoji proporcionalnost izmedu napona smicanja i ugaone brzine, odnosno
brzine deformacije. Svi fluidi koji podlezu tom zakonu se zovu Njutnovski
flutdi. Na primer, Njutnovski fluidi su voda, alkohol, med, ulje, ...

Jedinica mera za dinamicki koeficijent viskoznosti ;+ nema odredeno ime:

T~ -1 -2
=1 - 1M

== i ] =[ML'T] % (2.7)
h L

veé se Gesto koristi jedinica [Pas]. U starom CGS (centimetar-gram-sekund)

sistemu koristila se jedinica Poaz (Poise): 1P = 1 8 odnosno 100 puta

cm S

manja jedinica centipoaz: 1cP = 100 P pa se moze uspostaviti veza CGS i

SI sistema: 1-8. — 10 P.
ms

U praksi se ¢esto koristi i kinematidki koeficijent viskoznosti (ili kine-
matski koeficijent) v koji je jednak:

” =% gde je [v] = [L2 T (2.8)

Na slici 2.4 je prikazan dijagram zavisnosti tangencijalnog napona od
brzine deformacije (takav dijagram se ¢esto zove i reoloski dijagram). Kao i
prema definiciji, Njutnovski fluid je predstavljen pravom linijom koja polazi
iz koordinatnog pocetka i ¢iji nagib je jednak koeficijentu viskoznosti®.

SLaminaran, dvo-dimenzionalan, paralelan tok izmedu dve plofe koje miruju, sa
paraboliénim rasporedom brzina u fluidu, se zove jo§ i Poaz-ov (Poiseuille) tok.

"Ovde se radi o superpoziciji Poaz-ovog i Kuet-ovog toka.

8lsaac Newton (1642 - 1727) engleski matematidar, fizigar i astronom, studirao na Kem-
bridzu. Jedan od najveéih nauénika koji je se smatra utemeljivatem modernih prirodnih
nauka. Tri najpoznatija otkri¢a su: spektralna analiza svetlosti, univerzalni zakon grav-
itacije i diferencijalni i integralni raéun.

9U nastavku teksta se pod koeficijentom visoznosti podrazumeva koeficijent dinamitke
viskoznosti.
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Na dijagramu se vidi da postoje i fluidi koji ne slede Njutnov zakon
viskoznosti. Na primer, gusta smesa vode 1 pepela, koja se koristi za hidrauli-
¢ki transport pepela od termoelektrane do mesta gde se odlaze pepeo, nece
poceti da tete sve dok sila koja gura smesu (komponenta sile gravitacije
u pravcu toka) ne prede odredenu kritiénu vrednost, a nakon toga ée se
ponagati kao i svaki drugi Njutnovski fluid. Takvi fluidi se nazivaju idealno
plastiént fluide, ili Bingamow fluide.

Postoje i pseudo plastiéni fluid: sa nelinearnom vezom brzine deformacije
i tangencijalnog napona. Na reologskom dijagramu se pravom linijom, duz
ordinatne ose, mogu prikazati i évrste tela: brzina deformacija je nula za sve
tangencijalne napone manje od napona loma tela.

Poseban slucaj predstavljaju ide-
alnt fluzdi, na reologkom dijagramu | .

predstavljeni pravom linijom duz ap-
scisne ose. Kod idealnog fluida koefi-
cijent viskoznosti je nula. Za besko-
nac¢no mali tangencijalni napon, brz-
ina deformacija je beskonac¢no velika, -
odnosno, idealan flutd nema unutra- —
$njeg trenja. ldealan fluid se Gesto |~
koristi u toku izvodenja i objagnjenja
osnovnih jednacina Mehanike fluida.
Cinjenica da nema trenja olakgava

pisanje jednacina, jer se zanemaruju
svi ¢lanovi u kojima figurise gubitak
energije. Kada se izraz napise za ide- Slika 2.4: Reologki dijagrami za
alan fluid, uvodenjem raznih koefici- razlicite fluide
jenata (koeficijenta protoka, koefici-
jenta brzine, ...), dobijeni rezultati se prebacuju na sluéaj tecenja realnog
fluida. Za razliku od idealnog fluida, kod realnog, Njutnovskog fluida, koefi-
cijent viskoznosti je vedi od nule pa postoji unutrasnje trenje. To trenje je
odgovorno za gubitak energijel® koji postoji kad god se fluid kreée.
Unutragnje trenje, odnosno viskoznost, je posledica postojanja dva meh-
anizma na nivou molekula. Prvi je posledica priviacnih medumolekularnih
sila. Te sile deluju “koceci”: sto su molekuli medusobno blizi, vece su sile
izmedu njih pa je veca i viskoznost. Na slici 2.5 su prikazani molekuli u
dva sloja, koji se pod dejstvom neke spoljne sile (na slici nije prikazana)
kreéu razli¢itim brzinama. Molekuli iz sloja 1, koji se kreéu brze od mo-
lekula iz sloja 2, bivaju usporeni usled delovanja medumolekularne sile (na

ONaravno da se energija ne moZe izgubiti. Pod gubitkom energije misli se na transfor-
maciju korisne kineticke energije u, za nas, beskorismu mehanicku i toplotnu energiju.
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Slika, 2.5: Viskoznost je rezultat “kocenja” molekula usled medumolekularne
sile kao i usled razmene koli¢ine kretanja izmedu molekula koji se slobodno
kreéu

slici prikazana girokom belom strelicom) dok se molekuli iz sloja 2 ubrzavaju.
Kod teénosti (levi deo slike) su te sile jake, pa je i njihov efekat na viskoznost
znacajan. Kod gasova (desni deo slike) je razmak izmedu molekula toliko
veliki'! da su medumolekularne sile zanemarljivo male, pa ovaj mehanizam
skoro uopste ne utice na viskoznost.

Drugi mehanizam je rezultat stainog slobodnog, haotiénog kretanjo mo-
lekula unutar fluida (na slici 2.5 prikazanog u formi strelica izmedu dva
sloja). Oni molekuli koji u tom haoti¢nom kretanju dodu iz sloja 1 u sloj 2,
sa sobom ponesu i1 svoju veéu brzinu, odnosno vecu koli¢inu kretanja. U
sudaru sa molekulima iz sloja 2 dolazi do razmene koli¢ina kretanja, odno-
sno do ubrzavanja sporijih molekula. Isti proces se dogada i u suprotnom
smeru: sporiji molekuli iz sloja 2 kada se u svom haoti¢nom kretanju zadese
u sloju 1, usporavaju brze molekule. Proces razmene kolicine energije se
dogada i kod tecnosti i kod gasova, i njegov intenzitet ne zavisi od pritiska
ved zowist samo od pokretijivosti molekula, odnosno od temperature fluida: sa
porastom temperature raste i pokretljivost pa i viskoznost.

Uticaj temperature na viskoznost proistice iz sadejstva opisana dva meh-
anizma. Kod gasova pri normalnom pritisku delovanje medumolekularnih
sila je zanemarljivo, pa viskoznost zavisi samo od stepena pokretljivosti mo-
lekula. Sa povecdanjem temperature gasa, viskoznost skoro linearno raste, sto
se i vidi na slici 2.6, gde je dat primer za vazduh pri atmosferskom pritisku.

Kod tecnosti je uticaj medumolekularnih sila dominantan, pa sa pove-
¢anjem temperature i poveéanjem pokretljivosti molekula, te sile opadaju.

1pretpostavka o velikom razmaku izmedu molekula gasa vazi samo za gasove pod nor-
malnim pritiskom. Ako se gas izloZi visokim pritiscima, podinje da se ponasa kao tetnost.
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Slika 2.6: Promena viskoznosti vode i vazduha pri razli¢itim temperaturama

Rezultujuca wmskoznost sa porastom temperature teénostt opada, ali stepen
opadanja nije konstantan veé¢ se postepeno smanjuje (slika 2.6, zavisnost
viskoznosti vode od temperature), jer na vigim temperaturama mehanizam
razmene koli¢ine kretanja izmedu molekula ima sve vedi uticaj na ukupnu
viskoznost.

Vigkoznost, kao $to je veé receno, ne zavisi od pritiska. Standardna

k
vrednost viskoznosti za vodu je ityode = 1,0 - 10_3—gs, a za vazduh pri
m

k
temperaturi od 200 C je tvazduha = 1,81 10_5—gs. U prilogu knjige se daju
m
tablice sa razli¢itim vrednostima viskoznosti u funkciji temperature, za neke
od najcéesée korigcéenih fluida.

Primer 2.2.1

Osovina vodene pumpe se podmazuje vodom koja
prolazi kroz samu pumpu. Preénik osovine je
d = 12 mm, debljina vodenog sloja je h = 0,5 mm
a duzina na kojoj se podmazuje osovina je L =
1 cm. Broj obrtaja osovine pumpe je 1500 o/min.
Ako se pumpa pogoni preko remenika preénika
D = 10 cm, kolika je potrebna sila u remenici
za savladavanje samo otpora trenja zimi, na tem-
peraturi t, = 0° C a kolika kada se voda zagreje

] ™
it e ol o B B

usled rada motora na tgg = 80° C?

Obim osovine je O,; = d x 7 = 0,012 x 3,1415 = 0,0377 m pa je tangencijalna
brzina U = 0,0377 x 1500/60 = 0,942 m/s. Prose¢ni tangencijalni napon u fluidu
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U

jeT = Ko pri éemu je neophodno proveriti pretpostavku o laminarnom toku:

pUh  971,8 % 0,942 x 0,5- 1073

” 0351, 103 = 1304 < 1500

gde su gustina p i koeficijent viskoznosti vode u uzeti iz tablice B.1 za T = 80° C
(jer je to nepovoljniji sluéaj).
Tangencijalni napon za temperature 7= 0° Ci T = 80° C je:

0,942
- ' _3,— =
70 = 1,753 - 10 05 103 3,3027 Pa
0,942
= L1073 22
750 = 0,351+ 107 520y = 0,66128 Pa

Sila kojom treba okretati osovinu je 7 x A gde je povr§ina A obim pomnoZen
sa duzinom, A = O, x L = 0,0377 < 0,01 = 0,377 10~23 m? a sila na remenici je za
odnos krakova sile D/d manja. Konacno, sila na remenici koja je samo posledica
trenja usled viskoznosti vode je za 0° C:

d 1,2
Fy=1 % A5 = 3,3027 x 0,377 - 10—3ﬁ =0,15-10"3 N = 0,15 mN

odnosno za 80° C sila je

Fyo = 7180 % A% =0,66128 x 0,377 - 10—311—’3 =0,03-107% N = 0,03 mN

2.3 Gustina (specificna masa) fluida

U uvodnom objagnjenju ove glave je veé napomenuto da su masa i zapre-
mina fizicka svojstva koja se vezuju uz konacnu koli¢inu jasno razgrani¢enog
tela (slika 2.7). Srednja gustina tog tela je:

__ M

ey
i ako se pretpostavi da je telo homogeno, srednja gustina je svojstvo materije
u bilo kojog tadke tela.

Za nehomogena tela, sa gustinom u prostoru koja nije konstantna, umesto
srednje gustine, treba poznavati raspodelu gustine po prostoru p(x,y,z). U
izrazu za gustinu je potrebno smanjiti posmatranu zapreminu do nivoa ele-
mentarne zapremine dV koja ée imati masu dM, pa je p(z,y, 2) = dM /dV-

(2.9)
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Kao i kod ¢vrstih tela i kod fluida se moze uoditi ogovarajuéa elementarna
zapremina dV mase dM i izracunati gustina p. Za p = Const., konstantnu
gustinu fluida, kaze se da je fluzd homogen. U veéini zadataka, u okviru ovog
kursa Mehanike fluida, ¢e se raditi sa homogenim fluidima.

Na glici 2.8 je prikazan sluc¢aj kada —
se dva homogena fluida, te¢nosti, na- % .—ﬂ::‘_s-c:" "
laze u istom sudu. U svim zadacima // LU 2\
koji ¢e se raditi, pretpostavlja se da \ \\ b
ne dolazt do mesanga tih fluida i da ‘*.\ |
se formira jasna horizontalna grani- \ P
ca'?. Fluid manje gustine, p;, ce \\_#_\ /
uvek zauzimati gornji deo suda, dok —
ce ﬂ_}lid vece gustine, py, zauzimati Slika 2.7: Kruto telo konatne mase
donji deo suda. . 4 1es

. . . M i elementarni deli¢ mase dM

(Gustina fluida se menja sa prome-
nom temperature, ali u znatno ma-
njoj meri nego sto se menja viskoznost.
U prilogu knjige su date vrednosti
gustina za vodu, za razli¢ite vred- 0,
nosti temperature (tabela B.1). Me-
dutim, u veéini zadataka ¢e vrednost A
gustine vode biti: - N
p=1000 kg/m3=1 kg/dm?3. P \ Auida

Gustina suvog vazduha tempera-
ture 20°C i pri pritisku 1013 mBar-a
je p = 1,2 kg/ m3, sto je 833 puta
manje od gustine vode. U zadacima
iz hidrostatike, gustina vazduha ée se

zanemarivati, jer se radi sa malim visinskim razlikama. Sile, usled delovanja
tezine tecnosti, su dominantne, pa se za gustinu vazduha uzima da je nula.

Slika 2.8: Dva homogena fluida ra-
zli¢itih gustina u istom sudu

2.4 TeZina i specificna teZina

Te#ina je sile, jednaka proizvodu mase krutog tela i ubrzanja zemljine
teze G = M X g, odnosno, teZina elementarnog deli¢a koji ima zapreminu
d¥ je dG = dM x g. Kada se posmatra fluid, uobi¢ajeno je da se umesto
elementarne mase pige pd¥ pa je tezina elementarnog deli¢a fluida:

dG = pgdV

12Usled me$anja granica izmedu dva fluida nikada nije oftra. Da li se u praktiénim
zadacima posmatra kao oftra granica ili ne, vise je stvar razmere u kojoj se analizira neki
problem. Ako se izuéavaju sile na rezervoar visine par metara, dali je granica izmedu fluida
oftra ili sa kontinmualnim prelazom u zoni od par santimetara, zaista nije od sustinskog
znataja. Za druge, mikro probleme, mozda je upravo proces difuzije i mesanja dva fluida
1. . ’ ‘.
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Ako se tezina posmatra kao jedno od svojstava vezanih za konacnu koli¢i-
nu fluida, normalizacijom se dolazi do specifiéne teZine:

dG dM xg dM

v d¥ ¥

U starijim knjigama se Cesto koristila specificna tezina, ali kako je SI
sistem jedinica ne poznaje, u ovoj knjizi ¢e se umesto specificne tezine -y
dosledno koristiti proizvod gustine (specifi¢ne mase) i gravitacionog ubrzanja

pg. Kako vrednost gravitacionog ubrzanja zavisi od geografske lokacije, u
svim zadacima ée se koristiti prose¢na vrednost g = 9,81 m/s.

Xg=pxg=r

2.5 Elasti¢ne deformacije, stisljivost fluida

Sve materije su u izvesnoj meri stigljive, jer odredena promena pritiska
uvek donosi promenu zapremine. Stigljivost fluida se definige preko modula
stigljivosti K:

v 1

gde znak minus u izrazu ukazuje na to da povecéange pritiske wvek izazva
smanjenje zapremine.

Posto je masa fluida konstantna, ne zavisi od stepena deformacije, ele-
mentarna zapremina se moze napisati kao:

dv = d(%) =md(p!) = —gdp

pa se prethodni izraz (2.10) moZe napisati u funkciji od mase i gustine:

dp dp _ dp

K=_ e 2.11
2 s
m
i

Iz izraza (2.11) se vidi da je modul stigljivosti jednak odnosu povedanja
pritiska prema relativnom poveéanju gustine usled poveéanog pritiska. Znak
obi¢nog izvoda ukazuje na to da je pritisak jedina nezavisna promenljiva:
promena gustine je iskljucivo rezultat promene pritiska.

Primer 2.5.1
Modul stigljivosti vode na normalnoj temperaturi je K = 2,07 GPa (1 GPa=10° Pa).
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Ako je gustina vode na povriini g = 1000 kg/m3, kolika ée biti gustina na 10 m
dubine? Kolika je relativna promena zapremine?

Pritisak na 10 m dubine vode je: p;g = pgh = 1000 x 9,81 x 10 = 98,1 kPa.
Promena gustine vode se dobija iz izraza (2.11):

A _ _
P P10 —Po _ 1000 98100 -0

— ] 3
X -k 207-10° 0,04739 kg/m

dp
K=eg, = Ap=p

pa je gustina vode na 10 m dubine p;o = 1000 + 0,04739 = 1000,04739 kg/m3.

Pri promeni pritiska Ap od 98,1 kPa, relativha promena zapremine ée biti
(prema izrazu (2.10)):

A 1
?V = 557 7ge * 98100 = ~0,00474% = 47,4 ppm

gde oznaka [ppm] znadi “parts per million” (delova od milionitog dela).

U prethodnom primeru se vidi da su promene gustine te¢nosti sa dubi-
nom veoma male. Zbog toga, u vedini zadataka u ovom kursu Mehanike
fluida, smatrade se da su teénosti nestisljive. Samo kod veoma malog broja
problema, nastalih usled velike promene pritiska, stisljivost fluida se ne moze
zanemariti. Jedan od takvih problema je analiza hidraulickog udare, neu-
staljene pojave koja nastaje naglim zatvaranjem ili otvaranjem ventila na
cevovodima pod pritiskom. Zbog stigljivosti fluida, kao i materijala od koga
je napravljen sam cevovod, talas povedanja (ili smanjenja) pritiska putuje
brzinom zvuka!3 duz cevovoda, dovodeéi u opasnost sve elemente mreze.

Modul stigljivosti vazduha na normalnoj temperaturi je K = 140 kPa,
$to je oko 10000 puta manje od modula stigljivosti vode. Iako se stigljivost
gasova ne moze zanemariti, u okviru Mehanike fluida za gradevinske inzenjere,
neée se izucavati problemi vezani za stigljivostl®. Gasovi ée se uzimati u
razmatranje samo u dva sluc¢aja: kao dodatno optereéenje u zatvorenim rez-
ervoarima u strogo ustaljenim uslovima, i kao sredina kroz koju se krecu tela
na koja izuc¢avamo otpore pri kretanju.

13] sama &injenica da se kroz tefnosti prostiru zvuéni talasi ukazuje na to da je svaki
fuid stisljiv!

148¢igljivost je izuzetno vazna kod proufavanja termodinamickih procesa koji se odi-
gravaju u parnim kotlovima, kompresorima, izmenjivatima toplote i ostalim termodi-
namic¢kim maginama.
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2.6 Pritisak

Normalna sila koja deluje na ravnu povrsinu podeljena sa povrsinom na
koju deluje predstavlja srednji pritisak:

dF

—)p= lim — 2.12
(=7)p AA—0 AA ( )
Pritisak je skalar i predstavlja svojstvo fluida vezano za jednu tacku (kao
i gustina, temperatura, ... ). Oznacava se malim slovom p (veliko slovo P se

koristi za oznadavanje sile) i ima dimenziju:

_FI_N _

A Pa=[M L' T2

[p]

Prema SI sistemu jedinica za pritisak je paskal [Pa]'5. Ranije je bila

u upotrebi jedinica [Atm] (atmosfera), koja je jednaka srednjem vazdugnom
pritisku na nivou mora. Veza pritiska izrazenog u atmosferama i u paskalima
je:

1 Atm = 101325 Pa

Zbog toga $to je atmosferski priti-
sak veoma zgodan da se uzme kao
referentni pritisak u veéini primena,
SI sistem je dozvolio da se paralelno
sa paskalima koristi i jedinica bar
[Bar]|, koja je 100000 puta veéa od
paskala. Tako je:

1 Bar = 100000 Pa
Slika 2.9: Pritisak je normalna sila

1 Bar = 1,013 Atm ~ 1 Atm kroz povrginu na koju deluje

U izrazu (2.12), za pritisak je uveden znak (—) da bi se dobili pozitivni
pritisci za silu F_", koja deluje ka povrsini A. To je u suprotnosti sa konven-
cijom koju uvodi opsta teorija otpornosti krutih tela, gde se, za pozitivne
gile i pozitivne napone, uzima smer koji zateze presek. Kako tecnosti ne

15Jedinica za pritisak je dobila naziv prema Blaise Pascal-u (1623 - 1662), svestranom
francuskom matematicary, filozofu i pronalazadu. Jof kao mladié, otkrio je osnovne zakone
Mehanike fluida. Koliko je bio svestran pokazuje i €injenica da je patentirac 1652. prvu
mehaniéku maginu za radunanje.



2.6. PRITISAK 25

trpe zatezanje, vel samo pritisek, da se ne bi stalno rac¢unalo sa negativnim
brojevima, standardna praksa je da se, u predmetima koji se bave fluidima,
konvencija o smeru promeni, pa se uzima za pozitivan smer (i pozitivan pri-
tisak), smer sile ka fluidu.

Osobine pritiska su:

1. Pritisak uvek deluje upravno na zid. U stvari, pritisak je skalar pa on
i nema definisan pravac delovanja. Kada se posmatra pritisak na zid
suda, posmatra se sila na neku povrsinu. Sila je vektor sa orijentacijom
orta povrsgine na koju deluje, a to je normala na zid.

2. Vrednost pritiska u jednoj tacki fluida koji miruje, odnosno na istoj
koti, je ista bez obzira na smer. Ovo je definisao i Paskal, u formi
zakona: Kada nema tangencijalnih napona, pritisak je nezavisan od
smera.

.

Slika, 2.11: Sile na elementarni
delié¢ trougaonog oblika

Slika 2.10: Pritisak uvek deluje up-
ravno na zid

Na slici 2.11, prikazan je elementarni deo fluida trougaonog oblika,
jediniéne girine. Ako su pg, p, 1 ps pritisci, odnosno, normalni naponi
koji deluju na strane dA; = dzdy, dA, = dzdy i dA; = dsdy gde
je 8irina dy = 1, tada je iz uslova o mirovanju fluida potrebno postiéi
jednakost svih sila u x i z pavcu:

pydz = psdssiné
dzdz
2

p,dxr = pgds cost+ pg

dz dz

Tezina trougla pg je mala veli¢ina drugog reda, pa se moze izo-

staviti iz izraza. Iz geometrije trougla sledi da je dssinf = dz i
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ds cos # = dx, pa se dobija:

D = Dx =Dz = Ps (2.13)

Cinjenica da je pritisak isti u svim praveima u jednoj taéki, koristiée
se u narednoj glavi knjige Hidrostatika, gde ce se utvrditi da pritisak
u homogenom fluidu zavisi samo od vertikalne z koordinate, a ne i od
horizontalnih x i y koordinata. Na slici 2.10 je na koti 2; to prikazano
istom duzinom linija koje reprezentuju vrednost pritiska p;.

Ako se fluid kreée, postoje tangencijalni naponi, pa normalni naponi
u jednoj tacki vise nisu isti u svim pravcima. Pritisak se tada definige
kao srednja vrednost bilo koja tri medusobno upravna normalna napona
u tacki:
_ Pz + Dy +D:
B 3
3. Pritisak na zatvoreni fluid se, na istoj koti, podjednako prenosi na sve
zidove suda. Ovu osobinu je jog davno definisao Blez Paskall6, pa se
po njemu i zove Paskalov zakon.

(2.14)

Prema Paskalovom zakonu, uz uslov
da su klipovi povréina A; i Az u sis-
temu datom na slici 2.12 na istoj visin-
d skoj koti (prema prethodnoj osobini
M AP | pritiska) i da se zanemare sile trenja,
’ : izmedu klipova i zidova suda, sledi
da je sila:
A

F,=F A

Slika 2.12: Pritisak na zatvoreni fluid odnosno, mala sila F; se moZe ono-

se podjednako prenosi na sve zidove liko puta “pojacati” koliko puta se
suda poveca odnos precnika klipova.

Primer 2.6.1

Pomodéu hidraulicke dizalice treba podiéi auto mase 1500 kg, Ako su preénici klipova
hidraulicke prese A; = 12 cm? i Ay = 0,1 m?, kojom silom treba pritisnuti klip 1?
Koliki je pritisak u fluidu?

Sila F3 koju treba podidi je: Fp = 1500 x 9,81 = 14,715 kN. Sila F} je:

) —4
F, = Fg% = 14,715% = 14,715 x 0,012 = 0,17658 kN = 176,58 N
2 )

160Qvu zakonitost su poznavali sigurno i stari Grei i Rimljani, kao i graditelji piramida,
koji su koristili pesak kao fluid kojim su pomerali velike blokove stena.
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Pritisak u fluidu, na koti klipa je:

F, 17658
P= 1 = T3 101 = 14715 kPa

Pritisak je apsolutna, ne negativna veli¢ina paps > 0 Pa (kao sto je to i
temperatura). Slu¢ajkada je pritisak jednak nuli se zove vakuum!?. Pritisak,
koji je posledica samo sopstvene tezine suvog vazduha, naziva se atmosferski
pritisak i na nultoj nadmorskoj visini ima vrednost patm = 101325 Pa. Sa
povecanjem visine atmosferski pritisak pada u proseku za 11,4 Pa po metru,
tako da je na nadmorskoj visini od 1000 m nad morem, atmosferski pritisak
Patm = 89 925 Pa.

U okviru predmeta Mehanika flu-
ida najveéim delom se izucavaju opte- i
reéenja na objekte relativno malih di-
menzija (do nekoliko desetina metara
visine). Promena atmosferskog pri-
tiska je relativno mala, pa se u veéini
zadataka smatra da je atmosferski pri-
tisak konstantan i da iznosi p,t, =
100 kPa. Ukupni, apsolutni pritisak
u tacki A (slika 2.13), sa strane fluida
gustine pq, jednak je zbiru atmosfer-
skog pritiska p,im, koji deluje iznad
povrsine fluida i pritiska pa koji je
posledica dodatnog sloja fluida h. Sa druge strane zida suda, u vazduhu,
na tacku A deluje apsolutni pritisak, koji je jednak atmosferskom, pri ¢emu
se zanemaruje promena pritiska u vazduhu usled razli¢itih kota povrsine flu-
ida i tacke A. Rezultujuéi pritisak u tacki A je jednak pritisku usled fluida

PlL:

W
S
. %

F‘l

Slika 2.13: Apsolutni pritisak je zbir
atmosferskog 1 hidrostatickog pri-

tiska

bA = (patm + pA) — Patm (2.15)

TVakuum je zadavao dosta glavobolja starim naudnicima i filozofima. Stari Gri,
narofito pripadnici elejske gkole (Parmenid, Zenon), a kasnije 1 Aristotel, smatrali su da
apsolutna “praznina”, odnosno vakuum, u kojoj nema nitega nije mogué. Koliko je bio
jak uticaj takvog misljenja pokuzuju i kasniji zapisi iz Aleksandrije, koji opisuju pojedine
hidraulicke i pneumatske uredaje, gde se kaZe da “iako je prirodni vakuum nemogué,
mogude ga je stvoriti vestacki, unosenjem dodatnih sila, kao $to se dodatnim silama
molekuli mogu i1 sabiti”. Tek je Torigeli 1644. godine (fusnota 9 na strani 45) pomodu
barometra pokazao da “nije tafno da priroda ne voli vakuum”. Danas se, pomodu na-
jsavremenije opreme, mo¥e ostvariti vakuum sa pritiskom od 10712 Pa.



28 GLAVA 2. FIZICKA SVOJSTVA FLUIDA

i zove se hidrostateéke pritisek, ili manometarski pritisak, ili u ovoj knjizi,
najéeide, samo pritisak's.

Veza izmedu pritiska, apsolutnog pritiska i atmosferskog pritiska je data
jednacinom:

D = Paps — Patm (2.16)

Iz napisane jednacine, znajuéi da je apsolutni pritisak uvek veéiili jednak
nuli i uz uslov da je atmosferski pritisak konstantan, sledi za pritisak da je
p > —100 kPa. Drugim reéima, pritisek (hidrostaticki) v fluidu ne moZe bit
manji od —100 kPa.

Primer 2.6.2

Dva suda istih dimenazija, ispunjena su istim fluidom do iste kote, pri ¢emu je prvi
sud otvoren (u spoju je sa atmosferom), a drugi zatvoren sa gornje strane. Posmatra
se pritisak u tacki na dnu oba suda. Ako je pritisak (hidrostaticki) u posmatranoj
tacki u oba suda isti, da li su isti i apsolutni pritisci u toj tacki?

Odgovor je: da, isti su i apsolutni pritisci. Prvi sud je otvoren i na povrdinu
fluida sigurno deluje atmosferski pritisak. Drugi sud je zatvoren i pitanje je da li u
njemu i dalje postoji atmosferski pritisak. Potvrdan odgovor lezi u samoj definiciji
pritiska, dat jedna¢inom (2.16): uvek je apsolutni pritisak jednak zbiru atmosferskog
(koji je konstantan) i (hidrostatickog) pritiska.

2.7 Povrsinski napon i kapilarnost

Slobodna povrsina tecnosti se ponasa kao razapeta i zategnuta gumena
membrana. Sila po jedinici duZine, na zamisgljenom preseku po povrsini
tecnosti je powvrsinski nepont®. Simbol za povréinski napon je?° o, dok je
dimenzionalno povrsinski napon jednak masi po jedinici vremena na kvadrat,
o] = [F]/IL] = [M T?].

Razlog postojanja povréinskog napona je znatna razlika u intenzitetu
medumolekularnih sila izmedu molekula unutar teénosti (sile kohezije) i
izmedu molekula tec¢nosti u povrsingkom sloju i molekula spoljnjeg fluida
(gasa ili neke druge teénosti). Na slici 2.14 je prikazan jedan molekul?!

1884 redju pritisak oznatavade se uvek hidrostatiéki pritisak. Ako se misli na apsolutni
pritisak, to de se eksplicitno naglagavati.

19Voditi ra¢una da iako se povréinski napon naziva “napon”, on nema dimenziju napona
(napon je sila po jedinici povriine).

20K a0 simbol za povrfinski napon, &esto se koristi i 4.

21Molekul na slici 2.14 je, naravno, uvelian da bi mogac da se vidi!
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Slika 2.14: Sile kohezije su odgovorne za povrsinski napon a sile adhezije za
kapilarno penjanje te¢nosti uz zid

unutar teénosti (A), koji sa svim okolnim molekulima formira ravnotezu
medumolekularnih sila, i drugi molekul (B) pri povrsini te¢nosti koji praktié-
no nema medumolekularnih sila sa molekulima iz spoljnjeg fluida?2. Zbog
neravnoteze sila, povrsinske napon teii da minimazuje slobodnu povrsinu te-
¢nosti. To je upravo i razlog zasto kapi vode i mehuri od sapunice imaju
sferni oblik.

Kako povrsingki napon zavisi od medumolekularnih sila, njegov inten-
zitet zavisi od vrste tecnosti, temperature (odnono kineticke energije mole-
kula) ali i od vrste spoljnog fluida. U tabeli B.1, u prilogu knjige, dati su
podaci za povrsinski napon vode, u kontaktu sa vazduhom, u funkeiji od
temperature. Vidi se da povrsinski napon opada se porastom temperature,
jer sa poveéanjem srednje kineticke energije molekula sile kohezije opadaju.
U tabeli B.2 su dati podaci za povréinski napon nekih najcesée korigéenih
tecnosti, u kontaktu sa vazduhom.

Na slici 2.14, sa desne strane, su prikazane i sile adhezije (medumole-
kularne sile izmedu molekula te¢nosti i molekula u zidu suda u kome se
te¢nost nalazi) i njihovo dejstvo na slobodnu povréinu teénosti. U zavisnosti
od odnosa sila adhezije i kohezije, kao i vrste spoljnjeg fluida (fluida iznad
te¢nosti), te¢nost ée vlaziti zid (penjade se uz zid) ili ga neée vlaziti. Na
slici 2.15 su prikazana oba slucaja, 1 to sa leve strane, kada je tecnost u
kontaktu sa vertikalnim zidom, a sa desne strane, kada kap tecnosti stoji na
horizontalnoj povrsini.

Kao karakteristicna velicina moze se definisati ugao vlaZenje 8. Ugao ¢
zavisi od vrste tec¢nosti, materijala od koga je napravljen zid, kao i od osobina

22Povriinski napon se moZe posmatrati i kao energija po jedinici povréine potrebna da
se molekuli iz umitragnjosti teénosti dovedu do povriine teénosti.
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Slika 2.15: U zavisnosti od odnosa sila kohezije i adhezije, teé¢nost ili vlazi
zid suda ili ga ne vlazi

okolnog fluida. Za uglove manje od 900 te¢nost kvasi zid, kapilarna atrakcija
(na primer, na kontaktu vode i stakla), dok za uglove veée od 900 ne kvasi,
kapilarna depresija (kontakt zive i staklenog zida). U tabeli B.3 u prilogu
knjige su dati uglovi kvagenja za neke standardne kombinacije tecnosti i

materijala zidova suda.
’?

(4]

Slika 2.16: Zbog povrsinskog napona pritisak u kapi tecnosti je veéi nego
okolni pritisak (levi deo slike) i te¢nost se kapilarno “penje” duz tankih cevi

(desni deo slike)

Povrsinskinapon je odgovoran za poveéanje pritiska unutar kapi te¢nosti.
Usled postojanja stalnih zatezuéih sila u povrsinskom sloju teénosti, kap
zauzima sferni oblik, tako da ima minimalnu spoljnu povrsinu (slika 2.16).
Sila u preseku kapi, na jednu poluloptu, usled povrsinskog napona je jednaka



2.7. POVRSINSKI NAPON I KAPILARNOST 31

O x ¢ gde je O = wd obim presectnog kruga. Ta sila mora biti u ravnotezi
sa silom usled poveéanog pritiska A X Ap:
d? 4o

TdX o= TWAp = Ap= 7 (2.17)

Primer 2.7.1

Za koliko je vedi pritisak unutar mehura od vode pre¢nika d = 1 mm pri temperaturi
od 20° C?

Za razliku od skice kapi vode, koja je prikazana
na slici 2.16, i koja ima samo spoljnu stranu
teénosti u kontaktu sa vazduhom, mehur od vode (v

ima i spoljnu i unutragnju stranu. Sila usled ,‘
povriinskog napona je dvostruko veéa od one date :' _"‘} —>
. . i >
izrazom (2.17), tako da je: \ 5 A
2x0Oxo=AxAp “1\ 5
d?x 4 5
2rde = —Ap
4
Pritisak unutar mehura je:
4o 4 % 0,073
Ap=2—=2———— =584 P
P=24 o001 oo be

Na desnoj strani slike 2.16, prikazan je stub tecnosti visine h u tankoj
kruznoj cevi unutragnjeg prec¢nika d. Usled delovanja povréinsgkog napona &,
sila po obodu stuba teénosti zaklapa sa vertikalom ugao € (ugao vlazenja)
i uravnotezuje se sa sopstvenom tezinom stuba teénosti, pa je visina kapi-
larnog dizanja:

d?r 4 o cos?

mdocosf = —pgh = h=
? pgd

1 (2.18)

Vigina kapilarnog dizanja je funkcija precnika cevi d, vrste tecnosti i ma-
terijala od koga je napravljen zid cevi. Rezultati jednatine (2.18) uglavnom
precenjuju visinu kapilarnog dizanja, jer i najmanje necistoée u vodi znatno
smanjuju povrsinski napon.

Na dijagramu datom na slici 2.17, date su visine kapilarnog dizanja h za
¢istu destilovanu vodu, obiénu vodu iz ¢esme kao i za zivu (gde se javlja kapi-
larno spustanje), u funkciji od unutragnjeg preénika pijezometarskih stak-
lenih cevi.
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Slika 2.17: Dijagram kapilarnog dizanja vode i zive u staklenim cevima

Povrsingki napon se uglavnom zanemaruje u inZenjerskoj praksi. Fe-
nomen kapilarnog izdizanga (ili spustanja) teénosti, koji je takode rezultat
povrsinskog napona, medutim, cesto se srede: zbog kapilarnosti, vlaga u
zemlji se dize znatno iznad nivoa slobodne povrsine podzemne vode, a nivo
vode u tankoj staklenoj cevi (pijezometru) je uvek iznad stvarnog nivoa vode.
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Hidrostatika

Hidrostatika je oblast Mehanike fluida koja proudava merovenje fluida
konstantne gqustine pod uticajem teZine. Posto fluid miruje, ne dolazi do
medusobnog relativnog kretanja fluidnih delica, pa ne postojiuticaj viskoznih
napona. Naravno, pretpostavka o mirovanju se odnosi na fluidni deli¢ defin-
isan u uvodnoj glavi 1.1 Naéin ¢ predmet 2zucevanja, dok razmatranja na
nivou molekula nisu predmet ove knjige.

Nakon definisanja pretpostavki, u nastavku ée se izvesti osnovna jednadci-
na hidrostatike, koja omogucava proracun pritiska u bilo kojoj tacki fluida za
poznate grani¢ne uslove. Jednadina Ce se izvesti za slu¢aj homogenog fluida,
koji se iskljucivo razmatra u daljem tekstu. Medutim, u knjizi se daje i
resenje jednacine za nehomogene fluide, sa primerom proracuna pritiska u
Zemljinoj atmosferi.

U posebnom poglavlju se obraduju problemi merenja apsolutnog, atmos-
ferskog, hidrostatickog kao i diferencijalnog hidrostatickog pritiska. Uvodi
se 1 novi pojam, pijezometarska kota tecnosti, kao kota na kojoj su pritisciu
nekom fluidu jednaki nuli, odnosno, apsolutni pritisci jednaki atmosferskom.

Najceséi zadatak gradevinskog inZenjera je da odredi sile na neku kon-
strukciju, kako bi je dimenzionisao. Na osnovu poznatog rasporeda pritiska,
integracijom se dobija optereéenje od fluida, koje se deli na horizontalne i
vertikalne sile. U knjizi se razmatraju razlic¢iti grani¢ni uslovi i daju obrasci
i uputstva za proracun tih sila. Na kraju glave se daju i osnovne jednacine
za analizu stabilnosti tela koje pluta na povrsini teé¢nosti, kao i obrasci za
proracun oblika slobodne povrsine te¢nosti u slu¢aju kada se sud krece.

33



34 GLAVA 3. HIDROSTATIKA

3.1 Promena pritiska u zavisnosti od polozaja
3.1.1 Pretpostavke za izvodenje jednacine

Posmatra se fluid koji ispunjava sledeée uslove i pretpostavke:

¢ Fluid miruje - nema relativnog kretanja izmedu fluidnih delica.

e Fluid je izotropan - posmatrano iz jedne tacke, fluid ima iste osobine
u svim pravcima (za sada se ne ograni¢ava na homogeni flud).

e (Od zapreminskih sila, na fluid deluje samo tezina, i to:

— po jedinici mase, tezina iznosi g - gravitaciono ubrzanje,
— po jedinici zapremine, tezina iznosi (pg).
e Od povrsingkih sila na fluid deluju samo normalni naponi, pritisci,

pomnoZzeni sa povriinom na koju deluju. Tangencijalni naponi (jedna-
¢ina (2.5)) ne deluju (osim kod kapilarnih pojava) jer nema kretanja.

Slika 3.1: Ravnoteza vertikalnih i horizontalnih sila na elementarni delié
homogenog fluida

U fluidu koji ispunjava postavljene pretpostavke, posmatraju se pri-
tisci na jedan izdvojeni deli¢, elementarnu prizmu dimenzija dx X dy X dz
(slika 3.1). Pozitivan smer pritiska je u skladu sa usvojenim principom da
fluidi ne trpe zatezanje (strana 25). Delié je tako postavljen da ima jednu
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osu vertikalnu, orijentisanu na gore. Pritisak p u centru deli¢a se uzima za
referentni pritisak. Posto fluid miruje, prema jednacini (2.13), isti pritisak
vazi za sva tri koordinatna pravca.

Pritisak sa gornje strane deli¢a se promenio u odnosu na pritisak u cen-
tru, u skladu sa nekom funkcionalnom zavisnoséu p, = f(z), prikazanoj na
slici 3.1 desno. Za poznati p(z), vrednost p(z + dz/2) se moze priblizno od-
rediti iz nagiba tangente na dijagramu u tacki p(z). To se dobija razvojem
u Tejlorov red promene pritiska u funkciji od koordinate z, uz zadrzavanje
samo prvog c¢lana redas:

Op" dz

plat 3 =p() + (o ) G +o

gde je o ostatak, razlika izmedu tacne i priblizne vrednosti pritiska. Zane-
marivanjem ostatka kao male veli¢ine drugog reda i uz uslov (2.13) da je
P = Pz = py = P2, pritisak sa gornje strane elementarne prizme je:

dz Op dz
— e dhad 1
Na slican nacin se moze dobiti i pritisak na donjoj strani prizme:
dz Op dz
e 5) =P 5% (32)
i pritisci u horizontalnim pravcima z i y:
dz Op dx dz Op dx
Po-g)=p g,y PEFR)=Pay
d Op dy dy Op dy
_ —p_ 24 ) = — 2 3.3
ply—5)=p 3y 2 ply+ ) P+ 5,2 (3.3)

3.1.2 Osnovna jednacdina hidrostatike

Kao rezultat razli¢itih pritisaka na suprotnim stranama elementarne pri-
zme (slika 3.1 levo), javljaju se sile. Da bi se zadovoljio polazni uslov da
se posmatra fluid koji miruje, sve sile na elementarnu prizmu moraju biti u
ravnotezi. Za vertikalni pravac, ravnoteza sila daje:

Opdz Op dz

gde je pg d¥ tezina prizme. Sredivanjem izraza i zamenom dA, x dz = d¥,
dobija se promena pritiska po vertikali:

op

5% + pg =0 odnosno op —pg (3.4)

0z -
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Iz jednakosti sila za horizontalni pravac z ili y, dobija se:

Op Op
9 = 0 By 0 (3.5)
odnosno, pritisak se ne menja po horizontali, pa p nije funkcija (z,y). 1z
ovog uslova, kao i na osnovu (3.4) sledi, takode, zakljucak da se kod svih
fluida pored pritiska i gustina ne menja po horizontali. Upravo zbog toga je
povrdina ne spoju dvae fluide koji se ne meSaju uvek horizontelne (osim uz
zidove zbog povrsinskih napona).

Kako je pritisak samo funkcija vertikalne koordinate p = p(z), parcijalni

izvod 3_p u jednacini (3.4) se moze zameniti totalnim izvodom —p, tako da
z
se dobija:

dp _

= (3.6)

Jednaéina (3.6) predstavlja osnovnu jednadinu hidrostatike wu diferenci-
jalnom obliku i daje vezu izmedu promene pritiska i promene vertikalne kote
u fluidu. Znak (—) u izrazu pokazuje da sa porastom kote, u istom fluidu

pada pritisak. Da bi se odredio pritisak u bilo kojoj tacki, treba integrisati
jednacinu (3.6):

p= /—pg dz (3.7)

Zavisnost gravitacionog ubrzanja od vertikalne kote g(z) se u svim praktic-
nim zadacima zanemaruje, jer g opada za 0,03% sa povelanjem visine od
1000 m. Da bi se resio integral (3.7), potrebno je poznavati zavisnost gusti-
ne od kote p(z).

3.1.3 Resenje osnovne jednacine hidrostatike za homogeni

fluid

Za homogeni (nestigljivi) fluid, vazi uslov p = Const. pa se jednacina (3.7)
moze napisati kao:

p=/—pgdz=—pg/dz
¢ijom integracijom se dobijas:

p+ pgz =C1 (3.8)
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Integraciona konstanta C; se dobija iz grani¢nog uslova, poznatog pri-
tiska u jednoj tacki. Jednadinu (3.8) je zgodnije napisati u obliku:

L =0 (3.9)
pg

jer sada ceo izraz ima dimenziju duzine:

{ﬂ = [z] = [Ca] = [L]

vr v . . - . . - Y4
Jednaéina (3.9) se Cesto zove i osnovna jednadine hidrostatike. Clan —

Pg

se zove jos 1 visina pritiska, jer se pritisak izrazava pomocu iste jedinice kao

i visina! z.
Za odredivanje konstante Cy iz osnovne jednacine hidrostatike, potrebno
je poznavati grani¢ni uslov, pritisak p = pg u tacki z = zp:

C2==—+2
PY

pa je pritisak u bilo kojoj tacki A istog fuide? dat sa:

pA
—+24=C2 = pa=pg(C2— za)
Py
Prethodni izraz se moze napisati i u obliku veze izmedu razlike pritiska
i visinskog polozaja tacaka:

pA—po=—pg(za—20) = pa=0po+pg(z0— za) (3.10)

Odnosno, povecanje pritiska u jednoj neprekidnoj sredini konstantne gustine
direktno je proporcionalno smanjenju kote (poveéanju dubine).

Izbor nulte kote (zp), kao i nultog pritiska, potpuno je proizvoljan. Me-
dutim, jednom usvojena referentna kota z = 0, od koje se odmerava kota
tacke A, z4, u jednom zadatku se ne sme menjati. Nulti, ili referentni priti-
sak, moze biti apsolutni ili hidrostaticki (jednacina (2.16)), pa ée i sracunati
pritisak pa biti u istom sistemu. U ovoj knjizi ée se, uglavnom, pod imenom
“pritisak” podrazumevati hidrostaticki pritisak p = pabs — Patm, & za atmos-
ferski pritisak ¢e se uzimati konstantna vrednost pgtn, = 100 kPa.

1Cesto se pritisak u nekoj tafki izrazava u “metrima vodenog stuba” ili samo u
“metrima”.

2Uslov za integraciju jednaéine (3.7) je bio p = Const. To znafi da osnovna jednaéina
hidrostatike vazi samo u okviru jednog fluida nepromenljive gustine.
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3.1.4 Pijezometarska kota kod homogenog fluida

]

Piiezormet
>

|

Slika 3.2: Visine pritisaka u razli¢itim tackama otvorenog suda i pijezome-
tarska kota

Posmatra se otvoreni sud, proizvoljnog oblika, sa teé¢noséu konstantne
gustine p, slika 3.2. U ta¢ki 1 pritisak® je p; = 0, jer je p1,abs = Patm, P2
osnovna jednadina hidrostatike glasi:

i—;+z1=02 = Cy=2z =1 (3.11)

Oznaka II predstavlja pijezometarsku kotu, zbir visine pritiska u tacki i
polozajne kote te tacke. U sistemima sa fluidom koji ima slobodnu povrsinu,
pijezometarska kota se poklapa sa kotom tacke na slobodnoj povrsini. Kod
fluida zatvorenih u sud pod pritiskom, pijezometarska kota pokazuje do koje
kote bt se popeo flurd kad bz bio slobodan, odnosno, do koje kote bi se popeo
fluid kad bi se postavio pijezometar, cevcica beskonacno male zapremine,
otvorena sa gornje strane (kao kod tacke 2. na slici 3.2)4

Vrednost pijezometarske kote zavisi od izbora referentnog sistema. Za
isti sud i iste podatke, II kota moze imati razlicite vrednosti jer polazna
kota z = 0 ne mora uvek biti na istom mestu. Stvarni polozaj II kote ce,
medutim, uvek biti na istom mestu.

3U daljem tekstu se pridev “hidrostatiéki” podrazumeva, pa se i ne pige.

4U poglavlju 4.6.3 Resenge integralne jednaéine odrianja energije za ustaljeno tedenge
homogenog fluide v cevt, fe se u okviru refavanja energetske jednadine, na strani 171,
jednaéinom (4.118) pokazati da pijezometarska kota predstavlja potencijalnu energiju u
preseku, izrazenu visinom fluida.
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Pijezometarska kota se vezuje za jedan fluid, konstanine gustine, a ne
za talfku. Pogresno je pisati indeks neke tacke uz II kotu. Na slici 3.2 bilo
bi pogresno napisati 117, jer indeks 1 oznacava tacku, a ne fluid. Ukoliko u
sudu postoji vise od jednog fluida, sa gustinama py i pp, na primer, svaki
od fluida ée imati odgovarajucu pijezometarsku kotu, II4 i llg.

Kada je poznata pijezometarska kota za neki fluid, pritisak u bilo kojoj
tacki tog fluida se dobija iz osnovne jednacine hidrostatike. Na primer, za
tacku 2 sa slike 3.2 pritisak se dobija iz:

B2ia-T = p=pl-2)

Py

Ukoliko je u sudu vise fluida, svaek: od fluida tma svoju pijezometarsku
kotu. Pri proracunu tih kota, koristi se ¢injenica da je pritisak u tacki nao
spoju dva fluidae isti, bez obzira da li ta tacka “pripada” donjem ili gornjem

fluidu.

Primer 3.1.1

Za, zatvoreni sud sa slike odrediti pijezometarske kote
i pritisak na koti poklopca (tacka 3) ako je poznat
pritisak na dnu suda p; = 28 kPa. Ako se promeni mp pa=tlokgian
polozaj referentne kote, da li se menja vrednost pije-
zometarske kote za fluid A, polozaj te kote i da 1i se
menja pritisak u tacki 27

- L
| l

Prvo se usvaja referentni sistem, polozaj kote z.
Uobiéajeno je da to bude na visini najniZe tacke
suda, tacke 1. Za izabranu referentnu kotu, moze

se izracunati pijezometarska kota fluida B:

P1 28 - 103
H = e —
B= g AT T 108 xosl

+0=2,854m

Pritisak u tacki 2, koja je na spoju fluida A i B se dobija iz uslova da je ta tacka u
fluidu B:

po=pp g(lp — z3) =1 x 9,81 x (2,854 — 1,5) = 13,28 kPa
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Tacka 2 pripada i fluidu A, pa veé sracunati
pritisak se moZe iskoristiti za odredivanje pi- I.=512m
jezometarske kote I14: N | T ST I‘

D2 13,28

114 = N
A= T2 T 05 0s1

+ 1,5 e

T4 =3,192m = A

Pritisak na poklopac, u tacki 3 je: L = 7

p3 = pa g(ll4 — 23)

N

kg

ps = 0,8 x 9,81 x (3,192 — 2,5) |

ps = 5,43 kPa

Kad bi se referentna kota postavila na visini spoja dva fluida, polozajna kota
tacke 1 bi bila 23 = —1,5 m. Pijezometarska kota fluida B je tada:

_ D __ 28 1Ry —
HB_,OBg+Zl_1><9,81+( 1,5)—1,354m

Vrednost kote je promenjena, ali u novom referentnom sistemu ta kota ostaje na
istom mestu, 2,854 m udaljena od tacke 1. Pritisak u tacki 2 je sada:

p2=pp g(llp — 23) =1 x 9,81 x (1,354 — 0,0) = 13,28 kPa

dakle, ostaje nepromenjen.

U prethodnom primeru, u zatvorenom sudu su bila dva nestigljiva fluida,
dve teénosti. Ako je gornji fluid vazduh, &ija je gustina zanemarljiva’, iz
jednacine (3.11) sledi da je pijezometarska kota vazduha II4 = 0o, odnosno
da pritisce u vazduhu ne zowse od poloZajne kote tacke. U tom slucaju,
u prethodnom primeru bi pritisak u tacki 3 (kod poklopca) bio isti kao i

pritisak u tacki 2, na spoju tec¢nosti i vazduha.

3.1.5 Resenje osnovne jednacine hidrostatike za nehomogeni

fluid

Promena pritiska po visini je definisana diferencijalnom jedna¢inom (3.6).
Za stigljivi izotropni fluid, gustina nije konstantna veé zavisi od pritiska

U poglavlju 2.3 Gustina (specifiéna masa) fluida je najavljeno da ée u vedini
inzenjerskih problema gustina vazduha biti zanemarena, jer je znatno manja od gustine
tefnosti koje se standardno koriste.
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i temperature. Ako se pretpostavi da je fluid idealan gas®, prema Bojl’-
Mariotovom® zakonu apsolutni pritisak je:

p = pR,T (3.12)

gde je T' apsolutna temperatura a R, gasna konstanta koja za vazduh ima
vrednost R, = 286, 7 J/(kg K). Diferencijalna jednacina (3.6) je tada:

d d
L =P 5 P__ 9 4, (3.13)
dz R,T p R,T

Vrednost gravitacionog ubrzanja se moze smatrati konstantnom. Ako se

pretpostavi izotermni proces, apsolutna temperatura 7' je takode konstantna,
pa se integracijom jednaéine (3.13) dobija:

In (pﬂo) _ —#(z — ) (3.14)

Za referentni apsolutni pritisak po na koti zp = 0 uz smenu R,T' = po/ po,
dobija se:

9z 920

Primer 3.1.2

U aeronautici se standardno koriste sledeée osobine atmosfere na koti mora (2o = 0):
po = 1,01325-10° Pa, Ty = 288,15 K i pg = 1,225 kg/m3. Kolika je gustina vazduha,
u izotermnim uslovima, na 1000 m nadmorske visine?

Iz jednaéine (3.15) se dobija apsolutni pritisak na visini od 1000 m:
9%po 9,81 x 1000 x 1,225

p=poe P =1013-10°¢  1,013:10°  _g997kPa

Gustina atmosfere se dobija iz Bojl-Mariotovog zakona, uz zadrzavanje konstantne
temperature T' = Tj (izotermni proces):

89,97- 103

To1.325. 108 — 1088 ke/ m’

o= - — 02 =1,225 %
o

Idealan gas se sastoji od molekula, koji su idealno elastiéne kuglice, izmedu kojih ne
deluju sile, a zanemaruje se i sopstvena zapremina molekula.

"Robert Boyle (1627 - 1691) je engleski nauénik koji je istrazivao elastiéna svojstva
gasova. Nezavisno od Mariota je dofao do zakona idealnog gasa.

8Edme Mariotte (1620 - 1684) se zbog svoje preciznosti, predanosti i raznovrsnosti,
smatra ocem eksperimentalnih metoda u Francuskej. Jedan je od prvih élancva Francuske

akademije nauka.
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Slika 3.3: Raspored temperature i pritiska u Zemljinoj atmosferi

U regavanju prethodnog primera, pogresno je pretpostavljeno da je tem-
peratura konstantna. Na slici 3.3 je prikazana promena pritiska i tempera-
ture u atmosferi, gde se vidi da u prvih 11 km, u troposferi, postoji linearan
pad temperature do —56,5 °C sa nagibom:

oT
— = A =0,0065 K/m
0z ’ /

Zavisnost temperature od visine T' = Ty — Az se moze staviti u diferen-
cijalnu jednacinu (3.13). Nakon integracije, uz uslov da je zg = 0, dobija se
jednacina koja daje vezu izmedu pritiska i visine u atmosferi:

P g To — Az
In (—) = In ( )
Po Ry To

odnosno, sredivanjem:

g/RgA
P _ (1 - ﬁ) ’ (3.16)

Ako se desna strana jednadine (3.16) razvije u red i uz uslov o malim
visinama z se izostave svi ostali ¢lanovi osim prva dva, dobija se:

P _q_
Do R,Ty

gz Do
= p=po—
P = Ppo R,To

gz =po — pPo 9z

Izraz za pritisak ima isti oblik kao i1 osnovna jednacina hidrostatike za
nestigljive fluide (jednaéina (3.8)) p + pgz = Const. na osnovu éega se za-
kljué¢uje da se za male promene visine (mange od 300 m u vozduhu) moZe sa
dovolnom talnodéu pretpostovits da je gustina vazduha konstantna. Za vede
promene visine, medutim, mora se koristiti jednacina (3.16).
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Primer 3.1.3

Za, iste podatke kao u prethodnom primeru, kolika je gustina vazduha na 1000 m
visine ako se ne zanemari promena temperature?
Prema jednacini (3.16), pritisak je:

)\z 9/Rg>\
D = Po (1 - ﬁ)

Koeficijent opadanja temperature je A = 0,0065 K/m, a gasna konstanta se dobija
iz jednacine (3.12):

_ po _ 101,325-10°
poTo 1,225 x 288,15

R, = 287,05 J/kg K

tako da je pritisak:

981/(28705x00065)
0,0065 x 1000) — 89,87 kPa

288,15

Temperatura na 1000 m visine je T' = Ty — Az = 288,15 —0,0065 x 1000 = 281,65 K,
pa je gustina atmosfere:

p=101,325-103 (1 —

103
P p To 1,295 89,87 10° x 288,15

= = = 0,907 kg/m®
R  PpoT 101,325 10° x 281,65 g/m

3.2 Merenje pritiska

U poglavlju 2.6 Pritisak, na strani 28, jednac¢inom (2.16) su uvedene “dve
vrste” pritisaka, apsolutni i hidrostaticki. Razlika izmedu tih pritisaka je u
izboru referentnog sistema: apsolutni pritisak je pritisak u odnosu na apso-
lutnu nulu, dok se hidrostaticki pritisak izrazava u odnosu na atmosferski
pritisak.

Apsolutni pritisak je uglavnom interesantan za proucéavanje stigljivih flu-
ida, gasova, ¢ije osobine zavise od mere zbijenosti njihovih molekula. Kod
tecnosti osobine uglavnom ne zavise od pritiska, pa je u izucavanju sila na
konstrukeciju jednostavnije koristiti hidrostaticki pritisak (videti sliku 2.13).

Merenje pritiska se uvek svodi na merenje razlike izmedu referentnog pri-
taska ¢ pritiske u fluedu. Sama pijezometarska cev prikazana na slici 3.2, je
jedan od mernih uredaja: pritisak u tacki 2 je jednak ps = pgh, u odnosu
na atmosferski pritisak, jer je drugi kraj pijezometra u spoju sa atmos-
ferom. Dakle, pijezometrom se mert visina hidrostatickog pritiska. Naravno,
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prikazana pijezometarska cev je jedan od najprostijih nacina za merenje pri-
tiska i to samo u tec¢nostima. U nastavku se daje kratak prikaz standardnih
metoda za merenje pritiska, u gasovima i tecnostima.

3.2.1 Merenje apsolutnog pritiska barometrom

T Barometar je instrument za merenje

—_ = apsolutog pritiska. Sastoji se od stak-

lene cevi zatvorene sa gornje strane,

koja se ispuni teé¢noscéu, potopi u sud

ga istom tecnoséu i pazljivo podigne u

vertikalni polozaj. Ako je cev dovoljno

dugacka, u zatvorenom prostoru iznad

H=0) tecnosti Ce se pojaviti vakuum, deo u

kome nema vazduha i u kome je apso-

= p— lutni pritisak nula (idealan barometar),
A kao $to je to prikazano na slici 3.4.

Ako u tacki A vlada samo atmosfer-

Slika 3.4: Princip rada barometra gkj pritisak, tada je hidrostaticki priti-

sak jednak nuli pa se moze za te¢nost u barometru napisati:
pa=0 = II=24=0

gde je za referentnu kotu uzeta kota tacke A. Za tacku C koja se nalazi u
isto] tecnosti vazi:

IE—I-,ZC:H = IE—FH:O = poc=—pgH

pg pg

Pritisak u prostoru iznad tacke C je isti kao i u tacki C, pa se prema
jednacini (2.16) moze napisati:
C C C C
DPabs =P +DPatm = P = Pgbs — Patm

Izjednacujudi pritiske u tacki C iz prethodne dve jednacine, uz uslov da je
apsolutni pritisak iznad te¢nosti nula pg)s = 0, odnosno da je iznad tec¢nosti
idealan vakuum, dobija se:

Patm = —Pc = pgH (3.17)
Za merenje standardnog atmosferskog pritiska od py,, = 101,325 kPa,

ako se kao te¢nost koristi voda, visina stuba H bi bila:
Jole 1x9,81

=10,33m
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sto nije bad zgodno za svakodnevnu upotrebu. Ako se za merenje upotrebi
ziva Cija je specificna gustina pz = 13,52 kg/dm3, tada bi visina stuba bila
H = 763,96 mm.

Zivin barometar za merenje atmosferskog pritiska je prvi otkrio Toriceli®.
Pored smanjenja duzine barometra, upotrebom Zive se smanjuju i greske
nastale iz pretpostavke o idealnom vakuumu iznad tec¢nosti. Naime, u pros-
toru iznad tecnosti apsolutni pritisak nije nula, veé je jednak apsolutnom
pritisku pare za korigéenu teénost. Za temperaturu od 200C, pritisak Zivine
pare je py = 1,710~ kPa i ne zavisi mnogo od temperature, dok je za vodu
skoro 10000 puta veéi i dosta se menja sa temperaturom.

3.2.2 Merenje pritiska manometrom

Manometri su uredaji kojima se meri razlika pritisaka izmedu dve tacke.
Uopsteno gledajudi, najcesée se sreé¢u dva osnovna principa na kojima rade
manometri. Prvi princip je kori&éenje pijezometra, u kombinaciji sa nekim
drugim fluidom, koji se ne mesa (ne rastvara) sa radnim fluidom (na primer
zive kada se meri pritisak u vodi) i koji omoguéava efikasno merenje nivoa
za potreban opseg pritisaka. Drugi princip se zasniva na merenju sile ili
deformacije elasticne membrane, koja je u kontaktu sa mernim fluidom, pri
temu sam nacin merenja moze biti mehanicki, elektricni ili cak i optickil®.

Na slici 3.5 je prikazano nekoliko varijanti manometara sa pijezometrima.
Na slici levo, za slu¢aj pozitivnog pritiska u vazduhu, visoka pijezometarska
kota uslovljava dugacku pijezometarsku cevll. Ako se upotrebi ziva, koja je
13,6 puta guséa od vode 1 sipa se u pijezometar, uz uslov da je pritisak u

9Evangelista Torricelli (1608 - 1647) potige iz siromagne italijanske porodice. Obrazovao
ga je ujak, monah, prvo privatno, a kasnije ilegalno u jezuitskoj gkoli. Torideli je bio
fasciniran astronomijom i matematikom. Bio je veliki poStovalac Galileja, koji ga je zvao
da mu bude asistent. Prvi je dokazao da vakuum postoji i na osnovu tog dokaza je
konstruisao barometar 1644. godine. Eksperimentalno je dokazao da je brzina kojom
tefnost izlazi kroz oftroiviéni otvor proporcionalna kvadratnom korenu visine do nivoa u
rezervoaru. Niz matematickih otkrida i dokaza, na Zalost, ostaje samo u formi pisama, ne
publikovanih u knjigama. Tek 1944. godine, skoro 300 godina nakon smrti, objavljuju se
neki od sauvanih rukopisa i pisama.

10U ovu grupu spada i bezkontaktno merenje vibracija stakla na prozorima pomodéu
laserskog zraka. Naravno, vibracije prozora su obiéno rezultat oscilacija pritiska u vazduhu
koje su posledica ljudskog razgovora, a laser sa druge strane prozora koristi onaj ko Zeli
neprimeéeno da prislugkuje taj razgovor.

117J svim analizama se pretpostavlja da je pijezometarska cev uska i da zapremina fluida
u njoj ne utiée na uslove zadatka.



46 GLAVA 3. HIDROSTATIKA

[| LT vazduh & Zatvara
—\H. |
. =
i F Lal
1= Al :
2l 57
: —
\7cd '\_J m-“‘—'l . ’ L ot (1 —¢
WL W/
N ) p
- 78N x K
[ % » —i 4 |
— = - - o~ }:
— e
S 3 — r | 4
A LA

% #
I Nzz 24 _ A | 2 |3 4
] L
p7 L "4 e -"’.I‘\_,':__:

Slika 3.5: Manometar sa U cevi za pozitivne pritiske (levo), negativne pri-
tiske (sredina) i diferencijalni manometar (desno)

tacki 1 isti za vodu i za zivu, dobija se znatno niza pijezometarska kota Zive:

_ pvg(lly —z)
Pz9

Mada je pijezometarska kota zive kod ovakvog manometra zgodnija za
oéitavanje od pijezometarske kote vode, ovakav manometar se ne koristi (zato
je na slici i precrtan), jer postoji opasnost od prodiranja zive u sud ukoliko
se smanji pritisak. Bolji nad¢in merenja je pomoéu pijezometra U oblika,
prikazanog u donjem levom uglu suda. Iz uslova da je pritisak u tacki 3 isti
za tacku koja se nalazi u vodii u zivi, i uz uslov da je pijezometarska kota
zivel2 Tl 7o = 24, dobija se:

Mz =2 4z + 21
Pz9

p3 = pyg(Ily — 2z3) = pzg(Ilze — 23) = pzgAHz

pa je razlika nivoa zive u U cevi AHz:
4%
AHz = —(Ily — 23)
Pz

Ako je poznata (izmerena) razlika nivoa zive u U cevi, uz smenu razlika
z kota z4 — z3 = AHz, moze se odrediti pijezometarska kota vode:

11 —
Iy = Pz9Ulz2 Z3)+z3=p—ZAHZ+z3:AHZ<‘O—Z— >+z4
vy v v

12Ziva se koristi na dva mesta: u gornjem pijezometru i u donjoj U cevi. Kako je u pi-
tanju isti fluid ali ne povezan, na dva razlidita mesta, postoje i dve razlitite pijezometarske
kote HZl i sz.
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Manometar sa U cevi se moze koristitii za pozitivne i za negativne pri-
tiske u fluidu. Na slici 3.5, u sredini, je prikazan isti sud samo sa negativnim
pritiscima. Nadin proracuna ostaje isti: za izmerenu razliku nivoa zZive u
U cevi i za poznatu kotu tacke 4, kao i u prethodnom slucaju, racuna se
pijezometarska kota vode.

Ako drugi kraj pijezometra nije u spoju sa atmosferom, uslov da je priti-
sak na tom kraju nula i da je kota te tacke istovremeno pijezometarska kota
se vige ne moze koristiti. Takvi manometri se zovu diferencijalni manometri
jer direktno mere samo razliku pritisaka izmedu dva preseka. Pomocu difer-
encijalnog manometra nije moguée odrediti pritisak u jednoj tacki.

Na slici 3.5 desno, prikazane su dve varijante diferencijalnog manometra:
donji sa zivom, za merenje veéih razlika pritisaka i gornji, sa obrnutom U
cevi, za merenje manjih razlika pritisaka. Manometri su postavljeni ispred i
iza suzenja u cevi, kroz koju tec¢e voda. U preseku 1, kao i u preseku 2, se
moze pretpostaviti da vazi osnovna jednacina hidrostatike i da u presecima
postoje pijezometarske kote takve da je II; > Ils.

Da bi se izracunala razlika pritisaka ili pijezometarskih kota pomodéu
diferencijalnog manometra sa zivom, koristi se osnovna jednadina hidro-
statike (3.10) koja povezuje pritiske u dvema tatkama unutar jednog istog
fluida. Ako je u tacki 1 pritisak pp, tada je u tacki 3, koja je takode unutar
vode, pritisak:

p3 =p1— pvg(zs — z1) = p1 — pvg=3

gde je stavljeno z; = O jer je tako postavljen i referentni sistem. Tacka 3 je
istovremeno i u zivi, pa se pritisak u tacki 4 moze dobiti kao:

pa=p3 — pz9g(za — 23) = p3 — pzgAHz = p1 — pvgzs — pzgAHz

U prethodnoj jednacini je umesto (z4 — 23) stavljeno AHz, veli¢ina koja se
o¢itava na diferencijalnom manometru. Na kraju, pritisak u tacki 2 je:

P2 =ps — pvg(ze — 24) = Pa + pvgza

odnosno zamenom p4 iz prethodnog izraza i prebacivanjem p; — po sa leve
strane dobija se:

p1—p2=Ap=AHz(pzg — pvg) (3.18)

U dobijenoj jednacini za diferencijalni manometar sa U cevi, vise ne
figurigu kote 23 i z4, veé¢ samo AHyz, pa su zbog toga te kote na slici 3.5
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desno i precrtane. Ako se zeli razlika pijezometarskih kota, dobijenu razliku
pritisaka treba podeliti sa py g, pa ¢e se dobiti:

Anzﬁ:AHZCO—Z— )
vy 4%

Direktno merenje razlike pijezometarskih kota je moguée sa obrnutom U
cevi, kao sto je to prikazano na istoj slici (slika 3.5) sa gornje strane. Ako
se kroz gornji ventil dovede vazduh takvog pritiska da se formira slobodna

povrsina vode u obe cevi, iz uslova da je pritisak u vazduhu konstantan
pPvAz = p5 = pe sledi:

pvg(Ily — z5) = pyg(lly — z6) = II; —2z5 =1lp —26 = AIl = AHy

Jednadina pokazuje da bez obzira na polozaj slobodne povrsine u obrnu-
tom U manometru, odnosno, bez obzira na pritisak u vazduhu iznad vode,
izmereno AHy je istovremeno i trazeno All izmedu preseka 1 i 2.

Drugi princip rada manometara, kao sto je veé receno, se zasniva na
merenju sile na poznatu povrsinu. Sila se meri ili direktno ili posredno
preko deformacije neke elastiéne membrane. Na na slici 3.2 (strana 38) je
na koti tacke 3 sematski prikazan manometar sa membranom.

Uwvelicana skica manometra je pri-
kazana i na slici 3.6. Sa leve strane, na
A= elasti¢nu membranu manometra deluje
' apsolutni pritisak. Apsolutni pritisak
je jednak zbiru atmosferkog i hidrosta-
tickog pritiska (pabs,levo = p+ patm)
dok sa desne strane deluje samo at-
mosferski pritisak (Pabs,desno = Patm)-
Ugib membrane manometra je propor-
cionalan razlici levog i desnog apsolu-
tnog pritiska, odnosno, proporcionalan
je hidrostatickom pritisku. Preko odgo-
varajuc¢eg mehanizma, ugib membrane se pretvara u okretanje pokazne igle,
na kojoj se o¢itava pritisak.

U upotrebi su i diferencijalni manometri, kod kojih desna strana manome-
tra nije u kontaktu sa atmosferom, veé sa nekim drugim pritiskom. Ugib
membrane manometra je tada proporcionalan razlici ta dva pritiska.

Manometri koji rade na bazi merenja sile, spadaju u posredne merne
uredaje, jer se ne meri direktno pritisak ve¢ neka druga velicina koja je
posledica pritiska. Zbog toga svi takvi manometri moraju proéi kroz proce-
duru kalibracije: uporeduje se pokazivanje manometra sa nekim poznatim

Slika 3.6: Detalj otvorenog mano-
metra
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pritiskom i tako se formira skala na kojoj ée se kasnije ocitavati nepoznati
pritisak. Manometar se moze kalibrisati da pokazuje pritiske u paskalima,
barima ili direktno visinu pritiska za odredjenu teénost!s,

Primer 3.2.1

Na slici su prikazana dva spojena suda.
U prvom sudu su tenosti gustina pa =

0,7 kg/dm3 i pg = 1,0 kg/dm3 a pa 3=

u drugom je iznad teénosti pp vaz- 1

duh. Za date dimenzije i pritisak na T “_J
manometru 3 pyr3 = —10 kPa, odrediti :
pijezometarske kote za te¢nosti A i B, P E;'li“
kao i ¢éitanje na manometrima. Kolika -
je visina hz u Zivinom manometru, ako z=(}
je pz = 13,6 kg/dm3? - e

Prvo se postavlja referentni sistem z = 0 na najnizoj koti sudova. Manometar
M3 je u tecnosti A na koti zpr3 = 5,0 m i na osnovu njegovog pokazivanja se
odreduje pijezometarska kota I 4:

PM3 —10
I, = 23 - — 3,544
A Y, + 2um3 0.7 = 9.81 +5,0=3,544m

Da bi se odredila pijezometarska kota fluida B, prvo treba odrediti pritisak u
tacki 1 na granici dva fluida:

p1=pag(lly — 1) = 0,7 x 9,81(3,544 — 3,0) = 3,73 kPa

p . 3,73
e = et = 10081

+3,0=3,38m
Pritisak u vazduhu, u drugom sudu, je isti kao i pritisak u tacki 2:

PvAZ =P2 = PBg(HB — Zz) = 1,0 X 9,81(3,38— 4,0) = —6,08 kPa

Pokazivanje manometra pjso je jednako pritisku u vazduhu, bez obzira na poloZajnu
kotu manometra:

Pm2 =pvaz = —6,08 kPa

Diferencijalni manometar M1 pokazuje razliku pritisaka izmedu njegove pozi-
tivne i negativne strane:

Py =D(+) — (=) = pagIla — za1) — pe9Ilp — 2p11)

13Veéina aparata za merenje krvnog pritiska koje lekari koriste ima manometar sa mem-
branom, na kome je skala u milimetrima Zivinog stuba, imitirajuéi manometre sa U cevi i
zivomn koji sunekada bili u upotrebi. Mada jedinica [mmHg] nije u skladu sa SI sistemom,
takvi manomteri se i dalje koriste jer je ta jedinica za krvni pritisak opste prihvadena.
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pm1 = 0,7 x9,81(3,544 — 2,0) — 1,0 x 9,81(3,38 — 2,0) = —2,94 kPa

Da bi se odredilo éitanje na Zivinom manometru, potrebno je prvo izracunati
pijezometarsku kotu zive, koristedi tacku 3:

ps = ppg(llp — 23) = 1,0 x 9,81(3,38 — 0,0) = 33,16 kPa

D3 33,16
[z = — = — =0,24
z P + z3 13.6 x 9.81 +0,0=0,249m

§to je istovremeno i traZena visina hz:

hz =11z — 23 =0,249—-0,0=0,249 m

3.3 Hidrostaticke sile na évrste granicne povrsine

Koristeci osnovnu jednacinu hidrostatike, moguce je odrediti pritisak u
bilo kojoj tacki fluida. Ako se posmatra évrsta kontura, koja je u kontaktu
sa tim fluidom (zid suda, brod, ustava na brani ili kapija na brodskoj pre-
vodnici) inZenjere vige interesuje sila usled delovanja fluida na koju treba
dimenzionisati konturu, nego sam pritisak. U nastavku ée se prvo obra-
diti najjednostavniji slu¢aj ravne horizontalne povrsine, gde je pritisak uz
celu povrsinu konstantan. Nesto komplikovaniji slu¢aj je ravna vertikalna
povrsina, jer se vrednost pritiska menja sa dubinom. Nakon toga ée se obra-
diti opsti slucaj, sila na krivu povrsinu, tako sto ée se ukupna sila podeliti
na horizontalnu i vertikalnu komponentu i za svaku od komponenti dati up-
utstva za resavanje. Na kraju poglavlja ée se dati detaljnije par posebnih
sluc¢aja koji se cesto sreéu i obuhvacdeni su opstim resenjem: sila na poto-
pljenu konturu, ravanski zadaci i sile od gasova.

3.3.1 Hidrostaticke sile na ravne povrsine

3.3.1.1 Horizontalna ravna povrs§ina

Na horizontalnu povrsinu, ¢iji je ort'* vertikalan (u z pravcu) deluje
ukupna sila takode vertikalnog pravca. Na osnovu jednadina (3.4) i (3.5)
datih na strani 36, zaklju¢uje se da je cela povrsina iskijucivo u kontoktu sa
jednem istim fluidom i da je pretisak duZ povrsine konstantan.

M0Ort - jediniéni vektor.
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Sila je vektor, koji je definisan intenzitetom, pravcem i smerom, kao i
napadnom tackom. Intenzitet sile na horizontalnu ravnu povrsinu je jednak
proizvodu pritiska i povrsine:

P=/pdA=p/dA=p><A (3.19)
A A

gde je iskorigéen uslov da je pritisak konstantan.

Pravac sile je vertikalan, u pravcu z ose. Ako je pritisak pozitivan,
smer sile je od fluida ka povrgini, a ako je pritisak negativan, smer gile je od
povrgine ka fluidu (fluid “usisava” povrsinu na koju deluje). Mesto delovanja
sile je u tezigtu povrsine A.

Primer 3.3.1

Za sud sa slike 1 dato ¢itanje na manometru, kolika je ukupna sila na dno?

IM=2.08n0
o T ‘-? L T T L] T ¥ T T
A R EEEEEEE
il -=i:-‘:1".i: n
i lzrmh-.i,ﬁf B2
L S R - FERESRT NG ikl -5
— L T="1 11 : s
L G PE=F
" [} I l_; i [ | i
L (I N [
o My & B S
B ,‘}"H..'j."-rlll B tLd b '
W Eat 1 bapmpif e
P oo JPEEPELE
[ R P )
P e LElE T L | gD
O —— e ——_——
I "". 3 _..; 1 ! I i,._ H I
! i I |

Manometar na slici meri hidrostaticki pritisak u vazduhu. Kako je pyaz =
Const. # f(z), isti pritisak je i na samoj povrsini teénosti, u tacki B. Na osnovu
pritiska u tacki B, odreduje se pijezometarska kota teénosti:

DB 30
H = — = — =
g + 2B 1> 981 + 5,0 =8,058 m

Pritisak u tacki C, koja se nalazi iznad povréine na koju se trazi sila, se dobija
preko odredene pijezometarske kote:

pc = pg(ll — z¢) = 1,0 x 9,81 x (8,058 — 0,0) = 79,05 kPa
pa je ukupna sila na dno suda:
P=pc x A=179,05 x 3 x 3="T11,45kN

Mesto sile je na sredini dna suda, dok je smer od fluida prema konturi, kao §to
je i prikazano na slici.
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3.3.1.2 Vertikalna ravna povrsina - jedan fluid

Na vertikalnu ravnu povrsinu, ¢iji je ort u horizontalnom pravcu u ravni
(z,y), deluje ukupna sila koja je horizontalna i koja je u pravcu orta. Pri-
tisak se menja po vertikalnom pravcu u skladu sa osnovnom jednac¢inom
hidrostatike (3.9), tako da se u izrazu za silu:

P= /A pdA (3.20)

pritisak p ne moze izvuéi ispred integrala kao u jednaéini (3.19).

Slika 3.7: Sila na vertikalnu ravnu povrs - intenzitet i mesto sile

Na slici 3.7 je prikazana vertikalna ravna povrgina u ravni (y, 2), koja je
u kontaktu sa homogenim nestisljivim fluidom gustine p. Za poznati pritisak
po u tezistu povrsine A, na koti Zp = 0, iz osnovne jednacine hidrostatike
se moze dobiti pijezometarska kota II:

@+z0:1‘[ = H:IQ
£y PY

Na mestu elementarne povrsi dA vlada pritisak p, koji se moze izraziti u
odnosu na poznati pritisak u tezigtu povrsine po:

120
p=pg(Ill —2) = pg (E—% = po — pgz

gde je polozajnakota z pozitivna za tacke iznad tezista (prikazano na slici 3.7)
i negativna za tacke ispod tezista.



3.3. HIDROSTATICKE SILE NA CVRSTE GRANICNE POVRSINE 53

Sila na elementarnu povrs dA za koju je odreden pritisak p je:
dP = (po — pgz) dA

a, na ukupnu povrsinu A, sila je integral svih sila na elementarne povrsi:

P = /A(po — pgz) dA =poA — pg /Az dA (3.21)

Poslednji sabirak u izrazu (3.21) predstavlja prvi moment povréine!® u
odnosu na teziste i on je nula (4 2 dA = 0), pa je intenzitet ukupne sile na
vertthalnu ravnu povrsinu jednak proizvodu pritiska u tezistu ravne povrsi

A i njene ukupne povrsine:
P =poA (3.22)

Pravac sile je odreden ortom povrsine, na slici 3.7 je to x pravac. Smer
sile zavisi od znaka pritiska na koti tezista povrsine zp: ako je pritisak pozi-
tivan, ukupna sila deluje prema povrsini i obrnuto, ako je pritisak negativan,
ukupna sila deluje od povréine ka fluidu.

Mesto delovanja sile, odnosno kota napadne tacke sile P bi bila u tezistu
povrgine (tacka O na slici 3.7) ako bi pritisak bio konstantan po celoj povrsini.
Pritisak je, medutim, veéi na donjim delovima povrsine, pa se moze ocekivati
i da je mesto delovanja rezultante ispod tezigta. Postavljanjem uslova da je
suma momenata svih elementarnih sila oko tezigne ose Y ista kao i moment
rezultujude sile, dobija se:

MYZPXzR—/

zdP=0 = P><zR=/z(po—pgz)dA
A A

P Xxzp= po/ zdA — pg/ 22 dA = —pglyy (3.23)
A A

pa se kota mesta delovanja horizontalne komponente hidrostaticke sile moze
napisati kao:

_ pylyy
ez _—
P
uz uslov da je kota tezista zp = 0, pa je i zg = e,.
U sredivanju jednacine (3.23) izostavljen je prvi integral [,z dA, jer
on predstavlja staticki moment povrsi u odnosu na teziste i jednak je nuli.

(3.24)

Y5Prvi moment povrgine, ili staticki moment povriine oko ose z = k je fA(z —k)dA =
fAz dA — kA. Ako je osa k na koti teZista povrsine A, tada je k = 1/A fA zdA, pajei
prvi moment. povrsine za tu osu nula.
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Slika 3.8: Mesto sile na vertikalnu ravnu povrs - dva primera

Integral |, 22 dA, u jednacini (3.23), je drugi moment povrsinel® A u odnosu
na tezisnu osu Y i zamenjen je oznakom'? Iyy.

Dobijeno rastojanje e, u jednacini (3.24) se naziva ekscentricitet i pred-
stavlja orijentisano odstojanje izmedu tezista @ poloZajo horizontalne kom-
ponente sile. Negativna vrednost znadi da je za pozitivne pritiske, odnosno
pozitivnu silu, mesto sile ispod tezista (kao na slici 3.7 ili slici 3.8 levo). Za
negativne pritiske dobija se pozitivna vrednost ekscentriciteta, pa je napadna
tacka sile iznad tezista povrsi (slika 3.8 desno).

Na glican nacin kao &to je dobijen ekscentricitet zg moze se dobiti i
rastojanje yg ukupne sile (slika 3.7):

polyz

= (3.25)

ey =
gde je Iyz = [4yz dA centrifugalni moment povrsine u odnosu na tezisne
ose y i z. Za povrsine koje su simetri¢ne oko y ili z ose, centrifugalni moment
inercije je Iyz = 0 pa je i krak sile yg = 0.

16Drugi moment povriine se &esto pogrefno naziva i moment inercije. Inercija je os-
obina materije dok je drugi moment povréine fisto geometrijska velicina. Naravno, ako se
pretpostavi da je posmatrana povr§ina jediniéne debljine i jediniéne gustine, tada su drugi
moment povr§ine i moment inercije istih vrednosti.

17K ada se pri proradunu drugog momenta povréine, ili momenta inercije, koriste “gotovi”
obrasci iz raznih matematickih priruénika, treba voditi raduna za koju osu je dat moment
inercije. U proradunu ekscentriciteta je potreban teZigni, sopstveni moment inercije, koji
je istovremeno i minimalni moment inercije. Ako se u obrascima daje moment inercije za
neku drugu osu Y'Y’ potrebno je odrediti te#igni moment inercije Iyy = Iyys — AL?,
gde je A povriina povrsi a L rastojanje od ose Y'Y’ do tezista, tj. ose YY
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U prilogu C knjige se mogu nadéi izrazi za povrsinu, polozaj tezista i
drugi moment povrsine, za neke najcesée korigéene oblike povrsina. Ukoliko
se razmatrana povrsina moze podeliti na nekoliko prostijih oblika, moguéa
je primena principa superpozicije: na svaki od delova se odredi zasebna sila
i nade mesto delovanja te sile, a zatim se vektorski saberu sve te paralelne
gile u jednu rezultujuéu.

3.3.1.3 Vertikalna ravna povrsina - viSe fluida

Jednaéine (3.22) za intenzitet i (3.24) za ekscentricitet sile na vertikalnu
ravnu povrsinu su izvedene pod uslovom da je cela povrsina u kontaktu sa
jednim fluidom konstantne gustine. Ako je povrsina u kontaktu sa dva ili vise
fluida, ukupna sila P se dobija kao vektorski zbir pojedinih sila P; pri cemu
za svaku od sila treba odvojeno odrediti intenzitet, smer i mesto delovanja.

Sve sile P; su istog pravca, pa je intenzitet ukupne rezultujuce sile jednak
zbiru intenziteta svih pojedinih sila:

P=> P
]

Polozaj ukupne sile se dobija iz uslova da je suma momenata svih poje-
dinih sila oko jedne tacke isti kao moment ukupne sile:

Z:Pixzi _ P x (20i + €xi)
P P

gde su polozaji pojedinih sila svedeni na isti, nulti referentni sistem.

Primer 3.3.2

Na slici levo je prikazan zatvoreni rezervoar sa dva fluida. Za poznatu pijezometarsku
kotu donjeg fluida, odrediti ukupnu silu na poklopac.

* = = B - "
W g Gyt b -

.
= 313
o o g
: F ez ¢
!'_.'.': .
- K '.':”. =
¥ ! -

! 4+ . | lp=( =

r i '.." '-,_f: ROV
[ e _ m]

-




26 GLAVA 3. HIDROSTATIKA

Usvaja se referentni sistem z = 0 na dnu suda. Pijezometarska kota za fluid
gustine pp je tada Ilg = 0 m. Pritisak u tacki 3 na kontaktu dva fluida je:

pP3 = ,OBg(HB - Z3) = 1,0 s 9,81(0,0 - 1,0) = —9,81 kPa

a pijezometarska kota za fluid gustine p4 je:

-9,81
Ma=22 42

g 08x0g1 0= "0%m

Mada se u zadatku ne trazi, pritisak u vazduhu iznad fluida gustine pa je jednak
pritisku u tacki 4:

p1=pag(Ils — z;) = 0,8 x 9,81(—0,25 — 2,0) = —17,66 kPa

Ukupna sila na poklopac P se racuna kao zbir dve sile, P; na gornji deo pok-
lopca povrdine A;p, koji je u kontaktu sa fluidom gustine ps i P, na donji deo
poklopea povrdine As, koji je u kontaktu sa fluidom gustine pg. Sile se, prema
jednacini (3.22), rac¢unaju na osnovu pritisaka u tezistima i pripadajuéih povrsina:

pr1 = pag(Ila —2r1) =0,8 x9,81(—0,25—1,2) = —11,38 kPa
P, = priA; =-11,38 x %1,2 % 0,6 =4,1 kN
pr2 = pBg(llp —2712) =1,0 x 9,81(0,0— 0,8) = —7,848 kPa
P, = pproAy=—T,848 x %1,2 x 0,6 = 2,83 kN
Negativna vrednost pritiska znaci da sila deluje od konture ka fluidu, &to je i
nacrtano na desnom delu slike (zato je i vrednost sile pozitivna, jer se smer poklapa

sa nacrtanim smerom). Kote mesta delovanja sila se dobijaju na osnovu proracuna
ekscentriciteta. Prvo se odreduje drugi moment povrsine:

bR 1,2 x 0,6°

_ _ 4
Iyy = 36 36 =0,0072 m
a zatim mesta sila:
H = zpp+ e, =g — paglyy —12- 0,8 x 9,81 x 0,0072 —1214m
P, —4,1
% = zpgten=ap— PBIYY g 10x981x00072_,00n
Py —2,83

Zbir sila, P; i P> daju ukupnu silu na poklopac, intenziteta:
P=P+P=41+2,83=06,93 kN
sa kotom napadne tacke:

o P]_ Al -|—P2 Zy 4,1 > 1,214+ 2,83 > 0,825
N P N 6,93

= 1,050 m
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U zadatku treba obratiti paznju na sabiranje sila P; i P, Sile su sracunate
na osnovu negativnih pritisaka, pa su i njihove vrednosti negativne. Kao negativne
vrednosti su uzete i pri prorac¢unu ekscentriciteta. Ali, podto su na slici nacrtane
u gvom pravom, negativhom smeru, od konture ka fluidu, u njihovom proracunu
se koristi samo apsolutna vrednost sile (znak (+) ili (—) se odreduje u odnosu na
usvojeni referentni smer, gledajuéi sliku).

3.3.2 Hidrostaticke sile na krive povrsine

Krive povrdine su povrsine nepravilnog oblika, koje ne leze u jednoj
ravni. Izu¢avanje hidrostatickesile na krive povrsine predstavlja opstislucaj,
iz koga se mogu izvesti i sile na ravne povrsine, prikazane u prethodnom
poglavlju.

Ukupna hidrostaticka sila na krivu povréinu ima, po pravilu, tri medu-
sobno ortogonalne komponente:

P=PF,+P,+P,
[zucavanje ukupne sile se svodi na razlaganje sile na x, y i z pravac, na

prora¢un svake od tri komponenti posebno (intenzitet, smer, mesto delo-
vanja) i zatim vektorsko sabiranje u prostornu rezultantu.

3.3.2.1 Razdvajanje ukupne sile na horizontalnu i vertikalnu kom-
ponentu

.

1
1
i
o ! g s =
: j . \
I I
 HEe B
& _f‘_:.-- =t } ol
*a i = K

Slika 3.9: Razdvajanje ukupne hidrostaticke sile na komponente

Posmatra se elementarna povré dA, koja je sa leve strane u kontaktu sa
fluidom gustine p, a sa desne strane sa vazduhom, slika 3.9. Povrs dA je
proizvoljnog oblika i polozaja u prostoru. Elementarna sila na povrs dA je
dP = p dA gde je p pritisak koji je funkcija vertikalne koordinate p = f(z).
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Za ugao o izmedu elementarne povrsi dA i njene projekcije na hori-
zontalnu ravan z (ravan ¢ija je normala z osa) (slika 3.9, desno), moze se
napisati:
dA,; dA,

COS&x =

dA dA

dok je izmedu elementarne sile dP na povrs dA i njene projekcije na pravce
x iz ugao 3:

sina =

dP, dP,

Slnﬁzﬁ COS)@Z dP

Na osnovu gli¢nosti trouglova, sledi da su uglovi er i 3 jednaki, pa se moze
napisati:

dP, dA; _dP B
dP, dA, dP
. dpP . o : .
gde je odnos — zamenjen pritiskom p na mestu dA. Iz jednaéine (3.26)

(ili (3.27)) sledi da je horizontalna (ili vertikalna) komponenta ukupne hidro-
staticke sile dP, (ili dP,) na elementarnu povrs dA jednaka proizvodu pri-
tiska p i projekcije elementarne povrsi na vertikalnu (ili horizontalnu) ravan
dA, (ili dA,). Pritisak p iz jednacine (3.26) (ili (3.27)) je pritisak na mestu
elementarne povrsi dA a ne njene projekcije!® dA, (ili dA,).

U jednacini (3.26) (i (3.27)) proizvod pritiska p i projekcije elementarne
povrsi dA, (i dA,) predstavlja, u stvari, ukupnu silu na tu projekciju, pa se
moze napisati

dP, na povrt§dA = pdA,; = dP na povrs dA, (3.28)
dP, na povis dA = pdA, =dP na povrs dA, (3.29)

Prorac¢un komponenti ukupne sile na elementarnu povrs se, prema pre-
thodnoj jednacini, prakti¢no svodi na prorac¢un ukupne hidrostaticke sile dP
na ravne vertikalne (dA;) i horizontalne (dA,) projekcije te krive elemen-
tarne povrsi. Naravno, sve §to je napisano za horizontalnu komponentu u x
pravecu, vazi i za drugu horizontalnu projekciju u y praveu, koja je upravna
na ravan slike 3.9.

18K od horizontalne projekcije ovaj uslov je uvek ispunjen ukoliko se ravan projektovanja
nalazi u istom fluiduy, jer su iste kote elementarne povrsi i njene projekcije. Za vertikalmu
projekciju ovo nije sludaj, pa treba voditi ratuna da se gleda pritisak kod povrsi a ne kod
projekcije povrsi.
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3.3.2.2 Vertikalna komponenta hidrostaticke sile

e

Y

- .

Slika 3.10: Vertikalna komponenta hidrostaticke sile

Na osnovu jednacine (3.27) i slike 3.10 vertikalna komponenta ukupne
hidrostaticke sile na elementarnu povrs dA je:

dP, =pdA, = pg,:;g dA, = pg d¥

gde je P dA, elementarna zapremina koja se moze smestiti izmedu dA i
PY

njene projekcije na pijezometarsku ravan dA,.
Integracijom, odnosno sumiranjem svih sila dP, po celoj povrsini A, do-
bija se ukupna vertikalna komponenta hidrostaticke sile:

U jednacini (3.30) proizvod pg¥ predstavlja tezinu fluida zapremine ¥
Dakle, intenzitet vertikalne komponente hidrostatiéke sile, kojom fluid deluje
na povréi A, jednak je tesini fluide koji se moZel® smestiti u zapreminu
izmedu povrsi A i njene projekcije na ravan pijezometarske kote A .

Pravac sile je vertikalan a smer sile zavisi od znaka pritiska u fluidu uz
granicu A: ako je p > 0 sila deluje od fluida ka povrsi (kao i na slici 3.10)
i obrnuto, ako je p < 0 sila deluje ka fluidu. Mesto sile je odredeno koordi-
natama (z,y) tezista zapremine ¥, pomoéu koje se racuna sila: sila deluje
vertikalno na povrsinu A u pravcu tezista zapremine ¥

19K a0 $to je prikazano na slici 3.10, u prostoru izmedu povréi na koju trazimo vertikalou
komponentu sile i projekcije te povrdi na Il-ravan nije obavezno da se nalazi fluid p, tu
mozZe biti vazduh, drugi fluid ili vige drugih fluida. Intenzitet sile se, po definiciji, ratuna
kao da je ceo prostor ispunjen fluidom gustine p.
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Slika 3.11: Primeri odredivanja vertikalne komponente hidrostaticke sile

Na glici 3.11 su data cetiri moguéa slucaja odnosa povréine A i pije-
zometarske ravni I kao i strane sa koje se nalazi fluid. U prva dva sluéaja (1
i 2), pritisci u fluidu su pozitivni i sila deluje od fluida ka povrsini. U druga
dva sluéaja (3 i 4), povréina A se nalazi iznad pijezometarske ravni pa su
i pritisci u fluidu uz povrsinu negativni, a sila deluje od povrsine ka fluidu.
Na osnovu datog primera se moze zakljuciti da smer “na gore” ili “na dole”
nije povezan sa znakom pritiska (u primerima 1 i 2 sila deluje jednom na
gore a drugi put na dole, a isto je i u primerima 3 i 4), te ga ne treba ni
koristiti u odredivanju smera sile.

Svojevrstan “recept” za odredivanje vertikalne komponente hidrostaticke
sile je prikazan na slici 3.12:

1. Uoéavanje povrsine: Prvi korak je jasno definisanje povrsine A, kon-
ture na koju se trazi sila. Na slici 3.12 je to polovina cilindra, nacrtana
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prema  Fodels prema Fodsla prema Fro At Ln svih

povrois= Fluidima pritiscima projecciii  komporertisila

Slika 3.12: Postupak za odredivanje vertikalne sile

debljom linijom.

2. Podela prema fluidima: Potrebno je zadovoljiti uslov da je gustina
fluida uz konturu p = Const. Ako je vise od jednog fluida u kontaktu
sa povrsinom A, treba povrsinu podeliti na delove, A1, Ag, ....

3. Podela prema pritiscima: Izraéunati pijezometarske kote (odnosno pi-
jezometarske ravni) za svaki od fluida. Ukoliko i-ta pijezometarska
ravan preseca i-tu povrsinu (na slici 3.12 je to slu¢aj sa Aj), podeliti
tu povréinu na delove sa pritiscima p > 0 i sa pritiscima p < 0.

4. Podela prema projekciji: Proveriti jednoznacnost projekcije svake od
povrsina na odgovarajuéu pijezometarsku ravan. Povrdina Aj 2 (na
slici 3.12), kada se projektuje na ravan II;, daje istu projekciju za
donji i gornji deo povrsine. Neophodno je povrsinu A; o podeliti na
dve manje povrsine, Ay 211 A1,2,2, kako bi projekcija bila jednoznacna.

5. Proraéun svih komponent: sila: Za svaku od povréina sracunati ver-
tikalnu silu:

(a) Odrediti zapreminu ¥; izmedu povréine i njene projekcije na odgo-
varajucu II; ravan. Intenzitet sile je P, ;; = pigV;j

(b) Odrediti smer sile prema znaku pritiska, ka povrgini za p > 0 ili
od povrsine za p < 0.

(c) Odrediti teziste zapremine V;, njegovo udaljenje od z i y refer-
entnih osa (z koordinata nam ne treba!). Polozaj sile je u pravcu
tezista, dok sila deluje na samu povrsinu.
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6. Sabiranje svih kolinearnih komponenti sila: Komponente sila se sabi-
raju kao paralelne sile. Rezultanta je jednaka zbiru intenziteta sila
istog smera i razlici sila suprotnog smera, a mesto se dobija na osnovu
zbira momenata oko neke tacke. Moment svih komponenti sila mora

biti isti kao 1 moment rezultante.

Za proracun vertikalne komponente hidrostaticke sile potrebno je odrediti
zapreminu tela koje se dobija projekcijom krive povrsine na pijezometarsku
ravan. U prilogu C su date zapremine i polozaj tezista nekih jednostavni-
jih tela. Zapremine slozenih tela se dobijaju kombinacijom (sabiranjem i

oduzimanjem) zapremina datih, osnovnih tela.

GLAVA 3. HIDROSTATIKA

Primer 3.3.3

U rezervoaru oblika horizontalnog
cilindra sa kupom mna kraju, do
polovine dubine se nalazi fluid gustine
p =1 kg/dm3. Iznad fluida se nalazi
vazduh. Ako je pijezometarska kota
fluida na koti donje izvodnice cilindra,
kao na slici, kolika je vertikalna kom-
ponenta sile od fluida na donju polov-
inu kupe? Donji deo kupe je u kon-
taktu sa samo jednim fluidom, a priti-
sak je svuda manji od nule. Projekcija
donjeg dela kupe na pijezometarsku
ravan daje trougao, osnovice 2,0 m i
visine 1,5 m.

L

\

Na slici je prikazan pojacano
donji deo kupe i njegova projek-
cija, trougao u [l ravni. Intenzitet

vertikalne sile je jednak zaprem-
ini izmedu kupe i njene projek-
cije, pomnoZencj sa pg:

P, = pg¥

SlozZena zapremina se moze od-
rediti kao razlika zapremina tros-
trane prizme ¥, i polovine kupe

Vz:

V=V1—V2=%><2><1,5><1,0——><

1
2

1><
3

2,027
4

x 1,5 =0,7146 m?
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pa je intenzitet vertikalne sile:
P,=1,0x9,81x0,7146 = 7,01 kN

Pritisak u fluidu uz povréinu je negativan, tako da je smer sile od konture prema
fluidu, odnosno, na gore. Polozaj sile je u pravcu tezista sloZene zapremine 1 racuna
se 1z sume momenata oko tacke A. Tezigte prizme u x pravcu u odnosu na tacku A
jexr; =1/3 x 1,6 =0,5 m a tezidte kupe je o =1/4 x 1,5 = 0,375 m pa je polozaj
ukupne vertikalne sile:

Lo —@a¥h 0,515~ 0,375 x 0,7854
T ¥ 0,7146

= 0,637 m

3.3.2.3 Horizontalne komponente hidrostaticke sile

Postoje dve horizontalne komponente ukupne hidrostaticke sile, u pravecu
x iy koordinatnih osa. U poglavlju 3.3.2.1, Razdvajanje ukupne sile na hor-
izontalnu © vertikalnu komponentu, na slici 3.9, prikazana je samo x kompo-
nenta, ali sve §to je napisano o razdvajanju ukupne sile na komponente, kao
i izvedena jednaédina (3.28), moZe se primeniti i na drugi pravac. Takode, i
tekst u nastavku ¢e se uglavnom baviti £ komponentom, a sve isto ¢e vaziti
i za y komponentu sile.

Komponenta ukupne sile u x pravcu je dP, = p dA,. Prema jednac¢inama
(3.26) i (3.28), ona je jednaka ukupnoj sili dP na povrs dA,. Sumiranjem
svih sila dP, po povréi dA, dobija se:

Pa::/ pdA;
Az

Integral je ve¢ viden u poglavlju 3.3.1.2, Vertikalna ravna povriina -
jedan fluid, gde je odredivana ukupna sila na vertikalnu ravnu povrsinu.
Shodno jedna¢inama od (3.20) do (3.22), moZe se odmah napisati da je sila

P, jednaka:
P, = po Az = P na povrsinu A, (3.31)

odnosno, da je intenzitet horizontalne komponente ukupne hidrostaticke sile
na bilo koju ravan A jednak ukupnoj sili na vertikalnu projekciju te ravni
A,. Pritisak pp je pritisak na koti tezista projekcije A; i, ako je pozitivan,
onda je pravac sile ka konturi. Mesto sile je izvan tezista za ekscentricitet
e, dat jednacinom (3.24).

Nagin prorac¢una sile je slican kao i kod vertikalne komponente. Potrebno
je prvo razdeliti krivu povrsinu A prema fluidima, a zatim svaku od tih
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Slika 3.13: Horizontalna komponenta sile P,: deo povrgine ima istu projek-

ciju ali je smer sile suprotan, pa se te dve sile ponistavaju

povrsina projektovati na vertikalnu ravan, vodeéi rac¢una o jednoznacnosti

projekcije. Cest je slucaj da su projekcije iste, a smer sile suprotan, pa se
sile na taj deo ponistavaju (slika 3.13, sile P,). Za svaku od povrsiina treba
odrediti intenzitet sile (prema (3.31)), smer i mesto (prema (3.24), a zatim
vektorski sabrati kolinearne sile i naci mesto delovanja rezultatnte P,.

Primer 3.3.4

U cilindri¢nom rezervoaru iz prethodnog primera, kolika je horizontalna komponenta

sile na donju polovinu kupe?

Donji deo kupe je u kontaktu sa
samo jednim fluidom. Projekcija
dela kupe na vertikalnu x ravan

je polukrug, pre¢nika D = 2,0 m,
povréine:
w1)?
A, =—— =157l m?
8
Za proracun sile potreban je pri-
tisak na koti tezista polukruga.
U tablicama se obi¢no nalazi po-

7

Al

datak hr kao #to je prikazano i u
izdvojenom delu slike:

pa je kota tezista:

D

RT =— — — hT = 1,0 - 0,424 = 0,576 m

2
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Pritisak na mestu tezista je:
pr = pg(Il — zr) = 1,0 x 9,81(0,0 — 0,576) = —5,65 kPa
a intenzitet sile na polukrug, odnosno horizontalna komponenta sile na polukupu:
P, =prA; = —5,65 x 1,571 = —8,88 kN

Sila je negativna, pa deluje od konture ka fluidu. Sila je za ekscentricitet pomer-
ena u odnosu na teziste:

__Polyy
ez— Pa:

gde je Iyy drugi moment povrdine u odnosu na tezidnu osu. Kod polukruga se
u tablicama standardno daje podatak za drugi moment povréine u odnosu na osu
(y,y) koja prolazi kroz pre¢nik (kao na izdvojenom delu slike):

D4 WX 24
128 128

I, = = 0,393

tako da je drugi moment povrsine svesti na tezidnu osu (Y,Y):
Iyy =1I,, — h2A, = 0,393 — 0,424? x 1,571 = 0,1106 m*

Ekscentricitet sile e, je:

~ 1,0 x9,81 x 0,1106
—8,88

= 40,122 m

€, =

pa je mesto sile P, na koti:

zg = zr +€, =0,576 + 0,122 = 0,698 m

3.3.2.4 Sabiranje vertikalne i horizontalnih komponenti hidro-
staticke sile

U najvecem broju slucajeva, hidrostaticke sile na konturu se koriste za
staticko dimenzionisanje preseka ili konstrukcije. Izracunate komponente
ukupne sile, P, Py i P,, se mogu direktno redukovati na odredeni presek i
dobiti moment, normalna sila i transverzalna sila.

Kod simetriénih tela, dve komponente ukupne sile leZe u ravni simetrije
(treéa komponenta sile ne mora biti nula) i one se mogu vektorski sabrati
u jednu rezultantu. U prethodna dva primera sa cilindri¢nim rezervoarom
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i polukupom, ravan y je ravan simetrije, pa se komponente P, i P, mogu
sabrati u rezultantu intenziteta:

P=./P2+P?=1/8882+7,012 = 11,3 kN

koja je pod uglom & u odnosu na x osu:

o= arctan& — arctan—— = 38,3°
P, 8,38 ’

1
L. |y
"l\._‘- |

: A e Mike 22 | IFACLN

(T, + I';- :g-l-- &l

Slika 3.14: Kod sloZene nesimetri¢ne povrsine nijedan par komponeti sila

((Pg, Py) ili (Py, P,) ili (Py, P;)) ne lezi u istoj ravni

U opstem slucaju, medutim, komponente ukupne hidrosteticke sile ne
leze u istoj ravni, odnosno, ne sustiéu se u jednoj zajednickoj tacks, tako
da t ne postojt jedna rezultujuée ukupne sila. Kao primer, na slici 3.14,
data je nesimetri¢na povrsina, sastavljena od trouglova ABD i BDC. Na
slici su nacrtane projekcije povréine na z i y ravan (pravougli trouglovi A,
i Ay), pomocu kojih se racunaju horizontalne komponente P, i P, ukupne
sile. Nacrtana je i projekcija na pijezometarsku ravan (trapez Ar) dok su
u uglu slike date (umanjeno i razdvojeno) zapremine tela izmedu povréine i
projekcije Ay, potrebne za proracun vertikalne komponente P, ukupne sile.
Sa slike se vidi da tri komponente ukupne sile nemaju ni jednu zajednicku
presecnu tacku, tako da nije mogucée njihovo vektorsko sabiranje.

3.3.3 Hidrostaticka sila potiska

Na sva tela koja su delimi¢no ili potpuno potopljena u fluid deluje ver-
tikalna sila, koja se ¢esto naziva i sila potiska. Intenzitet, smer i mesto de-
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lovanja sile potiska se rac¢unaju prema nacelima iznetim u poglavlju 3.3.2.2,
Vertikalna komponenta hidrostatiéke sile. Na telo, medutim, ne deluje hor-
izontalna sila, pa je vertikalna komponenta istovremeno i ukupna hidro-
staticka sila.

At [y -\': G
:
Vertikalre sile:

S S = P, ' - psa
“rojekcijd na [ ravan: s = it Pra TiE

Slika 3.15: Sila na zatvorenu konturu

Na glici 3.15 je prikazano ¢évrsto telo nepravilnog oblika potpuno poto-
pljeno u fluid gustine pf. Horizontalna komponenta ukupne hidrostaticke
sile je nula: leva i desna strana projekcije tela su istovetne, pa su leva i
desna komponenta horizontalne sile istog intenziteta, ali suprotnih smerova,
pa se ponistavaju.

Vertikalna komponenta sile ima dva dela: zbog uslova o jednoznadnoj
projekciji zatvorene konture tela na II ravan, sila na gornji deo povrsine je
P,g = pyrgVa i deluje na dole, dok je sila na donji deo P,p = prg¥Vp =
pf 9 (VrELA +¥G) i deluje na gore. Sumiranjem te dve sile, dobija se ukupna
sila potiska sa smerom na gore:

P,=P,p — P,g = pfg VLA + Vi) — pr9Ve = pr g VrELA  (3.32)

Dobijena sila potiska je jednoka teZine fluida iste zapremine kao §to je
i zapremina potopljenog dela tela, odnosno, sia potiske je jednaka teZini
istisnutog fluide. Jednadina (3.32) je poznata i kao Arhimedov?® zakon.
Mesto delovanja sile potiska je u tezistu istisnute zapremine VrgrA.

20 Archimedes (287 - 212 pre nove ere) roden u Sirakuzi (Sicilija), najveéi anticki
matematidar, fizidar, astronom i inZenjer. Studirao je u Aleksandriji a ufitelj mu je bio
Euklid. Od oca je nasledio ljubav prema astronomiji. Konstruisao je planetarijum na
vodeni pogon kao i zavojnu pumpu (mada se veruje da je u primitivnijem obliku pumpa
postojala jof u Egiptu). Izudavao je silu, polugu (Dagjte mt oslonac, pomeridu Zemiju!),
silu potiska i stabilnost tela. Uspostavio je éuveni Arhimedov zakon, po kome se tezina
potopljenog tela umanjuje za tezinu teénosti koje to telo potapanjem istisne.
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Na potopljeno telo deluju ukupno dve sile, sopstvena tezina i sila potiska
P,. 1z uslova o mirovanju potopljenih tela, sledi da sie teiine 2 potiska
moraju biti iste po intenzitetu. U suprotnom, telo bi ili tonulo (veéa sila
tezine) ili bi isplivalo na povréinu (veéa sila potiska).

Kao i kod vertikalne komponente
hidrostaticke sile, i kod sile potiska
se racuna zapremina fluida do pije-
zometarske kote, bez obzira da li se
u tom prostoru zaista nalazi taj fluid.
Slika 3.16: Sila potiska je nekada Na slici 3.16 je prikazan “trik”, kako
znatno veca od tezine prisutnog flu- tegka teleskopska ogledala postaju “la-
ida ka kao perce”. Ako se izmedu podloge
i ogledala stavi veoma tanak sloj Zive, formirace se sila potiska koja je jednaka
srafiranoj zapremini pomnoZzenoj sa specificnom tezinom Zzive. Ta sila po-
tiska ée se uravnoteziti sa sopstvenom tezinom ogledala, tako da ée ogledalo
“plivati” u zivi. Medutim stvarna tezina zive, koja se nalazi u podlozi, je
znatno manja od ostvarene sile potiska.

O ledalo = et
Lo I e

Primer 3.3.5

Na slici je prikazan areometar za merenje gus- A=-rmm
tine teénosti. Ukupna masa areometra je M = H e

150 gr i bazdaren je pomoéu tenostli gustine =
pg = 1,0 kg/dm3. U tecnosti nepoznate gus- i EE
tine p areometar je potonuo za Ah = 2 cm vise

e

An=gofr
nego u teénosti pp. Kolika je gustina nepoznate Fafererca
tecnosti? - ——a {2
Na areometar u ravnotezi deluju dve sile: sop- PE=" <g/an™

stvena tezina G = Mg i sila potiska P, = pg¥,
gde je ¥ zapremina onog dela areometra koji je
unutar teénosti gustine p. Prilikom bazdarenja,
vazila je jednacina:

pBgY¥B = Mg

a U nepoznato] teénosti vazi:

Mevene

kuglice

pg(¥Vs + A¥p) = Mg

gde je A¥p = Ah x d*n/4 dodatna zapremina usled veée potopljenosti areometra.
Ako se izjednace dve prethodne jednacine, dobija se:

d?n
pg(¥B + AhT) = ppg¥B
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odakle se dobija nepoznata gustina:

¥s
Vo Vs

Zapreminu areometra u trenutku bazdarenja, ¥p mozemo dobiti iz prve jednaéi-
ne, znajuéi ukupnu masu areometra M:

p=pB

pa je traZena gustina:

p=10 0,15

; = 0,997 kg/dm*®
0,15+ 0,2 = 0,05%7 /4 g/dm

Sila potiska, definisana jednaéinom (3.32), vazi za bilo koji fluid, kako za
tecnosti, tako i za gasove. Kod tela koja su delimi¢no potopljena u teénost,
na gornji deo, koji je u vazduhu i koji ima zapreminu ¥, deluje i sila potiska
od vazduha P, = pya,9¥g. Dakle, u prethodnom primeru je trebalo uzeti u
obzir i silu potiska na deo areometra iznad te¢nosti:

d?r
P, z,vaz — Pvazd Thvaz

pa bi jednacina ravnoteze sila glasila:

d? d?x

T
pg(VB + AhT) + ,Ovanghvaz = Mg

Naravno, sila potiska od vazduha je veoma mala i uzima se u obzir samo

kod preciznih proratuna?l. Kod veéine inzenjerskih primena, sila potiska

usled vazduha, se zanemaruje.

Mesto delovanja sile potiska je u teZzistu potopljene zapremine (tacka B
u prethodnom primeru), dok sila tezine deluje u tezistu mase tela (tacka
A). Kod homogenih tela, te dve tatke se poklapaju, dok kod nehomogenih
tela teZiste mase moze biti iznad ili ispod tezista zapremine. Kao rezultat
razli¢itih mesta delovanja sila, kod potopljenih tela treba analizirati i sta-
bilnost: ako se telo zarotira za neki ugao #, da li nastali spreg sila potiska i
tezine deluje tako da telo vrada u prethodni polozaj (stabilna ravnoteza) ili
tezi da poveda ugao 6 (nestabilna ili labilna ravnoteza). Mogué je i sluéaj da
je rezultujuéi moment sprega sila nula, pa telo ostaje u novom polozaju (neu-
tralna ravnoteza). Kod potpuno potopljenih tela vadi pravilo da je ravnotesa
stabilne ako je tacka potiska tznad tefista mase tela.

21U metrologiji, pri odredivanju gustina fluida sa taéno$éu na 4-toj decimali, neophodno
je uvesti i silu potiska od vazduha u radun. Takode, uticaj vazduha se uzima u obzir i kod
merenja mase &vrstih tela na vagi, jer se u stvari meri tezina tela umanjena za silu potiska
od vazduha! A pgustina vazduha nije konstantna, veé zavisi od temperature i vlaznosti.
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“M oAl
[0

Slika 3.17: Stabilnost broda

Kod tela koja su delimiéno potopljena u fluid (tela koja plove), uslov
za stabilnu ravnotezu nije uvek tako ostar kao kod potopljenih tela. Na
slici 3.17, prikazan je poprecéni presek kroz trup ¢amca. Prema uslovu za
potopljena tela, ¢amac se nalazi u stanju labilne ravnoteze, jer je tacka po-
tiska B ispod tezista mase A. Kada se, medutim, ¢amac nagne za ugao 8,
menja se 1 zapremina koja daje silu potiska (osenéena povrsina na slici), pa
se 1 centar te zapremine, odnosno tatka potiska (B'), pomera??. Ako ver-
tikalna linija, povudena kroz novi centar zapremine, preseca osu ¢ definisanu
tackama BA u tacki M iznad tezista A, spreg sila sa krakom x ée teziti da,
vrati camac u prethodni polozaj. Tacka M se zove metacentar, a rastojanje
AM visina metacentra?3. Za ploveéa tela moze se definisati pravilo da su u
stabilnoj ravnotesi ako je metacentar znad teZista mase tela.

3.3.4 Ravanski zadaci

U praksi se ¢esto racuna hidrostaticka sila na povrsinu, ¢ija je vertikalna
ili horizontalna projekcija pravougaonik. To je slucaj sa raznim ustavama,
velikim segmentnim zatvaracima na prelivima, sa zidom obaloutvrde i sli¢no.
Proracun sile se tada obi¢no radi samo za jediniénu $irtnu, za sirinu konture
od 1 m. Kako je raspored pritisaka po 8irini pravougaonika isti, u statickoj
analizi se kasnije izra¢unata sila po jedinici 8irine mnoZi sa stvarnom girinom
konture.

22Pretpostavlja se da se naginjanjem broda ne pomera teZiste mase. U realnim uslovima
se, medutim, dogada da se naginjanjem broda nepriévricen teret pomeri, $to izaziva pomer-
anje teZista i ugroZavanje stabilnosti. Poznati su, na zalost, i slutajevi prevrtanja broda,
kada su se usled manjeg naginjanja svi putnici mahinalno premestili na spustenu stranu
broda, éime su doveli brod u opasno stanje labilne ravnoteze.

230d visine metacentra zavisi stabilnost broda. Ucbiéajena vrednost visine metacentra
za jedrilice je 1,0 do 1,4 m, za ratne brodove 0,8 do 1,2 m a za putnicke svega 0,3 do 0,7 m.
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Slika 3.18: Konture kod kojih se i vertikalna i horizontalna komponenta sile
mogu raditi po nacelima za ravanske zadatke (levi deo slike) i kontura kod

koje se samo horizontalna komponenta moze raditi po nacelu za ravanske
zadatke (desni deo slike)

Naslici 3.18 sa leve strane je prikazana kriva kontura A, sa odgovarajucom
vertikalnom projekcijom A, i vertikalnim presecima sa y ravni. U slu¢aju
kad su svi preseci medusobno isti, kao sto je to prikazano na slici, vertikalna i
horizontalna projekcija konture su pravougaonici. Horizontalna i vertikalna
komponenta ukupne hidrostatidke sile se tada mogu odrediti po nadelima za
ravanske zadatke, pri ¢emu se sila racuna za jedini¢nu girinu konture.

Pored slucaja gde su svi vertikalni preseci medusobno isti, ¢esto se sreéu
konture kod kojih su % jednom pravcu vertikaln: presect razliéiti, ol je u
drugom ortogonalnom pravcu vertikalna projekcija pravougaonik (slika 3.18,
kontura sa desne strane). Nacelo za ravanske zadatke tada ve# samo za
horizontalnu komponentu sile.

Tredi slucaj, da se samo vertikalna komponenta sile radi po nacelu za ra-
vanske zadatke, nije mogué. Za vertikalnu komponentu nije dovoljan uslov
da horizontalna projekcija bude pravougaonik, veé se trazi da svi vertikalni
preseci u jednom pravcu budu medusobno isti. Taj uslov automatski znaci i
da je vertikalna projekcija u drugom ortogonalnom pravcu pravougaonik, od-
nosno, i da se horizontalna komponenta moze rac¢unati po nacelu za ravanske
zadatake.

3.3.4.1 Horizontalna komponenta sile

Iz uslova da je vertikalna projekcija povréine pravougaonik, sledi da je
u svakom vertikalnom preseku raspored pritisaka isti. Dijagram optereéenja
p = f(z) nacrtan u nekoj, usvojenoj razmeri za pritiske, vazi za bilo koji

presek. Moguée je, takode, nacrtati i dijagram visine pritiska P _ f(2)
g
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pritieka [

Slika 3.19: Proracun horizontalne komponente hidrostaticke sile kod ravan-

skog zadatka

(slika 3.19), koji i na apscisi i na ordinati ima dimenziju duzine. Dijagram je

prava linija, na mestu II kote ima vrednost nula, jer je P _ 0za z=1I (iz
Pg

uslova za osnovnu jednacinu hidrostatike (3.11)) i nagib pod —45° (ili 1:1,
koji sledi iz % — 11— 2).

Za pravougaonik d A;, elementarne visine d, i $irine L, horizontalna kom-
ponenta sile usled pritiska p je:

dP, =pdA, =pLdz= L pg L dz = pg L A,
pg

gde je df2, = ya dz elementarna povrsina na dijagramu visine pritiska
Pg
(8rafirano na dijagramu, na slici 3.19), pa je intenzitet horizontalne kom-

ponente sile:
P, = pgl / A0, = pgLQs (3.33)
L7

Sa €1, je oznacena povrsina dela dijagrama visine pritiska u pravcu kon-
ture na koju se trazi sila, samo u delu gde se nalazi fluid p. Povrsina £,
je ili trougao ili trapez, kao §to je to prikazano na slici 3.19. Mesto sile je
na vigini tezista povrsine €2, a smer sile zavisi od znaka pritiska na mestu
tezista povrsine €2,.

Kao &to je veé napomenuto u uvodu poglavlja 3.3.4, Ravanski zadact,
jednatina (3.33) se ¢esto pise uz izostavljanje irine pravougaonika L. Sila
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koja se dobije ima dimenziju [N/m] i zove se sila po jedinici $irine. U
konaénom dimenzionisanju, tu silu je potrebno pomnoziti sa stvarnom 8&iri-
nom konture.

Jijagram visins Liijaarsm

I PA=t m 4 it g priveka
et I . S
3 ' .
- % I
¥ ! b
B <
| . | [ P2t | .
....... — — L ERNCTIETY  -
-i. ‘:.' . = e
I'\-_. 1 o =5
N s L1
£
h.:

Slika 3.20: Primer ravanskog zadatka - horizontalna sila na boéni poklopac
kvadratnog preseka, sa dva fluida

U sluéaju kada je kontura u kontaktu sa vige fluida (slika 3.20), potrebno
je konturu podeliti na vige delova (na slici €1 i £22). Dijagram visine pritiska,
se crta prvo za gornji fluid, p1, od pijezometarske kote 113 (kota povrsine
te¢nosti 1), do kote tacke B, pod nagibom 1:1. Ispod tacke B se nalazi
drugi fluid, sa svojim dijagramom visine pritiska i svojom apscisnom osom.
Deo od pijezometarske kote 9, do kote tacke B, nacrtan je isprekidano,
jer je samo pomoé u crtanju dijagrama, a zaista se koristi samo deo dija-
grama, ispod kote tacke B, u delu gde je fluid po u kontaktu sa konturom.
Povrsine €2 i {2 su trapezi sa stranicama duzine (II; — z;), a sile po jedinici
sirine se dobijaju mnozenjem tih povrsina sa odgovarajuéim p;g. Ukupna
horizontalna komponenta je vektorski zbir dve srac¢unate sile.

Nagli skok dijagrama visine pritiska na koti tacke B, nije diskontinuitet
pritiska, veé je rezultat promene gustine sa kojom se deli pritisak, pri ¢emu
razmera na apscisnoj osi ostaje i dalje ista, u metrima. Na gornjem delu
dijagrama pritisak u tacki B se deli sa manjom gustinom p;, a na donjem
delu dijagarama, isti pritisak u tacki B se deli sa veCom gustinom, po > p1
(gusdi fluid je uvek ispod redeg).

Na istoj slici 3.20, sa desne strane, nacrtan je i dijagram pritisaka, u
prikladnoj razmeri za pritiske, gde se jasno vidi da nema nagle promene
pritiska u tacki B. Mada se za proracun horizontalne sile moze koristiti i
dijagram pritisaka, prednost korigéenja dijagrama visine pritiska je u fiksnoj
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razmeri dijagrama: koliko je tacka ispod II kote, tolika je i vrednost visine
pritiska u toj tacki.

Kod regavanja slozenijih ravanskih zadataka, sa vise fluida, treba postova-
ti sledeéu proceduru:

1. Proveriti da li je zadatak ravanski: Vertikalna projekcija konture treba
da bude pravougaonik. Ako jeste, zadatak se moze resavati kao ravan-

ski.

2. Odrediti pijezometarske kote: Za sve fluide p; koji su u kontaktu sa
povréi treba odrediti pijezometarske kote II;.

3. Nacrtati dijagram wvisine pritiska: Za svaki od fluida p;, od odgo-
varajuce pijezometarske kote nacrtati dijagram visine pritiska pod na-
gibom 1:1. Dijagram vazi samo u onom delu gde je odgovarajudi fluid
u kontaktu sa povrsinom na koju trazimo silu.

4. Oznaéte pripadejuce povrsine: Na dijagramu visine pritiska oznaciti
23 i 1 ucrtati smerove sila: pozitivna ka povrsi a negativna od povrsi.

5. Odrediti intenzitete © mesta svih komponent: sila: Intenzitet svake od
sila je Pr; = pig€ziL. Treba odmah izracunati i mesto sile, na koti
tezista odgovarajuce povrsie g ;.

6. Sabrati sve komponente sila: Sve P, ; sabrati kao paralelne sile u jednu
rezultantu P,. Nadi i mesto (kotu) rezultante.

Primer 3.3.6

Na boénoj stranici rezervoara sa slike 3.20, nalazi se ustava kvadratnog oblika.
Gustine fluida su p; = 0,75 kg/dm? i p2 = 0,9 kg/dm3. Kolika je horizontalna sila
na ustavu?

Pijezometarska kota fluida 1 je na povrdini fluida jer je u toj tacki pritisak
pa = 0. Pritisak u tacki B je:

ps = p1g(I; — z5) = 0,75 x 9,81(1,7 — 0,9) = 5,89 kPa

pa je pijezometarska kota drugog fluida:

DB 9,89
I, = — =——+40,9=1,567
2= g BT 09.981 m
Dijagram visine pritiska je ve¢ nacrtan na slici 3.20. Ustava je u kontaktu sa
oba fluida, pa je potrebno ukupnu horizontalnu silu podeliti na dva dela, na silu
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od prvog fluida P, i od drugog fluida Py 2. Pripradajuée povrdine na dijagramu
visine pritiska su:

1
& = 0,5x0,3+ 50,32 = 0,195 m?

2 = %(0,967—# 0,667) x 0,3 = 0,2451 m?

gde je {2 sraCunato kao zbir povrdina pravougaonika i trougla, a {25 direktno kao
povréina trapeza stranica ¢ = 1,567 —0,6 =0,967 mi b =1,567 — 0,9 = 0,667 m.

Horizontalne komponente sila na ustavu Sirine L = 0,6 m su:

Po1 = pighL=0,75x 9,81 x 0,195 x 0,6 = 0,861 kN
Poo = gL =0,9x 9,81 x 0,2451 x 0,6 = 1,298 kN

Mesto komponenti je u tezistu pripadajuéih povrdina . Za prvu povriinu,
odredenu kao slozenu povrSinu sastavljenu od pravougaonika i trougla, teziste je
udaljeno od donje ivice:

1 1 1
0,5 x 0,3 x =0,3+ =0,32 x =0,3
2 2 3 —0,138m
0,195

Th, =

odnosno, kota tezista je 21 = 0,940,138 = 1,038 m.

Druga povréina je odredena kao povrsina trapeza (prilog C) pa i teziste moze
da se odmah odredi koristeéi gotove obrasce (voditi racuna da se ne zamene duza i
kraéa strana trapeza):

_ha+2b_ 0,3 0,967+2 x 0,667
“3a+b 3 0,967+0,667

T, =0,141m
pa je kota tezista 2o = 0,6 + 0,141 = 0,741 m.
Intenzitet ukupne rezultujuée horizontalne sile je jednak zbiru dve komponente:

P, =0,861+ 1,298 = 2,159 kN, a sila se nalazi na koti:

_ 0,861 x 1,038+ 1,298 x 0,741
B 2,159

2 =0,86 m

3.3.4.2 Vertikalna komponenta sile

Kod ravanskih zadataka, horizontalna projekcija elementarne povrsine
dA je pravougaonik, &irine dz i visine L (slika 3.21). Sila na elementarnu
povrsinu se moze izracunati kao:

dP, = pdA, =pLdx =2 pg L dz = pg I dQ,
pyg
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gde je d€2, = P dz povrsina izmedu vertikalnog preseka sa y ravni elemen-
Py

tarne povréii njene projekcije na pijezometarsku ravan. Intenzitet vertikalne
sile je suma svih elementarnih sila:

P, = ol / A0, = pgLQ, (3.34)

U prethodnoj jednacini £, je po-
vriina izmedu vertikalnog preseka
sa y ravni konture A i njene projek-
cije na pijezometarsku ravan. Me-
sto delovanja sile je u pravcu tezista
povrsine £1,, a smer sile je ka kon-
turi ako su pritisci pozitivni i od
konture ako su pritisci negativni.

':" ]

Proracun vertikalne komponente
hidrostaticke sile, kod ravanskih za-
dataka, ne razlikuje se mnogo od
zadataka koji nisu ravanski (obrade-
ni u poglavlju 3.3.2.2 Vertikalna kom-
ponenta hidrostaticke sile). Ravan-
ski zadaci su utoliko jednostavniji,
sto se sila ra¢una na osnovu povrsine
{1,, koju je lako graficki prikazati,

Slika 3.21: Proracun vertikalne kom-

ponente hidrostaticke sile kod ravan-
skog zadatka a ne na osnovu neke slozene pros-

torne zapremine V. Naravno, laksi
je 1 proracun tezigta povrsine u odnosu na teziste sloZene zapremine.

U proracunu vertikalne sile treba postovati istu proceduru kao i za hor-
izontalnu silu. Ako je vide fluida u kontaktu sa konturom na koju se trazi
gila, kao i ako projekcija na pijezometarsku ravan nije jednoznacna, treba
racunati vertikalnu silu iz vige jednoznac¢nih komponenti.

Primer 3.3.7

Na dnu rezervoara sa slike 3.20 se nalazi poklopac kvadratnog preseka, dimenzija
0,6 x 0,6 m. Gustine fluida su p; = 0,75 kg/dm3 i p, = 0,9 kg/dm3. Kolika je sila
na poklopac?

Na poklopac deluje samo vertikalna sila, a kako su svi vertikalni preseci isti,
zadatak se moZe raditi kao ravanski.
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U prethodnom primeru su odredene pije-
zometarske kote za fluide 11 2: llJ

M, = 1,7m N ~— |,
M, = 1,567m H_ FE_ |pg

Poklopac na dnu je u kontaktu samo sa : —— S [ SR
fluidom 2, pa se crta povrdina £, izmedu i
poklopca i pijezometarske kote 2: 7n

Q, = 0,6 1,567 = 0,9402 m? B =l

¥ rw L ) o +

-|".|, -

Sila na poklopac je P, = p2gLf}, = 0,9 x 9,81 x 0,6 x 0,9402 = 4,98 kN, ima
smer ka poklopcu jer je pritisak pozitivan, a nalazi se na 0,3 m od ivice poklopca.

3.3.5 Sila pritiska gasa na zidove zatvorenog rezervoara

U veéini zadataka iz oblasti gradevinske struke, razmatraju se opterecenja
na delove rezervoara, u kojima se nalazi teénost, a iznad nje gas, vazduh
ili neka druga smesa, koji moze biti pod nekim pritiskom. Odnos gustina
tecnosti 1 gasa je reda veli¢ine 1000:1, a visine rezervoara su maksimalno
do desetak metara. U takvim uslovima, promena pritiska po visini u gasu
je zanemarljiva u odnosu na promene pritiska u teénosti, pa se potpuno
opravdano moze pretpostaviti da je gustina gasa unutar zatvorenog rezer-
voara nula. Rezultat te pretpostavke je da u gasu nema promene pritiska po
visini, odnosno, da je u gasu pritisak u svim tackama konstantan.

Na slici 3.22, prikazan je rezervoar sa te¢noscu guistine p i sa vazduhom
iznad. Pritisak na kontaktu dva fluida, u tacki B je istii za te¢nost i za vaz-
duh, pg = pPvaz. U svakoj tacki vazduha je pritisak isti, pa je i u manometru
pritisak pyr = PB = pvaz. Takode, u svakoj tacki ispod poklopca, na koji
treba da se odredi sila vlada konstantan pritisak pyas.

Zbog toga éto je pritisak u svakoj tacki gasa isti, intenzitet sile pritiska
gasa za odredent pravac je pritisok pomnoZen sa projekcijom povriine na
raven sa normalom u trafenom praveu. Za poklopac sa slike 3.22, sila od
gasa za pravac & je:

P&- = pvazA&' (3-35)

Smer sile je ka konturi ako je pritisak pozitivan, a mesto delovanja sile je u
pravcu tezista projekcije Ag.
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Kod ravanskih zadataka, prilikom
odredivanja horizontalne komponen-
te sile od vazduha, moguée je isko-
ristiti postojedi dijagram visine pri-
tiska od fluida koji se nalazi nepo-
K EE ! ’ sredno ispod vazduha. Ako je tacka
P »'_lgrr.!_-.ih ] v : : _>E: = B na slici 3.23 zajednicka tacka i ako

. 2F je gustina fluida ispod vazduha py,

—_— = FE=y tada se vrednost visine pritiska, %
na dijagramu moze zadrzati konstan-
tnim u delu gde se nalazi vazduh.
7=l} | Horizontalnasila od vazduha na kon-
turu se moze izracunati prema jedna-
¢ini (3.33), Py vaz = p19L vz gde je
{2yaz, povrsina pravougaonika na di-
jagramu visine pritiska u delu gde se

i'." =L.onet.

Slika 3.22: Sila pritiska gasa na zidove
zatvorenog rezervoara

nalazi vazduh (povrsine PB x AB). Sila usled fluida p; se ra¢una odvojeno,

pri ¢emu je pripadajucéa povrsina dijagrama visine pritiska trapez.
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Slika 3.23: Horizontalna komponenta sile pritiska gasa kod ravanskih za-
dataka

U vedini slucajeva je efikasnije ako se horizontalna sila izrac¢una odmah
zbirno, za fluid i za vazduh iznad fluida. Intenzitet horizontalne komponente
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hidrostaticke sile je:
Py = p19L§2

ve v . . vr B S -
a povrsina {) se racuna kao zbir pravougaonika €21 povrsine PB x AC i
P19
——=2

trougla €29 povrsine . Mesto sile je u tezistu slozene povrsine €2 1 moze

se odrediti ili preko komponenti ukupne sile (kao na slici 3.23) ili preko
odnosa povrsinas:

lel + QQZQ
=TT

3.4 Relativno mirovanje fluida

Polazna pretpostavka u hidrostatici je da se fluidni deli¢i ne kreéu, da se
nalaze u stanju ravnoteze i da, kao rezultat toga, ne postoje tangencijalni
naponi. Osnovna jednacina hidrostatike u tim uslovima omogucava jednos-
tavno odredivanje pritiska u bilo kojoj tacki fluida. Ako se fluidni deliéi
kreéu, ali tako da ne postoji relativno pomeranje jednog sloja u odnosu na
drugi sloj, tangencijalni naponi su i dalje nula, pa je moguée primeniti os-
novne principe iz poglavlja 3.1, Promena pritiska u zavisnost: od poloZaja.
Dva slu¢aja su od interesa: ako se sud sa fluidom kreée pravolinijski (cisterna
sa gorivom, na primer) i ako se sud rotira oko vertikalne ose.

3.4.1 Pravolinijsko kretanje suda

Posmatra se sud koji se krede i u kome se nalazi fluid. Ako se sud kreée
uniformnom, konstantnom brzinom, fluid ée se nalaziti u stanju relativnog
mirovanja, jer se delici neée kretati jedan u odnosu na drugi. Na elementarni
fluidni deli¢ od zapreminskih sila ¢e, u tom slucaju, delovati samo tezina, a
od povrsinskih sila samo normalni napon, pritisak, pomnozen sa povrsinom
deli¢a. Uslovi za izvodenje jednacine, koja ée dati raspodelu pritiska u flu-
idu, su istovetni uslovima koji vaze za sluéaj hidrostatike (poglavlje 3.1.1
Pretpostavke za izvodenje jednadine), pa se zakljucuje da sluéaj uniformnog
kretanje sude daje ista re§enjo koo t hidrostetika: pritisak je samo funkcija
vertikalne koordinate, odnosno, slobodna povrsina fluida je horizontalna.

Ako se sud sa fluidom kreée tako da je ubrzanje konstantno (slika 3.24
prikazuje sud koji konstantno ubrzava u z i z pravcu), relativno kretanje
fluidnih deli¢a i dalje neée postojati, ali ¢e na elementarni fluidni delié
sada delovati jo$ jedna zapreminska sila, kao posledica postojanja ubrzanja.:
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T_

Fa '.-'.."'."'.-'.-‘"-"-' S

Slika 3.24: Fluid koji miruje (hidrostatika) u sudu koji konstantno ubrzava:
ukupno ubrzanje koje deluje na elementarni deli¢ je vektorski zbir § i @
(sa leve strane), jednacina za raspored pritisaka u fluidu se moze pisati za
koordinatni sistem gde je osa z vertikala ili za lokalni sistem gde je osa ¢
upravna na povrsinu fluida (sa desne strane)

F’a = ma = pV¥a. Ravnoteza sila na elementarni delié, napisana u skladu sa
oznakama datim na slici 3.1 (strana 34), je za x pravac:
Op dx Op dx

(p— 8_:1:7) dA; = pa, AV + ( + 3_?> dA,

odnosno, kada se sredi jednacina, dobija. se:

op
aw ;Oa:n

Za vertikalni z pravac, iz uslova ravnoteze sila dobija se jednacina:

CGpds) L o)
(p 8z2>dA png+,oade+<p+a 5 dA,

Op
9z _P(g + az)

Posto je pritisak nezavisno promenljiva veli¢ina u pravcima?*

mena pritiska dp je:

ap Op
dx

oz + 5z 0z

24U datom primeru, ubrzanje u treéem koordinatnom praveu y je nula. Uopgteno, i za

. . . . - 0
treéi koordinatni pravac bi mogao da se napise izraz: 9% _ —pay.

0y

x iz, pro-

dp = dz = —pa, dx — p(g+ a,) dz




3.4. RELATIVNO MIROVANJE FLUIDA 81

Integracijom jednacine, uz uslov da je gustina konstantna, dobija se raspored
pritiska u fluidu:

P+ pagz + p(gtaz)z=C (3.36)

gde je C integraciona konstantna koja se dobija iz poznatog pritiska p = pg
u tacki sa koordinatama x = xg, 2 = 2.

Nagih slobodne povrsine se dobija iz uslova da je pritisak duz te linije
konstantan, odnosno da je promena pritiska nula:

Op
Bp Op dz oz Og
P= bz "t 5z 0z 0 = dz Op g+a, me
0z

Ako je sud bez slobodne povriine, pod pritiskom, linije istih pritisaka, ili
ekvipotencijalne linije, ¢e biti takode pod uglom ¢.

Da bi se uspostavila veza izmedu osnovne jednaéine hidrostatike (3.8)
(strana 36) za fluid koji miruje i dobijene jednacine (3.36), moze se (z,2)
koordinatni sistem rotirati za ugao (—¢) u sistem (¢, ¢) (slika 3.24, desni
deo):

= £cosp+ (singp
= —£{sinp+ (cosp

Sa @ ¢e se oznaci ubrzanje koje je vektorski zbir ubrzanja az, a, i g:

a—\/a2 + (9 + az)?
pa su sin g i cos @:

. Qy gt+a,
sSiny = — CoSp =
(4}

Raspored pritisaka iz jednaéine (3.36) u rotiranom (&, {) koordinatnom sis-
temu je tada:

+ 2 +a +
p+ plag” aa" +9C%‘” —pﬁaxg T CM =C
Sredivanjem izraza dobija se prepoznatljlv oblik jednadine:
p+pal=C (3.37)

odnosno u formi visine pritiskas:

P yc=1
pa
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koja pokazuje da se pritisak menja samo duZ { ose, koja je upravna na slo-
bodnu povriinu. Umesto gravitacionog ubrzanja g, uzima se zbirno ubrzanje
a, a sa Il je oznacena pijezometarska kota, koja je u pravcu £ ose. Vrednost
Lll; se odreduje iz uslova o poznatom pritisku u nekoj tacki fluida, a pritisci
u svim tackama, koje leze na pravama paralelnim sa £ osom, su konstantni.

3.4.2 Rotacija suda oko vertikalne ose

Kada sud cilindri¢nog oblika rotira
oko svoje vertikalne ose konstantnom
ugaonom brzinom w, svi delic¢i fluida
koji se nalazi u sudu imaju tu istu
ugaonu brzinu. Relativnho pomeranje
deli¢a ne postoji pa su tangencijalni

e

naponi nula. Na elementarni delié,
usled rotacije, od zapreminskih sila po-
red tezine deluje jos i centrifugalna
sila, radijalno usmerena od ose rotacije.
Posmatraju se sile na elementarni
delié, u koordinatnom sistemu (z,7)
koji rotira zajedno sa sudom oko z
ose, ugaonom brzinom w (slika 3.25).
Centripetalno ubrzanje ka centru ro-

tacije je a. = w?r. Na elementarni

Slika 3.25: Pri rotaciji suda oko ver-
tikalne z ose na elementarni delié
deluju gravitaciono i centripetalno

ubrzanje deli¢ dm deluje rezultujuca centrifu-
galna sila dF;. = —dm a,. horizontalno od centra rotacije, pa se iz sume
horizontalnih sila dobija:

</

Br =T
U sumu vertikalnih sila ulazi samo tezina delié¢a:

Op

9z —PY

pa se za posmatrani delié¢ moze napisati da je promena pritiskas:

0 0
dpza—fdr—l—a—zz)dz:pwzrdr—pgdz

Resavanjem jednacine uz uslov o homogenom fluidu, dobija se zavisnost
pritiska od (z,7) koordinate:
2,’,2

w
2l ¢ 3.38
P+ pgz— P9 (3.38)
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Konstanta C se moze odrediti iz uslova da je pritisak u dnu parabole, na
mestu (r = 0,z = 2p) jednak p = 0:

C = pgzo

Ako se jednacina (3.38) podeli sa pg i malo preuredi, dobija se izraz koji
jako podseéa na osnovnu jednacinu hidrostatike (3.11) (strana 38):

w2,,.2

£—I—z=zo—|— = Il
pg 2g

Clan sa desne strane izraza je “pijezometarska kota” oblika parabole, Gija
jednacina se dobija iz uslova da je duz te linije pritisak nula:

w2,,.2

29

Na slici 3.25 je isprekidanom horizontalnom linijom ucrtan i nivo fluida

z—2z) = (3.39)

kada sud ne rotira. Posto je fluid nestigljiv, u toku rotacije se ista zapremina
fluida rasporedi u sudu, tako da slobodna povrsina sledi parabolu (3.39).
Kako “istisnuti” deo zapremine mora biti jednak novom zauzetom delu uz
zidove suda, sledi da su minimalna i maksimalna kota fluida udaljene za:

1 w?r?

529

od polozaja fluida u stanju mirovanja.

Primer 3.4.1

Sud cilindriénog oblika preénika D = 0,4 m rotira konstantnom ugaonom brzinom
oko vertikalne centralne ose. U sudu je fluid gustine p = 800 kg/m3. Broj obrtaja
cilindra je n = 500 o/min. Ako je na zidu suda u tacki A izmeren pritisak py =
50 kPa, koliki je pritisak u tacki B, koja je na istoj koti kao i tacka A, ali u centru
rotacije? Koliko je rastojanje od tacke B do najnize tacke na povrdini fluida, tacke

C?
Ugaona brzina w za dati broj obrtaja u minuti iznosi:

500
W= % 2 = == 21 = 52,36 rad/s
U tacki A sa kotom z4 pritisak p4 je poznat, pa se za tacku B moZe napisati (prema

jednacini (3.38)):
w212 w2r2

A _ _ B
29 =PB t+ pgzB — Pg 29

PA+pgza —pg
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Tacka B se nalazi na osi rotacije pa je rg = 0. Uz uslov u zadatku da je z4 = 23,
dobija se trazeni pritisak u tacki B:

w?r? 52,362 x 0,22
2g =50 — 0,8 > 9,812X—9,81

PB=DPA — P9 = 6,13 kPa
‘I'acka C se nalazi u osi rotacije (r¢ = 0) na povrsini fluida, pa je pritisak u toj
tacki pc = 0. Iz tog uslova, prethodna jednaéina se moze napisati u obliku:

w?r?

29

DA+ pgza — pg =0+ pgzc — 0

odnosno, deljenjem sa (pg) dobija se razlika polozajnih kota tacki C'i A:

pa Wi} 50 52,362 x 0,22
20— zZA=— — = —
P9 2g 0,8 x 9,81 2% 9,81

=0,782 m

Rastojanje tactke C u odnosu na tacku B mora biti isto kao i u odnosu na tacku A:

e _pB_w2r]23_ 6,14
© B= 7% 2g 0,8 x9,81

—0=0,782m

gde je udaljenje rp jednako nuli.




Glava 4

Osnove dinamike fluida

U prethodnoj glavi je izucavana hidrostatika, oblast mirovanja fluida kon-
stantne gustine. Prefiks “hidro” je koriséen da se naglasi nestisljivost fluida,
odnosno, da se radi sa fluidima koji su sliéni vodi. Od ove glave knjige,
pa nadalje, izutavade se kretanje (strujange ili tecenje) fluida, pri ¢emu &e
se izvesti opste jednadine, koje vaze 1 za gasove i za tecnosti. Korigcenje
naslova poput hidrodinamika, stoga ne bi bilo korektno, tako da se koristi
op&tiji pojam: denamike fluida.

Izuc¢avanje kretanja realnog fluida je veoma slozeno. U ispisivanju jedna-
¢ina koristice se analogija sa Mehanikom krutog tela, uz uvodenje potrebnih
dodatnih veza. Tri osnovne grupe jednadina koje ée se izvesti su: jednacina
odrzanja mase, koli¢ine kretanja i energije. Dobijene jednacine su u opstem
slu¢aju neregive, pa su potrebna odredena uproséenja, kao i obiman eksper-
imentalni rad, kojim ée se analizirati rezultat tih uproséenja.

U nastavku ove glave ée se prvo dati neki osnovni pojmovi vezani za kre-
tanje fluida. Nakon toga ¢e se objasniti razli¢iti pristupi u izuéavanju kre-
tanja fluida, kao i koncept kontrolne zapremine. Osnovne jednacine odrzanja
ée se izvesti za elementarnu zapreminu u diferencijalnom obliku i za konaénu
zapreminu u integralnom obliku. Za odredene primere postavice se uslovi u
okviru kojih se te jednacine svode na nivo algebarskih, resivih jednacina.

U sledeéoj glavi 7, Ustaljeno tecenge fluida kroz cevi, detaljnije ée se obra-
diti slucaj kretanja teénosti (tecenja) u cevima, u razvijenom turbulentnom
rezimu. Analiza rezima tecenja u cevima, zajedno sa otporima trenja, ée biti
data u posebnoj glavi 6, Hidrodinamicks otpore. U istoj glavi ¢e se obraditi
i otpori trenja ravnih ploc¢a u fluidu, kao i otpori oblika. Na kraju, oblast
kretanja fluida se zavrsava glavom 8, Otvoren: tokovi, gde Ce se analizirati
ustaljeno tecenje u prizmatiénim otvorenim kanalima.

85
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4.1 Pojmovi i osnovne karakteristike toka

U oblasti kretanja fluida se uvodi dosta novih pojmova, kao &to su tur-
bulencija, dimenzionalnost strujanja, strujnica i slicno. U nastavku ovog
poglavlja ¢e se dati kratka objasnjenja i definicije za neke od tih pojmova.
Takode, izvriice se podela strujanja prema osnovnim karakteristikama toka
(linijsko ili prostorno strujanje, promenljivo kroz vreme ili nepromenljivo,
rezimi strujanja) i prema karakteristikama fluida (realan ili idealan fluid,
stigljiv ili nestigljiv). Deo o rezimima strujanja je, medutim, ovde dat veoma,
kratko, jer ¢ée znatno detaljnije biti obraden u poglavlju 6.1, Trenje pri jed-
noltkom tedenju kroz cev krugnog popreénog preskeka.

4.1.1 Materijalni delié, strujanje realnog i idealnog fluida

U Mehanici krutih tela, masa (ili telo), za koju se pisu jednacine, jasno
je definisana. U Mehanici fluida se jednacine najéesée postavljaju za deo
fluidnog prostora, za materijalni ili fluzdni delié, koji je beskonacno mali deo.
On poseduje dovoljnu masu da moze, kao elementarni deo, da reprezentuje
ceo fluid, a istovremeno je dovoljno veliki da poseduje sve osobine cele fluidne
mase. Fluidni deli¢ moze da menja oblik i1 zapreminu, ali ne i masu. Veze
izmedu fluidnih deli¢a su iste kao i veze izmedu kona¢nih masa fluida.

Korigéenje fluidnog deli¢a pretpostavlja da je fluid neprekiden (potpuno
zauzima prostor, nema prekida, rupa), tako da se u strujanju neée pojaviti
delovi prostora koji nisu ispunjeni fluidom i izotropan (sve osobine se pod-
jednako ispoljavaju u razli¢itim pravcima, odnosno, u svim pravcima ima
ista fizicka svojstva, istovetno se ponasa).

Jedna od osnovnih, fizickih
karakteristika svih fluida je visko-
znost (poglavlje 2.2 Viskoznost).
Zahvaljujuéi viskoznosti, izmedu
fluidnih deli¢a se prenose uticaji,
-—— | trenje, odnosno, tangencijalni na-
poni. Veli¢ina, odnosno, stepen
trenja, zavisi od relativne brzine
izmedu deliéa (jednacina (2.6)).

Prilikom resavanja zadataka
iz Mehanike fluida, kada. se trenje
uzima u obzir, odnosno, viskoznost, fluidi se nazivaju reainz fluidi. Medutim,
u analizi strujanja fluida ¢esto je neophodno da se pretpostavi da ne postoji
trenje izmedu fluidnih deli¢a kako bi se resile jednacine. Takav fluid se tada
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Slika 4.1: Raspored brzina u cevi pri stru-
janju realnog i idealnog fluida
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naziva ideclan fluid (strana 17), a viskoznost y se zanemaruje.

Posledica zanemarenja trenja, odnosno, nepostojanja tangencijalnih na-
pona, je bezvrtloznost fluida: fluidni deliéi se tako deformisu da ne dolazi do
njihove rotacije (strana 111), pa se kod idealnog fluida ne javljaju ni lokalni
gubici energije (strana 162), odnosno, ne postoji gubitak energije na trenje
(slika 7.15 na strani 306). Posledica nepostojanja trenja je prikazana na
slici 4.1: kod realnog fluida, zid preko trenja koéi delice, dok kod idealnog
fluida nema trenja pa svi deliéi u preseku imaju istu brzinu.

4.1.2 Stisljiv i nestisljiv, homogen i nehomogen fluid

U poglavlju 2.5, Elastiéne deformacije, stisijivost fluida, razmatrana je
stigljivost fluida kao jedna od bitnih fizickih karakteristika. Tada je receno
da su svi fluidi u izvesnoj meri stigljivi. Kod gasova je ta stisljivost u vedini
zadataka tolika da se ne moze zanemariti, dok je kod tecénosti stisljivost
mala, pa se najcesée zanemaruje, a za tecnosti se kaze da su nestisljive
(jednacina (4.21) na strani 110).

Postoje mnogi zadaci Mehanike fluida u kojima nadéinjena podela na
stigljive gasove 1 nestisljive te¢nosti nije korektna. Na primer, prilikom
izu¢avanja otpora oblika, ukoliko se telo nalazi u vazduhu i ukoliko su brzine
vazduha relativno male, moze se pretpostaviti da je vazduh nestigljiv, ¢ime se
znatno uproséava proracun (strana 249). Ili, kod teéenja vode u cevovodima,
usled nagle promene brzine, moze se javiti hidrauli¢ki udar, pojava u ko-
joj talas visokog pritiska brzo putuje kroz cevovod, pod uticajem upravo
stigljivosti vode u sadejstvu sa elasti¢nosgéu zida cevi.

Prilikom resavanja diferencijalnih jednacina kretanja fluidnog delic¢a, ces-
to je potrebno definisati osobine fluida po prostoru. Fluid je homogen ako
u svim tackama ima iste osobine, pa se ne mora voditi ra¢una o polozaju
fluidnog deli¢a. U suprotnom, fluid je mehomogen i sve fizicke osobine su
funkcija polozaja.

U zadacima se cesto postavlja uslov p = Const. Ovaj uslov znaci da
je fluid homogen, ali ne znac¢i automatski i da je fluid nestisgljiv. I obrnuto,
nestigljiv fluid ne mora biti istovremeno i homogen: na primer, voda u jezeru
ima razli¢itu temperaturu po dubini, a samim tim i gustinu iako je voda
nestigljiva.

4.1.3 Laminarno i turbulentno strujanje

U zavisnosti od uslova strujanja i brzine, fluidni deli¢ se moze kretati
po “glatkoj” putanji, bez mesanja i presecanja svoje putanje sa putanjama
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drugih delié¢a, ili moze haoti¢no da prepliée svoju putanju sa drugim deli¢ima,
da formira vrtloge i talase, a da ipak na kraju stigne do istog odredista kao
i onaj deli¢ koji je isao po “glatkoj” putanji.
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Slika 4.2: Kretanje fluidnog delié¢a pri laminarnom (levi deo slike) i turbu-
lentnom strujanju (desni deo slike)

Uredno, glatko kretanje fluidnih deliéa se naziva laminarno strujanje (levi
deo slike 4.2) dok se haotiéno, ili uzburkano kretanje, prikazano na desnom
delu slike, naziva turbulentno strujanje. Laminarno strujanje je povezano sa
malim brzinama, gde je viskoznost dovoljno jaka da zadrzi deli¢e na svojoj
putanji i da ne dozvoli brzem deliéu 1 (sa slike 4.2) da, usled kotenja od
strane sporijeg deli¢a 2, bude povuéen ka tom delié¢u, ili obrnuto, da sporiji
deli¢ usled ubrzavanja promeni svoju putanju. Ako je brzina dovoljno velika,
vigskoznost necée vige modi da sprec¢i mesanje delié¢a i pojavice se turbulencija.

Na slici 4.2 se vidi jog jedan rezultat turbulencije. Zbog intenzivnog
mesanja delica, sporiji delié¢i ko¢e brze, a brzi ubrzavaju sporije, pa je rezultat
tog procesa bolje uprosecavanje svih veli¢ina po strujnom polju. Deliéi koji
su bili sporiji, sada se u preseku B krecu brze, a oni brzi su malo usporili.
Kada ne bi bilo turbulencije, na primer, zagadenje usled ispustanja prljave
vode iz kolektora u reku bi teklo kao jedna zagadena nit, ne bi se pomesalo
i razblazilo sa ostatkom vode.

Prve razlike u ponasanju fluida pri malim i velikim brzinama su detaljnije
opisane tokom 1830-ih godina. Tada je postalo jasno da se radi o razli¢itim
reZimima strujangje, da nisu isti uticaji dominantni pri malim brzinama, stru-
janja i pri velikim, te da treba odvojeno istrazivati te oblasti. Veliki dopri-
nos u istrazivanju je dao Osborn Rejnolds,! izvodedi 1883-ée eksperimente

1Osborne Reynolds (1842 - 1912), britanski inZenjer i nauénik. Potiée iz poznate i obra-
zovane sveftenicke familije. Posle zavrSenog KembridZa, zaposljava se u inZenjerskoj firmi
u Londonu, da bi 1868. pre$ao na Owens Colledge (danagnji Univerzitet u Mandesteru)
kao prvi profesor inzenjerstva, gde je ostao sve do svoje penzije. Rejnolds je dao znadajan
doprinos u proutavanju fluida, uslova strujanja u cevima i prelaza iz laminarnog u turbulen-
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tecenja vode u glatkim cevima, upravo u prelaznim rezimima. Po njemu je
nazvan i bezdimenzionalan broj koji definige granicu dva strujanja.
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Slika 4.3: Laminarno i turbulentno isticanje vode iz cevi: izgled mlaza vode
i izmerene brzine kroz vreme

U prirodi se laminarno strujanje retko ostvaruje. To su uglavnom stru-
janja gde su brzine izuzetno male: u podzemnim vodama, u jezerima usled
temperaturne neravnomernosti ili izlazak dima iz dimnjaka po mirnom danu,
kada nema, vetra. Turbulentno strujanje je ¢esée u rekama, kanalima, vodo-
vodnim mrezama ili kada duva vetar. Na slici 4.3 je prikazan primer isticanja
vode iz cevi malog pre¢nika, kada je tecenje u mlazu pri manjim brzinama
laminarno, a pri nesto veéim brzinama (i protocima) postaje turbulentno (u
mlazu se primeéuje uzburkanost). Ako bi se dalje poveéavao protok, mlaz bi
postao isprekidan, sa potpuno razvijenom turbulencijom.

Na donjem delu slike 4.3, dati su dijagrami brzina. Dok je strujanje
laminarno, brzina je kroz vreme konstantna u(t) = w = Const. (gde je
sa u oznac¢ena srednja brzina). Kada strujanje postane turbulentno, brzina
vige nije konstantna veé je promenljiva kroz vreme u = u(t). Radi lakseg
izu¢avanja turbulentnog strujanja, moguce je brzinu razdvojiti na dve kom-
ponente: jednu koja je jednaka srednjoj vrednosti brzine w i koja je kon-
stantna i drugu, slucajnu komponentu o/, koja se naziva fluktuacije:

wit)=u+v = v =ut)—u

Posto su fluktuacije razlika izmedu trenutnih i osrednjenih brzina, srednja
vrednost fluktuacija je nula u/ = 0, ali srednja vrednost kvadrata fluktuacija
nije nula u'2 # 0.

tan tok. Medu prvima se bavio i izutavanjem turbulencije, gde je predloZio osrednjavanje
toka po vremenu razdvajanjem turbulentnog toka na osrednjenu brzinu i na fluktuacije.
Intenzivno se bavio i modeliranjem, teorijom podmazivanja kao i uslovima stabilnosti toka.



90 GLAVA 4. OSNOVE DINAMIKE FLUIDA

Ovde je kao primer turbulencije uzeta brzina delica. Naravno, kao i
brzina, tako i sve ostale veli¢ine koje se vezuju za deli¢ su u turbulentnom
strujanju promenljive kroz vreme, te se mogu razdvojiti na osrednjeni i fluk-
tuacioni deo.

Princip osrednjavanja jednadina i uvodenje fluktuacione komponente nije
predmet ove knjige, jer se ne izucava na redovnim studijama na Gradevinskom
fakultetu. Jednacine, koje ée se u nastavku ove glave izvesti, vaze samo za
laminarno strujanje. Da bi se primenile na osrednjeni deo turbulentnog stru-
janja, neophodno je u jednacine uneti uticaj fluktuacija na osrednjeni tok, sto
se najcesée sprovodi kroz “turbulentnu viskoznost”. Medutim, turbulencija
ée se spominjati i u narednim poglavljima. U poglavlju 6, Hidrodinamiéki
otpori, jer upravo turbulencija bitno utice na otpore, tako da ¢e se u tom
poglavlju dati malo detaljnije objasnjenje mehanizma nastajanja vrtloga.
Takode, u poglavljima 7, Ustaljeno tecenje fluzda kroz cevi, i 8, Ustaljeno
teéenje u otvorentm tokovima, razmatra se samo turbulentno tecenje, ali se
u tim poglavljima uticaj turbulencije obracunava posredno, kroz razlicite
koeficijente.

4.1.4 Ustaljeno i neustaljeno strujanje

Ukoliko se posmatrane veli¢ine ne menjaju u odredenom, kona¢nom vre-
menskom intervalu, strujanje je ustaljeno. Uslov za ustaljenost je:
Op

e 0 wuintervalu (¢1,1%)

odnosno, veli¢ina @ je funkcija samo polozaja a ne i vremena: ¢ = ¢(z,y, 2).
Ukoliko se velicina ¢ menja sa vremenom, onda je strujanje neustaljeno.

Slika 4.4: Ustaljeno ili neustaljeno strujanje i kako ga racunati

Da li je strujanje ustaljeno ili ne ¢esto zavisi i od nacina kako se posma-
tra odredena velicina. Na levom delu slike 4.4, dat je primer isticanja vode
ispod ustave. Ako je protok koji dotice, jednak onome koji isti¢e, nivo vode



4.1. POJMOVI I OSNOVNE KARAKTERISTIKE TOKA 91

ispred ustave ¢ée biti konstantan, nepromenljiv kroz vreme, znaci ustaljen.
Posmatranjem brzine u suzenom preseku (na slici je nacrtano oko posma-
traca), takode ée se “videti” ustaljene brzine. Medutim, ako se posmatra
brzina jednog deli¢a, od trenutka 1 do trenutka 7, on menja svoju brzinu, pa
je njegova brzina neustaljena.

Neustaljenost donosi dosta problema u resavanju jednacina Mehanike
fluida. Ukoliko su promene kroz vreme relativno spore, pa su ¢lanovi, koji
sadrze ubrzanje, u jednadinama zanemarljivi u odnosu na ostale koji unose
uticaje tezine, trenja i pritiska. Proracun se moze znac¢ajno uprostiti primen-
jujudi princip kvaziustaljenosti: strujanje se u nekom kratkom vremenskom
intervalu posmatra kao da je ustaljeno, odrede se nepoznate veli¢ine, a onda
se sa tim veli¢inama koriguje pocetno stanje.

Na slici 4.4 desno, dat je primer isticanja vode iz rezervoara, gde nivo
postepeno pada pa se i protok smanjuje. U vremenskom trenutku ¢;, za poz-
nati nivo, moze se izracunati protok koristeéi jednacinu za ustaljeno tecenje.
Pretpostavljajuéi da je taj protok konstantan u intervalu At = ;49 — ¢;
moze se izracunati novi nivo u rezervoaru u trenutku ¢,47. Ako se uzme
relativno mali korak At u proradunu, razlike izmedu stvarne promene nivoa
(isprekidana linija) i izrac¢unate (na slici je ta razlika oznacena sa €), bide
prihvatljivo male.

4.1.5 Jednoliko i nejednoliko strujanje

U prethodnom poglavlju je na levom delu slike 4.4, pokazano da je
moguce imati neustaljenost brzine delica, iako su nivo vode i protok ustaljeni.
Ta neustaljenost je rezultat promene geometrije proticajnog preseka.

Ukoliko su veli¢ine koje su bitne za izuc¢avani problem istovetne u svim
posmatranim popreé¢nim presecima fluidne struje, u jednom vremenskom
trenutku, kaze se da je strujanje jednoliko (leva strana slike 4.5). Uslov za
jednoliko strujanje je:

Op
Bwi N

0 1=1,2,3 za trenutak: ¢t =¢;

Ako se niz fluidnu struju neka od veli¢ina menja, iako su mozda sve
ostale velicine konstantne, strujanje je nejednoliko. Na slici 4.5 sa desne
strane, prikazano je nejednoliko tecenje u otvorenom kanalu gde se menjaju
dubina vode i brzina iako je protok konstantan, kao i nejednoliko tecenje u
cevi, gde se menja prec¢nik cevi, pa i brzina vode.

Studenti pojmove jednoliko /nejednoliko i ustaljeno /neustaljeno ¢esto me-
saju. Ustaljenost je vezana za promenu po vremenu u jednom preseku flu-
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Slika 4.5: Jednoliko i nejednoliko te¢enje u kanalu i u kruznoj cevi

idne struje (gleda? se kroz du#i period samo jedan presek), a jednolikost za
promenu duz fluidne struje u jednom vremenskom trenutku (pogleda3 se na
kratko duz cele fluidne struje).

4.1.6 Dimenzionalnost problema: 3D, 2D, 1D

U opstem sluc¢aju pri strujanju fluida deliéi imaju komponente brzina
u sva tri koordinatna pravca u = u(z,y, z,t). Takvo strujanje se naziva
prostorno strujanje ili skraéeno 8D (tro-dimenzionalno strujanje). Svako-
dnevni primeri 3D strujanja su opstrujavanje automobila, tecenje vode u
zoni vodozahvata ili opstrujavanje mostovskog stuba.

Ukoliko je jedna komponenta brzine zanemarljiva u odnosu na ostale
dve, strujanje se naziva ravansko ili 2D strujanje: v = u(x,y,t). Primer
ravanskog strujanja je opstrujavanje avionskog krila u srednjem delu, izvan
uticaja tela aviona i kraja krila. Rezultat izucavanja polja brzina u jednoj
presecnoj ravni se moze primeniti na sve ostale prese¢ne ravni.

Cesto je strujanje na “granici” izmedu 3D i 2D. Na primer, strujanje
vode u velikim jezerima ima sve tri komponente brzine, ali je dubina znatno
manja veli¢ina od duzine i 8irine. U racunskim modelima takvih strujanja,

2Ustaljenost/neustaljenost tedenja reke bi mogla da se snimi kamerom. Potrebno je
namestiti kameru na stativ, postaviti je vertikalno na dole i pustiti je da snima nivo vode
u samo jednom preseku toka.

3 Jednolikost /nejednolikost tedenja u kanalu se moZe snimiti fotoaparatom, sa kratkom
ekspozicijom, slikajuéi iskosa nivo vode duz kanala.
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testo se tre¢a komponenta brzine obracunava “skraceno”, osrednjeno, ¢ime se
proracun svodi na nivo 2D modela, uz zadrzavanje uticajai treée komponente
brzine. Takvi rac¢unski modeli se ¢esto nazivaju i 2,5D modeli.

Ako postoji samo jedna, poduzna komponenta brzine, takvo strujanje
se naziva lingjsko ili 1D strujanje: v = u(x,t). Sva tecenja u cevima, priz-
mati¢nim otvorenim kanalima, kanalima za klimatizaciju i drugim linijskim
elementima spadaju u 1D strujanja.

Jasno je da sloZenost resavanja zadataka Mehanike fluida raste od lin-
ijskog ka prostornim strujanjima. Osnovni inzZenjerski problem je do koje
mere neko slozeno prostorno strujanje sme da se uprosti, a da se dobije pri-
hvatljivo ta¢no resenje. Na primer, iako je te¢enje vode u prirodnim rekama
gigurno prostorni problem, proracun nivoa reka Save i Dunava se moze ra-
diti kao linijski problem ako se posmatraju nivoi reka duz njihovog toka u
nasoj zemlji. Ako nas interesuje prostiranje zagadenja koje Beograd ispusta
u Dunav i njegovo razblazenje nizvodno, tok u duzini od nekih 10-tak kilo-
metara ¢e se resavati sa 2D jednacdinama. Ako se analizira strujna slika u
zoni uscéa Save u Dunav, koristi¢e se 3D model, ali samo za lokalitet uséa.

4.1.7 Trajektorija, strujnica i emisiona linija

Postoje tri nac¢ina za pracenje kretanja fluidnih deli¢a. Prvi je da se
obelezi samo jedan fluidni deli¢ i da se prati njegovo kretanje kroz vreme.
Trag koji delié ostavlja zove se trajektorija*. Drugi natin je istovremeno
praéenje kretanja velikog broja fluidnih deliéa. Ako se u kratkom vremen-
skom intervalu zabeleze tragovi svih deliéa, dobiée se strujnice’, intenziteti
i pravci brzina tih deli¢a. Treéa moguénost vizuelizacije fluidnog toka je da
se u tok kontinualno ubacuje (injektira) traser, odnosno, da se kontinualno
obelezavaju fluidni delidi koji prolaze kroz jednu tacku. Ako se u odredenom
trenutku snimi polozaj svih obelezenih deli¢a, dobija se emisiona linija® za
taj vremenski trenutak.

Na slici 4.6, prikazane su sve tri linije: trajektorija deli¢a prilikom is-
ticanja ispod ustave, strujnice oko avionskog krila i emisiona linija u cevi,
u laminarnom rezimu tecenja koji postepeno prelazi u turbulentno. Tra-
jektorije se najcesce dobijaju tako sto se odredeni deo fluidne struje slika
fotoaparatom, koji miruje i na kome se drzi dugacko vreme ekspozicije. Ako
se jedan fluidni deli¢ obelezi nekim fluorescentnim traserom i cela fluidna
struja osvetli ultra-ljubic¢astim zracima (UV svetlo), posmatrani delié ée se

4Engleski termin: Pathline
*Engleski termin: Streamline
SEngleski termin: Streakline
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Slika 4.6: Primeri trajektorije, strujnica i emisione linije

jasno razlikovati od ostalih deli¢a i fotoaparat ée zabeleziti njegovu putanju,
trajektoriju. Kod snimanja trajektorija na rekama, cesto se koriste mali
plovci na koje se stavi sveéa.

Strujnice su linije koje imaju u svakoj svojoj tacki tangentu, koja je u
pravcu brzine u toj tacki. Kod neustaljenog strujanja, strujnica se vezuje i za
vremenski trenutak. ona pokazuje istovremene pravce brzina u svim tackama.
Strujnice se dobijaju fotografisanjem fluidne struje, koristeéi kratko vreme
ekspozicije. U celu fluidnu struju se obi¢no ubacuje’ fluorescentni prah koji
se krece isto kao i fluidni deliéi. Na snimku se dobijaju, u stvari, trajektorije
trasera ali za kratak vremenski interval, tako da te trajektorije pokazuju
tangente na brzine.

U izucéavanju strujanja oko tela, strujnice

se ¢esto vizuelizuju korigéenjem tankih stapica

koji su pricvraceni upravno na konturu tela a

L na ¢ijem drugom kraju se nalazi tanak konéic.

! T ) g0 4y | Iz polozaja svih konéiéa u jednom trenutku se
) ] 7% | dobijaju strujniced.

> Jednadina strujnice se dobija iz uslova da

] .. je tangenta u tacki istog nagiba kao i vektor
Slika, 4.7: Jednacina stru- brzine (slika 4.7):

jnice

tna=W_t  d_d_dz (4.1)
dz u, Uy Uy Uy

Posto strujnica u svakoj svojoj tacki ima isti smer kao i vektor brzine,
sledi i vazna posledica: upravno na strujnicu ne postoji komponenta brzine,
odnosno, nema protoka fluide upravno na strujnicu. Ako se uoce bilo koje
dve susedne strujnice na srednjoj slici 4.6, ovo znadi da protok koji je bio
izmedu te dve strujnice na pocetku slike, ispred avionskog krila, mora ostati
unutar te dve strujnice. Drugim re¢ima, dve strujnice se mogu posmatrati

kao zidovi cevi, pa se u Mehanici fluida ¢esto koristi i pojam strujna cev.

"Termin koji se koristi je “zasejati”, jer je potrebno uneti u celu fluidm struju fluores-
centni prah ili neki drugi traser &iji deliéi moraju biti dovoljno mali a opet lako vidljivi.
8] zastava koja se viori na vetru, u stvari, pokazuje trenutni pravac vetra u toj tagki.
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Primer 4.1.1

Ako je na snimku opstrujavanja avionskog krila (srednja slika 4.6) razmak izmedu
dve strujnice ispred krila 5 mm i na tom mestu su brzine 35 m/s, kolika je brzina
na mestu iznad krila gde su strujnice na medusobnom rastojanju od 3 mm?

Pretpostaviée se da je treéa dimenzija, upravna na snimak, jednaka 1 m. Tada
je protok kroz strujnu cev ispred krila:

Q = AV = 0,005 x 1,0 x 35 =0,175m/s

Brzina iznad krila je:

Q01
V= A= 0003 =10 58,3m/s

Emisiona linija (desna slika 4.6) se Gesto koristi za vizuelizaciju toka.
Upravo je Osborn Rejnolds, pomoéu vizuelizacije emisione linije, pokazao
mehanizam prelaska iz laminarnog u turbulentno tec¢enje, kao i postojanje
grani¢nog sloja (slika 6.11 na strani 231). Sam postupak injektiranja trasera
je prilicno komplikovan, jer se ne sme pokvariti prirodna strujna slika a ni
traser svojim osobinama ne sme uticati na tok. Emisiona linije se ¢esce
koristi u laboratoriji za vizuelizaciju, nego u samoj analizi strujnog polja.

U opstem slucaju, trajektorija, strujnica i emisiona linija se ne poklapaju.
Medutim, u ustaljenom strujanju su sve tri linije iste, poklapaju se. Linije
se mogu poklapati i u posebnom slu¢aju neustaljenosti, ali samo ako se
neustaljenost ogleda u promeni intenziteta brzine.

Primer 4.1.2

Voda izlazi iz prekaca praveéi polje brzina: u = Upsin|[w (t — y/Vo), v =Voiw =0
gde su Uy, Vp i w konstante (prskaé osciluje u (z, y) ravni) [20]. a) Odrediti jednacinu
strujnice koja prolazi kroz koordinatni poéetak u vremenskim trenucima ¢; = 0 i
to = 7/2w. b) Odrediti jednac¢inu trajektorije za iste vremenske trenutke. ¢) Kako
izgleda emisiona linija za koordinatni pocetak?

a) Za dati raspored brzina moze se napisati jednacina strujnice (4.1):

dy v Vo

dr _ u Upsin [w (t — y/Vo)]

Razdvajanjem varijabli, dobija se integralna jednacina za bilo koji trenutak ¢:

Vo [dw=Uy [sinlu(t-y/Vo)ldy
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Uvodeéi smenu w (t — y/Vo) = ¢ dobija se refenje integralne jednadine:

VE)ZE-I-CZUOECOS {w( —lﬂ
w Vo

Za trenutak t; = 0 u koordinatnom poc¢etku £ = y = 0 vrednost konstante je
C = Uy Vp/w pa je jednaéina strujnice:
s

:vzﬁ {cos<ﬂ> —1} za t=1t1 =0
Strujrica

w Vo
z& To=nldn

. Strujnic:
U trenutku ¢ = w/2w vrednost konstante je FrnicA

C = 0 pa se sredivanjem jednacina strujnice
svodi na:

Uo wy | o
= —§j —_— t =1t = 2 - el o] “ﬂl:"' —
g = —"sin ( Ve za 9 =7/2w .1;‘[&:'

Na slici su prikazane dve strujnice, za izabrane vremenske trenutke ¢; i t5. Linije
su razli¢ite jer je strujanje neustaljeno. Na primer, brzina u koordinatnom trenutku
je u trenutku ¢; jednaka u = 0,v = Vp, dok je u trenutku t2 brzina u = Uy, v = V.

b) Iz uslova da su brzine v = dz/dt i v = dy/dt, za poznat raspored brzina se
mogu odrediti trajektorije:

dz . Y dy
- = t = _ =
G =thsn ( VOH at ~ "0

Drugi izraz dy/dt se moZe integrisati jer je Vo konstanta, pa se dobija: y = Vot+Ch.
Ako se y zameni u prvom izrazu dobija se:

dz _ . .  Wt+Cin | o (wCiy
E—Uomn{w(t 7 H— Uosm( 7 )-Const.

Integracijom se dobija z komponenta trajektorije:

) C
T=— {Uosm(wVOl>} t+ C,

Konstante se odreduju za date poletne uslove. Za sluc¢aj t; = 0 i za koordinatni
poéetak (x =y = 0) njihova vrednost je C1 = C2 = 0 pa je jednaéina trajektorije
prava linija y = Vpt. Za drugi sluéaj t = 7 /2w vrednosti konstanti su C; =
—Vy/2w i Cy = —nly/2w pa je jednaéina trajektorije data sa:

s s ¥ T
s=Up(t-o—) i y=Vol(t-o—) ’
T v=ro ! ! ! o v
e e s e " .. } . [rajektori] /
Eliminisuéi ¢ iz jednacina njihovim deljenjem, | o= M
dobija se jednacina trajektorije: — 2
za to=nlew | /T
Vo >
-y mEnANEN
e
Iz jednacine trajektorije sledi da su to prave el
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linije koje se zrakasto &ire iz koordinatnog pocetka. Na slici su prikazane trajektorije
za dva deli¢a: jednog koji je bio u koordinatnom poéetku u trenutku ¢; a drugog u
trenutku t5. Trajektorije i strujnice se ne poklapaju, jer je strujanje neustaljeno.

c¢) Emisiona linija u trenutku t = t3 se do- ~
bija spajanjem svih deliéa koji su prosli kroz ko-
ordinatni poéetak. Svi deliéi putuju duz trajek-
torija koje su prave linije pod nagibom +V;/Uj.
U zavisnosti od trenutka t < t3 kada su deliéi
proéli kroz koordinatni podetak, trajektorije i
udaljenja su razliciti. Kad bi se kontinualno
ubrizgavao traser u fluidnu struju u koordinat-
nom podcetku, linija koja bi se videla bi izgledala
kao prikazana emisiona linija. Sliéna emisiona

linija se dobija kada se prska¢ creva za zalivanje trave oscilatorno pomera.

4.1.8 Protok fluida i srednja brzina

Posmatra se zapremina ¥ ograni¢ena povréinom A. Iz te povréine A, kroz
elementarnu povrsinu dA izlazi fluid koji sa sobom nosi neku karakteristi¢nu
velicinu. Ta veli¢dina moze biti zapremina, masa, koli¢ina kretanja ili neka
druga karakteristika.

Na slici 4.8 je prikazano kako kroz dA istice zapremina d¥. U jedinici
vremena je isteklo d¥V = d¢ dA, gde je £ normala na povrs dA, pa je protok
zapremine:

vV _dedA

dQ = =~ =
¢ dt dt

='U,£ dA

jer je d¢/dt = u¢. Brzina u¢ je kompo-
nenta vektora brzine #, na mestu dA, u
pravcu £ i jednaka je skalarnom proiz-
vodu vektora brzine i orta posmatrane
elementarne povrsine dA:

- -
Us =U-7

Rezultat skalarnog proizvoda dva vektora
i - 7 je skalar, jednak zbiru proizvoda
odgovarajuéih komponenata tih vektora:

Slika 4.8: Zapremina koja istice
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U radu sa vektorima, ¢esto je zgodnije pravac vektora obelezavati indek-

som? i, gde je i = z,y, z ili opétije i = 1,2,3. Ako se usvoji pravilo da u

jednom monomu mogu da se ponove isti indeksi i da tada oni oznacavaju
trinom koji je zbir monoma za sva tri koordinatna pravca, tada se skalarni
proizvod moze napisati kao:

U -1 =umn; =uy X nq+uz X no +ug X ng
Elementarni protok zapremine kroz dA dat jednacinom (4.2) je:
d@ = u;n; dA

dok je ukupni protok suma elementarnih protoka po celoj povrsini A:
A A

Iz jednadina (4.2) i (4.3) se vidi da je protok pozitivan kada fluid istice,
napusta posmotranu zepreminu. UKoliko se zapremina dV, koja istice kroz
dA, u jednaéini (4.2), pomnozi sa gustinom, pd¥, dobija se isticanje elemen-
tarne mase. Ukupan protok mase kroz povrginu A je tada:

Qm = /A puin; dA (4.4)

Uopsteno, moze se napisati protok
bilo koje velicine B koja je po jedinici

R . Al zapremine jednaka ¢ kao:

Q o ' :

r[—::r _ | ui{xz @B = /Awumi dA (4.5)

\\_ j-'ll Y= odnosno, veli¢ine B koja je po jedinici

"l mase jednaka b kao:

Slika 4.9: StV&I‘I.li raspf)red t?rzina Qg = / obun; dA (4.6)
u preseku u(z2) i srednja brzina V A
koja se cesto koristi kao reprezenta- Ako se izuéava kretanje fluida kroz
tivna profilska brzina konacni presek A, po pravilu brzine u

preseku nisu konstantne (na primer,
na slici 4.9 je prikazano tecenje fluida kroz kruznu cev, gde se brzine menjaju
od nule uz sam zid cevi do maksimalne vrednosti u centru cevi). U veéini
prakti¢nih zadataka promenljivost brzine po preseku u(x) nije interesantna,

9Detaljniji prikaz obelezavanja skalarnih, vektorskih i tenzorskih velidina se moze naéi

u poglavlju 15 knjige Mehanika fluida, osnove G. Hajdin, 1977-2002 [9].
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veé nam je dovoljna jedna brzina V, koja bi bila konstantna po presekul.
Ta brzina se naziva srednja profilske brzine i dobija se iz uslovada je V x A
jednako zapreminskom protoku kroz cev (jednaéina (4.3)):

Vxd= [ w@)dd = v=9 (47)
A A

Samo u malom broju zadataka, kada se u izrazu pojave trenutne brzine
uw(z) na drugi ili treéi stepen i kada se zeli postiéi veéa tatnost proratuna,
uvode se korekcioni faktori: Businesov faktor 5 (poglavlje 4.5.5 Resenje in-
tegralne jednadine odrianja kolidine kretanje za ustaljeno teéenje homogenog
fluida u cevi, strana 150) i Koriolisov faktor o (poglavlje 4.6.3 Resenge inte-
grodne jednadine odrZanjo energije za ustaljeno tedenje homogenog flurda u

cevi, strana 165).

Primer 4.1.3

U ustaljenom ravanskom strujanju izmedju dve paralelne nepokretne ploce, koje su
na medusobnom rastojanju h, raspored brzina je dat sa:

h

2

$3—%

’U,1=U0 1- ’U,2=’U,3=O Za O§$3§h
2

Za razmak izmedju ploéa od h =1 ¢m i protok za jedan metar &irine fluidne struje

B=1mod @ =6 dm3/s (0 < z, < 1), kolika je vrednost konstante Uy?

Protok izmedu dve ploce je dat integralom:

h
Q:/udAz/ uyBdrs gdeje B=1m
A 0

Ako se zameni raspored brzina u; u integralu, gde su B i Uy konstante, dobija se:

h _RmN? h hyo 2
Q = B/ Uo 1-— 37372 d£173 = BUO/ d£173 - BUO / <1173—h/2> d£173
0 5 0 0 h/2
4 (b, h? 4h 2
Q = BhUy — BUOﬁ/(; <£B3 — hxs + Z) dxs = BhUy — BUoﬁE = §BhUo

Za date podatke, vrednost konstante Uj je:
3@  3x0,006
" 2Bh 2x1x0,01

Uo = 0,9 IIl/S

10U poglavlju 4.1.1 Materijalni delié, struganje realnog ¢ idealnog fluida je kao primer
razlike strujanja realnog i idealnog fluida uprave uzeto strujanje kroz cev.
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4.2 Metode opisivanja kretanja fluida
U opisivanju strujnog polja, moguca su dva razlic¢ita pristupa:

Sistemski pristup Trazi se resenje bez sagledavanja &ta se dogada unutar
sistemall. To je mogude uraditi na dva naéina:

1. Posmatra se inercijalm}l2 sistem sa konstantnom masom. Pristup
je uobic¢ajen u klasi¢noj mehanici, gde se izucava kretanje krutih
tela. Svi klasiéni zakoni kretanja (I i II Njutnov zakon, termo-
dinamic¢ki zakon) vaZze za sistem sa konstantnom masom. Kod
fluida, jednacéinama se opisuje kretanje jednog deli¢a konstantne
mase dm = p dV.

2. Posmatra se inercijalni sistem sa konstantnom zapreminom (ili
sa kontrolnom zapreminom). Zgodniji pristup za analizu kretanja
fluida jer se ne prati kretanje jednog (odredenog) deliéa veé se
posmatra jedna konstantna zapremina, koja se kroz vreme ne
pomera, a kroz koju prolaze fluidni deliéi (slika 4.11 na strani 103).
Jednadinama se prati samo ukupni bilans neke od veli¢ina unutar
zapremine (promena veli¢ine u zapremini kroz vreme, protok kroz
granicu zapremine i “proizvodnja” te veli¢ine unutar zapremine
moraju biti u ravnotezi) dok sama prostorna raspodela te veli¢ine
unutar zapremine nije bitna. Jednacine su dosta jednostavnije od
onih koje prate kretanje delic¢a, ali je neophodno klasiéne zakone
kretanja prevesti iz oblika za konstantnu masu u oblik za kon-
stantnu zapreminu.

Sistemi sa konstantnom zapreminom se nekada nazivaju i otvo-
rent sistemi. Po definiciji, sistemski pristup zahteva pracenje uvek
istih atoma ili fluidnih deli¢a. Kod kontrolne zapremine to nije
slucaj, jer jedni fluidni deli¢i napustaju posmatranu zapreminu
dok drugi ulaze u nju. Medutim, svi fluidni deli¢i kontinualno
prolaze kroz posmatranu zapreminu jer nema “rupa’” u fluidnom
polju, a fizicka svojstva (osobine) im se kontinualno menjaju:
nema skokovite, nagle promene neke od osobina (gustine, pritiska,
temperature i sli¢no).

1Prema jednoj od definicija, sistem je zbir &estica istih svojstava (uvek isti atomi ili
fluidni deliéi) koje mogu da se kreéu, teku 1 stupaju u interakeiju sa okolinom.

20snovna osobina inercijalnih sistema je da je u odnosu na njih prostor homogen i
izotropan a vreme homogeno.
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Zadatak inzZenjera gradevine se uglavnom svodi na prora¢un ukupne
sile na objekat (ventil na cevovodu, zgradu), usled opstrujavanja flui-
da, bez zalazenja u detalje (8ta se dogada sa fluidnim deliéem dok se
provlaci kroz poluotvoreni ventil ili kroz neciju sobu). Zbog toga ée se
u ovoj knjizi uglavnom koristiti sistem sa konstantnom zapreminom.
U sledetem poglavlju, prvo ¢e biti izvedene jednacine koje povezuju
konstantnu masu i konstantnu zapreminu, a u nastavku, na osnovu tih
jednacina, biée izvedeni osnovni zakoni odrzanja.

Jednacine koje se dobijaju sistemskim pristupom se najéedée refavaju
u integralnom obliku, jer se posmatra cela masa odnosno kontrolna
zapremina. Za ovakve jednacine se Cesto kaze da su konzervativne, jer
bilans posmatrane veliéine u celokuproj posmatranoj zapremint mora
biti uvek zadovoljen. Uz dopunske pretpostavke o ustaljenom strujanju
homogenog i idealnog fluida, jednacine se svode na obicne algebarske
jednacine.

Analiza strujnog polja Proucava se kretanje delica u svakoj tacki koor-

dinatnog sistema. Moguéa su dva pristupa u pracenju deliéa:

o n |

Slika 4.10: Ojlerov pristup: prate se promene u jednoj tacki polja (levo); La-
granzeov pristup: prate se promene koje se dogadaju jednom deliéu (desno)

1. Ojlerov!3 pristup: manje detaljan pristup gde se posmatraju pa-
rametrt polja kroz vreme, aolt u fiksnoj tack: prostora. Ne zna se

13Leonhard Euler (1707 - 1783) $vajcarski matematifar koji je dao znatan doprinos

Njutnovskoj mehanici formuliguéi jednagine kretanja idealnog fluida i évrstih tela. Bio je
dak Jakoba Bernulija a dobar prijatelj sa Danijelom Bernulijem. Zbog bolesti je izgubio
vid prvo na jednom, pa zatim i na drugom oku, ali to ga nije sprefilo da nastavi svoj

izuzetan rad.
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tac¢no koji je deli¢ unutar posmatrane tacke, jer jedan deli¢ na-
pusti tacku, a drugi dolazi na njegovo mesto (levi deo slike 4.10,
posmatra se trenutno delié¢ A, koji ée otiéi, a na njegovo mesto ée
doéi delié¢ B).

2. Lagranzeov'?® pristup: najdetaljniji na¢in izuéavanja fluidne struje,
gde se prat: svak: delié pojedinaino @ karakteristike poljo vezane
uz taj delié (na slici 4.10 desno, prati se delié¢ A). Ovaj pristup je
najkomplikovaniji ali i daje potpuni uvid u strujno polje.

U analizi strujnog polja se polazi od jednacina za fluidni deli¢ i one
se najcesdce resavaju u diferencijalnom obliku. Jednacine nisu konzer-
vativne, jer se posmatra samo jedan deli¢, a bilans neke posmatrane
veli¢ine ée biti zadovoljen na nivou celokupne zapremine. Kod neustal-
jenog strujanja homogenih ili nehomogenih fluida, do resenja jednacina
se uglavnom dolazi numeric¢kim putem, pribliznim metodama.

Bez obzira da li se radi na nivou sistema ili na nivou deli¢a u strujnom
polju, jednacine koje se dobijaju su, u opstem slucaju, analiticki neresive. Da
bi se resile, neophodno je uvesti odredena uproséenja, koja su opravdana u
konkretnom zadatku. Moze se reéi, u stvari, da je predmet mehanike fluida
razvo] matematickih metoda za reSavenge opstih jednadina mehanike kao @
vrste upro§éavanga, kojo se moreju primentti da bt jednadine bile resive.

4.3 Koncept kontrolne zapremine

Osnovni zakoni odrzanja koji se primenjuju u klasi¢noj mehanici, kao sto
su zakoni odrzanje mase, Njutnovi zakoni i zakoni termodinamike, odnose
se na sisteme sa konstantnom masom. U izucéavanju fluida, zgodnije je pos-
matrati fiksnu, konstantnu zapreminu, koja se ne pomera kroz vreme i kroz
koju protice fluid. Pri tome, potrebno je uspostaviti vezu izmedu sistema sa
konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom!®, kako bi mogle

4 Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) smatra se francuskim matematifarem 1 as-
tronomom, mada je roden u Torinu, Italija. I pored toga $to je u matematickom obrazo-
vanju bio samouk, ved sa 19 godina postaje profesor matematike na Kraljevsko] Artiljeri-
jskoj gkoli u Torimu. Objavljuje, pod nadzorom Ojlera, radun verovatnode, bavi se teorijom
oscilacija Zica, gde koristi diskretni model masa i refava sisteme od (n + 1) diferencijalnih
jednacina. Analizirao je reSavanje diferencijalnih jednaéina u oblasti mehanike fluida, ali i
u oblasti astronomije. Za svoje zasluge u oblasti matematike je dobio 1808. od Napoleona
orden Legije &asti.

15U literaturi se prelazak sa sistema koji posmatra masu na sistem koji posmatra zapre-
mimu, ili region, éesto naziva Rejnoldsova transportna teorema.
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da. se iskoriste osnovne jednadine odrzanja na fluid u posmatranoj zapremini.

U nastavku ¢e se prvo uspostaviti veza izmedu konstantne mase i za-
premine, odakle ¢e se dobiti opsti tzraz za promenu neke karckieristiéne
velidine vezane uz masu (kojo se pomera), posmatranjem nepokretne za-
premine. Uvedée se pojam materijalnog izvoda, koji se odnosi na kretanje
odredenog fluidnog deli¢a, kao i pojam brzine deformacije fluidnog delica.
Kako materijalni izvod prati promenu deli¢a, odnosno odredene mase flu-
ida koja se krece kroz prostor, da bi zadrzali koncept korigéenja nepokretne
konstantne zapremine, na kraju ce se uspostaviti veza izmedu materijalnog
izvoda i konstantne zapremine.

4.3.1 Prelazak sa konstantne mase na konstantnu zapreminu

Posmatra se odredeni inercijalni sistem mase m. Velicina B je neka
karokteristiéne velidina tog sistema (masa, impuls mase ili energija). Kako
je maga mera inercije sistema, uvodi se veli¢ina b koja je jednaka veli¢ini B
po jedinici mase'®, tako da je:

B =bm

Ako se posmatra deo flu-
'+ | idne struje, masa fluidnog de-
lica je dm = p dV, a vred-
nost karakteristicne veli¢ine
deli¢a je dB = b dm. Sumi-
ranjem vrednosti karakteristi-
¢ne veli¢ine po celokupnoj po-
smatranoj masi fluida, dobija
se:

B= /V ob d¥ (4.8)

Na slici 4.11, prikazana je ko-
Slika, 4.11: Konstantna masa se nalazila u nac¢na masa fluida sa karak-
posmatranoj zapremini u trenutku (¢) da bi teristicnom veli¢inom B. U
deo te mase napustio zapreminu u (¢ + At)  trenutku ¢, vrednost karak-
terigticne velic¢ine je Bowy, a

161 nekim knjigama se kao karakteristika inercijalnog sistema uvodi veliina & i veli&ina
¢ jednaka ® po jedinici zapremine. Prema ovde usvojenim oznakama vaze sledeée relacije:

®=B,¢=pbi®=[¢d¥
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kada se posle nekog malog vremena At konaéna masa pomeri u novi polozaj,
uz postovanje osnovnih zakona odrzanja klasi¢éne mehanike, vrednost karak-
teristicne velic¢ine ce biti Bops+.

Koncept konstantne zapremine zahteva pracienje promene karakteristicne
veltdine B unutar zapremine koju je konaina masa zouzimeale u trenutku t.
Ako se sa CV oznadi ta zapremina, tada je Beoy vrednost karakteristi¢ne
velicine u trenutku t a Boy+ u trenutku t + At. Sa slike 4.11, vidi se da
mora biti ispunjen uslov:

B u trenutku t = Bopy = Bow (4.9)

U trenutku ¢ + At, kada se posmatrana masa pomeri, vrednost njene karak-
teristi¢ne veli¢ine je:

B u trenutku t + At = Bops+ = Boy+ + Brzr — BuL

gde su Brzy i Byy koli¢ine karakteristi¢ne veli¢ine koje za vreme At napuste
ili udu u konstantnu zapreminu. Promena karakteristicne veli¢ine u vremenu
je, uz zamenu Bc)s sa Beys na osnovu jednaéine (4.9):

AB _ Beoy+ — Beum _ Bey+ — Bey n Brzr — By

At At At At
AB _ ABoy + Brzr — Bur
At At At

Smanjenjem vremenskog koraka sa At na dt, dobija se veza izmedu sis-
tema sa konstantnom masom i sistema sa konstantnom zapreminom (Re-
jnoldsova transportna teorema):

dB _ dBcy + lim Brzr — BuL
dt dt At—0 At

Izvod po vremenu dB/dt je promena bilo koje osobine sistema sa konstant-
nom masom, dBgy-/dt je promena te osobine unutar kontrolne zapremine, a
zadnji ¢lan je ukupno izasla karakteristi¢na veli¢ina kroz konturu konstantne
zapremine. Koristeéi (4.8) prethodna jednatina se moze napisati u slededem

obliku:

d _d . Brzr — BuL
dt /V‘Ob V=5 /cvpdeJr Am A

pri cemu se granica prvog integrala pomera sa pomeranjem posmatrane mase,
a granica drugog integrala je nepokretna (sa desne strane jednakosti). Kako
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je granica nepokretna, nije funkcija vremena pa se izvod po vremenu moze
uvuéi unutar drugog integrala:

i Brzr — BuL
dt ot / bdv= / dV+ At—>0 At (4.10)

Zadnji ¢lan jednacine predstavlja protok karakteristi¢ne velicine B kroz
granicu konstantne zapremine (izlaz - ulaz). U poglavlju 4.1.8 Protok flu-
ida i srednja brzina je pokazano da je protok velicine B kroz povréinu A
(jednacina (4.6)) jednak:

Qp= [ pbun;dA
CA

Da bi se naglasilo da je granica integracije konstantna, da se ne pomera kroz
vreme, umesto integracije po A u izrazu se pise integracija po CA.

Sredivanjem jednacine (4.10), dobija se traZena veza izmedu promene
velicine B za sistem sa konstantnom masom i za sistem sa konstantnom
zapreminom, koji ée se koristiti u daljim izvodenjima:

dB O(pb
E_/CV 5t dV—l—/ pbun; dA (4.11)

Prvi, zapreminsgki integral, predstavlja lokalnu promenu velicine B kroz
vreme, unutar fiksne kontrolne zapremine (CV¥), a drugi, povrsinski integral,
protok veli¢ine B kroz povrginu (CA), omota¢ fiksne kontrolne zapremine.

Primer 4.3.1

U sudu konstantne zapremine se pod pritiskom nalazi fluid. U pocetnom trenutku
t = 0 sud je zatvoren. U trenutku ¢ = 0 4+ dt¢ naglo se ovori ventil i fluid pocne da
isti¢e. Napisati izraz za promenu mase fluida u sudu kada se otvori ventil?

e
— 2
) S
¥
O

Na slici je, sa leve strane, prikazan sud sa zatvorenim ventilom, se celokupnom
masom Huida unutar suda, dok je sa desne strane prikazan trenutak kada se otvori
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ventil 1 kada fluid po¢ne da izlazi iz suda. Posmatra se masa fluida, pa je karakter-
istiéna veli¢éina B = m a njena vrednost po jedinici mase b = 1. Jednaéina (4.11)
se svodi na:

Sp /
@ oot

Prema osnovnom zakonu mehanike, masa sistema je nepromenljiva, pa je leva
strana jednacine nula. Ako se pretpostavi da je fluid homogen, parcijalni izvod po
vremenu sa desne strane jednafine mozZe da izade ispred integrala, jer je gustina
samo funkcija vremena, a ne i prostora.

Poslednji ¢lan jednaéine je protok mase kroz konturu, u trenutku kada se otvori
ventil. Ako se sa A; oznaéi proticajna povrsina, a brzina kojom fluid napusta sud
sa V1, tada je protok mase (+pV;Ap). Prethodna jednaéina se svodi na:

d

=— %
0= /CVpdV—I—,O Ay

Integral [,y p d¥ je jednak masi fluida koja je ostala u sudu mess, pa se dobija
finalna jednaéina:

d
—_ = — oV
n (mcv) P 1A1

odnosno, smanjenje mase fluida u sudu je jednako masi fluida, koja izade iz suda u
jedinici vremena.

Povrainski integral iz jednacine (4.11) se, na osnovu Gausovel” teoreme,
mo#e pretvoriti u zapreminski integrall®:

/ phugn; dA = {a(p bug) | Opbuy) | Opbuz) ] gy (4.12)
CA cv|l Oz Oy 0z

Korigéenjem udvojenog indeksa i (notacija koja ée se koristiti u ovoj knjizi) ili
operatora gradijenta nabla V, sumiranje parcijalnih izvoda po koordinatnim
pravcima (4.12) se moze prikazati kompaktnije:

bu; -
pbaugn; dA = a(g 4 gy [ (b)) av (4.13)
CA Ccv T cv

17 Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) je poznati nemacki matematifar koji je dao
veliki doprinos fundamentalnoj algebri, teoriji brojeva, teoriji diferencijalnih jednaéina,
teorijskoj astronomiji, hipergeometrijskim funkcijama i neeuklidskoj geometriji. Zajedno
sa Veberom je radio na otkri¢u Kirhohovih pravila kao i na uspostavljanju svetske mreze
za merenje Zemljinog magnetizma.

8Detaljno izvodenje se moze naéi u poglavlju 23 knjige Mehantka fluida, osnove G.
Hajdin, 1977-2002.
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Zamenom povriinskog intergrala zapreminskim u jednacini (4.11), do-
bija se izraz za promenu u vremenu karakteristicne veli¢cine B, vezane za
konstantnu masu, prilikom kretanja te mase, a posmatranjem konstantne,
nepokretne, zapremine:

dB _ O(pb) | O(pbus)
= —/CV{ o+ S av (4.14)

Prema principu odrzanja veli¢ine B, promena u vremenu dB/dt mora
biti jednaka nekoj drugoj veli¢ini §, koja se odnosi na celokupnu masu:

dB
=5 (4.15)

Na primer, ako je B masa, tada je S = 0, jer masa ne moze ni da se stvori ni
da nestane. Za koli¢inu kretanja B = mV, veli¢ina S je prema drugom Njut-

novom zakonu suma sila, koja izaziva promenu koli¢ine kretanja posmatrane
mase. Takode, prema prvom zakonu termodinamike, za unutragnju energiju
B = E, velicina S je jednaka razlici dovedene koli¢ine toplote i rada koji
sistem utrosi na okolna tela. U narednim poglavljima 4.4, 4.5 1 4.6, detaljno
ée se izuciti principi odrzanja posmatranjem konstantne zapremine fluida.

4.3.2 Pradenje kretanja materijalnog deli¢a

U opétem slucaju brzina fluidnog delica, kao i ostale veli¢ine koje su
vezane uz delié (gustina, pritisak, koncentracija zagadivata i sli¢no), su
funkcija i vremena i prostora ¢ = ¢(z,y, 2,t). U Mehanici fluida se &esto ko-
risti izvod veli¢ine ¢ po vremenu. Ako je u pitanju, na primer, koncentracija
dima u vazduhu C, taj izvod je moguée odrediti na tri nac¢ina. Prvi bi bio
da se postavi instrument za merenje koncentracije dima na odredeno, fiksno
mesto ida se kontinualno belezi koncentracija. Brzina promene koncentracije
je tada jednaka OC/08t, parcijalnom izvodu koncentracije po vremenu.

Druga moguénost je da se montira instrument na avion, koji ée leteti
nekom svojom trajektorijom a da instrument kontinualno meri koncentraciju
C. Instrument ce zabeleziti brzinu promene koncentracije u jednoj tacki, ali
i brzinu promene koncentracije po prostoru usled kretanja aviona:

dC _9C  3Cdw 0Cdy  0Cd:
dt Ot Oxdt Oydt Ozdt

Izvodi pomeranja aviona po vremenu su komponente njegove brzine uf,;‘, u;;‘
i uf pa se prethodni izraz moze napisati u obliku:
dC oC oC oC oC
= Lyl 4 L (4.16)

a ot T arm Tyt T
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Trec¢a moguénost je da se instrument postavi u balon i da se pusti da
vazdusna struja slobodno nosi balon. Promena koncentracije po vremenu je
slicna onome &to je zabelezeno i kada je instrument bio u avionu, sa tom
razlikom sto je sada balon pratio kretanje vazduha, pa se umesto brzine
aviona sada uzima brzina vazduha, odnosno brzina materijalnog delica:

Do _9C, 06C  9C L 8C ~_oC  oC
Dt ot  0r T oy ¥ 8T ot " ou

u; (4.17)

U jednaéini je za izvod po vremenu DC/Dt upotrebljeno veliko slovo da bi
se naglagilo da se radi o izvodu koji prati kretanje fluidnog deli¢a. Takav
izvod po vremenu se zove materijalni (supstancijalni) izvod, jer je vezan za
kretanje materijalne tacke.

Na slici 4.12, prikazan je jedan fluidni deli¢ u trenutku ¢, sa svojom
trajektorijom i strujnicom. Uz deli¢ se prati neka veli¢cina ¢. U sledecem
trenutku ¢+ dt¢, kad bi deli¢ mogao da se pomeri u bilo kom pravcu dz, pro-
mena veli¢ine ¢ bi bila dep/dt (4.16). Medutim, materijalni delié¢ moze samo
da nastavi po svojoj trajektorijii jedini mogudéi pravac njegovog kretanja je
Dzx. Izvod veli¢ine ¢ po vremenu je:

Dy 0Oy Op Op Op

= = Uy tuy Uy
Dt ot T 0z Yoy “0z

Izraz se moze napisati u notaciji sa Fail o keenier o ifomresr

indeksima, gde udvajanje indeksa pomerEa)E _

i oznacava tri sabirka, tako da se o i

dobija uopsteni oblik materijalnog | " = ;3'<i At Brzing

izvoda: i { M-T:H"'A
Dy Op Op £/ \
=" 4y 4.18 A e T L I
Dt at ’Lawz ( ) I._;__,r' X |"."'rr" 1 gl -

M #;’! pomerare

Ako je, na primer, veli¢ina ¢ kom-
ponenta brzine u pravcu y tada je ;
ubrzanje deliéa u tom praveu jed- | , - > Y
nako materijalnom izvodu: g

% . auy .auy Slika 4.12: Iz polozaja x;, deli¢ se u

Dt N E i sz

slede¢em trenutku ne moze pomeriti
za bilo koje diferencijalno pomeranje
odnosno, za bilo koji pravac i: dz; veé¢ samo za Dx;, duz svoje tra-

Du; Ou Au; (419) jektorije

Dt ~ ot "o,
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Indeks j, u prethodnoj jednacini, oznacava sumiranje tri ¢lana, dok in-
deks ¢ daje pravac vektora.

U jednacini (4.18) prvi sabirak predstavlja promenu veli¢ine ¢ kroz vreme,
dok se deli¢ nalazi u fiksnoj tacki pa se taj ¢lan ¢esto naziva lokalna kompo-
nenta izvoda. U lokalnom izvodu je fiksiran prostor, deli¢ se ne pomera vec
se samo gleda promena veli¢ine ¢ kroz vreme.

Drugi sabirak jednaéine (4.18) daje promenu veli¢ine ¢, koja je nastala
usled promene polozaja materijalnog deli¢a. Taj ¢lan se naziva konvektivna
komponenta izvoda. Kod konvektivne komponente je fiksirano vreme, a gleda
se kolika je promena veli¢ine ¢ po prostoru.

Primer 4.3.2

Iz rezervoara u kome se nivo vode postepeno smanjuje, izlazi horizontalna cev &iji
se precnik postepeno poveéava. U preseku 1 je pre¢nik cevi D; = 0,15 m a u
preseku 2, koji se nalazi 2 m nizovodno, preénik je Dy = 0,17 m. U trenutku
t, = 10 s u preseku 1 je izmerena brzina V* = 1,5 m/s a u trenutku ¢, = 15 s

brzina V¥ = 1,4 m/s. Koliki je materijalni izvod brzine V u preseku 1 u trenutku
ta?

Brzina u preseku 2 se moZe odrediti iz uslova nestisljivosti vode Q1 = @2,
odnosno, V1 A; = V5 Ay gde su A; i As povrdine poprecnih preseka cevi:

A /DN\? 015\ %
V2—V1A2—V1<D2> —V1<0’17) = 0,7785V4

Za vremenski trenutak ¢, brzina u preseku 2 je Vi = 1,1678 m/s (za trenutak t;
brzina Vi = 1,0899 m/s nije potrebna za proradun). Materijalni izvod brzine V u
preseku 1 i u trenutku ¢, je za date uslove:

DV oV 8V 14-15 _ _1,1678—15
=t V= +1,52———2

_ 2
Di — ot +V81: = 15-10 ) 5 = —0,269 m/s

4.3.3 Brzina deformacije materijalnog delié¢a

Fluidni, materijalni deli¢ se kreée nekom svojom trajektorijom, brzinom
koja je, u opstem slucaju, promenljiva duz trajektorije i kroz vreme. Takvo
strujno polje je promenljivo po prostoru i vremenu. Ako se posmatra samo
jedan deli¢, velicine dzq X dzy X dzg, brzine njegovih temena Ce biti razlicite,
jer se nalaze u razli¢itim delovima strujnog polja. Za razliku od krutog
tela, fluidni deli¢ ée se deformisati tokom putovanja jer pored apsolutnog
pomeranja svih tacaka u fluidu, dolazi i do relativnog pomeranja: rastojanja
izmedu pojedinih tacaka se vremenom menjaju.
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Na slici 4.13 je prikazana samo jedna strana materijalnog delica, u ravni
x1, 2. Brzina donjeg levog temena u vremenskom trenutku ¢ je (ui,u2). U
istom tom trenutku, brzine ostalih temena su:

. Oou ou
¢ donje desno teme: (ul + —ldwl, ug + —2dw1>
Bwl awl
. Oou ou
¢ gornje levo teme: (ul + —ldwg, ug + —2dw2>
sz sz
. 0 0 0 0
¢ gornje desno teme: (ul + ﬂd.vlcl + ﬂdacz, ug + ﬂdxl + ﬂdm)
Bwl sz 8951 8952
- = o Zahvaljujuéirazlicitim br-
Al T S Thee e 2 zinama, materijalni delié¢ ée
A rOH [ ) u narednom vremenskom tre-
?. (e A g U nutku t4-dt da se deformise.
! | ! e e Od kvadratnog oblika dobiée
' H i :" oblik slican onom prikaza-
! L+ ‘[-._J { nom isprekidanom linijom na
(I slici 4.13.
] ‘:‘ % L Uy Brzina kojom se materi-
ax Xy | Jjalni deli¢ deformise zavisi

od veli¢ine deli¢a dz; 1 od
vremenskog inkrementa dt.
Ako se posmatra brzina de-
formacije u jedinici vremena i po jedinici duzine, ona se moze razdvojiti na
sledede komponente (slika 4.14): translaciju gde sva temena imaju istu brz-
inu, linearnu deformaciju gde stranice ostaju i dalje medusobno paralelne,
rotaciju gde deli¢ ostaje istog oblika i zapremine i ugaonu deformaciju gde

Slika 4.13: Komponente brzine fluidnog deli¢a
u x1, T2 ravni

dolazi do promena uglova u deliéu.

Linearna deformacija deli¢a je brzina izduzavanja stranica, odnosno, brz-
ina dilatacije. Na primer, za ravan (1,2) i stranicu dzo dxs, to bi bila brzina
Ou1/0xz1. Podto se istovremeno sve tri stranice pomeraju, moze se definisati
brzina zapreminske dilatacije kao brzina kojom se menja zapremina delica:

Bul + a’U,Q + BU3 . Buz
0x1 0o 3:173 B 0x;

Ako je fluid nestisljiv, brzine dilatacija stranica deliéa moraju biti takve da
ne dolazi do ukupne promene zapremine delica. Na osnovu toga, moze se

(4.20)

Wi =

napisati da je uslov za nestisljivost brzina zapreminske dilatacije nula:

wi; =0 za nestisljiv fluid (4.21)
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Slika 4.14: Brzina deformacije fluidnog delié¢a, u jedinici vremena i po je-
dinici duzine, se moze razdvojiti na jednostavnije komponente: translaciju,
linearnu deformaciju, rotaciju i ugaonu deformaciju

Brzina obrtanja stranica u ravni (1,2), odnosno, ugaone brzine kojima se
stranice obréu, su Quy/0x2 i Oug/0x1. U opstem slucaju se to moze napisati

kao:

6ui
6a; §

uz uslov ¢ #j (4.22)
Da bi se deli¢ rotirao bez deformisanja., potrebno je ispuniti uslov da su
rotacije u jednoj ravni iste, ali suprotnih znakova:

6ui . _6uj
8wj N 6951

za i#j (4.23)

U slozenom strujnom polju deli¢ se i rotira i deformise, pa se komponenta
rotacije moze odrediti preko brzine rotacije simetrale uglove. Za ravan (1,2)
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bi to bila brzina rotacije u smeru (3):

1 /0uy Oug
Q== —— — 4.24
T2 <3w1 3w2> (4.24)
dok je u opstem sluc¢aju brzina rotacije:
1 Ou;
Oy = —:ipo 4.25
k 261319 amz ( )

gde je simbol ¢;;;, permutacioni simbol. On ima vrednost +1 ako su indeksi
i,J, k u rastuéem smeru (1,2,3; 2,3,1; 3,1,2) odnosno za parnu permutaciju
skupa (1,2,3), vrednost -1 ako su indeksi u opadajuéem smeru (3,2,1; 2,1,3;
1,3,2) odnosno za neparnu permutaciju skupa (1,2,3) i za sve ostale slucajeve
vrednost nula.

Slika 4.15: Bezvrtlozno i vrtlozno kretanje fluidnog deliéa

Ukoliko u toku kretanja deli¢a ne dolazi do njegove rotacije, takvo kre-
tanje se zove bezvrtioZno kretanje. Odsustvo rotacije pokazuje da ne postoji
moment tangencijalnih napona, sto je uslov za ideclan fluid. Na slici 4.15 sa
leve strane je prikazan primer bezvrtloznog kretanja: mada dolazi do ugaone
deformacije, rotacija prave AB i CD su iste, samo u suprotnim smerovima,
pa je rotacija simetrale jednaka nuli. Sa desne strane je pokazano kako bi
izgledalo te¢enje realnog fluida, u kome postoji i rotacija.

Posto su u opsétem slucaju ugaone brzine za sve stranice razlicite, kao
mera ugaone brzine deformacije (4.22), ¢esto se koristi srednja vrednost
brzine promene pravog ugla (ili sklapanja koordinatnih osa), brzina klizanja.
Za ravan (1,2) bi to bilo:

I _1(31114_31@)
AN T
odnosno, u opstem slucaju, uz uslov i # j:

1 /0u; Ouj
wij = wji = 5 (awj + awi) (4.26)
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Prethodna jednacina se moze koristiti i za slu¢aj 4 = j, kada se dobijaju
brzine dilatacija.

lkuprna kbr=ina ija
e i t 11
| (it dud
= 1 = ——————— *
- ! T 3 1
1 Rt i
X |
\ : 5 ¢ | ik
{x \ . = i | Promens z2 preri
.1 #..n*"'"- [l | r'_' e
- g 1 O [
o ¥,
% & .
= - - JemaiEteorskg A
O ( B ol '
1 L=l 12 |
> r.1l : ki e | WWdoms ] P2 =l
[y i "
i — '_; o
{'\- :Ij I J_Il 1
[}
f i _l'.-.|.- |
i [ - '
J_.__.-r' = I__ I ||
(i

Slika 4.16: Podela brzine deformacije fluidnog deli¢a, u jedinici vremena i
po jedinici duzine, na sferni i devijatorski deo

Pored podele brzine deformacija na osnovne komponente (slika 4.14),
moguce je ukupnu deformaciju podeliti na deo koji menja zapreminu fluidnog
delié¢a, a ¢uva oblik, i na deo koji menja oblik deliéa (slika 4.16). Prvi deo
se zove sferni deo, a drugi devijatorski deo tenzora brzine deformacija:

wij = wi +wi (4.27)

Sferni deo brzine deformacija je skalar. Jednak je srednjoj vrednosti svih
brzina dilatacija, odnosno, jednoj treéini zapreminske dilatacije (4.20):

1 ou;
30x;

w =

Izraz se moze opstije napisati u (¢, j) notaciji koristeéi Kronekerov simbol 6;;
koji ima vrednost 6;; =1zai=j a ;; = 0za i # j:

sf 1 a’U,k

H=w= 93 5y (4.28)

w
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Devijatorski deo brzine deformacije jednak je zbiru brzine klizanja i ra-
zlici izmedu brzine dilatacije i sfernog dela brzine deformacija:

1{0u; Ou; Ou; 10u

d __ () ] () k

d — (1 _ §.:)= 5. | 228 27Tk

wm ( 1"7)2 (awj + 8w1> + " (Bwj 38wk>

Prvi sabirak postoji samo za slu¢aj razli¢itih indeksa (i # j) dok drugi
sabirak postoji za slu¢aj kada su indeksi isti (¢ = j). Spajanjem izraza u
jedinstven izraz, dobija se devijatorski deo brzine deformacije:

1/{0u Ou; 10u 1
g _ 1[0 T} m o e S 4.29
Wij 2 (awj + 8w1> o, Wi zg3wkk ( )

4.3.4 Veza materijalnog izvoda i kontrolne zapremine

Promena karakteristicne velicine B, vezane za celokupnu masu koja se
pomera, a na osnovu posmatranja elementarnih delica pb u konstantnoj za-
premini ¥, koja se ne pomera, je data jedna¢inom (4.14). Posto se prate ele-
mentarne mase deli¢a koji se kreéu, ukupna promena veli¢cine B mora imati
neku vezu i sa materijalnim izvodom (4.18) definisanim u poglavlju 4.3.2,
Pracenje kretanja materijalnog deliéa.

Clan sa leve strane jednagine (4.14) dB/dt, moze se napisati koristeéi
zamenu (4.8):

dB d d

gde je zamenjen redosled diferenciranja i integraljenja, jer je oblast inte-
gracije (¥) konstantna (C¥%). U dobijenom integralu sa desne strane se nalazi
izvod proizvoda (pb) x (d¥), nad kojim se moze primeniti pravilo diferenci-
ranja:

d d(pb) d(dv)

—[(pb dV)] = dvV b
3L(Pb) x (dV)] @ TP g
Poslednji ¢lan se moze pomnoziti sa dV/d¥, jer je zapremina dV razli¢ita od
nule, pa se dobija:

d(dv)
Sl < (@) = aw )y dt_ gy

d
Ovako napisan poslednji ¢lan izraza a(dV) /d¥ predstavlja brzinu promene

zapremine fluidnog deli¢a po jedinici zapremine deli¢a. Brzina kojom se



4.3. KONCEPT KONTROLNE ZAPREMINE 115

menja zapremina deliéa je jednaka brzini zapreminske dilatacije (4.20) -
(slika 4.14) pa se poslednji ¢lan moZe zameniti sa w;; = Ou;/0;:

d (pb) Buz
Sl x @)= |28+ 22 av

Polazna jednacina (4.14) zamenom dB/dt sa dobijenim izrazom, sada

postaje:
av= |
cv

fov

Integracija se obavlja po istoj, konstantnoj zapremini C¥ pa integrandi
moraju biti isti da bi jednacina bila uvek ispunjena. Diferenciranjem proiz-
voda u zadnjem desnom ¢lanu, jednacina (4.30) postaje:

Ou; _ 9(pb)

d(pb) _ Ou; | O(pb)
& 7= ot T8 T % g,

d(pb) +p auz

o(pb) O
dt 8:1:z +

po jedinici zapremine, jer je jednacina (4.30) podeljena sa d¥. Skradivanjem,
dobija se:

d(pb) _ O(pb) , =~ O(pb)
&~ ot %o

Veli¢ina pb je (masa po jedinici zapremine, odnosno, masa deliéajedini¢ne
zapremine) X (osobina koja se prati po jedinici mase) sistema sa konstantnom
masom (jednaéina (4.8) na strani 103). Posto se prati kretanje materijalnog
deliéa, izvod po vremenu d(pb)/dt je materijalni izvod, pa se moze napisati:

D(pb) _ 0(eb) , ,, 0(pb)

Dt at " hg;

(4.31)

Do iste jednacine je moglo da se dode dosta jednostavnije. Kako je
pb karakteristi¢na velicina nekog materijalnog deli¢a koji se krece brzinom
u;, izvod veli¢ine ¢ po vremenu je materijalni izvod. Zamenom ¢ = pb u
jednacini (4.18) direktno se dobija jednacina (4.31).

Izraz (4.31) se moze napisati i u drugadijem obliku. Clan 8(pb)/8t, lokalni
izvod karakteristi¢ne veli¢ine po vremenu se moze izraziti iz prethodne je-
dnacine:

O(pb) _ D(pb)  9(pb)
ot Dt " Ox;
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pa se moze staviti u polazni izraz (4.14). Ako se zadnji ¢lan jednaéine (4.14)

razvije kao izvod proizvoda, nakon skracivanja se dobija nesto drugaciji oblik
izraza (4.15):

dB D(pb) Ou; B
= —/CV{ o+ g V=S (4.32)

Kako je wy = Ou;/0x; brzina zapreminske dilatacije delia, poslednji ¢lan
se moze shvatiti kao promena unutragnje zalihe veli¢ine pb. Ceo izraz (4.32)
pokazuje da je promena kroz vreme velicine B, koja je vezana za ceo sistem,
(odnosno njen porast ili opadanje, ili proizvodnja i potrognja) jednaka sumi
svih promena te veli¢ine vezanih za elementarni deli¢ unutar nepomerljive
granice sistema 1 povecanju ili smanjenju zalihe.

4.4 Princip odrZzanja mase

U klasicnoj mehanici, kod sistema sa konstantnom masom, zakon konz-
ervacije ili odrzanja mase je po definiciji ispunjen, pa se o njemu i ne gov-
ori. U izucavanju fluida, gde se koristi sistem sa konstantnom zapreminom,
masa se mora ekspicitno odrzavati konstantnom, odnosno, mora se eksplic-
itno obezbediti konzervativnost mase. U nastavku ée se prvo dati osnovna
jednacina u opstem slucaju, a zatim c¢e se jednacina uprostiti za ustaljeno
strujanje homogenog fluida. Na kraju ée se dati primer za tecenje u cevi.

4.4.1 Jednadina odrzanja mase

Ako se u prethodno izvedenim jednadinama. koje se odnose na kontrolnu,
konstantnu zapreminu, stavi da je veli¢ina B ukupna masa sistema, tada
je b masa po jedinici mase, odnosno jedinica (b = 1). Iz osnovnog principa
odrzanja mase!® sledi da je brzina promene konstantne mase nula d B /dt =0,
pa jednaéina (4.11) postaje:

dp

/CvadV-l— /CA pumn; dA =0 (4.33)

Napisana jednacina pokazuje da je povecéanje mase u posmatranoj zapremini,
plus razlika protoka mase kroz konturu (izlaz - ulaz), jednako nuli. Ili, da
je povecanje mase zapremine ¥ jednako razlici ulaza i izlaza protoka mase

19Princip klasiéne mehanike, da je masa nepromenljiva, i nije bag tafan. U nuklearnim
reakcijama se masa moze pretvoriti u energiju. Medutim, ¢ak i u nuklearnim reaktorima,
masa koja se “unisti” je zanemarljivoe mala.
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kroz konturu. Ista jednacina se mozZe napisati i u integralnom obliku, po
konstantnoj zapremini (jednaéina (4.14)):

/ {@ + 9(pus)
cv | Ot ox;

Napisane dve jednaécine (4.33) i (4.34) predstavljaju jednadinu odrianje
mase u konaénoj zapremint ¥ ograniéenoj povriinom A. Jednatina odrzanja

d¥F =0 (4.34)

mase se cesto naziva jos i jednadina kontinuitete ili jednacdina nepromenljivosts
mase.

Kontrolna zapremina CV moze obuhvatiti bilo koje granice integracije.
Da bi se zadovoljila prethodna jednaéina (4.34), neophodno je da integrand
u svakoj tacki prostora bude nula. Iz tog uslova se dobija jednadina odrianja
za elementarnu masu:

dp | O(pui)

—+—F—-=0 4.35
koja vazi u bilo kojoj tacki prostora CV¥. Prvi sabirak jednacine predstavlja
promenu mase u jedinici vremena unutar konstantne zapremine, dok drugi
sabirak kaze da, ako postoji promena mase, ona mora biti jednaka protoku
mase kroz granicu te zapremine. Sa desne strane jednadine stoji nula, jer
produkcija mase nije mogucda.

Ako se u jednaéini (4.35) drugi sabirak diferencira, dobija se:

Op Ou; dp

-+ + u; =

ot ‘Oawi ’ ox;
Prvii treéi ¢lan jednacine predstavljaju lokalni i konvektivni ¢lan materijal-
nog izvoda gustine (ako se u jednaéinu (4.18) stavi ¢ = p), pa se prethodna
jednacina moze napisati i u obliku:

Dp Ou;

Dp
Dt + pawi =0 odnosno Dt + pwy =0 (4.36)

0

Prvi sabirak predstavlja promenu (povecanje) gustine jednog deli¢a u jedinici
vremena, a drugi ¢lan ekspanziju deli¢a usled poveéanja gustine, jer pozitivna
vrednost brzine zapreminske dilatacije w;; (izraz (4.20) na strani 110) znaéi
da se deli¢ povecava.

Do iste jednacine odrzanja elementarne mase se moglo doéi i na os-
novu izraza (4.32), zamenom b = 1, postavljanjem uslova da je proizvod-
nja/potrognja mase nula § = 0, deljenjem izraza sa elementarnom zapremi-
nom d¥ i postavljanjem uslova da integrand mora biti nula u svakoj tacki
prostora.
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Primer 4.4.1

U posmatranoj tacki fluidnog prostora, u trenutku ¢o gustina delié¢a stigljivog fluida
iznosi p = 1050 kg/m3, a brzine dilatacija u pravcima 2 i 3 su duy /9z = 0,05 871
i Ouz/0r3 = —0,02 s™!. Gustina se kroz vreme menja. U trenutku t, vrednost
materijalnog izvoda gustine je Dp/Dt = —42 kgm—3s~ . Kolika je vrednost brzine
dilatacije u pravcu z; u trenutku ¢y,?

Na osnovu jednacine odrzanja mase (4.36) napisane za pravce 1, 2 13, u trenutku
t = 0 mora biti ispunjen uslov:

) — _42+ 1050 <% 40,05 — 0,02) =0
3:171

Dp Ou; Oug Ous
Dt P (3:171 * Oxo * Oxs3

Sredivanjem po nepoznatoj brzini dilatacije u pravcu x; dobija se:

6’(1,1 . 1
5oy 0,01s

4.4.2 Ustaljeno strujanje nehomogenog i homogenog fluida

Uslov ustaljenosti strujanja znaé¢i da je u jednacini odrzanja mase (4.35)
lokalna komponenta promene gustine nula 9p/d¢ = 0 pa se jednaéina svodi
na:

(o) = 0 (437

U integralnom obliku jednaéina odrzanja mase (4.33) se svodi na:

/puinidA=0 = QEu=0
CA

odnosno, na uslov da je protok mase (4.4) (strana 98) kroz granicu nula.

Primer 4.4.2

U rezervoar za pravljenje smese ustaljeno dotic¢u voda (p; = 1000 kg/m?3) protokom
@1 = 0,2 m3/s i hemikalija X specifiéne tezine v2 = 7500 N/m? kroz cev preseka
Ay = 0,05 m? i brzinom V, = 4 m/s. Iz rezervoara izlazi smefa &ija je gustina
ps = 940 kg/m?>. Koliki su maseni Q,, i zapreminski Q3 protoci smese?
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U jednacini (4.33) zbog ustaljenog stru-

janja je prvi sabirak nula, pa ostaje samo L ""E
drugi sabirak: ,.is.II —=
5 < Qib |
. | |
/ puinidA Liny M) s > <
CA 3

koji se svodi na tri masena protoka (uz pret-
postavku da je brzina u = V konstantna po
preéniku cevi):

_Qpl - QPz + QPs =0

Maseni protok kroz izlaznu cev je:

Qes = p1Q1 + —VzAz = 1000 x 0,2 + ';523 4 x 0,05 = 352,9 kg/s
Volumetrijski protok se dobije deljenjem masenog sa gustinom fluida:
_ st 352,9 3
Qs = o 910 =0,375 m"/s

Interesantno je proveriti u prethodnom primeru da li su volumetrijski
protoci u ravnotezi, odnosno da li je ispunjeno > Q; = 0:

RQ1=02; Q2=VA,=0,2; Q3=037 = 0,2+0,2>0,375

Rezultat pokazuje da u rezervoar dotice vise vode i hemikalije X nego sto
istice rastvora. Ovo je moguée kod fluida koji ne ¢ine idealan rastvor, pa se
oni izmesaju na nivou atoma: molekuli jednog fluida se uvuku u molekule
drugog fluida. Zbog toga je konzervacija mase fundamentalni zakon prirode,
a ne konzervacija zapremine. Volumetrijski protoci bi bili u ravnotezi samo
kod fluida sa istom gustinom ili fluida koji ¢ine idealan rastvor.

Ako se pored uslova o ustaljenosti tecenja postavi i uslov da je fluid
homogen, konstantne gustine?® p = Const, gustina se moze izvuéi ispred
diferencijala pa se jednaéina odrzanja mase (4.37) svodi na uslov da je zbir
brzina dilatacija u sva tri koordinatna pravca jednak nuli:

pami =0 = sz

20pojam homogen je definisan u poglavlju 4.1.2, Stisljiv ¢ nestislity, homogen i neho-
mogen fuid. Ovde se jof jednom naglafava da homogen nije isto §to i nesti§lgie: nestisljiv
fluid moze menjati gustinu pod uticajem temperature ili rastvorenih materija. Promena

koncentracije rastvorene soli u vodi, na primer, menja gustinu i po prostoru i kroz vreme,
iako je voda nestigljiva.

=wy; =0 (4.38)
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gde je w;; brzina zapreminske dilatacije deliéa (4.21). U integralnom obliku
jednacina odrzanja mase se svodi na:

/ un; dA=0 = QZO
CA

odnosno, na uslov da je protok zapremine (4.3) (strana 98) kroz granicu
posmatrane zapremine jednak nuli.

Primer 4.4.3
Za ustaljeno strujanje homogenog fluida dat je raspored brzinas:

2 + 2 w=UL———  u,=0

=Uo L

Da li je ovakav raspored brzina mogué?

Uslov odrzanja mase (4.36) mora biti ispunjen za svako strujanje fluida. Za
homogen fluid i za ustaljeno strujanje uslov se svodi na (4.38) du;/0x; = 0. Za date
uslove, brzine dilatacija su:

[ _ _ 2
No _ 1y, L —1—:/6(—1);22.% =UyL l = 5
Oz Ead’s (22 +?) 22+ (22 +1P)
o -1 22
uy:UoL 2 T . 2
9y Y7 (22 +42)

Njihov zbir treba da bude jednak nuli:

Ou, + Ouy, UL -1 + 212 + -1 n 21
or ' oy ° 22y (22 F2)? 22+ (22 4 y2)
Bu, O 2 2(a? 4¢P —2+42
u—|—ﬂ=UoL — (.’L' +y2) _ 2+2:0
or Oy 22ty (22 + 2) T2 +y

4.4.3 Primer tecenja u cevi
Posmatra se ustaljeno tecenje homogenog i nestisljivog fluida kroz cev.

U integralnoj jednacini odrzanja mase (4.33):

15}
/ —'OdV-l-/ pun; dA =0
cv Ot CA
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Prvi ¢lan je nula jer je tecenje ustaljeno, a u drugom c¢lanu gustina p se moze
napisati ispred integrala, jer je fluid homogen pa je gustina konstantna:

,0/ un, dA=0 = /uinidA=0
CA CA

Ako se pogleda prethodna jednaéina, kao i jednatina (4.3) na strani 98,
vidi se da je dobijeni integral jednak ukupnom zapreminskom protoku @) kroz
celokupnu povrsinu C' A, koja se nalazi oko posmatrane konstantne zapremine
CYV, pa se jednacina kontinuiteta svodi na uslov:

$Q; = 0 (4.39)
t 1A "
— [ (p=Const) — f;Lﬂ
L i E | r. | .
£ :l:“" O ZEPremine

= (FR e | '._ Y I+
T TEPEEIT S SOOI THAKAE Cremy -I_I.'-

ki Fluie AP st

Slika 4.17: Deo zapremine koju fluid napusta za At mora biti jednak delu
zapremine koju osvaja

Isti oblik jednacine kontinuiteta se dobija i ako se direktno primeni prin-
cip odrzanja mase na tecenje u cevi. Na slici 4.17 je prikazana cev, ¢iji se
poprecni presek niz fluidnu struju smanjio. Za ustaljeno tec¢enje, masa fluida
koja napusti presek 1, mora biti jednaka masi fluida koja osvoji presek 2, jer
je fluid nestigljiv i neprekidan:

p¥1=pQ1x At p¥e=p Qe x At (4.40)

Iz uslova jednakosti dve mase, odnosno iz uslova jednakosti dve zapremine
(jer je gustina konstantna), dobija se jednacina kontinuiteta?!:

p¥i=p¥e = Q1=Q2 (4.41)

21 Jednatina kontinuiteta ée biti izvedena i u slededem poglavlju 7.2.1 (strana 290), ko-
ristedi ovaj integralni pristup.
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Jednaéina se &esto pise i u formi srednje brzine po preseku (4.7):
ViA1 = VoAs ili Vo=Vi— (4.42)

odakle se, za dati primer na slici 4.17, jasno vidi da ¢e se u smanjenom
nizvodnom preseku Asq, brzina V5 povedati.
Naslici 4.18 je dat primer primene jednaci-

ce konstantne zapremine (osenéeno na slici)

ne kontinuiteta na spoj cetiri cevi. Kroz grani- 1 A l
T= I ! : f
— v g

prolaze protoci —@; (negativan protok jer je

A1,
suprotnog smera u odnosu na smer normale

na omotaé zapremine), Q2, —Qs i Q4. Prema -
jednacini kontinuiteta (4.39) mora biti ispun-
jeno: _ Gla
Q1+ Q2—-Q3+Qs=0 Slika, 4.18: Detalj spoja

¢etiri cevi, sa konstantnom
odnosno, protok koji ulazi u posmatranu za- zapreminom za koju se pige

preminu mora biti isti kao protok koji izlazi iz jednadina kontinuiteta
te zapremine: Q1+ @3 = Q2 + Q4.

4.5 Odrzanje koli¢ine kretanja

Kad god se promeni brzina fluida ili kada se menja smer tecenja, javlja se
sila. Prema zakonu akcije i reakcije, sila se prenosi sa fluida na konturu koja
je izazvala promenu. Primeri su brojni: sila udara mlaza vode u lopatice
turbine ili sila vetra na dimnjak ili sila uzgona koja omoguéava avionu da
leti.

Osnovni zakon koji se bavi silama 1 koji vazi u mehanici krutog tela
je Drugi Njutnov zakon: “Promena koli¢ine kretanja srazmerna je sili koja
dejstvuje na telo i vréi se u praveu dejstva sile” [21]. Taj princip se odnosi na
konstantnu, pokretnu masu. Primenom Rejnoldsove teoreme, taj princip e
se primeniti na celu (nepokretnu) zapreminu fluida. Postaviée se integralna
jednacina, kao i jednacina koja se odnosi na deli¢ konstantne zapremine
koji je nepokretan (ne prati se kretanje jednog deli¢a) ali koji moze biti
bilo gde u posmatranoj zapremini - diferencijalna jednacina. Resavanjem
tih jednacina dobijaju se dve vrste resenja: u integralnom pristupu se uvodi
fiktivna inercijalna sila koja je jednaka prirastaju koli¢ine kretanja celokupne
mase u posmatranoj zapremini, u jedinici vremena i ta inercijalna sila je u
ravnotezi sa ostalim povrsinskim i zapreminskim silama. U diferencijalnom
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pristupu, nakon neophodnih uproséavanja dobija se Bernulijeva jednadina
koja vazi duz jedne strujnice i koja ima energetski karakter: zbir kineticke
energije, potencijalne energije i energije toka usled razlike pritisaka duz jedne
strujnice je konstantan.

4.5.1 Integralna i diferencijalna jednacina odrzanja koli¢ine
kretanja

Koli¢ina kretanja ili impuls cestice je vektor, proizvod mase i brzine, i
predstavlja osobinu inercijalnog sistema: B = mi. Prema (4.8), veli¢ina
b je tada vektor brzine b = i, a S iz (4.15) je, prema drugom Njutnovom
zakonu kretanja, jednak sumi svih pravih sila®? koje deluju na sistem sa
konstantnom masom. Jednacdina odrzanja koli¢ine kretanja u najopstijem
smislu je:

dB -
—=F 4.43

Prelaskom sa konstantne mase na kontrolnu zapreminu, prema (4.11),
prethodna jednacina se moze napisati u sledecéem, integralnom, obliku:

/ 0D gyt [ pi(e ) dA = F (4.44)
cv Ot CcA

Sila, F je suma svih zapreminskih i povrsingkih sila koje deluju na fluid u
kontrolnoj zapremini C¥ sa povrsinom CA.

Pretvaranjem povréinskog integrala u zapreminski (jednacina (4.14)) i
smanjenjem kontrolne zapremine do nivoa elementarnog fluidnog deli¢a d¥,
ukupna sila F postaje sila f po jedinici zapremine. Diferencijalna jednacina
u vektorskoj notaciji tada glasi:

O(p)  O(puu, -
(pr) | Olpting) _ 7
ot 8xj
odnosno, jednadine odrienje kolidine kretanjo za jediniénu zopreminu®® za,
pravac i je:
O o O ot

Bt Bw 5 - fz

228ve sile se mogu podeliti u dve kategorije: prave sile koje poti¢u od uzajamnog sade-
jstva izmedu tela i za koje vaze Njutnovi zakoni i inercijalne sile koje potitu od ubrzanja
posmatranog sistema i za koje ne vaze Njutnovi zakoni.

ZPosto jednadina odrzanja koliine kretanja opisuje kretanje fluida, &esto se naziva i
dinamitke jednadina.
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Udvojeni indeks j, iz prethodne dve jednacine, oznacava zbir parcijalnih
izvoda u tri glavna pravca, a indeks 4 daje pravac za koji se pise jednacina.
Levi deo jednacdine predstavlja bilans koli¢ine kretanja u konstantnoj za-
premini: prvi sabirak je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena, a
drugi sabirak je protok koli¢ine kretanja kroz grani¢nu povrsinu. Suma svih
pravih sila po jedinici zapremine, koja se nalazi sa desne strane jednacine,
treba da doda ostvarenu promenu koli¢ine kretanja i koli¢inu kretanja koja
istekne kroz granicu.

Za pravac i = x, na primer, jednacina odrzanja koli¢ine kretanja za
jedini¢nu zapreminu (4.45) glasi:

O(pus) | O(puqgts) a(puwuy) O(pugu,) _
o T o T oy T 6z e

Jednaéina (4.45) se moze preurediti diferenciranjem proizvoda iz oba
sabirka sa leve strane:

Ou; dp  O(puy ) Ou; _ paui tpus Ou; tu (dp+ B(puj)> _,

"ot T T on, Mae; ot TMgn, M\ B ogy

Izraz u zagradi je jednak nuli na osnovu jednadine odrzanja mase (4.35).
Sredivanjem se dobija drugi oblik jednaéine odrianja kolicine kretanjo za
jediniénu zapremanu:

Ou; Ou; DU;
5 t P s fi = ppp =1 (4.46)

Jednadina vazi u tacki, za deli¢ fluida, ali, za razliku od prethodne jednaci-
ne (4.45), vise nije konzervativna (poglavlje 4.2 na strani 101). Da bi vazila
za celokupnu zapreminu, uz ovu jednacinu je potrebno resavati i jednacinu
kontinuiteta (4.35).

Prave sile koje deluju na konstantnu zapreminu fluida (odnosno, na flu-
idni delié¢) su zapreminskei povrsinske sile. Od zapreminskih sila u ovoj knjizi
se uzima u obzir samo gravitaciona sila®*, odnosno, tezina, pri temu je tezina
elementarnog deli¢a dimenzija dx; X dxe X dzs = d¥ jednaka dG = pgd¥
(slika 3.1 na strani 34). Sila usled gravitacije po jedinici zapremine je f=pg
i uwvek deluje vertikalno na dole. Ako se koristi indeks 4 za pisanje vektorske

%Pored gravitacione sile, u zadacima u kojima se kreée kontrolna zapremina, odnosno
évrsta kontura u okviru koje se nalazi fluid koji tede, treba uzeti i silu usled ubrzanja
mase fluida. U poglavlju 3.4, Relotivno mirovange fluido, na strani 79, prikazan je sludaj
kada fluid miruje u sudu koji konstantno ubrzava ili u sudu koji se okreée konstantnom
ugaonom brzinom.
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jednacine, neophodno je projektovati g na bilo koji pravac i, tako da sila
usled gravitacije po jedinici zapremine postaje:

Oh
)g = — 4.47
(fi)eg = —rog,- (4.47)
gde znak (—) daje pravac na dole a sa h je oznacena vertikalna osa sa smerom
na gore®s.
— lndeks prese gl T s v Dendjatorsid dat
o T W Ind=ks prave IJ_' : I
‘J."‘ = = -IF_F “":'. O . _lT
A :\_ ? L ;:f’_.s — J/_.}
.« A rn 3 kot l
| le = it Fapen e FA 2 n
A% aral koji pritiska p==T ¥
S " i " Tyt P

Slika 4.19: Naponi - normalni i smi¢uéi u svom pozitivhom smeru (jer izazi-
vaju pozitivne brzine deformacija, levi deo slike) i konvencija koja se koristi
u Mehanici fluida: normalni naponi su pozitivni ako pritiskaju deli¢ (desni

deo slike)

Povrsinske sile na fluidni delié su rezultat delovanja povrsinskih normal-
nih i smi¢uéih napona. Na slici 4.19, sa leve strane, nacrtan je fluidni delié,
u (z,y) ravni sa odgovarajuéim naponima u preseénoj ravni x i ravni y.
Nacrtani su naponi koji zatezu deli¢, tako da su brzine deformacija pod
dejstvom tih napona pozitivne. Medutim, u Mehanici fluida je uobiéajeno
da se kao pozitivni napont uzimaeju napont koj pritiskeju fluidni delié. Na
desnom delu slike su nacrtani usvojeni pozitivni naponi na fluidni delié, pri
cemu je sada promenjena oznaka: umesto normalnih i smicucih napona o;;
koriste se tangencijalni naponi 7;; = —o;;.

Kada fluid miruje, na deli¢ deluje samo pritisak. Normalni naponi su
jednaki 75, = 7y, (slika 4.19), dok su tangencijalni naponi nula, jer nema
promene brzine izmedu dva deliéa (jednacina (2.6) na strani 16). U ops&tem
slucaju, kada postoje naponi 74y = Ty normalni naponi nece biti jednaki, pa
je zgodno da se pritisak na deli¢ definige kao (negativna) srednja vrednost

250sa h je isto &o i osa z, ali se ovde naglagava da je iskljudivo vertikala na gore. U
literaturi se ¢esto koristi i veliko slovo Z.
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svih normalnih napona:

1 1
P=—3%: = 3T (4.48)
Pod dejstvom pritiska fluidni delié¢ menja zapreminu, ali ne i oblik, pa se
u skladu sa terminima koji su uvedeni u poglavlju 4.3.3, Brzina deformacije
materijalnog delica, jednaéina (4.27), pritisak moze posmatrati kao sferni
deo tangencijalnih napona. Ostatak normalnog napona (napisan u opstoj

(4, ) notaciji):
1
T,flj = 6ij7-ij —p= 5@' (Tij — ngk> (449)

i svi (negativni) smi¢uci naponi (1—6;;)7;; ¢ine devijatorski deo tangencijalih
napona (desni deo slike 4.19):

1 1
T,flj = (1 —6”)7'1,_7 +6¢J (Tij — g’rkk> = Tij —51;3' ngk = Tij —6,,;jp (450)

Od povrginskih sila na elementarni delié, u jednacini (4.46), u obzir se
uzimaju dve sile: sila pritiska i sila usled tangencijalnih napona. Sile se mogu
odrediti ako se posmatra elementarna prizma zapremine d¥, ¢iji se centar
nalazi u (z,y, 2), sa pritiscima (slika 3.1, samo u y i z pravcima) i naponima,
koji deluju na njene stranice (slika 4.20, samo u y pravcu).

Sila usled pritiska se dobija sabiranjem komponenti u izabranom pravcu,
slika 3.1 na strani 34. Pozitivan pritisak je onaj koji pritiska elementarni
fluidni delié, jednadina (4.48) na strani 126. Za prikazani y pravac, ukupna
sila na elementarnu prizmu je:

dP, = (p— g_z%) dx dz — (p—l— g—zd?y> dz dz = —g—de
Deljenjem ukupne sile sa zapreminom elementarne prizme i uvodenjem in-
deksa i kojim se daje pravac sile, dobija se sila usled pritiska po jedinici
zapremine:

(filp = — aai (4.51)

Svi tangencijalni naponi koji deluju na elementarnu prizmu u y pravcu,
prikazani su na slici 4.20. Normalni napon 7y, = Tgy je devijatorski deo
napona dat jedna¢inom (4.49), odnosno, razlika izmedu punog normalnog
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Slika 4.20: Naponi koji deluju na elementarnu zapreminu (na slici su
prikazani samo naponi u y pravcu)

napona i proseka normalnih napona, koji je prebacen u pritisak. Za pravac
y sila usled tangencijalnih napona je:

B OTgy = OTyy = OTy
dT, = (311: oy az>dV

U opstem slucaju sila od viskoznih tangencijalnih napona na jedinicu zapre-
mine za pravac ¢ se moze napisati kao:

__ o 4.52
(fi)r = ~om, (4.52)

gde udvojeni indeks j oznacava zbir tri parcijalna izvoda.

Stavljajuéi dobijene tri komponente sile (4.47), (4.51) i (4.52) u jednadi-
nu (4.46), dobija se:
du; du; oh dp O

ot T igm, = M an  m (4.53)

diferencijalna jednading odrianje kolidine kretanjo za jediniénu zapremanu?®

ili kako se jo§ naziva, diferencijalna jednacina kretanja za tacku, za i-ti
pravac.

?6Zbog usvojene suprotne orijentacije tangencijalnih napona 7;; = —cij, u jedna-
£ini (4.53), poslednji je élan negativan. U literaturi se mogu naéi 1 izvodenja gde se zadrzava
originalni, sferni deo napona, bez promenjenog znaka, pa je zadnji ¢lan jednadine poziti-
van. Naravno, ova razlika nema kasnije nikakvog uticaja na konaéna refenja dinamicke
jednaéine ukoliko se dosledno postuje usvojen sistem.
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Primer 4.5.1

Napisati jednacinu kretanja (4.53) za vertikalni z pravac, u opstem obliku, a zatim
za sluéaj fluida u mirovanju.

U jednaéini (4.53) indeks ¢ treba zameniti pravcem z, a udvojeni indeks j se
menja zbirom po pravcima z, y i z. U opstem obliku, jedna¢ina glasi:

Ou., N Ou., N Ou, N ou.  9p ord 07 ord
Por THegy TPy T, T T T8, o By 0z

U sluéaju kada fluid miruje, sve tri komponente brzina su jednake nuli. Takode,
i svi tangencijalni naponi su nula, pa se prethodna jednacina svodi na:

0= % g % _
=-pg— 5, ~odnosmo =-=-—pg

Dobijena diferencijalna jednac¢ina mirovanja fluida je ista kao i diferencijalna jedna-
¢ina hidrostatike (3.4) izvedena u poglavlju 3.1.2 Osnowna jednaéina hidrostatike.

Jednacina (4.53) prati kretanje fluidnog deliéa, pa nije ni ¢udno sto se sa
leve strane jednadine pojavljuje materijalni izvod brzine (jednaéina (4.19)),
odnosno, ubrzanje deliéa:

L pg ot P (4.54)

Napisana jednadina znaci sledede: masa pomnoZzena ubrzanjem deliéa je-
dini¢ne zapremine, jednaka je sumi sila koje deluju na taj delié: gravitacionoj
sili, sili usled pritiska i viskoznim ili silama trenja.

4.5.2 Resenje diferencijalne jednac¢ine odrzanja koli¢ine kre-
tanja za odredena pojednostavljenja

Diferencijalna jednacina (4.53), izvedena u prethodnom poglavlju, u ops-
tem slucaju je neresiva. U nastavku de se uvesti odredena uproscavanja
koja ¢e dovesti do analitickog regenja jednacine odrzanja koli¢ine kretanja,
odnosno dinamicke jednadine.

Ako se pretpostavi da je fluid idealan (poglavlje 2.2 na strani 17), élan
u jednacini koji je posledica viskoznih tangencijalnih napona postaje nula
TJ‘-ii = 0. Jednaéina (4.53) se moze podeliti sa gustinom p, ¢ime se dobija
dinamicka jednacina poznata pod nazivom Ojlerove jednadina:

ou; ou; oh B 1 Op

ot " Yoz; 90z pom

(4.55)
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Ovako napisana Ojlerova jednacina predstavlja skup od 3 nezavisne jedna-
¢ine, za proizvoljne pravce 1, 2 1 3, dok je 5 veli¢ina nepoznato: brzine uq,
u2 i us, pritisak p i gustina p. Pored Ojlerove jednacine na raspolaganju je
i jedna jednacina odrzanja mase (4.35) (jednacina kontinuiteta, strana 117),
tako da je potrebna jos jedna, peta jednacina, da bi sistem jednadina bio
odreden.

Peta jednacina je jednacina stanja, koja za te¢nosti obi¢no ima uprodéen
oblik p = Const, dok kod gasova jednacina stanja zavisi od vrste procesa. Na
primer, za spori izotermni proces, gde ne dolazi do promene temperature,
koristi se veza p = pRT = p X Const.

Sa napisanih pet jednacina dobijen je odreden sistem. Na zalost, njegova,
integracija nije moguca analiticki ve¢ samo priblizno, numericki, za odredene
konkretne pocetne i granicne uslove.

Za analiticko resenje potrebno je uprostiti

sistem jednacina. U nekom (z,y,2) koordinat- | oxrujrics A upus 0
nom sistemu, koji je nezavisan od strujanja, |--7 = . L\
brzina u ima sve tri komponente razli¢ite od = A S

nule (slika 4.21). Ako se, medutim, postavi
tako koordinatni sistem, da se pravac 1 pok-
lapa sa pravcem brzine, postojace samo jedna

Slika 4.21: U koordinat-
nom sistemu odredenom
strujnicom postoji samo
jedna komponenta brzine

komponenta brzine u; razli¢ita od nule dok su
druge dve komponente jednake nuli. Time se
pojednostavljuje resavanje dinamicke jednaci-
ne uz ograniéenje jednadine samo na provac
strujanja. Ojlerova jednacina se sada moze napisati u obliku:

8_u+u8_u_ Oh 10p
ot or Yoz p Ox

gde je izostavljen indeks 1 jer je u napred re¢eno da jednacina prati brzinu u,
odnosno, da jednacina prati strujnicu. Drugi sabirak sa leve strane se moze
malo preurediti, pa se dobija jednacina:

ou N 0 u? Oh 10p
ot Ox 2 gaw p Ox
Dalje uproscéavanje zahteva i postavljanje uslova ustaljenosti strujanja,

¢ime prvi sabirak iz prethodne jednacine postaje nula. Sada se jednacina
moze napisati u obliku zgodnom za integrisanje duz strujnice:

0 [u? p
a—w(?-l-gh-l-,;) =0
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Parcijalni izvod ¢lana u zagradi je nula, pa se zakljucuje da ceo ¢lan u zagradi

nije funkcija pravca vektora brzine x. Sledi da duZ strujnice vazi:
2

% +gh+ % — Const1 (4.56)

Deljenjem cele jednacine sa gravitacionim ubrzanjem g, jednacina dobija
dimenziju duzine:
u? P
—+h+ — =Const2 [m] (4.57)
29 pg
Dobijena jednacina se naziva Bernulijeva®” jednacing®8. Izvedena je iz
jednatine odrzanja koli¢ine kretanja (odnosno iz dinamicke jednaéine) u
diferencijalnom obliku uz sledeée pretpostavke:

e idealan fluid, fluid bez viskoznosti, odnosno bez unutragnjeg trenja,
¢ konstantna gustina fluida (8to je o#triji uslov od uslova nestisljivosti),
e jednacina vazi samo duz jedne strujnice, i

¢ strujanje je ustaljeno.

= e T Poslednji uslov, da je stru-
celica ' A E janje ustaljeno, znaci da se priti-
sak i brzina u jednoj tacki struj-
nice ne menjaju kroz vreme (na-
ravno, u jednom trenutku i duz
jedne strujnice se pritisak i br-
zina mogu menjati). Posto su
strujnica i trajektorija u ustalje-
nom strujanju jedna ista linija,
sledi da Bernulijeva jednadina va-
Z v duZ trajektorije.

Ojlerova jednatina (4.55), u
dimenzionalnom smislu, predsta-
vlja silu po jedinici mase, jer je
nastala deljenjem sile po jedinici zapremine (jednacina (4.53)) sa gustinom

Slika, 4.22: Bernulijeva jednacina vazi
samo za jednu strujnicu

p. Nakon integracije Ojlerove jednacine duz strujnice z, sila po jedinici mase
se mnozi sa duzinom i dobija se rad po jedinici mase ili, ako se podeli sa
gravitacionim ubrzanjem, rad po jedinici tezine (4.57).

Na slici 4.22 je sematski prikazano ustaljeno strujanje idealnog fluida, sa
8 strujnica. Ako se koordinatni sistem tako postavi da je z osa vertikalna,

2"Daniel Bernoulli (1700 - 1782), $vajcarski matematitar, roden u Holandiji, iz poz-
nate matematicke porodice: otac Johann (1667-1748), stric Jacob (1654-1705), stariji brat
Nicolaus II (1695-1726) i mladi brat Johann II (1710-1790) su se, takode, uspesno bavili
matematikom). Na zalost, unutar porodice Bernuli je vladala izrazita ljubomora i rival-
stvo. Danijel je bio dobar prijatelj sa Ojlerom, sa kojim je zajedno radio na mehanici
vibrirajuéih tela. Bavio se problemima mirovanja i kretanja fluida i ulozio je dosta truda
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tada se za deliée koji se nalaze u tackama A i B i koji lefe na jednog strujnici,

moze napisati Bernulijeva jednadina, zato §to su iste integracione konstante
(Const2 iz jednaéina (4.57)):

2 2
Y44 4 PA_YB L, PB (4.58)
2g P9 2g pg

Za deli¢ C se ovakav izraz ne moze napisati, jer je na drugoj strujnici i
konstanta u Bernulijevo]j jednacini ima drugu vrednost.

Sredivanjem gornjeg izraza, dobija se:

u2B_u?4_( B )+pA_pB (4.59)
29 7P 09 '

U sgkladu sa prethodnim dimenzionalnim razmatranjem, ¢lan sa leve
strane Bernulijeve jednacine (4.59) predstavlja rad koji je, usled poveéanja
brzine deli¢a, potreban za poveéanje kineticke energije delica jedini¢ne tezine.
Taj potreban rad se dobija iz dva izvora: smanjenjem potencijalne energije,
odnosno, radom sile tezine usled smanjenja visine deli¢a (prvi sabirak sa
desne strane) i radom sile pritiska usled smanjenja pritiska u tackama A i B
(drugi sabirak), sve po jedinici tezine deliéa.

Poslednji ¢lan u prethodnoj jednacini je rezultat rada sila pritiska, jer
se fluidni deli¢ pomerio iz tacke A, u kojoj vlada pritisak p4, u tacku B sa
pritiskom pp. Rad se ostvaruje kretanjem fluida, pa se taj ¢lan po nekada
naziva i rad toka ili rad na pomeranju. Cesto je u upotrebi i naziv potenci-
jalna energija usled pritiska. U jezickom smislu taj naziv nije korektan jer
fluid, ¢ak i kad je stisljiv, ne poseduje “energiju pritiska” kao &to to pose-
duju ¢évrsta elasticna tela. Sabijanjem fluida i poveéanjem pritiska se ne
skladisti energija pritiska, veé se ona prenosi kretanjem fluida a da sam fluid
tu energiju ne poseduje (kao $to, na primer, poseduje kineticku energiju).

Spajanjem, odnosno grupisanjem drugog i treéeg ¢lana u jednacini (4.57),
dobija se uslov odrianje mehaniéke energije duz jedne strugnice:

u? P
—+ (h + —) = Const2 (4.60)
29 pg
koji glasi: zbir kineticke i potencijalne energije po jedinici tezine fluidnog
deli¢a je konstantan duz jedne strujnice.

Za prakti¢nu primenu Bernulijeve jednadine problem predstavlja kon-
stanta Const2 koja menja vrednost od jedne do druge strujnice. Kako
je u izvodenju Bernulijeve jednacine pretpostavljeno da je fluid idealan,
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neviskozan, kao posledica nepostojanja tangencijalnih napona je i bezvrt-
loZnost: fluidni deli¢i se tako deformisu da ne dolazi do njihove rotacije
(slika 4.15 na strani 112). Uslov bezvrtloznosti je dat sa uslovom Qf =
0 (4.25) odnosno sa:

Bui . Buj
Bwj - awz

Ako se ovaj uslov primeni na Ojlerovu jednacinu (4.55), u drugom sabirku
sa leve strane se moze izvod po pravcu j zameniti sa izvodom po pravcu %,
pa cela jednacdina postaje:

ou; ' ou; Oh 10p

E + Y sz - _gawi B ,anz

(4.61)

Primenjujuéi uslov konstantne gustine i ustaljenosti toka, uvladenjem
brzine u; pod parcijalni izvod u drugom sabirku i grupisanjem svih izvoda
po x;, dobija se:

0 [uju; p)_
3w¢< 9 —I—gh—l—p =0

Proizvod brzina u;u; je jednak zbiru kvadrata po svim pravcima, sto je
jednako brzini duz strujnice na kvadrat: uju; = u? + ul + ug = u2. Da bi
prethodna jednadina bila zadovoljena, mora biti ispunjen uslov da je po bilo
kom pravcu 4 izraz u zagradi nezavistan od tog pravca, odnosno, da je izraz
u zagradi konstantan:

2
% +gh+2 = Const3 (4.62)
2

Dobijena je Bernulijeva jednacina kojaima isti oblik kao i jednatina (4.56),
pri ¢emu nije koriséen uslov integracije po jednoj strujnici ved uslov bezvr-
tloZnosti, pa jednacina vai za celo strujno polje. Jednacina se moze podeliti
sa gustinom p, tako da se dimenzionalno dobije energija po jedinici tezine
delié¢a, odnosno, dimenzija duzine (kao i jednaéina (4.57)).

Primer 4.5.2

Voda se iz dovodnog kanala, u kome te¢e brzinom od 1 m/s i sa dubinom od 2 m,
naglo spugta u donji kanal, u kome je dubina 0,8 m. Ako je denivelacija dna 3 m,
kolika je brzina vode u donjem kanalu?
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Kod kratkih objekata, Cesto se usvaja
pretpostavka da je fluid idealan i da je
raspored brzina po preseku konstantan.
Takode, u preseku treba da bude i hidro-
staticka raspodela pritiska. Za tacke 112,
koje su na povrsini vode, moze se postaviti
Bernulijeva jednacina:

V2 Vi
_1+zl+p_1:_2+z2+p_2
29 Py 29 P9

Posto su obe tacke na povréini vode, py = pe = 0. Zamenom ulaznih podataka,
dobija se:

1’02 ‘/22 V22
T2 981 +(3+2)+0=—2o i +08+0 = 2 551 = 4,251

pa je brzina V5, jednaka:
Va=+/4,251 x2x9,81=9,13m/s

Isto regenje bi se dobilo i za bilo koju drugu strujnicu. Na primer, ako se
odabere strujnica koja je blizu dna, brzina V;+ je ista kao i Vi, kota tacke 2z =3 m
a visina pritiska u tacki je p1//pg = 2 m. Kota tacke 2’ je nula, a visina pritiska je
por/pg = 0,8 m. Bernulijeva jednadina ima isti oblik kao i prethodno napisana, pa
je iredenje za brzinu u tacki 2’ isto.

4.5.3 Primeri primene Bernulijeve jednacine

Bernulijeva jednadina prati mehanic¢ku energiju jednog deli¢a duz stru-
jnice idealnog fluida. Ukoliko strujnice polaze i zavrsavaju u rezervoarima,
gde svi delidi imaju istu mehani¢ku energiju (jednaku potencijalnoj), jedna-
¢ina se moze pisati za tacke 11 2, koje leze na bilo koje dve strujnice, jer je
konstanta Const2 iz jednaéine (4.60) ista za sve strujnice.

Bernulijeva jednacina je izvedena za slucaj strujanja idealnog fluida.
Taj uslov znac¢i da se zanemaruje trenje, koje niz struju postepeno sman-
juje raspolozivu mehani¢ku energiju fluidnom delié¢u. U prakti¢noj primeni
jednacine, ¢esto se prvo pretpostavi da je fluid idealan i za tu pretpostavku
se nade regenje, na primer, protok ispod ustave u otvorenom kanalu. Za-
tim se dobijeno resenje “popravlja” za slucaj realnog fluida, mnoZenjem sa
koeficijentom protoka, koji je odnos realnog i idealnog protoka i éija je vred-
nost uvek manja od jedinice. Za svaki konkretan slucaj vrednost koeficijenta
protoka se odreduje eksperimentalnim merenjima.
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U izvodenju Bernulijeve jednacine pretpostavljeno je ustaljeno tecenje. U
mnogim zadacima u gradevinskoj hidrotehnici, neustaljenost se iskazuje kroz
relativno spore promene, kao na primer isticanje vode iz rezervoara, gde se
protok postepeno smanjuje usled smanjenja nivoa u rezervoaru. Takvi prob-
lemi se zovu kvaziustaljeni (poglavlje 4.1.4 na strani 90) i mogu se resavati
primenom Bernulijeve jednac¢ine uz korigéenje i jednadéine kontinuiteta, ko-
jom ¢&e se u vremenskim intervalima od nekoliko minuta korigovati promene
u grani¢nim uslovima.

U nastavku ée se dati nekoliko primera primene Bernulijeve jednacine
za tecenje nestigljivog fluida u cevima i u otvorenim tokovima. Pri tome
se nece ulaziti detaljnije u prirodu raznih koeficijenta kojima se resenje za
idealno tecenje svodi na realno. Time bi se doslo do neophodnosti pracenja
ukupne energije, a ne samo mehanicke energije delic¢a, a to je oblast koja ¢e
se razmatrati u poglavlju 4.6 OdrZanje energije sistema.

4.5.3.1 Isticanje kroz oStroivi¢ni otvor

U Hidrotehnici se ¢esto koriste ostroiviéni otvori, prelivi i ustave. Ako se
otvor u konturi kroz koju prolazi fluid tako napravi da je sa uzvodne strane
zid konture upravan na fluidnu struju, a sa nizvodne strane zaseten pod
uglom od 45° (slika 4.23) tako da se formira ostra ivica, dobija se precizno
definisan oblik izlazne fluidne struje koja ée imati minimalan kontakt sa kon-
turom pa, samim tim i minimalan efekat trenja. Kada otvor nije ostroiviéni,
strujanje zavisi i od debljine zida konture, njegove hrapavosti kao i kapilarnih
napona.

Na slici 4.23, prikazano je isticanje iz rezervoara kroz ostroiviéni otvor.
Zid rezervoara je namerno nacrtan uvelicano, da bi se jasno video detalj
preseka. Fluidni deliéi iz rezervoara formiraju paraboli¢nu putanju kako bi
prosli kroz ostroiviéni otvor. Zbog inercije, u preseku otvora deli¢i ne mogu
naglo da promene putanju, pa se nesto nizvodnije od otvora formira suzeni
presek?? u kome su sve strujnice medusobno paralelne i upravne na presek.
Taj suzeni presek se ¢esto naziva vena contracta ili miaz fluida (na slici 4.23
je to presek ml). Odnos povriina preseka mlaza prema povréini otvora je:

_Aml . dml>2
o= = (7

29Suzeni presek se obidno formira nizvodno na rastojanju od oko 1/2 preénika otvora.
Na slici 4.23 je suzeni presek odmakmut da bi se lakse prikazao tok fluida. Kod malih
brzina, postoji izrazen uticaj gravitacije na mlaz fluida, ali ¢ak i tada postoji suZeni presek
nizvedno od otvora u kome se taj uticaj moze zanemariti.
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Slika 4.23: Isticanje kroz mali ogtroiviéni otvor (levi deo slike) i kroz veliki
otvor gde pretpostavka o konstantnoj brzini po preseku otvora vise ne vazi

(desni deo slike)

i naziva se koeficijent kontrakcije mlaza. Koeficijent kontrakcije se odreduje
pazljivim merenjem. Za kruzni otvor njegova vrednost je priblizno kon-
stantna i jednaka Cy = 0, 65.

Zbog uslova paralelnosti strujnica u mlazu, moguée je postaviti Bernuli-
jevu jednacinu (4.59) izmedu tacke 1, koja se nalazi negde u rezervoaru, i
tacke 2, koja je u centru mlaza (levi deo slike 4.23):

2 2
L+ 22,42
29 P9 2g Pg

Za veliki rezervoar i tacku 1, koja je dovoljno udaljena od otvora, brzina
u1 je zanemarljivo mala. Zbir polozajne kote tacke 1 i visine pritiska je
jednak pijezometarskoj koti (jednaéina (3.11) sa strane 38), koja se poklapa
sa kotom rezervoara:
1
Pl =Tp
Py
Tacka 2 se nalazi u suzenom preseku, gde je fluid u kontaktu sa at-
mosferom. Pritisak u tacki je jednak atmosferskom pritisku, pa je po = 0.
Sredivanjem izraza dobija se:

2

u
Mg = 2_; +20 = wup=+/2g9(lIgp — 22) = vV2g9H, = umi (4.63)

gde je H, rastojanje od osovine mlaza do pijezometarske kote rezervoara.

Za mlaz ¢iji je pre¢nik relativno mali u odnosu na viginu H, promena brzine
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po visini mlaza se moZze zanemariti, pa se moze staviti da je brzina u mlazu
konstantna. i jednaka brzini u tacki 2.

Zavisnost brzine fluida, pri isticanju iz rezervoara, od kvadratnog korena
rastojanja do nivoa u rezervoaru, 1643. godine je eksperimentalno dokazao
Toriceli, pa se u njegovu ¢ast jednacina (4.63) Cesto naziva jos i Toricelijeva
jednacina. Brzina us = un, je brzina u suZenom preseku, dok u samom
preseku otvora u ravni zida rezervoara i brzina i pritisak nisu uniformni, pa
u tom preseku se ne sme primenjivatt Bernulijeva jednadina.

Za mlaz prikazan na desnoj strani slike 4.23 se ne moZze smatrati da su
brzine po preseku konstantne. Za tacku 2, koja sada nije u centru mlaza,
vec na bilo kojoj strujnici, postavlja se Toricelijeva jednacinas:

ug = 1/ 29(Ilg — 23) (4.64)

odakle se dobija brzina. Resavanjem jednacine za sve tacke u preseku mlaza
(u kome jog uvek vazi uslov da je suZen i da su strujnice medusobno par-
alelne i upravne na presek) dobija se raspored brzina us = wuz(z2). Protok
kod velikog otvora je integral brzina ue po preseku mlaza, odnosno, suma
proizvoda brzina i pripadajuéih proticajnih povrsina.

Toricelijeva jednacina isticanja vazi samo za idealan fluid. Brzina is-
ticanja realnog fluida je nesto manja zbog postojanja trenja, pa se uvodi
koeficijent brzine Cy. Prava brzina mlaza i protok kroz otvor su:

Vi = Cv+/2gH,
Q = Aleml = CVAml 2gHo

Cesto je zgodnije protok izraziti u funkciji povriine otvora u zidu a
ne suzenog mlaza. Koriséenjem koeficijenta kontrakcije, moze se zameniti
Ap = CaA, pa se dobija:

Q = CACVAOV 2gHO = CQAOV 2gHO (465)

Koeficijent Cg = C4Cy se zove koeficijent protoke. Tipicna vrednost za
koeficijent brzine kod kruznog ogtroivicnog otvora je Cy = 0,95 ~ 0,98 pa
je koeficijent protoka obi¢no u granicama Cg = 0,61 ~ 0,64.

Primer 4.5.3

U zatvorenom rezervoaru u kome se nalazi voda gustine p = 1 kg/dm? i dubine 3 m,
pritisak u vazduhu iznad vode je pyaz = 15 kPa. U dnu rezervora je ostroivi¢éni
kruzni otvor preénika d =1 cm. Ako je izmeren preénik mlaza nizvodno od otvora
dy; = 0,81 cm 1 ako je koeficijent brzine Cy = 0,96, koliki je protok kroz otvor?
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Referentna ravan se moze postaviti na koti otvora, odnosno dna suda. Pritisak
na koti povrdine vode je zadati pritisak vazduha, pa je pijezometarska kota vode:

n_ P 15

P2 13-452
o T Txo8l " o

Koeficijent kontrakcije mlaza je odnos povréina mlaza i otvora u dnu suda:
An  dp 0,812
CA — — —
A d 12

= 0,656

Protok kroz otvor na dnu je:
0,0

12
Q = CaCvAv/29(T1— zm) = 0,656 x 0,96 /2% 9,81(4,529 — 0)

Q@ = 0,000466 m®/s = 0,466 L/s

4.5.3.2 Pito i Pito-Prantlova cev

Zbir kineticke i potencijalne ener- | = . _ [T | [ Tl
gije duz jedne strujnice idealnog flu- | Zi=ina aclica 1 W I T
ida je, prema Bernulijevoj jednacini, 20 E Xl
konstantan. Povecanje brzine deli¢a Fliezometar ﬂ it i
je moguce samo na racun smanjenja | | I
potencijalne energije i obrnuto, us- —% S :
poravanjem delica kineticka energija I _
se pretvara u potencijalnu. — A=

Na slici 4.24 je prikazan fluidni —J—_w‘h _
deli¢ 1 koji ima brzinu w;. Na nje- | T;ﬂ'\—m_a:
govom putu, neposredno nizvodno, |

nalazi se otvor savijene cevi (presek
2) u kojoj svi fluidni delié¢i stoje. Slika 4.24: Pito cev pokazuje kolika je
Kada deli¢ 1 dode do tacke 2, nje- ukupna mehaniéka energija po jedinici
gova brzina naglo padne sa u; na tezine fluida u jednoj strujnici

nulu. Za taj deli¢ se moze napisati

Bernulijeva jednacina:

’U,2 'U,2
—1—|-z1+p—1=—2—|-z2—|-p—2
2g Py 29 pg

Posto je z1 = 29 i brzina ug = 0, jednacina se svodi na:

2
u
Ui p1_ P2

29  pg  pg
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2
_ u 1
Pngpl _ i = po-p=Ap=p, = E‘OU% (4.66)

Dobijena veli¢ina p,, ima dimenziju pritiska [Pa]. Ona se zove zaustavni
pritisak, jer predstavlja maksimalno poveéanje pritiska koje se dobija kada
se fluidni deli¢ naglo zaustavi. Pojam zaustavnog pritiska se ¢esto koristi
u Mehanici fluida i o njemu ée biti vise pri¢e u oblasti otpora i opstruja-
vanja tela, u poglavlju 6.4, Otpori oblika. Zaustavni pritisak kao maksimalno
mogudi pritisak je, takode, zgodna mera za izrazavanje relativnih pritisaka
u fluidnoj struji i koristi se u oblasti Dimenzionalne analize, koja ée biti
obradena u glavi 5.

U savijenoj cevi B, kojoj pripada. i deli¢ 2, svi fluidni deliéi miruju, tako
da se za deo fluida unutar cevi moze napisati osnovna jednacina hidrostatike:

g =22 4 2

Py
Iz prethodno dobijene jednacine, sledi da se pritisak pe poveca u odnosu na
neporemeceni pritisak p; za zaustavni pritisak p,,, pa je pijezometarska kota
za fluid u cevi B:

2
U 1
Mp = ot + 2 4 2
29 pg
Ako se umesto zadnjeg ¢lana 29 stavi kota tacke 1, prethodna jednacina se
svodi na:

2 2

u U
M=o+ B 4=,

29 pg 29

gde je II1 pijezometarska kota fluida na mestu gde je fluidni deli¢ 1.

Kako su strujnice u preseku 1 paralelne i upravne na presek, pijezometar-
ska kota II; vazi za ceo presek 1 pa ¢e se ifluid u pijezometarskoj cevi A, nacr-
tanoj na slici 4.24, popeti upravo do te kote. Prethodna jednacina postaje:

2 2

M= 411, = IMg—Iu=2_Pu
29 29 pg

odakle se vidi da razlika dve kote I1p—II 4 predstavlja visinu zaustavnog pri-
2

U

tiska &, odnosno, brzinsku visinu 2—1 fluidnog deli¢a na koti z;. Merenjem
Pg

te razlike pijezometarskih kota moze se odrediti brzina deli¢a, a pomeranjem

cevi B po visini preseka, moze se odrediti kompletan raspored brzina u(z2).
Ako je tok fluida sa slobodnom povrsinom, tada je sdma slobodna povrsina
pijezometarska kota, pa druga pijezometarska cev A nije potrebna.
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Savijena cev B se zove Pito cev, po francuskom inzenjeru Anriju Pitou30,

koji ju je prvi upotrebio za merenje brzine vode u reci Seni 1732 godine.
Interesantno je da je tek nekih 200 godina kasnije, nemac Ludvig Prantl3!,
napravio elegantnu konstrukciju spajanjem dve cevi u jednu celinu, ¢ime je
dobijena jednostavna i ta¢na sprava za merenje brzine fluida.

4.5.3.3 Os&troiviéni preliv

Ukoliko se u otvoreni tok postavi vertikalna pregrada u kojoj se nalazi
o§trotvicne preltv, mogude je uspostaviti vezu izmedu visine mlaza fluida na
prelivu i protoka. Ostroiviéni prelivi se najcéesce prave tako da imaju otvor
u pregradi celom girinom toka ili pravougaoni otvor sa $irinom manjom od
girine kanala (slika 4.25). Takode, koriste se i prelivi sa otvorom posebnih
oblika, kao na primer trougaoni “V” preliv sa uglom od 90°.

Strujna slika uzvodno i nizvodno od preliva je veoma kompleksna (levi
deo slike 4.25), tako da ne postoje uslovi za direktnu primenu Bernulijeve ili
Ojlerove jednacine. Mada je nizvodno od preliva moguée obezbediti atmos-
ferski pritisak sa obe strane mlaza, zbog nesimetri¢ne zakrivljenosti strujnica
ne postoji suzeni presek u kome bi strujnice bile paralelne i upravne na pre-
sek a pritisak uniforman. Na protok preko preliva uti¢u i turbulencija u
dolaznoj fluidnoj struji kao i postojanje dolazne brzine, ¢iji raspored zavisi
od geometrije dovodnog kanala i trenja u kanalu.

Analiticku zavisnost visine prelivhog mlaza od protoka je prvi uspostavio
nemacki inzenjer Vajsbah32, usvajajuéi sledeéa znaéajna pojednostavljenja

39Henri de Pitot (1695 - 1771) francuski matematigar i fizidar. Radio je kao gradevinski
inzenjer na odvodnjavanju modvarnog zemljista, konstrukeiji mostova, sistema za navod-
njavanje i sistema za odbranu od poplava. 1732 godine je upotrebio efekat zaustavnog
pritiska za merenje brzine ureci Seni tako §to je savio staklenu cev pod 90° i njome u nizu
tagaka u profilu reke merio brzinsku visinu u?/2g.

31Ludwig Prandtl (1875 - 1953) nemadtki inZenjer koga najéesée nazivaju i ocem moderne
mehanike fluida, ali koji nikada nije bio priznat kao pravi nauénik. U svojim istraZivanjima,
koristedi vizuelizaciju toka, uodio je postojanje sloja oko tela u kojima je gradijent brzine
veliki i definisao je teoriju granitnog sloja, prema kojoj se fluidni tok moZe razdvojiti na
deo uz samu évrstu granicu, gde viskoznost ima dominantnu ulogu i na udaljeniji deo gde
se fluid smatra neviskoznim i idealnim (poglavlje 6.3.2 Raspored brzing ¢ graniéni slog oko
tanke ploce, strana 250). Takode, dao je teorijske osnove za proradun sile uzgona na krila
aviona ¢ime je znadajno doprineo razvoju avijacije pofetkom dvadesetog veka. U toku
rada na eksperimentima, doprineo je razvoju merne opreme, izmedu ostalog i pravljenjem
etalonske, referentne Pito-Prantlove sonde.

32 Julius Weisbach (1806 - 1871) nemadki inZenjer i profesor matematike i geometrije,
mineralogije, rudarstva, geodezije, optike, masinstva, ... Interesantno je da je pre podetka
svoje profesorske karijere, 1830. godine proveo Sest meseci peSadedi kroz Madarsku, Tiroliju
i Bavariju. Hidraulikom se “zarazio” za vreme posete Pariskom sajmu industrije, 1839.
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Slika 4.25: Kompleksno tecenje preko ostroiviénog preliva se moze uprostiti,
uz primenu empirijskih koeficijenta na dobijene izraze

(slika 4.25 sa desne strane):

1. uzvodno od preliva dolazna brzina je uniformna sa hidrostati¢ckom ras-
podelom pritisaka po preseku,

2. mlaz preko preliva je horizontalan, svi fluidni delid¢i se u ravni preliva
kreéu horizontalno, upravno na prelivnu ivicu,

3. pritisak oko preliva kao i u samom prelivu je atmosferski,

4. zanemaruje se efekat viskoznosti i povrsinskog napona.

Za usvojene uslove Bernulijeva jednaéina duZz jedne strujnice je:

2 2
u u
29 P9 29 Pg
i svodi se na oblik:
2 2
U Ua
AT, = 2
2g + 117 2g + 29

Ako je referentni sistem (z = 0) postavljen na koti vrha prelivne ivice,
tada je pijezometarska kota II; jednaka visini H od ivice preliva do nivoa
fluida u preseku 1. Iz prethodne jednacine se dobija brzina u mlazu:

uf
Uz = 4|29 H—zz—i—%

godine. Svoje najznatajnije radove, &iji se rezultati i danas koriste, je publikovao bag iz
oblasti hidraulike.
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koja nije konstantna po visini mlaza z. Cesto se kod oftroiviénih preliva
zbir visine prelivnog mlaza i brzinske visine u dolaznom preseku 1 oznacava
sa Ho:
2
U
Hy=H + —1
29
Protok preko preliva se dobija kao suma proizvoda svih brzina us(2) i pri-
padajuéih elementarnih povrsina dA. U sluc¢aju pravougaonog, ostroivicnog
preliva, datog na slici 4.25, elementarne povrsine su pravougaonici kon-
stantne girine b i visine dzg, pa je protok preko preliva:

H
Qia = /uszzb/ us dzg =
A 0

H u2
= b\/279/ (H—zz-l-—l)dzz:
0 29

2 u? 32
= —=b\/2g H—z2+—1 =
3 2g
0
3/2 3/2
2 u? u?
= b /2g|(H+2L) — (2
3 J ( 2g ) ( 2g
Dobijena jednacina za protok nije direktno resiva, jer se sa desne strane
nalazi brzina u; koja je funkcija protoka33 u; = Q/A;. Do regenja se dolazi
iterativnim postupkom, pri ¢emu se u prvoj iteraciji dolazna brzina u; moze
zanemariti, a u narednim iteracijama, uzima se brzina w, koja se racuna

iz protoka dobijenog prethodnom iteracijom. Cesto se u resavanju protoka
dolazna brzinska visina skroz zanemaruje, pa izraz za protok postaje:

2
Qid = gb\f 29H3

Da bi se odredio protok na realnom prelivu, potrebno je dobijeni anali-
ticki izraz pomnoziti sa koeficijentom protoka Cgp:

Q =Cg X Qig

Koeficijent protoka se odreduje za svaku geometriju preliva i dolaznih
uslova laboratorijskim merenjima. Koeficijent u sebi uklju¢uje i neravnomer-
nost brzina u presecima 1 i 2, tako da se u izrazima za protok ne koriste brzine

33Prilikom refavanja zadataka, pravi se esta grefka u obradunu popreénog preseka Aj.
Kao popreéni presek treba uzeti celokupni proticajni presek dubine (H + P), od dna kanala
do povréine fluida, a ne samo dubim H!
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delida u; i ug veé srednje profilske brzine Vi i V5. U literaturi [1, 12], mogu
se nadi tablice i dijagrami iz kojih se odreduje koeficijent protoka za vedinu

standardnih oblika preliva.

Primer 4.5.4

Voda tece pravougaonim kanalom konstantne Sirine B = 1 m. Visina prelivnog
mlaza je H = 25 c¢m a preliv je oftroiviéni pravougaoni, Sirine b = 0,4 m i visine
P =0,3 m. Koliki je protok kanalom ako je za date geometrijske uslove koeficijent

protoka Cg = 0,617

Kao prva iteracija proracuna protoka moze se uzeti da je dolazna brzina u kanalu
nula:

QW = Cngx/2gH3 = 0,61%0,4\/2 x 9,81 x 0,253 = 0,09007 m?/s = 90,07 L /s

Dolazna brzina za tako sracunat protok je:

V= QW QW  0,09007
'Y "4, T BH+P) 1,00,25+0,3)

a Clan brzinske visine u preseku 1 je:

V2 0,164% .
E =398l 0,001371 m = 1,371 mm

Kako se u izrazu za protok pojavljuje zbir visine prelivnog mlaza H i brzinske visine,
rezultat prve iteracije pokazuje opravdanost pretpostavke o zanemarenju dolazne
brzine. U drugoj iteraciji, protok je:

9 vz 32 vz 32
@ _ 2. 0= vin’'t (W _
Q7 = Cozbvig (H+ 2g> (251)

2
= 0613 0,4/2 x 9,81 {(0,25 +0,001371)*2 — 0,0013713/2| =
= 0,09077 m®/s = 90,77 L/s

=0,164 m/s

Dobijeni protok je veéi od protoka iz prve iteracije za 0,7%. U vedini proracuna,
greska manja od 1% se smatra prihvatljivom. Ako bi se nastavilo sa iteracijama,
brzina V3 u drugoj iteraciji je 0,1650 m/s a brzinska visina 1,388 mm, dok je protok
Q®) =90,78 L/s, 5to se moze konaéno usvojiti kao taéna vrednost.

4.5.4 Navie-Stoksove jednacdine

Dinamicka jednaéina (4.53), odnosno (4.54), na strani 128, sadrzi ¢lan

o7
—2* koji predstavlja povriinsku silu od devijatorskog dela napona (—crgij).

ox;
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Kao posledica delovanja te sile dolazi do deformacija, pa bi trebalo da postoji
veza izmedu tangencijalnih napona (72) i brzina deformacija (wij).

Za strujanje fluida konstantne gustine, pri ¢emu postoji samo jedna kom-
ponenta brzine u;, a druge dve su nula uy = ug = 0, izvodi komponenti 2
i 3 su takode nula, pa vazii da je:

Ousg . Ousg . ouy

28 = oo
0x2 0xs3 01

na osnovu uslova (4.38) da je zbir brzina dilatacija u sva tri pravca jednak
nuli. Brzina u; je samo funkcija pravca 2 (uz pretpostavku da je strujanje
u dve ravni), odnosno, v = ui(x2).

B 1 [ aTr ,
: . Lidni a=lic / <
.- &
of s i TN 1
7 t =T &
/,.f{ .-'". i U
?f —> +a galgl <— 4T hi
4 B i
_ i
Y —_ | '8 LL = (L=
e } I
5 e e —

Slika 4.26: Pozitivni smerovi brzina deformacija i napona na fluidni delié

U poglavlju 2.2 Viskoznost je jednacinom (2.6) na strani 16, data veza
izmedu tangencijalnog napona i ugaone brzine (jednacina (4.22), strana 111):

du
T(y) =p @
Za date uslove, veza se moze napisati u sledeéem obliku:
Ouq
= = —i — 4.
2= T2 = g (4.67)

gde je u skladu sa konvencijom o pozitivnim smerovima napona (slika 4.19
na strani 125 i slika 4.26), u izrazu za tangencijalni napon promenjen znak.
Za opisane uslove strujanja, brzina deformacija w;; je:

w _1(%+%> = W J(%)
1279 Oxa Oz 1279 0x2

jer je ue = 0. Kombinujuéi prethodni izraz sa izrazom (4.67) dobija se:

T12 = —2 /w12
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Dobijena. relacija se moze prosiriti na ceo devijatorski deo napona i defor-
macija (4.29):

1
(_O';'li =) Tﬁ = -9 ,uw;ii =2 <Wj1; — 5¢j§ wkk> (4,68)

Sredivanjem izraza zamenom ¢lanova koji nose deformaciju wj; (4.26) i
wik (4.20), dobija se veza izmedu tangencijalnog napona i brzine deformacija:

Ou;  Ou; 2 Ou
d_ _ J g 2 5. Tk 4
- ”(axi+axj)+3” Y dar, (469

Povréinska sila u pravcu 4 je izvod tangencijalnog napona T po koordi-
natnom pravcu x;:

ord 9 du; ] du;\ 2 8 du

7 d g 8 ’“) 4.70
9%; awj( " Bz, +3$3< ”awz>+3a (” i ogy,) (470
Kod drugog ¢lana zbira se moze promeniti redosled diferenciranja, pa ée se

dobiti sledeéi oblik:

0 0 0 3
90 <_ “J) __ ou;j (4.71)
ox; o0x; o0x; 3:1:3
U treéem ¢lanu zbira (4.70), mogu se spojiti parcijalni izvod z, po praveu j
i Kronekerov simbol é;;, tako da se dobija parcijalni izvod po pravcu i:

2 0 Ouy, 2 0 Ouy, 2 0 ou

A (Moo~ =73 — | == J 4.72

30x; ('u 4 3.’1%) 3 0x; ('u 3.’1%) 3 0x; ( 3.’53) ( )
U izrazu je i udvojeni indeks k¥ zamenjen indeksom j, jer se radi o zbiru po

tri osnovna koordinatna pravca, pa je svejedno koja se oznaka koristi.
Spajanjem drugog (4.71) i tredeg (4.72) ¢lana izraza, dobija se:

0 Buj +g 0 Buj 19 Buj
ox; Bwj 3 0x; 3:1:J 30z Bwj
Kada se uvrste sredeni ¢lanovi u jednatinu (4.70), dobija se veza izmedu
povrsinsgke sile 1 brzine deformacija:

ot 8 [ fw\ 198 [ 0du
gi _ 9 i ]
Oz; Oz, ('u Bwj) 3 Ox; ('u 3.’53) (4.73)
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Stavljanjem te veze u dinamicku jednacinu (4.54) (strana 128), dobija se:

Du; h i 1
,Du :_pga _op 0 (Mau)Jr_a ( au3> (4.74)

Dt ox; Ox; awj 8353 30zx; Bwj

dinemicka jednadine zo viskozni, Nyutnovski fluid. Jednadina je vektorska,
sto znati da su izrazom (4.74) napisane tri jednadine, za osnovne koordinatne
pravee i = 1,4 = 2i¢ = 3. One se najéesée zovu Navie3*-Stoksove®®
jednacine.

Izvedene Navie-Stoksove jednacine vaze za viskozne fluide, kod kojih je
viskoznost promenljiva po prostoru p = p(z;). To je najéesée sluéaj kod
strujanja fluida koji su izlozeni temperaturnim uticajima. Ako se pretpostavi
da je fluid homogen, tako da viskoznost ne zavisi od koordinatnog pravca,
tada se koeficijenat viskoznosti ¢ moze izvudéi ispred parcijalnog izvoda po
x;, odnosno po x;. Tredi ¢lan zbira (4.74), tada se moze napisati u obliku:

0 Ou; \ B 0%u; _ 0%u; N 0% N 0%

Ox; oz oxj | # Ox;Oz; # oz? = 0x% = Oz
gde je pokazano da ¢lan, sa udVOJemm indeksom (0x; Ox;), predstavlja zbir
tri ¢lana, po pravcima 1, 21 3. Cetvrti ¢lan zbira (4.74) se moze napisati u

obliku:

190 Buj B 1 0 Ouj
3 0x; Bwj 3 sz Oz

pa Navie-Stoksove jednacine za homogen fluid postaju:

%__ Bh_a + 0%u; +1 0 BuJ
Dt = oz; 0z " 0z;0m; 3" 0x; 0w

(4.75)

34C1aude-Louis Marie Henri Navier (1785 - 1836) francuski inZenjer i kasnije profesor,
koji se specijalizovao za mehaniku elastiénih tela. Radio je na projektovanju mostova i
prvi je dao potpunu teoriju viseéih mostova. Danas je poznatiji po radovima iz mehanike
fluida, gde je 1821. godine dao prvi oblik Navie-Stoksove jednadine za nestigljive fluide,
a godinu dana kasnije i za viskozne fluide. Interesantno je da je do korektnog oblika
jednacina dofao bez poznavanja koncepta tangencijalnih napona, vet direktno uzimajudi
sile medu molekulima kao meru trenja.

35George Gabriel Stokes (1819 - 1903) engleski matematicar i fizi¢ar, irskog porekla,
jedan od predsednika Kraljevskog udruzenja engleskih nauénika. Kombinujuéi izvrsno
matematic¢ko znanje i sklonost ka eksperimentalnom radu, u mnogim oblastima je postavio
fundamentalne matematicke principe. U svojim prvim radovima iz 1842. i 1843. se
bavio ustaljenim kretanjem nestigljivog fluida, da bi kasnije poteo da se bavi i talasnim
kretanjima i viskoznoséu. Velike doprinose je dao i u teaoriji prostiranja svetlosti kao i u
razvoju opste matematicke fizike.
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pri ¢emu je ¢lan povrsinske sile za homogeni fluid:

o5, 0%w; 1 8 Ouy
e _ _ L ')
Oz a Oz;0z; 3 ™ oz (4.76)

Ako se pretpostavi da je fluid homogen i nestigljiv (p = Const.) tada je

na osnovu jednacine odrzanja mase (4.38) (strana 119) élan a—uj = 0, pa se
Zj
Navie-Stoksove jednadine svode na:
Du; Oh Op 0%,

pﬁ - _‘Ogawi B 895, +'u 8wj 8wj (4-77)

Primer 4.5.5

8] :

Za, jednoliku ravansku ustaljenu struju

homogenog, viskoznog i nestisljivog flu- S U=
ida, pokazati da je pijezometarska kota e uz=U
konstantna po preseku struje. Al

—t
L'

Prema datoj skici, brzine su u; = wui(x2),u2 = us = 0. Za date uslove je i

Ouy

o,

= 0 jer iz uslova p = Const. sledi — = 0.

8$7;
Za homogen nestigljiv fluid primenjuju se Navie-Stoksove jednacine (4.77). Za
slucaj ustaljenog strujanja, ¢lan sa leve strane, materijalni izvod brzine je nula:

Du;

Dt
pa su Navie-Stoksove jednadine:
6h  Op 8u;

0=-— - +
Pg &Bi &Bi H 8:17 ] 8:17 ]
Deljenjem sa pg jednacina se pife za pravac 2, upravno na fluidnu struju:

Oh 0 <£>+0 = i(H):O = I = Const.
Py Oz
odakle sledi da je pijezometarska kota konstantna duz preseka, u pravcu 2. Da bi

se videlo od Cega zavisi pijezometarska kota, napisaée se 1 Navie-Stoksova jednadina
za pravac 1:
Oh 0 &u 0 &u
L)+Log = m-L5m
pg/  pg Ox3 Oz, pg Oz3

1z uslova da Il zavisi samo od z; a brzina u; od x5, dolazi se do toga da su oba

¢lana izraza konstante, pa se parcijalni izvodi mogu zameniti totalnim:

dil d?u, dII

— T — = t, — I == t.
do o9 dm% Cons = P 1 = Cons
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Za date grani¢ne uslove, izraz se moze integrisati, odakle ée se dobiti raspored brzina
i nagib pijezometarske linije.

4.5.5 Resenje integralne jednacine odrzanja koli¢ine kretanja
za ustaljeno tecenje homogenog fluida u cevi

Integralna jednaéina (4.44) odrzanja koli¢ine kretanja, odnosno dinamié-
ka jednatcina data na strani 123, napisana za bilo koji pravac ¢ glasi:

a(puz
/CV 5 dV—I—/ pui(ujn;) dA = F; (4.78)

Sa leve strane jednacine se nalazi prirastaj kolic¢ine kretanja u jedinici vre-
mena, po odredenoj zapremini V, uvedan za protok koli¢ine kretanja u je-
dinici vremena kroz omotagc, grani¢nu povrsinu A posmatrane zapremine V.
Drugi sabirak je pozitivan ako je protok koji napusta zapreminu veéi od
onoga koji u nju ulazi. Prema drugom Njutnovom zakonu, vektorski zbir
ova dva ¢lana F; mora biti jednak zbiru pravih sila koje deluju na konac¢nu
zapreminu.

Prethodna jednacina se u najopstijem obliku moze napisati kao uslov da
je zbir dva vektora, odnosno dve sile, jednak nuli:

IT+F=0 (4.79)

odakle je prema jednacini (4.78), sila I za pravac i negativan zbir prva dva
sabirka:

I =— ( AGD) dV—l—/ pu;(uing) dA) (4.80)
cv Ot

Ovako definisana sila I, , zove se inercijalna sila ili fiktivna sila i predstavlja
primenu Dalamberovog3® principa, kojim se zadaci dinamike fluida svode na,
statiku: iako se fluid kreée, moze se smatrati da posmatrano telo zapremine
¥ miruje posto su sve prave sile i inercijalne sile u ravnotezi.

Jednaéine (4.78), odnosno (4.79), moraju biti zadovoljene u okviru odre-
dene, konstantne zapremine. Na slici 4.27 je prikazan tok fluida kroz cev,

36Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783) kontraverzni francuski matematiéar, koji je
lako ulazio u svadu sa svima oko sebe. Dao je izvanredan doprinos primeni matematike u
fizici, posebno u oblasti odrzanja kineticke energije, poboljfanjem Njutnove definicije sile.
Bavio se statikom i dinamikom fluida, primenjujuéi integralni pristup umesto Bernulijevog
diferencijalnog, usput tvrdeéi da je njegov pristup bolji! Radio je na pisanju Enciklopedije
sa Volterom i Didroom, gde je bio zaduZen za matematiku i fizicku astronomiju. Saradivao
je, a i intenzivno svadao, sa Ojlerom.
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Slika 4.27: Na deo cevi izmedu preseka 1 i 2 se primenjuje dinamicka
jednacina: na levom delu slike su prikazane brzine, a na desnom delu slike sve
prave sile, koje treba zajedno sa fiktivnim inercijalnim silama da “zatvore”
poligon sila (prema jednaéini (4.79))

koja se postepeno suZova. Tecenje je ustaljeno a fluid je homogen. Zapremina
u okviru koje se resava dinamicka jednacina je omedena presecima 1 i 2, kao
i nepokretnom konturom cevi.

U dinamickoj jednacini (4.78), zbog ustaljenog tetenja, ¢lan sa parci-
jalnim izvodom po vremenu je nula. U povrsinskom integralu, deo povrsine
koji se odnosi na konturu (na levoj strani slike 4.27 je ort konture oznacen sa
ng ), mnozi se sa brzinom nula, pa ostaje samo deo povriine na presecima 1
i 2. Ako se pretpostavi da su brzine u presecima konstantne, jednake V7 i
Vo (prema (4.7)), tada se resenje dinamicke jednacine svodi na:

pQVo— pQVy = F (4.81)

Negativan znak kod preseka 1 ukazuje da je smer brzine suprotan od smera
orta povrsine, odnosno da je u pitanju dotok koli¢ine kretanja.

Sa leve strane jednadine (4.81), nalazi se prirastaj kolidine kretanjo pos-
matrane mase u jedinici vremena, 1 uslovima ustaljenog tectenja fluida kon-
stantne gustine kroz cev. Do istog izraza se moze doéi i direktnom pri-
menom osnovnog principa odrzanja koli¢ine kretanja, pri istim uslovima,
na deo fluida izmedu dva preseka cevi (slika 4.28). Prema jednacini konti-
nuiteta (4.42), zbog promene preseka cevi duz fluidne struje, u svakom od
preseka deli¢i imaju razlic¢ite brzine. Deli¢ koji je sivo obojen, u trenutku £,
ima koli¢inu kretanja ml_/"t. U sledeéem vremenskom trenutku ¢ + At, kada
napusti svoje mesto i pomeri se niz fluidnu struju, imade veéu brzinu pa
ée njegova koli¢ina kretanja mVH_At da poraste. Medutim, u tom sledec¢em
vremenskom trenutku ¢ + A¢, na upraznjeno mesto sivog deli¢a ée dodi beli
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delié¢ (jer je fluid neprekidan), koji ée sada imati brzinu i koli¢inu kretanja
jednaku onoj koju je imao sivi deli¢ u trenutku ¢. Moze se zakljuciti da
unutar posmatranog prostora, kroz vreme, ne dolazi do promene koli¢ine
kretanja3?.

Promena koli¢ine kretanja se do-
gada samo na krajevima zapremine,
u presecima 1 i 2, tako da je dovoljno
posmatrati preseke fluidne struje, a
- ne celu masu fluida. U preseku 1
Presek | se oduzima deo mase m = p¥ =
pQ At pa se, uz pretpostavku o tome
da je brzina u preseku konstantna
i jednaka srednjoj profilskoj brzini,
smanjuje koli¢ina kretanja za mI_/"l =
pQAtV;. U preseku 2 se osvaja ista
masa pa se koli¢ina kretanja povecava,
za mVQ = pQAtVQ. Ukupna promena koli¢ine kretanja u vremenskom inter-
valu At je:

—pQALV; + pQALV,

Slika, 4.28: Jedina prava promena
koli¢ine kretanja se dogada na kra-
jevima zapremine, u presecima 1 i 2

pa se dobija da je promena koli¢ine kretanja u jedinici vremena ista kao i
leva strana jednacine (4.81):
pQV2 — pQV1
Inercijalna sila f, koja je jednaka negativnoj vrednosti promene koli¢ine
kretanja (4.80), moze se razdvojiti na dve komponente, na preseke 11 2. Za
tecenje u cevi, u skladu sa jedna¢inom (4.81) inercijalne sile I i Is su:

I = pQV3 I, = —pQV, (4.82)
Zbog promenjenog znaka u izrazu, sila I; deluje u pravcu ulazne brzine
V1, a sila Iy suprotno od izlazne brzine Vo. Moze se zakljuciti da je smer
komponente tnercijolne sile takev da sila wvek deluje ka popreénom preseku
kontrolne zapremine, odnosno, da nercijaine sila uvek deluje ka mast fluida.

Uétinjena pretpostavka u resavanju jednaéine (4.80), o konstantnoj brzini

u preseku, bila je korigéenai kod izvodenja jednacine kontinuiteta, jer je sred-
1

nja brzina V isto sto i integralni oblik 1 / u dA. U dinamickoj jednacini

A
se unutar integrala javlja proizvod brzine, pa sada vige nije V? isto &to i

37Veé je reteno da se koristi Ojlerov pristup u analizi strujnog polja, u kome se neustal-
jenost vezana za fluidni delié izbegava tako $to se posmatra fiksan nepokretan prostor, u
kome je onda strujanje ustaljeno.
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1 : N :
A / u? dA. Da bi se taénije re&io integral u uslovima neravnomernog ras-
A

poreda brzine po popreénom preseku (prikazano u preseku A slike 4.27 kao
i na slici 4.9, strana 98), uvodi se koeficijent 3 definisan kao:

1
V=/'u,2dA = :—/'u,sz 4.83
BQ B B Qv Ja (4.83)
pa je tacno resenje dinamicke jednacine:
B2pQV2 — G1pQVI = F (4.84)
a inercijalne sile po presecima su:
=hpeRVE L= —[2pQV2 (4.85)

Koeficijent /3, zove se Businesov>® koeficijent i on je uvek veéi od 1,00.
Za paraboli¢ni raspored brzina u kruznoj cevi, koji se ostvaruje pri lami-
narnom teéenju (biée obradivano u poglavlju 6.1), Businesov koeficijent je
B = 4/3 = 1,333, a za razvijeno turbulentno tec¢enje u cevi, gde su brzine
po preseku ujednacenije 5 = 1,01 ~ 1,10. Kod preciznijih obrac¢unavanja
gila na konstrukciju potrebno je koristiti Businesov koeficijent, dok ée se u
nastavku knjige njegov uticaj zanemarivati.

Primer 4.5.6

Raspored brzina u kruznoj cevi je dat sledeéim izrazom:
Y 1/7

7

gde je R poluprecnik cevi a y rastojanje od zida cevi. lzra¢unati koliki je Businesov

koeficijent 3 i prokomentarisati rezultat.

'U':'U'maa:( 0<y<R

Srednja brzina V je, prema jednacinama (4.3) i (4.7) data sa:

A R
Na slici je prikazan kruzni presek. Za osnosimetri¢an ras-
pored brzine, elementarna povrdina dA se moZe zameniti
kruznim prstenom &irine dr:

V—Q L /udA

dA = 27w dr r=R-—-y dr = —dy

Granica integracije je od R do 0. Ako se promeni znak

priragtaja dy integracija ée iéiod 0 do R

1[0 um 98
V_E/R%ﬁu dr = / (R— y) mumaz

38Valentin Joseph Boussinesq (1842 - 1929) francuski matematidar i fizidar, koji je dao
znatajan doprinos u oblasti hidraulike. Proudavao je talasno kretanje, otpore trenja, ras-
pored brzina kao i fenomen razvoja turbulencije.
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Zamenom srednje brzine u jednaéinu za Businesov koeficijent 3 (4.83) dobija se:
_ 1 2 14 _ 2T - YN
ﬁ—Q—V/Au dA_AV2/RTum”(}_%) dr =

:;Twﬁ<120) /(R y)

2,9988 (%, . 2,9988/ ,7 7
) 70217 _ R2/T,9/7) qy = 222°% g2l _ g2 L)
R? /0 (R Y By )dy R? ( 9 16) 1,02

!:&JIcd

Dobijeni Businesov koeficijent pokazuje da su stvarne inercijalne sile za 2% veée
od sila koje se dobijaju uz pretpostavku o konstantnoj, srednjoj brzini po preseku.

Prave sile koje deluju na posmatranu zapreminu, prikazane su na slici 4.27,
sa desne strane (sile tezine, pritiska i konturna sila), dok su na slici 4.29 do-
date i fiktivne sile, ¢ime je postignuta ravnoteza sila:

L+P+T+N+G+L+P=0 (4.86)

0Od zapreminskih sila najcesce se uzima samo sia teine G = pGV 1 ona
deluje iz tezista zapremine vertikalno na dole. Od povréinskih sila, u obazir
se uzimaju sile pritiska na presecima 1 i 2, koje se racunaju po nacelima
hidrostatike i ¢iji je pozitivan smer ka preseku (sile Pna slici), kao i ukupna
stla kojom konturae deluje na fluid K koja j Je zbir trenja izmedu fluida i zida
konture (sila T') i normalnih napona (sila N).

Slika 4.29: Vektorski zbir svih sila koje deluju na posmatranu zapreminu
fluida, izmedu preseka 1 i 2, je nula
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U prakti¢nim primerima, koji ¢e biti dati u nastavku, najcescée se di-
namickom jednacinom trazi rezultujuéa sila —K, kojom fluzd deluje na kon-
turu. To su sile T+ N sa suprotnim smerom, smerom od fluida ka konturi:

K= (T+N)=L+P+G+L+P (4.87)

4.5.6 Primeri primene jednacine sila

Korigéenjem jednacdine odrzanja koli¢ine kretanja u integralnom obli-
ku (4.86), ili kako se tesée naziva dinamicke jednacine ili jednadine silo,
dolazi se jednostavno do prakti¢nih resenja pri opterecenju konstrukeije flu-
idom koji se kreée. Pri tome se, zbog integralnog pristupa, ne ulazi u kom-
plikovane jednacine, kojima bi se odredio raspored brzina i pritisaka unutar
posmatranog fluida.

U koriscenju jednacine sila treba biti oprezan, jer se moraju zadovoljiti
uslovi postavljeni pri izvodenju jednacine: ustaljeno tecenje, fluid konstantne
gustine, brzina u preseku priblizna srednjoj brzini i nepokretna kontura.
Takode, neophodno je korektno obraéunatr sve sile koje deluju na izdvojenu
masu fluida. U nastavku ée se dati dva primera primene jednacine sila: jedan
za tecenje u cevi i drugi za tedenje u otvorenom kanalu.

4.5.6.1 Sila na vertikalni mlaznik

Posmatra se isticanje vode ver-

BT -
—*‘l;— il

= [
gl
— =
4' =~
>

Slika 4.30: Odredivanje sile vode na
vertikalni mlaznik

tikalno u vis kroz mlaznik, cev koja

se pri svom vrhu smanjuje sa precnika
D na manji precnik d. Pretpostavlja

se da je poznat protok kroz cev i pije-

zometarska kota za presek u cevi pre

suzenja. Potrebno je odreditisilu ko-

jom voda deluje na mlaznik.

Na levom delu slike 4.30 je pri-
kazan detalj cevi sa mlaznikom. Na
desnom delu su nacrtane sve sile koje
deluju na posmatranu zapreminu. Za
date podatke mogu se odrediti priti-
sak u preseku 1 i brzine u presec-
ima 11i 2. Sile na zapreminu su:
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e Sila pritiska3? u preseku 1:
P =p1A;

e Sila pritiska u preseku 2 je nula, jer mlaz izlazi u atmosferu pa je u
preseku hidrostaticki pritisak nula:

P,=0 (p=0)

e Inercijalne sile u presecima: Iy = pQV; i Is = pQVs. Vezu izmedu
brzina V; i V5 daje jednacina kontinuiteta:

ViA1= V3A,

e Sila tezine vode izmedu preseka 1i 2: G = pg¥. Zapremina mlaznika
se moze izracunati kao zapremina zarubljenog konusa:

D?r H d d?
= . (14 — 4+ —
v 4 3(+D+D2)

e Sila konture na fluid K je nepoznata. Posto je deo cevi sa mlaznikom
kratak, moze se zanemariti uticaj trenja i smatrati da je celokupna sila
rezultat normalnih napona izmedu zida cevi i vode.

Sve sile izmedu preseka 1 i 2 moraju biti u ravnotezi, pa je, sa desne
strane slike 4.30, nacrtan poligon sila. Vektorska jednacina sume sila, kada
se napise za pravac z, glasi:

P+L1-G—(+K)—-Ir=0

gde je za silu K, stavljen predznak (+K), da se zna da je to sila konture na
fluid. Trazena sila fluida na konturu (—K) je jednaka:

(—K):P]_+I]_—G—IQ

Za proracun sile pritiska potreban je pritisak u preseku 1, a on se ne
moze odrediti iz do sada pomenutih jednaécina.

4.5.6.2 Hidrauli¢ki skok

U otvorenim tokovima, rekama i kanalima, dubina vode zavisi od protoka
ali i od nagiba dna, trenja i uzvodnih i nizvodnih grani¢nih uslova. U glavi 8
Ustaljeno tecenje u otvorenim tokovima ove knjige ¢e detaljno biti reéi o
rezimima tecenja i pravcima prostiranja uticaja, kao i o uslovima koji namecéu
promenu dubine duZ toka (nejednoliko tecenje).

39Da bi se odredio pritisak p1 potrebna je jof i energetska jednadina (4.119), koja ée biti
izlozena kasnije u ovom poglavlju.
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Generalno, ako se u toku sa malim nagibom dna, gde bi trebala da bude
velika dubina, a veoma mala brzina (pa samim tim i jaka gravitaciona sila),
nekim grani¢nim uslovom (recimo ustavom) nametne vodi mala dubina i
velika brzina (odnosno, velika inercijalna sila), doéi ée do “sukoba” uticaja u
kanalu. Sa nizvodne strane trenje i gravitacija namecu veliku dubinu, koja
bi trebala da vlada kanalom, a sa uzvodne strane inercijalna sila namede
malu dubinu, sa zeljom da se ista propagira u nizvodnom pravcu.
Pomirenje ta dva suprotna pravca

/_.fﬁ:- ; prostiranja uticaja je u hidrouliikom
\ skoku0. Voda jedan deo kinetitke ene-
gz ;_(L rgijfe I?retvara u .potenc?jah?tl, dizuéi

€« svo]j nivo, a drugi deo kineticke ener-

f- < | ' ' gije sama sebi oduzima kroz vrtloge,

;ﬁfﬂjt-’ff% ,,r;ﬁ*},{a/i 774777772 | smiruje se i naglo prelazi iz oblasti

| X malih dubina, a velikih brzina u oblast
velikih dubina, a malih brzina.

Slika 4.31: Hidraulicki skok u Na slici 4.31 je prikazan hidrauli¢ki

otvorenom kanalu skok. Zbog velikog gubitka energije

u skoku, Bernulijeva jednatina (4.57),

koja pretpostavlja tetenje idealnog fluida*l, ne moze se koristi. Regenje

skoka se dobija postavljanjem jednacine sila (4.87) (na slici su nacrtane sve

sile sa svojim smerovima):

T+N+L+P+G+L+P=0

Vektorska jednacina se postavlja za pravac x, pravac toka vode. Sile
pritiska su funkcija dubina ispred i iza skoka i geometrije kanala (oblika
popreénog preseka) P, = P,(h, A(h)). Inercijalne sile su funkcija protoka i
brzine, a brzina zavisi od geometrije popre¢nog preseka I, = Iz(A(h), Q).
Ukoliko se kanal tako napravi da nema promena poprecnog preseka, sila
N = 0 je nula. Takode, ukoliko se dno kanala na mestu skoka tako napravi
da bude horizontalno, komponenta sile tezine u pravecu toka z je nula G = 0.
Na kraju, sila trenja T, se moZe zanemariti, jer je mala u odnosu na sile
pritiska i inercijalne sile. Polazna jednacina se svodi na I1 + P = Io + P

odnosno na:
2 2

pQV1 +pr1A; = pQVa + pr2lds = P% + pghr1Aq = Pi—z + pghraAs

49Detaljnije o hidraulitkom skoku, mehanizmima nastajanja i uklapanju skoka u liniju
nivoa u poglavlju 8.5 Hidroulicki skok.

AUpravo su viskozne sile te sile koje treba da u malim vrtlozima skoka potroge visak
kineti¢ke energije i da smire tok.
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U ovoj jednacini mora biti poznata dubina sa jedna strane skoka i protok ili
su poznate obe dubine, pa se iz jednadine moze odrediti protok.

4.6 Odrzanje energije sistema

U jednac¢inama koje su dobijene korigcenjem principa odrzanja koli¢ine
kretanja, pojavljuje se rad sila kojima se menja energija fluidnog delié¢a iz
potencijalne u kineticku i obrnuto (jednacina (4.59) na strani 131 odnosno
jednadina (4.60) na strani 131). To znaéi da u procesu kretanja fluida dolazi
do transfera energije ka ¢ od fluidnog delié¢a. 'Taj transfer energije mora
ispuniti jedan od osnovnih principa fizike: u odsustvu nuklearnih reakcija,
enerqija se ne moie ni stvoritt ne unsii.

Prvi zakon termodinamike je zakon odrzanja energije, koji tvrdi da su rad
i toplota razli¢iti, ali ekvivalentni oblici transfera energije. Zakon uspostavlja
relaciju izmedu koli¢ine toplote, koju sistem (telo konstantne mase) primi ili
oda, izvréenog rada i promene unutrasnje energije sistema: kolicina toplote
koja se preda sistemu tde na povecanje unutre$nje energije ¢ na rod koj tag
sistem vr$t ne okolna tela.

U nastavku ¢e se prvi zakon termodinamike primeniti na fluid pri ¢emu
ée se predi sa tela konstantne mase na fluid konstantne zapremine. Izvesée se
integralna jednacina odrzanja ukupne energije, energetska jednacina, kao i
jednacina odrzanja samo mehanicke i samo toplotne energije. Pokazace se da
se, sredivanjem jednacine mehanicke energije, dobija Bernulijeva jednacina
(kao i iz jednaéine odrzanja koli¢ine kretanja, jer obe jednadine “prate”
samo mehani¢ku energiju), dok se, uproséavanjem energetske jednacine, za
sluc¢aj tecenja u cevi, dobija slican oblik kao i Bernulijeva jednacina, ali
sa ¢lanovima koji ukazuju da se deo energije nepovratno “trosi” na zagre-
vanje fluida. Na kraju ée se navesti nekoliko primera upotrebe energetske
jednacine.

4.6.1 Integralna i diferencijalna jednac¢ina odrzanja energije

Prvi zakon termodinamike se u formi jednacine moze napisati kao:
AQ = AE + AW (4.88)

gde je AQ koli¢ina toplote koja se dovede u sistemu, AE povedanje un-
utragnje energije a AW rad koji se utrosi na okolna tela dok se menja un-
utrasnja energija.
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U prethodnoj jednaéini se mogu konaéne promene A svesti na promene u
malom vremenskom intervalu df. Prebacujuéi unutragnju energiju kao jednu
od karakteristika inercijalnog sistema na desnu stranu izraza, dobija se:

dE dq dw
@e_d Jw (4.89)
dt dt dt

Unutrasgnja energija fluida je zbir dva ¢lana: kineticke energije fluidnih
deliéa, koja zavisi od njihove brzine m x u? /2, i interne energije m x e, koja je
rezultat oscilovanja atoma u molekulu i uzajamnog dejstva molekula fluida
pod uticajem toplote deliéa®?:

2 2
E=/&dV+/pedV=/p Y ote)av (4.90)
v 2 v Vo 2

Ako se sa B oznati unutrasnja energija E, tada je, prema jednadini (4.8)
(strana 103) veli¢ina b jednaka b = u2/2 + e. Jednagina (4.89), koja vazi za
sistem sa konstantnom masom, u sistemu sa konstantnom zapreminom (u
skladu sa (4.11) na strani 105) postade:

2 2 . g
/ 9 P ©otel|dv+ p e uinidAzﬁ—d—w (4.91)
cv Ot ca’ \ 2

2 dt dt
gde je skalarni proizvod vektora i - 77 napisan pomodéu udvojenog indeksa .
Dobijena jednaéina predstavlja jednadinu odrianjo energije (ili energetsku
jednadinu) za sistem sa konaénom, konstantnom zapreminom, u jedinici vre-

mena.

Poslednji ¢lan dw/dt u prethodnoj jednaéini je ukupno utroseni rad u je-
dinici vremena i moze se napisati kao zbir rada zapreminske sile, povrsinskih
sila pritiska i trenja po konturi (viskozne sile) i mehanickog rada koji se
upotrebi na pokretanje nekog sistema (turbine, pumpe ili ventilatora), sve u
jedinici vremena:

dw dwg , dw, | did, | didy

dt ~ dt dt dt dt (4.92)

427 veéini knjiga Mehanike fluida se zakon odrZanja energije postavlja za ukupnu en-
ergiju tela, gde se pored unutragnje energije pojavljuje i potencijalna energija. Kako se
ovde radi o termodinamickom procesu, korektnije je podi od unutragnje energije. Poten-
cijalna energija ée se pojaviti kasnije, u toku izvodenja zakona o odrZanju energije, kao
posledica rada zapreminske sile, sile tezine. Finalna jednadina ée na kraju biti ista, ali se
prikazanim postupkom jasno stavlja do znanja kako se doslo do potencijalne energije.
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- ';-"_-".r = ..-.':."'_ii:‘_ e,

S unutrasn|e

[ ]

= P17 enargije

Slika 4.32: Prvi zakon termodinamike: koli¢ina toplote, koja se preda sistemu
ide na poveéanje unutrasnje energije i na rad koji taj sistem vrsi na okolna
tela

0Od zapreminskih sila ovde se razmatra samo sila tezine. Rad te sile po je-
dinici vremena je jednak proizvodu sile tezine (jednaéina (4.47) na strani 125)
i brzine:
Oh
ox;

Znak (—) ispred mtegrala ukazuje na to da je ukupan rad gravitacione sile
negativan, jer gravitacija dodaje rad na zapremini ¥, dok je po definiciji
pozitivan rad onaj koji zapremina trosi.

Rad sile tezine u jedinici vremena i po jedinici zapremine se moZze napisati

d'wg V= pg

AV (4.93)

kao zbir dva ¢lanas:

oh 0 0
Pga—iuz = B—wz (Pgh uz) - gha—wi (P’U»z)

Parcijalni izvod u zadnjem ¢lanu se na osnovu jednaéine odrzanja mase (4.35)
(strana 117) pretvara u negativni parcijalni izvod gustine po vremenu:

oh ) dp 0 )
P9 gt = 5 (pgh u;) + gh— ot~ Bz, (pgh u;) + a(pgh)

Proizvod (gh) ne zavisi od vremena pa je uvuéen u parcijalni izvod kao
konstanta.
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Ako se prethodni izraz stavi u jednaéinu (4.93) i ako prvi sabirak prede
sa zapreminskog integrala na povrsinski, dobija se rad sile tezine u jedinici
vremena;:

— 9 = hun; dA+ [ —(pgh) dV 4.94
dz LI Uy Bt(pg ) ( 9 )

Rad sile pritiska se obavlja po konturi A kona¢ne zapremine. Za ele-
mentarni deli¢ na konturi dA koji se pomera brzinom i, rad sile pritiska u
jedinici vremena je proizvod sile i brzine, odnosno:

d'wp _

gy /Apuini dA (4.95)

Rad je pozitivan, jer se trogi na savladivanje pritiska, koji je suprotnog smera
od smera orta povréine dA, a povrsina dA se pomera u smeru orta 7.

Sila od viskoznih tangencijalnih napona po konturi posmatrane zapre-
mine je proizvod tangencijalnog napona T% (jednacina (4.50) na strani 126)
i posmatrane povréine. Rad u jedinici vremena je povrsginski integral, koji
se moze predstaviti i u formi zapreminskog integrala:

a(T% u;)
v O0x;

= 4 av (4.96)

dwT = / T~d~ ujni dA =

A
Ukoliko se kontrolna zapremina tako izabere da nema pokretne granice (kon-
tura je évrsta), brzina fluida uz granicu de biti nula pa neée biti rada
viskoznih sila uz konturu. Takode, ako se mesto preseka kroz fluidnu struju
(presek A, odnosno C na slici 4.32) tako izabere da strujnice budu upravne
na presek, u izrazu (4.96) ée ucestvovati samo normalni viskozni naponi, pri
¢emu je njihov doprinos zanemarljivo mali.

Izraz (4.92) se moze staviti u jednat¢inu energije (4.91). Ako se rad sila
tezine (4.94) i pritiska (4.95) sabere sa odgovarajuéim povrsinskim i za-
preminskim integralima, dobija se jednacina odrZanje energije u integralnom
obliku (u jedinici vremena):

o 2 2
Jovor

P u——l—gh—l—e dV—I—/ P u—+gh+8+e uin; dA =
2 cAaA |\ 2 P

_ 9 dor  ddy (4.97)
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5 pui? ou?
Clan Ty + pgh + pe | odnosno 5 + pgh+ p+ pe | je zbir kineticke

energije, potencijalne energije (kod povrsinskog integrala u potencijalnu en-
ergiju spada i pritisak koji omogucava pronos energije kroz konturu, objas-
njenje je dato na strani 131) i interne toplotne energije, po jedinici zapre-
mine*3. Jednadina (4.97) pokazuje da se povedanje energije u posmatranoj
zapremini i protok energije, koja izlazi kroz povrsinu koja okruzuje posma-
tranu zapreminu, nadoknaduje iz dotoka koli¢ine toplote (energije) u jedinici
vremena umanjenom za rad, koji ta energija utrosi u jedinici vremena na
savladavanje viskoznih sila i pokretanje nekog mehanickog sistema.

Jednadina odrzanja energije se moze napisati i u diferencijalnom obliku.
Potrebno je prvo u osnovnoj integralnoj jednaéini odrzanja energije (4.97),
povrginski integral zameniti zapreminskim, primenom Gausove teoreme (je-
dnagina (4.13), na strani 106). Zatim, ¢lan jednaéine, koji oznacava rad
viskoznih sila, treba zameniti zapreminskim integralom (4.96). Takode, ¢lan
koji oznacava dovedenu koli¢inu toplote u sistem u jedinici vremena, treba
napisati kao protok toplote kroz konturu posmatrane zapremine, odnosno,
kao promenu koli¢ine toplote u posmatranoj zapremini:

dg _ - . [ 0G
g /A Gins dA = /V o dv (4.98)

Znak (—) ukazuje na to da je pozitivan smer protoka koli¢ine toplote kada
ona ulazi u sistem. Na kraju, u osnovnoj integralnojjednacini odrzanja ener-
gije (4.97), trebalo bi smanjiti kontrolnu zapreminu do nivoa elementarnog
fluidnog deli¢a d¥, sto dovodi do diferencijalne jednacine:

0 u? 0 u? P
py [,0 (? +gh—|—e>] + B, [,@uZ (? —I—gh—l—;—l—e)] =

_0g; d(7fu;)
= —awi — 92, (4.99)

U jednadini je izostavljen mehanicki rad, koji ne moze da se svede na
nivo elementarne zapremine, pa je diferencijolna jednacine ogranicena. U
resavanju jednacine za poznate konturne uslove, eko postorr mehanicki rad,
on se mora naknadno, eksplicitno, uzeti u obzir.

43U izudavanju stigljivih fluida, gasova, &esto se koristi pojam entalpija. To je zbir
interne energije i pritiska po jedinici mase h = e +p /p. Takode, koristi se i pojam ukupna
entalpija koja obuhvata entalpiju, kineticku i potencijalnu energiju po jedinici mase H=
h+u?/2 + gh.
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U prethodnoj jednacini se prvi ¢lan, parcijalni izvod po vremenu, moze
razviti u zbir:

u? dp 0 [u? Oh

a drugi ¢lan, parcijalni izvod po pravcu 4:

u? (pu;) 0 [u? oh  O(pu;)
(? + gh+ e) 92; + ‘O'“’iaxi 5 +e|+ pguiami + 92; (4.101)

Zbir prvih ¢lanova iz (4.100) i (4.101) je, prema jednacini odrzanja mase (4.35)
(strana 117), jednak nuli. Poslednji ¢lan u (4.100) je nula, jer vertikalno me-
rena visina h ne zavisi od vremena. Takode, poslednji ¢lan u jednacini (4.101)
je zbir parcijalnih izvoda p i u; po x;. Sredivanjem preostalih ¢lanova dobija
se diferencijalna jednadina odrzanja energije za jedini¢nu zapreminu:

Pai |\ 2 Phieg; \ 2 -
0§ 0 (7hus)  O(pu;) oh

= o5; 0w, Oz, —pguia—wi (4.102)

Leva strana prethodne jednadine se moze napisati i koriséenjem mate-
rijalnog izvoda Dy /Dt (jednacina (4.18) na strani 108) gde je velic¢ina ¢
jednaka internoj energiji po jedinici mase fluidnog delica ¢ = u2/2 +e:

U
Bwi sz awz e awz

o | e (4.103)

D (u2 ) _ oG O(Thu)  O(pw) Oh
2

¢ime se dobija slican oblik jednacine, kao i diferencijalna jednacéina odrzanja
koli¢ine kretanja (4.54), (strana 128).

Dobijena diferencijalna jednac¢ina odrzanja energije (4.103), pokazuje da
je povelange unutrasnje (zbir kineticke ¢ interne) energije po jedinici mase
flutdnog deliéa, jednako dotoku kolidine toplote umaenjenom za rad viskoznih
stla, sila pritiske t© sile teZine, sve u jedinici vremena. Ne treba zaboraviti
da je, prilikom prelaska sa integralnog pristupa na diferencijalni, izostavljen
708 © mehaniéki rad u jedinict vremena, koji treba naknadno obracunati.
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4.6.2 Jednacdine mehanicke i1 toplotne energije

U prethodnom poglavlju je izvedena jednadina odrzanja ukupne energije,
odnosno, odriaenje zbira mehaniike ¢ toplotne energije. U nastavku ce se
razdvojiti uticaji mehanicke i toplotne energije, uz odredivanje procesa koji
su zaduzeni za konverziju iz mehanicke u toplotnu i toplotne u mehanic¢ku
energiju.

Ako se koli¢ina kretanja deliéa (masaxbrzina) pomnozi sa polovinom
brzine, dobija se mehanicka energija mu2/2. Analogno tome, ako se jednacina
odrzanja koli¢ine kretanja (4.54), sa strane 128, pomnozi skalarno sa brzinom
u;, pri cemu se leva strana izraza moze srediti na sledeéi nadin:

.Dui_ D /uiu, . D [u?
““ODt_‘ODt<2>_‘ODt 2

dobija se jednadina odrianje mehaniéke energye:

D u? Oh  op  OTf
'ODt 2 ‘Oguzawi uzawi i Bwj

(4.104)

Kao éto se refavanjem diferencijalne jednacine odrzanja koli¢ine kre-
tanja (4.54), u poglavlju 4.5.2, doglo do Bernulijeve jednacine (4.57), tako
se 1 diferencijalna jednaéina odrzanja mehanicke energije (4.104) moze ana-
liticki refiti uz odredena pojednostavljenja. Tako, na primer, za ustaljeno
strujanje idealnog fluida konstantne gustine, lokalna komponenta materijal-
nog izvoda i rad viskoznih napona su nule, pa se izraz (4.104) moze napisati
kao skalarni proizvod brzine i gradijenta skalara (tri sabirka u zagradi):

o [ u? P
: h+Z) =
uzawi(2+g +p) 0

Ako se jednagina ograniéi na jednu strujnicu®?, i ako se postavi uslov da

je brzina razli¢ita od nule, dolazi se do Bernulijeve jednacine iste kao i (4.57):

u

Y o h+ P = Const2 [m] (4.105)
29 pg

To &to 1 odrzanje koli¢ine kretanja i odrzanje mehanicke energije dovode
do istog izraza, pokazuje da je isti fizicki zakon, drugi Njutnov princip, u
osnovi obe jednac¢ine. Medutim, u narednom poglavlju ée se dati resenje

44Uz dodavanje uslova bezvrtloznosti Qx = 0, Bernulijeva jednadina vazi za sve strujnice,
odnosno, za celo strujno polje.
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integralne jednacine odrzanja ukupne energije sistema, koje ée dovesti do
jednacine slicne Bernulijevoj, ali sa bitno drugacijim znacenjem. U tom
resenju se nedée koristiti pretpostavka o idealnom fluidu, jer ée upravo visko-
znost biti ta koja oduzima jedan deo mehanicke energije fluidnoj struji.

Prethodna jedna¢ina odrzanja mehanicke energije (4.104), dodavanjem

. . . \, au d BUJ
i oduzimanjem sa desne strane ¢lanova p— i 7% , uz malo preuredenje

ox; Y ox;

dvojnih indeksa*®, dovodi se u oblik jednadine mehamcke energije:

Du?  9(fu)  B(pw) Oh . Oui _40u
ox; ”8

Dt 2 83 8z; %8z, (4.106)

koji je pogodan da se oduzme od jednacine odrzanja ukupne energije (4.103).
Nakon oduzimanja te dve jednaéine, ((4.103)-(4.106)), dobija se jednadina
toplotne energije:
De 0d; ou; d 8uj

"Dt = 9w Poz; 9o (4.107)

Poslednja dva ¢lana sa desne strane izraza, sa promenjenim znakom jav-
ljaju se i u jednacini mehanicke energije i u jednacini toplotne energije. Kroz
njih se obavlja prenos, odnosno, konverzija energije, iz jednog vida u drugi:

v Ou,;
1. Clan p z predstavlja rad sile pritiska po jedinici zapremine i u je-

ox;
dinici vremena na deformaciji fluidnog deli¢a?® i moze biti pozitivan i
negativan. Ovaj ¢lan nosi reverzibilnu konverziju energije: kroz njega
se mehanicka energija pretvara u toplotnu, ali 1 iz toplotne se energija
moze vratiti u mehanicku.

’Lja

jedinici vremena na deformaciji fluidnog deliéa®” i moze biti samo ne-

45Ukupan rad viskoznih sila je skalar, sa devet sabiraka &(7jsu:)/0z;. Isti rezultat se
dobija i ako se zameni redosled indeksa (8to je ovde zgodm_]e) pa se rad viskoznih sila
moze napisati kao 8(7u;)/0z: = 71 0u; /0zs + u;O7h /Ozi.

463l pritiska (4.48) je ista u svim pravcima deliéa i pod njenim dejstvom se delié tako
deformise da menja zapreminu a zadrzava oblik. Zbog toga se u literaturi ovaj €lan desto
zove i sferni deo deformacionog rada po jedinici zapremine t jedinici vremena.

47Zbog toga §to je rad pod dejstvom devijatorskog dela tangencijalnih napona (4.50), u
literaturi se ovaj £lan éesto zove i devijatorski deo deformacionog rada po jedinici zapremine
i jedinici vremena.
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gativan®. Pretvaranje mehanicke energije u toplotnu kroz viskozne sile
je uvek ireverzibilno, pomocu viskoznosti nije moguée vratiti energiju
iz toplotne u mehanicku.

Prvi ¢lan, koji obezbeduje konverziju energije u oba smera, kod nestislji-
vih fluida je nula. Odatle sledi vazan zakljucak, koji se odnosi na tecnosti,
nestigljive fluide kod kojih se trenje ne moze zanemariti: konverzija energije
je wvek od mehanicke ka toplotnog, u suprotnom smeru nije moguée. Energija
koju viskoznost oduzme od mehanicke energije i pretvori u toplotnu je sa
stanovista glavnog strujanja izgubljena, nema ¢lana u jednacini koji je moze
vratiti, pa se zato drugi ¢lan, ireverzibilni, ¢esto naziva dlan gubitka energije.

4.6.3 Resenje integralne jednadine odrzanja energije za usta-
ljeno tecenje homogenog fluida u cevi

Na strani 156 je izvedena integralna jednadina odrzanja energije (4.91).
Jednadina vazi za konstantnu zapreminu, oivicenu konturom koja u opstem
slu¢aju moze biti pokretna. Sredivanjem c¢lana koji nosi ukupno utroseni rad,
jednadina odrzanja energije je svedena na oblik (4.97). U nastavku se daje
resenje u kome je teziste na ireverzibilnoj konverziji energije, na gubicima.
U narednom poglavlju ponoviée se resenje jednacine (4.91), ali uz stavljanje
naglaska na radove svih sila koje ucestvuju u energetskom bilansu.

Ako se pretpostaviti da je strujanje fluida ustaljeno, tada unutar pos-
matrane zapremine nema promene ukupne energije kroz vreme (povedanja
ili opadanja), tako da se prvi ¢lan iz jednacine (4.97), zapreminski integral
lokalnog izvoda po vremenu, moze zanemariti. Sto se ti¢e protoka ukupne
energije kroz konturu, drugog ¢lana sa leve strane jednacine, ako u kontrolnoj
zapremini postoji samo jedan ulazni i jedan izlazni presek (kao na slici 4.32 ili
kod tecenja u cevi, slika 4.27), povrsinski integral po konturi posmatrane za-
premine moze se napisati u vidu zbira dva integrala, po presecima. Polazna
jednatina (4.97) odrzanja energije se tada svodi na jednaéinu:

2 2
/P(u—+gh+£+€) uinidA-I—/,O(u——l-gh—l-B—l-e) u;n; dA =
Aj £ Az P

2 2
di dw, diy
=2 _ =T _TM 4.1
dt  dt  dt (4.108)

480vo je u koliziji sa nekim knjigama Mehanike fluida, gde se ovaj élan naziva funkeija
disipacije Yg;s 1 gde se zakljufuje da je on uvek pozitivan. Razlika proizilazi iz usvo-
jenog pozitivnog smera tangencijalnih napona: ovde je prihvaden pozitivan smer onaj koji
pritiska elementarmu zapremimi, kao $to je prikazano slikom 4.20 na strani 127.
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Ukoliko se ulazni i izlazni kontrolni preseci tako izaberu, da izmedu
njih nema pokretnih mehanickih sistema, iz prethodne jednadine se moze
izostaviti poslednji ¢lan sa desne strane, ukupno utrogeni mehanicki rad u
jedinici vremena®.

Kontrolni preseci treba da zadovolje uslov da je u njima brzina upravna

na presek i da vlada hidrostaticki raspored pritisaka. U tom slu¢aju je ¢lan
(gh + E) konstantan po preseku i moze se izvudi ispred integrala, a proizvod

u;n; se svodi na brzinu —u; odnosno +us.

Ako se, dalje, postavi uslov da je i kontura posmatrane zapremine ne-
pokretna, prema jednaéini (4.96) rad sile trenja duz konture je nula, dok se
na samom mestu preseka 1 i 2 moze zanemariti, pa je pretposlednji ¢lan u
jednacini (4.108):

d,

~ 0
dt

U resavanju integralne jednacine odrzanja energije, tzostevijenje élana
kojt nost viskoznost nije isto §to ¢ pretpostavka o tdeadnom fluidu. Viskoznost
fluida unutar posmatrane zapremine postoji i zaduzena je za ireverzibilnu
konverziju mehanicke energije u internu, toplotnu energiju. Koriséenjem
integralne jednacine se to ne vidi eksplicitno, jer se posmatraju samo protoci
kroz konturu i promena stanja sistema, bez ulazenja u procese unutar same
zapremine. Ako bi se koristio diferencijalni pristup, kao na primer u jednacini
toplotne energije (4.107), na strani 162, videlo bi se da se mehanicka energija
pretvara u toplotnu upravo kroz viskoznost.

U integralnoj energetskoj jednacini (4.108), kao problem ostaje jos regava-
nje povrsinskog integrala. Po istom principu kao $to je uveden i Businesov
koeficijent (jednacina (4.83) na strani 150), uvodenjem koeficijenta kineticke
energije o ili, kako se jog naziva Koriolisovog® koeficijenta, promenljiv ras-

498istem koji se sastoji od cevovoda i pumpe se obiéno refava iz dva dela. Kontrolni
preseci se postavljaju od ulaza u cev do ispred pumpe, kao i iza pumpe do izlaza iz
cevovoda, dok se energija koju pumpa dodaje fluidu naknadno uzima u obzir. Mogué je i
drugadiji pristup, kada se u energetsku jednaimu naknadno dodaje ovaj izostavljeni élan,
kao §to je to pokazano jednadinom (4.122) na kraju ovog poglavlja, strana 173.

P0G aspard Gustave de Coriolis (1792 - 1843), francuski profesor mehanike i inZenjerske
matematike, blizak saradnik Kogija (videti fusnotu 7 na strani 200). Bavio se problemima
trenja, hidraulike, rada i ergonomije magina. Uveo je pojmove ‘rad’ i ‘kineticka energija’
kao i jedinicu rada ‘dynamode’. Pokazao je da se zakoni kretanja mogu koristiti i u
rotirajuéem referentnom sistemu ukoliko se uvede dodatna sila kroz Koriolisovo ubrzanje
(kasnije je unjegovu &ast tako nazvano). Koriolisova sila se primenjuje i u analizi kretanja
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pored brzine po poprecnom preseku u se moze zameniti konstantnom sred-
njom proﬁlskom brzinom V:

1
Q /—dA 5 o= QVQ/U dA (4.109)

Primer 4.6.1
Za tok fluida u kruznoj cevi, sa rasporedom brzina istim kao 1 u primeru 4.5.6:
u ( y )1/7
== 0<y=<R
U’maa: R y

odrediti koliki je Koriolisov koeficijent a?

Posto je isti raspored brzina kao i u primeru 4.5.6 (strana 150), ista je i srednja
brzina:

98

V_mumaa:

Zamenom srednje brzine u jednaéinu (4.109) i refavanjem dobija se Koriolisov
koeficijent:

1 s . 21 (% g syNdT
o= QV2/AU dA_AV3/RTum“(R) dr =

2 120 3/7
=ﬂ< )/(R y) dy =

_ 3,672 / (R R 10/7) dy— 3572 (ml _RL ):1,058
0

R? R? 10 17

Integrisanjem jednacine (4.108) za nestisljiv fluid dobija se energetska
jednadina za flurd 2z2zmedu dva preseka u jedinici vremena;:

Vi P1 Vi dq
o b - P e by ghe+ P e | =% w11
PQ( a1 —gh ; er+ oz + ghs p e2 qt (4.110)

Prebacujuéi sve veli¢ine uz uzvodni presek sa leve strane, a uz nizvodni
presek sa desne strane i deljenjem sa tezinom u jedinici vremena pg(Q}, dobija
se drugi oblik jednacine energije, izrazen u metrima:

1% V2
1—+h1+——|——
29 pg g 29 Py

1 dj

vodenih masa na Zemljinoj povrini, pa je u njegovu cast, 1963, francuski istrazivacki
okeanografski brod nazvan “Koriolis”.
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Slika 4.33: Promene ukupne energije, mehanicke i potencijalne za tecenja
idealnog i realnog fluida

Jednaéina (4.111) je napisana za ustaljeno strujanje realnog nestigljiog
fluida. Za idealan fluid, u uslovima gde nema dodatnog mehanickog rada i
gde je uspostavljena ravnoteza izmedu temperature fluida i spoljne temper-
ature, nema transfera toplote. Kako se temperatura fluida izmedu preseka 1
i 2, ne menja i interne energije e; i e su iste. Jednaéina (4.111) dobija oblik:

V2 V2
ot A h 4Pyt + B2
29 Py 29 £

slican Bernulijevoj jednaéini (4.58). Na levoj polovini slike 4.33, prikazan je
takav slucaj gde jee; =e2i g1 =G =0.

Kod te¢enja realnog fluida (desna polovina slike 4.33), potrebno je utrogiti
rad na savladivanje viskoznih sila. Energija koja se pri tome trogi se trans-
formiseu toplotu, pa temperatura fluida, odnosno interna energija po jedinici
mase e, postepeno raste. Sa porastom temperature fluida dolazi i do trans-
fera toplote od fluida ka spoljnoj sredini, pa raste i odvodenje energije po
jedinici mase —q (pozitivna vrednost g je kada se toplota dovodi u posma-
tranu zapreminu). Ukupan gubitak korisne, mehanicke energije po jedinici
tezine fluida je rezultat trenja:

ez —€1 1 @'
g pgQ dit

hp = (4.112)
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dok je interna energija na dobitku, za razliku es — e;. Clan hr se éesto u
inzenjerskoj praksi uproséeno naziva gubitak energije. U vecini prakticnih
problema, gubitak energije se eksperimentalno odreduje merenjima na mo-
delu ili na prirodnim objektima. Samo povecanje interne energije koje rezul-
tuje podizanjem temperature fluida, kao i prenos toplote kroz konturu, u
vedini sluéajeva nisu od primarnog znadaja®l.

Kod stigljivih fluida koji ovde nisu razmatrani (dobijeno resenje jednadi-
ne (4.110) je ograniteno na nestisljive fluide sa konstantnom gustinom), pre-
lazak mehanicke energije u internu nije gubitak za ukupnu energiju, jer je i
interna energija zajedno sa mehani¢kom deo ukupne, korisne energije. Pret-
poslednji ¢lan u jednaéini toplotne energije (4.107), na strani 162, je kod
stigljivih fluida razli¢it od nule, tako da se kroz taj ¢lan moze obaviti kon-

verzija toplotne energije nazad u mehani¢ku energiju.

Primer 4.6.2

Kaptaza vode za lokalni vodovod se nalazi na koti 432 mnm. Od kaptaZe se
voda cevovodom spusta do rezervoara potrofaca, Cija je slobodna povrdina na koti
360 mnm. Vidak energije koju poseduje voda se unistava regulacionim zatvaracem.
Ako se pretpostavi da je cevovod termicki izolovan od okoline i da je specifiéni
toplotni kapacitet vode C, = 4,18 KJ/(kg °C), za koliko se poveéa temperatura
vode?

Energetska jednadina se postavlja za kompletan cevovod, gde je ulazni presek
na koti 432 m, a izlazni na koti 360 m. Uz pretpostavku da je preénik cevovoda
isti, iste su i brzine V; i V5. Takode, pritisci na ulaznom i izlazmom preseku su isti,
atmosferski. Jednacina (4.111) se svodi na:

2
ghi+e1=gha+es = es— e = g(hi — hy) = 9,81(432 — 360) = 706,32 I:—2

Toplotni kapacitet vode je dat u KJ/(kg °C). Sredivanjem jedinica, dobija se:

KJ J Nm m? /s?
Cp = 418 {5 = 4180 5 = 4180 s = 4180

Poveéanje temperature vode je za:

€y — €1 706,32
A9 = =
C, 4,18 103

=0,17°C

51Jedna od primena u kojoj se mora veoditi rafuna o grejanju vode u toku rada sistema,
je ispitna linija za proveru karakteristika pumpi. Te ispitne linije su obiéno zatvaorenog
tipa: voda kruzi kroz cevi do pumpe, zatim kroz regulacioni zatvaraé kojim se unigtava
energija koju pumpa dodaje vodi i nazad u pumpu. Kod veéih snaga pumpi, energija koju
treba prevesti u toplotu nije zanemarljiva, pa je neophodno obezbediti i aktivno hladenje
vode u sistemu.
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Ako je temperatura vode na izvoristu 10°C, kod potrofaéa ée usled konverzije
mehanitke energije u toplotnu biti priblizno 10,2°C, &o je zanemarljiva promena.

Energetska jednacina (4.111) se najéesdée pise u takvom obliku gde figurise
¢lan koji nosi trenje (4.112):

VE VE
O:l—l—l-hl—l-ﬂ:(lz—z-l-hz-l-p—z-l-hfr (4.113)
29 pg 2g pg

gde su o Koriolisov koeficijent, V?/2g brzinska visina [m], h geodetska
visina [m], p/pg visina pritiska [m] i hr gubitak energije na trenje [m)].

U najopstijem obliku, energetska jednacina pokazuje da je energija na
ulazu u posmatranu zapreminu jednaka zbiru energije na izlazu i izgubljene
energije na putu od ulaza do izlaza, pa se Cesto piseiu obliku®?:

Ei=FEs + AFE{_o (4.114)

4.6.4 Drugi oblik resenja integralne jednacine odrzanja ener-
gije za ustaljeno tec¢enje homogenog fluida

U uvodu prethodnog poglavlja 4.6.3 je najavljeno da se do istog regenja
energetske jednadine, u uslovima ustaljenog strujanja homogenog fluida kroz
nepokretnu konturu, moze doéi i direktno iz jednacine (4.91) koja prati
promenu unutradnje energije (kineticke m x u?/2 i interne m x e). Kada
nema razmene toplote izmedu fluida i sredine, i kada nema spoljnog rada, za
masu fluida koja u vremenskom trenutku ¢ zauzima prostor u cevi izmedu
dva preseka, jednacina se svodi na stav da je priraste; unutres$nje energije
jednak radu pravih sila na posmatranu masu.

Na slici 4.34 je prikazan tok fluida kroz cev koja se niz fluidnu struju
postepeno suzava. U uzvodnom preseku 1 se srednjom brzinom Vj (srednja,
profilska brzina je definisana uslovom (4.7), na strani 99) napusta zapremina
V= A1V1 At = Q At, mase m = p¥, dok se u nizvodnom preseku 2 osvaja
ista zapremina, odnosno masa. Ukupna energija te mase, po presecima, je
zbir kinetitke m x V2/2 i interne energije m x e :

2

Vi 14
—E; = —pQ At 74—61 + Eo = +pQ At ?-I-ez

52Potrebno je obratiti paZnju na ustaljenu praksu korigéenja redi “energija” a da se pri
tome misli na “energiju po jedinici teZine”, dimenzije [m]. U tekstu se prava energija pige
debljim uspravnim slovom E, a energija po jedinici tezine kurzivom E.
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Slika 4.34: Do promene energije dolazi usled toga sto fluid napusti jedan deo
zapremine (uz prvi presek), a drugi deo zapremine osvoji (uz drugi presek)

pa je promena, odnosno priragtaj ukupne energije za vreme At:

2 2
EQ—El ZQQAt (%—%-{-62—61) (4115)

Ukupna energija je napisana kori-
séenjem pretpostavke da je u pre-
seku konstantna brzina. Stvarna brz-
ina nije konstantna (na slici 4.34 je
nacrtan tipican turbulentni profil brz
ina u preseku 1), pa uz kineticku en-

Fresek | V=
ergiju treba uvesti korekcioni ¢lan,

Koriolisov koeficijent « (jednaéina
(4.109), na strani 165): aaVi/2 Slika 4.35: Rad sile tezine se svodi
a1 V#/2. Vrednost Koriolisovog ko-
eficijenta. kod laminarnih tokova je
a = 2. Pri turbulentnom tecenju,
Koriolisov koeficijent ima vrednost od a = 1,10 za slabije izrazenu turbu-
lenciju do @ = 1,01 za razvijeni turbulentni tok. Kako je u veéini zadataka
u okviru gradevinske hidrotehnike tecenje u cevima turbulentno, u proracu-

na premestanje “napustene” u “osvo-
jenu” zapreminu

nima se Koriolisov koeficijent najéesce zanemaruje.
Sile koje svojim radom povecavaju energiju fluida su sila tezine, sila pri-
tiska i konturna sila:
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o Rad sileteZinese obavljana svim deli¢ima celokupne zapremine izmedu

preseka 1 i 2. U ukupnoj sumi, taj rad je jednak radu koji bi se
utrosio na “prebacivanje” napustene zapremine iz preseka 1, u osvojenu
zapreminu preseka 2 (slika 4.35). Tezina fluida koji se tako “premesta”
je G = mg = pQ At g. Pomeranje “premestene” zapremine u pravcu
sile G je visinsko rastojanje tezista dve zapremine Az = z1 — 29, pa je
rad sile tezine:

W, =G Az = pgQ At (21 — z2)

Rad sile pritiska se ostvaruje samo na presecima 1 i 2. Sila pritiska u
preseku 1 je P, = p1A;. Pomeranje preseka je V3 At, pa je rad sile u
preseku 1 Wy = p1 A1 V1 At = Q Atp;. U preseku 2 rad sile pritiska
je negativan jer je pomeranje u suprotnom smeru od pozitivnhog smera
sile, tako da je ukupan rad sile pritiska:

Wy = Q At (p; — p2)

Konturna sila K je zbir sile trenja i normalne sile. Normalna sila N ne
daje rad jer je, prema pretpostavci, kontura nepokretna. Sila trenja T’
je posledica viskoznosti fluida, ali je njen rad duz konture isto nula, jer
deliéi fluida, koji se nalaze neposredno uz konturu imaju brzinu nula.
Cinjenica da viskoznost, odnosno sila trenja, ne uéestvuje direktno u
energetskoj jednadini, objasnjava se integralnim pristupom: prati se
promena energije celokupne mase, bez ulazenja u unutrasnjost struje.
Visgkoznost je na diferencijalnom nivou, na nivou fluidnog deli¢a, odgov-
orna za prelazak korisne mehanicke energije u toplotnu. Na integral-
nom nivou, to ¢e se samo manifestovati povedanjem interne energije
m X e, izmedu ulaznog i izlaznog preseka.

Izjedna¢enjem promene ukupne energije (4.115) sa radom sila, dobija se

energetska jednacina:

Vi VE
pQ At (72 - 71 +ex— e1> = pgQ At (21 — 22) + Q At (p1 — p2)
Deljenjem cele jednacine sa tezinom G, dobija se:
17 — —
AT W T S S i B P (4.116)

29 29 g £
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Sa leve strane jednacine se nalazi zbir prirastaja kineticke i interne, toplotne
energije, dok je, sa desne strane, rad sile tezine i sile pritiska, sve po jedinici
tezine. Sredivanjem ¢lanova prethodne jednadine:

V2 e V2 (&
L T R RIS (4.117)
29 PG 9 29 PG g

dobija se oblik istovetan jednacini (4.111), osim &to je ovde korigéena pret-
postavka da je brzina po preseku konstantna i jednaka srednjoj brzini, kao i
da nema razmene toplotne energije kroz konturu cevi.

Clan (e2—e1)/g predstavlja povedanje interne energije, odnosno, poveéa-
nje toplote fluida usled trenja. Interna energija se kod nestigljivih fluida ne
moze pretvoriti u neki drugi vid energije, pa je sa stanovista obavljanja
mehanickog rada beskorisna. Kako je poveéanje interne energije upravo jed-
nako smanjenju korisne energije fluidne struje, to se taj ¢lan obi¢no zove
gubitak energije i izrazava se u dimenziji visine?®3:

€2 — €1

hr = AFE{_o = [m]

U jednagini (4.117), drugi i treéi ¢lan, rad sile tezine i rad sile pritiska,
mogu se zameniti pijezometarskom kotom u preseku:

M =2+ [m (4.118)
pg

Prilikom resavanja osnov-
ne jednacine hidrostatike (jed- | == - potencijalinag energija
nacina (3.11), na strani 38), ﬂ P iaked delovan] ;
pijezometarska kota je uve-
dena kao integraciona kons-
tanta. Kroz energetsku jed-

nac¢inu, pijezometarska kota pi 1 D

dobija svoje pravo fizicko tu- ! g
T . - —

macenje, jer se vidi da ona ! V'

predstavlja potencijalnu ene- Z{ ot _ it
rgiju (po jedinici tezine) u pre- | 2= _ \:-r:---.-j disirekog poloyaja 4
seku, izrazenu visinom fluida. '
Potencijalna energija je spo-  glika 4.36: Pijezometarska kota u presecima
sobnost da se obavi rad, pa 19

se prema (4.118), moze razd-

vojiti na potencijalnu energiju usled visinskog poloZaje i potencijalnu energiju
usled delovanja pritiska (slika 4.36).

®31sti élan za gubitak energije je dobijen i u jednadini (4.112).
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Sredivanjem jednacine (4.117), dobija se oblik jednacine, u kome se vidi
da je ukupna energija u jednom preseku zbir kineti¢ke i potencijalne energije:

Wom - am, [ (4.119)
2g 2g B -

odnosno, da je ukupna energija na ulazu u posmatranu zapreminu jednaka
zbiru energije na izlazu i izgubljene energije:

Ei=FE;+AFE;_o [m] (4.120)
4.6.5 Poredenje energetske sa Bernulijevom jednadinom

Dobijena energetska jednacina (4.113), odnosno (4.119), veoma li¢i na
Bernulijevu jednaéinu (4.57), sa strane 130, pa se &esto, pogresno, ¢ ona
nazive Bernulijevom jednaéinom®®. Energetska i Bernulijeva jednaéina su
sustingki razlicite:

e Nastale su kao posledica dva razlic¢ita principa: energetska je rezultat
prvog termodinamickog zakona, dok je Bernulijeva rezultat principa
odrzanja koli¢ine kretanja®®.

e Energetska jednacina se primenjuje na realan fluid konstantne zapre-
mine izmedu dva preseka, dok se Bernulijeva jednacina primenjuje na
tacke duz jedne strujnice idealnog fluida. To znadi da bi korigéenje ko-
eficijenta kineticke energije (Koriolisovog koeficijenta) u Bernulijevoj
jednacini bilo nekorektno.

e Kod energetske jednacine nisu korigéene pretpostavke o viskoznosti
ili bezvrtloznosti. Jednadina se primenjuje na realan fluid, u kome
viskoznost pravi gubitak energije, pretvara mehanic¢ku energiju u top-
lotnu.

Primer 4.6.3

Voda tece ustaljeno kroz dugacku cev konstantnog preénika. U preseku A na koti
za = 9 m, pritisak u centru cevi je po = 28 kPa, dok je u preseku B na koti
zp = 12 m pritisak u centru cevi pg = 11 kPa. U kom smeru tece voda?

54Ponegde se, u literaturi, energetska jednadina zove i prosirena Bernulijeva jednadinag,

55Doduge ni zakoni fizike nisu nezavisni! Ako se energetska jednadina napige za jednu
strujnicu (V se menja sa v a o = 1) idealnog fluida (nema hr), dobija se Bernulijeva
jednacina - to pokazuje da je prvi zakon termodinamike opstiji zakon, da je zakon odrZanja
koliéine kretanja izveden iz termodinamickog.



4.6. ODRZANJE ENERGIJE SISTEMA 173

Koristeéi energetsku jednaéinu (4.114) treba odrediti razliku ukupnih energija
E, — Ep. Ako je razlika pozitivna, smer toka je od A ka B.

V3 V3
29 pg 29 pg

Kako je cev konstantnog preseka brzine u presecima su iste, kao i korekcioni faktori,
pa se prethodna jednac¢ina dovodi do oblika:

— 28 — 11
Eia-Eg=PA"PB 4 p=2_" 19 12=-12Tm
g 1x9,81
Smer tefenja vode je od B ka A. ‘lreba uoditi da se postavljeni zadatak ne
moze rediti primenom Bernulijeve jednacine, jer se razmatra tok realnog fluida, gde

dolazi do gubitka energije u smeru tecenja vode.

Kod tokova gde se moZe primeniti Bernulijeva jednadina, ukupna ener-
gija je konstantna duz strujnice. U jednacini se pojavljuje brzina fluida u
sa kvadratom, pa je smer toka neodreden, odnosno, jednacina vaz za bilo
koji smer toka. Kod energetske jednacine, trenje oduzima energiju fluidu u
pravcu toka, tako da je smer toka uvek od preseka sa veéom ukupnom en-
ergijom ka preseku sa manjom. Jedini izuzetak je, ako se izmedu kontrolnih
preseka nalazi pumpa, hidraulicka masina, koja dodaje energiju po jedinici
tezine:

1 dwy
Znak (—) pokazuje da je rad masine suprotan od pozitivnog rada, koji kon-
stantna zapremina trogi na spoljni mehanicki sistem. U opstem obliku, ener-
getska jednacina (4.120) je tada:

Ei1=FE;+ AEy 2 — Hp [m] (4.122)

4.6.6 Primer primene energetske jednacine

Jednadina odrzanja energije, ili energetska jednacina, cesto se koristi u
oblasti gradevinske hidrotehnike. Veéina resenja u oblasti te¢enja u cevima,
tecenja u otvorenim tokovima ili u podzemnim vodama., bazira se na primeni
energetske jednadine. Pri tome se, po pravilu, zanemaruje promena interne
energije 1 problem transfera toplote, veé se samo prati mehanicka energija
kroz zbir pijezometarske kote i brzinske visine. Ukoliko u sistemu postoji
neka hidraulicka masina, koja daje ili oduzima rad fluidu, njen uticaj se
obracunava odvojeno.
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U nastavku ée se dati dva primera primene energetske jednacine. Prvi
primer se odnosi na rac¢vanje fluidne struje i pokazuje kako se pise jednacina,
ako fluid prolazi kroz vise od dva poprec¢na preseka. Drugi primer je isti-
canje kroz ostroiviéni otvor, isti kao i primer koji je korigéen kod Bernulijeve
jednacine. Na tom primeru ce se, jos jednom, podvudéi razlike izmedu dve
sli¢ne jednadine, koje se ¢esto pogresno izjednacuju.

U narednom poglavlju, prilikom izuc¢avanja tecenja u cevi, dace se u
okviru tacke 7.2.3.4, Primert pisanja energetske jednadine, jos nekoliko primera,
pisanja energetske jednacine, kao i crtanja energetske i pijezometarske linije.

4.6.6.1 Racévanje fluidne struje

Izvodenje energetske jednacine, u prethodnom poglavlju, sprovedeno je
za ustaljeno tedenje u cevi, gde celokupna fluidna struja prolazi kroz jedan
ulazni i jedan izlazni presek. Isti princip, koji je korigéen u drugom delu
poglavlja, primenice se u nastavku, na slucaj ra¢vanja fluidne struje.

— —

=’ f
e | "7 |

W

Slika 4.37: Pri ra¢vanju cevi, postavlja se jedna energetska jednacina za
masu fluida koja “ode” kroz jedan krak i druga jednacina za masu koja
“ode” drugim krakom

Na slici 4.37, prikazana je cev popreénog preseka A;p, koja se niz fluidnu
struju deli na dve druge cevi, preseka Az i A3. Tecenja u presecima 1,213
moraju zadovoljiti uslove paralelnosti i upravnosti fluidne struje. Fluid koji
struji je homogen i konstantne gustine. Pretpostavlja se da fluid struji od



4.6. ODRZANJE ENERGIJE SISTEMA 175

preseka 1 ka presecima 2 i 3. Za masu fluida izmedu tri preseka, moze se
napisati da je promena ukupne energije jednaka radu svih sila:

V2 V2 V2
—pQ1At (71 + 61) + pQ2 At (?2 + 62) + pQ3At (73 + 63) =

= pgQaAt (21 — 2z2) + pgQ3At (21 — 23) +
+ Q1At p1 — Q2At p2 — Q3At p3 (4.123)

Iz jednadine kontinuiteta koja se moze napisati za samu racévu, sledi da
su protoci Q1 = Q2 + @3, pa se prvi ¢lan jednatine (4.123) moze razdvojiti
na dva sabirka:

V2 V2
—pQaAt (71 + 61) — pQ3At (?1 + 61)

Prvi ¢lan u treéem redu jednadine (4.123), rad sile pritiska uz presek 1,
takode se moze razdvojiti na dva dela: QoAtp; + @Q3At p;. Grupisanjem sa
ostala dva ¢lana iz treéeg reda, dobija se ukupan rad sile pritiska:

Q2At(p1 — p2) + Q3At(p1 — ps3)

Sredivanjem jednacine (4.123) dobija se:

V2 Vi
pQaAt 5 +e1 — o e + pgQaAt (21 — 22) + Q2At (p1 — p2) =
m ooant [ e Y o) a0sA (2 2) — Qs (py
= —pQ3At 5 el e pgQ3At (21 — 23) — Q3At (p1 — p3)

Izvlac¢enjem ¢lana koji nosi tezinu fluida ispred zagrade, dobija se:

V2 V2
pgQaAt [ 2+ 22 (2 + 221 AB )| =
29 P9 2g pg

Vi V3
= —pgQalt [ [ Ltz + k|~ [ 2 a4 AB
29 PY 29 P9

Jednadina se moze napisati i u opstem obliku proizvoda tezine i energije
izrazene visinom:

mog (B1— Ea — AEy_9) = —mg3g(E1 — Es — AFE;_3) (4.124)
N S’
>0 >0 >0 =0
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Clanovi sa masom su uvek pozitivni i veéi od nule. Vrednost ¢lana u
zagradi ne moZze biti negativna, jer je pretpostavljeni smer strujanja fluida
od preseka 1 ka preseku 2 i od preseka 1 ka preseku 3, pa se energija, koju
poseduje fluid, ne moze povecati niz fluidnu struju. Jedino mogude regenje
jednadine (4.124). je da su ¢lanovi u zagradama nula, ¢ime se dobija sistem
od dve jednaéine (4.125) i(4.126):

Ei = Ey+ AFEi o (4.125)
Ei = E3+AFE;_3 (4.126)
Qi = Q+0Qs (4.127)

Uz dve energetske jednadine, dopisana je i treéa jednacina, jednacina kon-
tinuiteta (4.127), koja je koriséena prilikom izvodenja. Za primenu ovih
jednacina neophodno je unapred poznavatr smer tecenja fluida, jer se jedna-
¢ine moraju pisati samo u nizvodnom smeru.

Mogué je i drugi nadin resavanja problema radvanja fluidne struje. Ako
se racva podeli na tri dela uvodenjem preseka na samom mestu rac¢vanja
(odnosno, dovoljno blizu gde su strujnice medusobno paralelne), mogu se
napisati tri energetske jednacine (4.120):

E1 = Eri+AEi_m
Ery = Ey+ AERy o
Ers = FEs3+ AER3 3

i jedna jednacina kontinuiteta koja ée povezati tri protoka. Ako se pret-
postavi da unutar racve, male zapremine oznacene srafurom na slici 4.37,
neé¢e doéi do promene ukupne energije®®, tada ée biti Eg; = Er2 = ERs, pa
ée se postavljeni sistem od tri jednacine svesti na veé dobijene dve jednadi-
ne (4.125) i (4.126).

Kao zakljucak primera, moze se ustanoviti pravilo po kome se za sistem
racvanja ili spajanja n fluidnih struja, pise n — 1 energetskih jednacina za
svaki od pretpostavljenih smerova fluidne struje. Zajedno sa jednac¢inom
kontinuiteta, dobija se sistem od n jednac¢ina sa n nepoznatih protoka (ili
brzina). Ako se odabere pogresan smer fluidne struje u jednoj od raévi,
dobide se nelogi¢na (negativna) resenja, pa je potrebno ponoviti proracun sa
okrenutim smerom.

56U glavi knjige 7 Tedenge fluida kroz cevi, detaljnije ée se obraditi tedenje u cevi. Tu ée
se gubici energije podeliti na linijske i lokalne, pa ée se videti da ovu pretpostavku treba
korigovati.
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4.6.6.2 Isticanje iz suda

U primerima Bernulijeve jednacine u poglavlju 4.5.3.1, dato je refenje
za slobodno isticanje kroz ostroiviéni otvor. Brzina u izlaznom mlazu je, u
tom primeru, odredena prateci jednu strujnicu, uz pretpostavku da je fluid
idealan (jednadina (4.63) na strani 135). Prava brzina isticanja je nesto
manja, pa je uveden korekcioni faktor Cy, koeficijent brzine, tako da je na
kraju dobijena jednatina isticanja iz suda (4.65). U nastavku ée se pokazati
da se do istog resenja moze doéi i primenom energetske jednacine (4.120).

- - - o i
S : > 1 B Tl
Eq | =TT vl
b "l
i vl £4
— —— L = — — — '” ]
Al [ )yl = g
£= 7=0) 2~
| - =

Slika 4.38: Isticanje iz suda sa ostroiviénim otvorom (levi deo slike) i sa
naglavkom (desni deo)

Na izlazu iz ostroiviénog otvora dolazi do suzenja mlaza, zbog zakrivl-
jenog kretanja deliéa. Presek “ml” je najuzi deo sa paralelnim strujni-
cama i na tom mestu su ispunjeni uslovi za postavljanje kontrolnog preseka.
Energetska jednacina se postavlja od rezervoara do suzenog preseka. Pri
proracunu gubitaka energije zanemaruju se gubici na trenje, jer je rastojanje
izmedu izabranih preseka malo.

V2 V2 V2
ErR=Em+ABgmu = Hp+ B =T+ ml+§
29 29
V2
Brzinska visina u rezervoaru se zanemaruje, tako da je —£& = 0:

2
1_[R_Hml:I_I (1+£)V

Sredivanjem prethodne jednacine po brzini u mlazu, dobija se:

Vi = \/2gH Cyv+v2gH =Cyv X Vip (4.128)
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koeficijent brzine a izraz Vip = +/2g9H brzina idealnog

1
de je Cy =
fluidad7,

Vrednosti koeficijenta lokalnog gubitka £ zavisi od izrade ostroiviénog
otvora. Za dobro napravljen ostroiviéni otvor njegova vrednost je & ~ (0,05—
0,10), pa se vrednost koeficijenta brzine kreée u opsegu Cy = (0,95 — 0,98).

Protok je proizvod brzine i popre¢nog preseka mlaza Apy:

Q = leAml = leAot'vCA

Medutim, jednostavnije je da se u racunu koristi popreéni presek samog
otvora Aoty, jer je to veli¢ina koja se lako meri. Koeficijent Cq = Api/Aoto
je koeficijent kontrakcije mlaza. On je uvek manji od 1 i odreduje se pazljivim
merenjem. Vrednost C'4 za kruzni ostroivicni otvor je C4 = 0,65.

Proizvod koeficijenta brzine Cy i koeficijenta kontrakcije mlaza Cy je
koeficijent protoka Cg:

Cg =CvCa Cg ~ 0,60 za kruzni ostroivi¢ni otvor

Odavde se, na kraju, dobija jednacina isticanja za realan fluid istog oblika
kao i jednacina (4.65), na strani 136:

Q = CVCAAot'v % 2gH = CQAot'v V 2gH

Na desnoj strani slike 4.38, prikazan je slu¢aj isticanja iz suda kroz kratak
naglavak. Na skici se vidi da se fluidna struja, na samom podetku naglavka,
skupila u suzeni presek, slicno kao i kod o&troivicnog otvora. Medutim,
u naglavku dolazi i do vraéanja fluidne struje na prec¢nik jednak preéniku
prvobitnog preseka, ¢ime se deo kineticke energije mlaza vracéa u potencijalnu
energiju. Ako je naglavak relativno kratak, pa ne postoji znacajniji gubitak
na trenje duz naglavka, ukupan gubitak energije je manji nego kod isticanja
kroz ostroiviéni otvor, pa je i protok vedi.

Energetska jednacina se postavlja na isti nac¢in kao i u prethodnom
slu¢aju, samo &to je sada Ay = Aote, pa je koeficijenat kontrakcije Cyq = 1.
Zbog zanemarenja gubitaka na trenje, uzima se nesto veéi koeficijent lokalnog
gubitka energije &, tako da je koeficijent brzine Cy =~ 0,8 —0,9. Kao rezultat
dobija se da je protok kroz otvor veéi nego kod ostroiviénog otvora istog

pre¢nika (Cg ~ 0,8 — 0,9).

5TPoznata je jof i kao Toricelijev princip.



Glava 5

Dimenzionalna analiza,
slicnost 1 modeli

U prethodnoj glavi 4, Osnove dinamike fluida, izvedene su jednadine
odrzanja u diferencijalnom obliku. Te jednacine su u opstem slucaju neregive
i za svaki konkretan zadatak Mehanike fluida potrebna su upro&cavanjai pro-
vere kroz eksperimente na modelu ili na stvarnom sistemu. Regenje strujanja
realnog fluida je najcedce kombinacija osmisljenog eksperimenta i primene
uproscenih jednacina u tumacenju dobijenih eksperimentalnih podataka.

Kao i u drugim inZenjerskim oblastima (masinstvo, elektrotehnika, kon-
struktivni deo gradevine), eksperimenti su sastavni deo oblasti Mehanike
fluida te je neophodno poznavati pravila kako se odredeni problem koji se
izucava, iz realnog zivota (ili iz prirode) moze preneti u laboratoriju, kako
napraviti model, koje veli¢ine na modelu treba eksperimentalno izuciti i kako
ih posle tumaciti u realnom sistemu. Cilj svakog eksperimenta je da se dobiju
opsta resenja, primenljiva ne samo na jednom, konkretnom problemu, veé
uporediva i sa drugim, sli¢nim sistemima i eksperimentima. koje su sproveli
drugi istrazivaci.

U ovoj glavi ¢e se prvo dati osnove dimenzionalne analize, oblasti koja
proucava velicine i dimenzije, kao i odnose izmedu njih. Dimenzionalna
analiza nije isklju¢ivo vezana uz Mehaniku fluida veé se mozZe primeniti u
bilo kojoj oblasti tehnike. Uporedujuci dimenzije veli¢ina, koje ucestvuju
u fenomenu koji se izucava, odreduju se medusobne zavisnosti, a time se
omogucava uspostavljanje novog dimenzionalnog sistema. U tom novom
dimenzionalnom sistemu, prav: se fiziék: model uz postavljanje uslova zado-
voljenja sliénoste strujanja i odnosa dominantnih uticaja. Rezultati merenja
i zakljucci dobijeni na modelu se zatim preslikavaju na prirodu.

179
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5.1 Dimenzionalna analiza

5.1.1 Uvod u dimenzionalnu analizu

Dimenzionalna analiza je oblast koja se bavi analizom dimenzija veli¢ina
koje ucestvuju u pojavi koja se istrazuje. Analiza se zasniva na pretpostavci
da veza izmedu veliéina koje ulestvugu u pojavt a koja unapred nije poznate
¢ tek trebo da se istrar, mora bite iste koo t veza 1zmedu ngihovih dimenzija.
Drugim reé¢ima, analizirajudi veze izmedu dimenzija veli¢ina koje ucestvuju
u istrazivanoj pojavi, istrazivaéi dobijaju i moguée veze izmedu veli¢ina bez
detaljnijeg ulazenja u same jednacine kojima. se opisuje pojava.

Dimenzionalna analiza je direktno povezana sa korig¢enjem dimenzional-
nih sistema. U poglavlju 2.1, Velidine, dimenzionalnz sistem ¢ jedinice mere
(na strani 10), data je osnovna definicija pojma velidina kao i razlog posto-
janja dimenzionalnog sistema i potreba da se on propige, unificira. Medutim,
¢injenica da je dimenzionalni sistem propisan zakonom, istovremeno znadi da
on nije optimalan za svaku od izucavanih pojava, te da je ¢esto u analizama
bolje koristiti neki drugi dimenzionalni sistem.

Primer 5.1.1

Analizira se zapremina flaa na jednoj proizvodnoj liniji. Ispravne flage treba da
budu zapremine ¥ = 1,50 dm® (1,5 L). Merenjem na kraju proizvodne linije, uz
postovanje SI sistema, dobijene su vrednosti 1,50;1,52;1,49;1,51;1,48; ... dm3. Da
li radnik na kontroli ima jasan uvid u greske nastale u proizvodnji flaga? Sta ako
se ista linija koristi i za proizvodnju flaga od 2 L?

Ako se za prikaz rezultata merenja zapremine umesto SI sistema i1 duzine kao
osnovne veli¢ine koristi o¢ekivana zapremina flage od 1,5 L tada proizvedene flage
imaju zapremine 1,000;1,013;0,993; 1,007;0,987. .. odnosno, radnik na proizvodnoj
liniji moze odmah videti relativna odstupanja zapremina. Promenom proizvodnog
programa sa flase od 1,5 L na 2 L potrebno je promeniti i dimenzionalni sistem, pa
se sada kao jedinica mere uzima ocekivana zapremina od 2 L.

Primenom dimenzionalne analize se po pravilu odustaje od standard-
nog Sl dimenzionalnog sistema i prelazi na sistem koji bolje fizi¢ki inter-
pretira razmatranu pojavu. Kao rezultat promene dimenzionalnog sistema
dolazi do smanjenja broja nezavisno promenjivih veli¢ina ¢ime se omogudéuje
jednostavnije skaliranje problema na relaciji priroda - model uz neophodna
2anemarivanja.

Prilikom izbora novih osnovnih veli¢ina, moraju se ispostovatitri osnovna
pravila:
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1. da osnovne velicine budu medusobno nezavisne jer ako su medusobno

zavisne, onda nisu osnovne veli¢ine i jedna od njih se moZe predstaviti
kao kombinacija ostalih;

2. da budu karakteristicne za fizthu problema koji se tzucava inace se
u razmatranom problemu nece smanjiti broj nezavisno promenljivih
veli¢ina;

3. osnovne jedinice moraju biti sveobuhvatne, moraju omogucavati izra-

zavanje svih ostalih izvedenih veli¢ina preko izabranih osnovnih.

Vrednosti ovako izabranih osnovnih veli¢ina predstavljaju novu mernu je-
dinicu.

Primer 5.1.2

Koje od ponudenih kombinacija su prihvatljive kao nove osnovne veli¢ine a koje
kombinacije nisu i zasto?

Vel. 1 Vel. 2 Vel. 3 Komentar

Masa, Duzina Povréina | Nije dobar izbor jer ne figurige vreme a duzi-
na i povrdina su medusobno zavisne veli¢ine

Masa Vreme Duzina U redu

Vreme Ubrzanje | Duzina Nije dobar izbor, jer nema mase

Sila Duzina Vreme U redu

Gustina | Protok Duzina | U redu

U zadacima Mehanike fluida najéesée se kao osnovne veli¢ine usvajaju duzina
(¢ime se opisuje geometrija problema), brzina (da bi se opisalo polje brzina) i gustina
(kao nosilac mase).

Izborom novog dimenzionalnog sistema se postize pojednostavljenje u
eksperimentalnom izuéavanju razmatrane pojave. Ako se, na primer, izuéava
trenje u kruznoj cevi prilikom jednolikog ustaljenog tecenja (poglavlje 6.1.1
Koeficijent lintjskog gubitka energije) dobija se da pad energije duz cevi zavisi
od tangencijalnog napona (jednaéina (6.7) na strani 220):

.
Ie = IH = pTR = Const. (51)

U daljem izvodenju je pretpostavljeno da viskoznost fluida i geometrijski
uslovi ne uti¢u na trenje, te je dobijena jednostavna veza gubitka energije i
koeficijenta trenja A. U realnosti je, medutim, tangencijalni napon slozena
funkcija sledeéih veli¢ina:

T=¢(p, 1, V, D, k) (5.2)



182 GLAVA 5. DIMENZIONALNA ANALIZA, SLICNOST I MODELI

gde su g i i fizicka svojstva fluida, V brzina koja opisuje kinemati¢nost i D
(pre¢nik cevi) i k (hrapavost zida cevi) geometrijski parametri koji opisuju
uslove strujanja. Izucavanje te funkcionalne zavisnosti podrazumeva pravl-
jenje eksperimenta: uspostavljanje ustaljenog strujanja kroz cev konstantnog
prec¢nika D i hrapavosti k, pri cemu se meri pad pritiska na nekom rastojanju
L pri tecenju razli¢itih fluida pri razli¢itim brzinama.

Slika 5.1: U [M,L,T] dimenzionalnom sistemu analiza tangencijalnog
napona od ostalih zavisnih veli¢ina zahteva veliki broj eksperimenata

Opisani eksperiment bi bio obiman, jer bi zahtevao da se u instalaciji
varira samo jedan parametar (slika 5.1), dok se svi ostali zadrzavaju kon-
stantnim. Za sve te izmerene rezultate bi se nalazila odgovarajuéa veza, da
bi se na kraju pokusalo sa formiranjem neke opste relacije.

Primenjujuéi dimenzionalnu analizu moguée je odabrati nove osnovne
veli¢cine koje su primerenije problemu trenja u cevi. Umesto SI sistema
[M, L,T] zgodnije je odabrati sistem gde se osnovne veli¢ine veé nalaze u
spisku veli¢ina datih u jednaéini (5.2). Ako se, na primer, odaberu [p, V, D],
ostale veli¢ine se mogu izraziti kao njihova kombinacijal:

T

17,210
_ 111l M 1 pVD
p = N,xp'V'D* = N,= VD = N, o (5.4)
E = Nex VD! = N = % (5.5)

gde je sa N oznacen merni broj (rezultat merenja veli¢ine u novom dimen-
zionalnom sistemu) pa se dimenzionalni izraz (5.2) moze napisati u bezdi-
menzionalnom obliku:

1Uobitajeno je da se fizicke konstante fluida pigu u bezdimenzionalnim sistemima u
imeniocu izraza, pa je to iskori$éeno u izrazu (5.4).
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Promenom dimenzionalnog sistema, umesto
tangencijalnog napona dobijen je koeficijent tan- T
gencijalnog napona, pri ¢emu on zavisi samo od | PV
dve bezdimenzionalne veli¢ine, pVD /i i k/D. e—
Projektovanje eksperimenta je sada mnogo jed- —
nostavnije. Potrebno je varirati samo dve bezdi- P
menzionalne veli¢ine sa desne strane izraza (5.6) —
a svi dobijeni rezultati se mogu predstaviti na
samo jednom dijagramu 5.2. Eksperiment je jed- Slika 5.2: U novom
nostavan i zbog toga éto sada nije neophodno ko- dimenzionalnom sistemu
ristiti razglicite fluide da bi se odredila zavisnost [#> V; D] tangencijalni
trenja od viskoznosti i gustine. Takode, postu- nhapon postaje  koefi-
pak omoguéuje potpunu nezavisnost od izabra- cijent koji zavisi od
nog sistema jedinica za osnovne veli¢ine, jer je dve bezdimenzionalne
analiziran bezdimenzionalan izraz. velic¢ine

5.1.2 Bakingemova I] teorema

U prethodnom primeru je pokazano da se izraz sa Sest dimenzional-
nih veli¢ina (5.2) sveo na izraz sa tri bezdimenzionalne veli¢ine (5.6) nakon
promene dimenzionalnog sistema. Odnos broja dimenzionalnih i bezdimen-
zionalnih veli¢ina je definisan Bakingemovom? II (pi) teoremom: Ako je
jednadinag sa (m) varijebli dimenziono homogena, moze se svesti na (m—n)
nezavisnih bezdimenzionoh proizvoda, gde je (n) minimalan broj osnovnih
veliéina potrebnih da se opisu varijable.

Bezdimenzionalni proizvodi se cesto nazivaju p: &lanow, a za njihovo
pisanje koristi se simbol II. Sam dokaz II teoreme je veoma komplikovan. U
primeru sa analizom otpora u kruznoj cevi, gde se poslo od dimenzionalnog
izraza Sest veli¢ina (5.2) (m = 6) nakon uzimanja preénika cevi, brzine u cevi
i gustine vode kao osnovnih veli¢ina (n = 3) dobijen je bezdimenzionalan
izraz (5.6) sa m —n = 3 II ¢lana:

Iy = ¢(Ilz, II3) gde su pojedini II ¢lanovi:

2Edgar Buckingham (1867 - 1940) amerigki nauénik koji je stekao obrazovanje na
Harvardu i univerzitetu Lajpcig. Radio je u ameri¢kom birou za zemljiste i u birou za
nacionalne standarde. Oblasti interesovanja su mu bile fizika zemljista, osobine gasova,
akustika, mehanika fluida i zracenje crnih tela. Mada je vise istrazivaga, ukljutujudi i Lorda
Rayleigha (1842 - 1919), radilo pre njega na razvoju dimenzionalne analize, Bakingem je
prvi u svojim radovima (1914) formulisao II teoremu.
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Hl = T7TX p_IV_lDO
H2 = X p_lv_lD_l
s = kx Q°vOD!

sto je u skladu sa Bakingemovom II teoremom. U nasoj praksi se umesto 11
¢lana ¢escée koristi forma u kojoj se pojavljuje merni broj N koji je koliénik
dimenzionalne velidine 1 novth osnovnith velidina dignutth na odgovarajuéi
eksponent. Izraz (5.6) je napisan upravo u takvoj formi.

Postupak odredivanja bezdimenzionalnih mernih brojeva N se moZze for-
malno definisati kroz sledece korake:

1. Nabrojati sve varijable, dimenzionalne i bezdimenzionalne (konstante)
koje su ukljuc¢ene u razmatrani problem:

X1 = QO(XQy X3y . me)

Ovo je verovatno najvazniji korak jer je od sustinske vaznosti da se
u razmatranje ukljué¢e sve dominantne velicine. Spisak varijabli se
formira na bazi znanja eksperimentatora i fizickih zakona kojisu uklju-
¢eni u fenomen. Da bi spisak varijabli bio sto kraéi (i time se olaksali
eksperimenti) vazno je da sve varijable budu nezavisne. Na primer,
ako su za fenomen bitni pre¢nik cevi i njena povrsina, dovoljno je uzeti
jednu od te dve veli¢ine.

2. Izrazitisvih m varijabli u osnovnom dimenzionalnom sistemu. Najcesce

se koristi SI sistem [M, L, T ili ponekad sistem u kome je sila osnovna
veli¢ina [F) L, T]. U prilogu A su date neke izvedene velicine.

3. Izabrati minimalan broj n varijabli koje su bitne za razmatrani problem
i koje mogu da se koristite kao osnovne veli¢ine. Proveriti da li su
medusobno nezavisne i da li se pomocu njih mogu izraziti sve ostale
veli¢ine. Merni broj za osnovne veli¢ine je N = 1.

4. Za sve ostale varijable (kojih ima m — n) odrediti merni broj N kao
koli¢nik veli¢ine i osnovnih varijabli dignutih na odgovarajuéi stepen,
tako da merni broj bude bezdimenzionalan.

5. Formirati bezdimenzionalnu relaciju oblika:

Nl = Qb(NQ, N3v .. 'me—n)
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Kako su merni brojevi u stvari bezdimenzionalni koeficijenti, treba
razmotriti da li je moguce reorganizovati ih na neki smisleniji nacin,
kako bi se dobio fizi¢ki logiénijiizraz. Na primer, u bezdimenzionalnom
izrazu (5.3) za tangencijalni napon, ako se merni broj N, pomnozi i
podeli sa 1/2, dobija se izraz:

vo T —¢ (5.7)
2 1 12
5;0

U imeniocu se javlja prepoznatljiv ¢lan, zaustavni pritisak, veli¢ina
koja predstavlja jednu od karakteristika strujanja (poglavlje 4.5.3.2).
Bezdimenzionalni merni broj N, postaje neki drugi bezdimenzionalni
broj, koji se najcesée zove koefictjent tangencijalnog napona Cr.

5.1.3 Primeri primene dimenzionalne analize

Prosta greda Prvi primer primene Bakingemove teoreme je iz oblasti
statike konstrukcija. Potrebno je analizirati moment savijanja proste grede
u zavisnosti od raspodeljenog opteredenja i raspona grede My = ¢(q, L).
Nepoznata veza momenta na sredini
grede, raspona grede i1 opterecenja se moze - ]
dobiti iz eksperimenta: napravi se greda, l ll L
postave merne trake na sredini grede kako :\_V M
bi se merio moment My i opterecuje se
greda razli¢itim opterecenjima q. Takode,
potrebno je napraviti i drugu seriju eksper-
imenata sa gredama razli¢itih duzina L Slika 5.3: Odredivanje momenta

pri ¢emu se sve grede optereduju istim Savljanja proste grede dimen-
optereéenjem gq. zionalnom analizom

ey

Druga moguénost je da se sprovede dimenziona analiza i da se odredi
koliki je bezdimenzionalni moment. Veli¢ine koje su od interesa su My, q i
L. One se mogu predstaviti bilo u SI sistemu [M, L, T] ili, jo§ jednostavnije
u sistemu gde su sila i duzina osnovne veli¢ine [F, L]:

| Veli¢ina | [M, L,T] sistem | [F,L] sistem |

M, ML?T—2 F'r!
q MIT-2 FIL-1
L L! L1

Kao osnovne velicine mogu se uzeti raspodeljeno oterecenje ¢ i duZzina
L. Te velicine su medusobno nezavisne, a obe veli¢ine su potrebne da bi se
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dimenziono izrazio moment, tj. nije mogudée napisati izraz: My = Nps X ¢*
ni izraz: My = Njs X L® gde bi a bio bilo koji eksponent.

Biranjem q i L za osnovne veli¢ine, moment na sredini grede moze da se
napise:

My = Ny x ¢* L°
Eksponenti a i b se odreduju korigéenjem zajednickog sistema [F, L]:
[FlLl] — [FlL—l]a [L]b

Izjednac¢ujuéi eksponente uz iste veli¢ine, dobija se:

Uz silu F' : l1=a = a=1
Uz duzinu L : l=—a+b = b=2
pa je:
M,
My=Nyg¢'L? = Ny= q—L‘; = Const. (5.8)

Polazni dimenzionalni izraz u kome moment zavisi od dve veli¢ine se
sveo u [¢'L?] dimenzionalnom sistemu na jednu konstantu, na merni broj
Njs odnosno na bezdimenzionalni moment koji ne zavisi ni od jedne veli¢ine.
Ovo znadi da je potreban svega jedan eksperiment i da je vrednost konstante
koja se odredi u tom eksperimentu primenljiva na sve raspone greda i na sve
veli¢ine raspodeljenog optereéenja.

Opstrujavanje tela Analizira se sila na telo oblika kruzne plo¢e preénika
D postavljeno upravno na fluidnu struju, usled delovanja fluida koji se krece
brzinom V (slika 5.4).
—— Pretpostavice se da su veli¢ine od zna-
— j j‘*\ ¢aja za silu brzina fluida V', gustina fluida
s p 1 precnik ploce D. Dimenzionalno, sila
> % N ) # se moZze predstaviti kao funkcionalna za-
P 1 Y ) visnost 3 veli¢ine:

—— ——— —_- F=¢(p,V,D) (5.9)

Slika 5.4: Sila otpora ostroivi-
¢nog diska brzine V

a svaka od tih veli¢ina se moze izraziti

preko SI sistema [M, L, T:



5.1. DIMENZIONALNA ANALIZA 187

[F] = [MLT?
[0 = [ML7]
vl = [LT7"]
[D] = [L]

Kao nove ognovne veli¢ine uzimaju se p, Vi D jer su medusobno nezav-
isne i sveobuhvatne. Koristedi novi sistem, mogude je napisati silu kao:

F =Np x p*V® D° (5.10)

Eksponenti se odreduju korigéenjem zajednickog SI sistema, izjednacavanjem
eksponenata uz L, T'i M:

[MLT™?] = [ML7®*[LT7'] [L]°
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
[T] : —2=-b = b=2
[L] l=-3a+b+c = c=2 (5.11)

Prema Bakingemovoj teoremi trebalo bi odabrati najmanji moguéi broj
novih osnovnih veli¢ina. Ako se pokusa sa izborom p i V kao osnovnih
veli¢ina, jer su sveobuhvatne i medusobno nezavisne, dobija se da izraz:

FZNFXpaVb

nije mogude resiti:

[MLT? = [ML73*[LT']®
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
[T] : —2=-b = b=1
(L] : 1=-3a+b = 1# 3+1

Na osnovu izracunatih koeficijenata (5.11), dimenzionalni izraz (5.10) za
gilu u novom sistemu duzina, brzina, gustina je:

F = Np x pV2D?

gde je Nr merni broj. Bezdimenzionalna sila je:

F

Nrp=——
F=ovip?
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Pocetni izraz F = ¢(p, V, D) koji je imao &etiri dimezionalne nezavisne
veli¢ine (m = 4), izborom tri veli¢ine kao osnovnih veli¢ina (n = 3) se sveo
na (m—n = 1) bezdimenzionalnih veli¢ina Np = ¢(1,1, 1) odnosno na jednu
konstantu Ng = Const. Ako se istrazuje sila na plo¢u, odavde sledi da je
dovoljan samo jedan eksperiment da se odredi konstanta Ng, umesto serije
eksperimenata sa razli¢itim gustinama fluida p, pri razli¢itim brzinama V i
sa razlicitim veli¢inama ploce D.

Bezdimenzionalnu konstantu N treba preurediti kako bi se dobio fizi¢ki
“opravdaniji” izraz. Umesto pV? moze se napisati zaustavni pritisak a
umesto preénika ploée D? staviti povréinu kruga:

17rF

24 8 F
NF=124 = —NF=CF=1

Epva m épva

Nova bezdimenzionalna konstanta Cr se obic¢no naziva koeficijent sile i
moze se protumaditi kao odnos realne sile na ploc¢u i neke referentne sile,
koja bi se dobila ako bi celokupni zaustavni pritisak proizveo silu na plocu:

Koeficijent | [Realna sila] (5.12)
sile B '

[Zaustavni pritisak]x [Povréinal

Sprovedenom dimenzionalnom analizom je dobijeno da je koeficijent sile
Cr konstanta. Medutim, u nizu eksperimenata, merenjima se pokazalo da
Cr nije konstantno ve¢ da zavisi i od viskoznosti fluida kao i od debljine
ploce. To znadi da je polazna pretpostavka o dominantnim uticajima na silu
bila pogresna i da spisak dimenzionalnih veli¢ina treba dopuniti:

F=p(p,V,D,pu,d) (5.13)

gde su p viskoznost fluida i d debljina plo¢e. Ako p,V, D ostanu osnovne
velicine, sila F' se u bezdimenzionalnom obliku i dalje izrazava preko koefi-
cijenta sile:

F
Cr = T
—pV*A
2,0
Bezdimenzionalna debljina ploce se moze predstaviti kao:
d=NgxD = Ng= d
= iVd d= D

gde se Ny obi¢no naziva relativna debljina ploée.
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Viskoznost fluida x4 je u novom dimenzionalnom sistemu:
p= N, x p* V? De°

Koristeci SI sistem, moguce je odrediti eksponente a, b i c:

[ML7'T™] = [ML73* LT [L]°
Eksponenti uz [M] l=a = a=1
[T] : —-1=-b = b=1
[L] : —-1=-3a+b+c = c=1

pa je bezdimenzionalni izraz za viskoznost:

M
N“u_ pVD

Uobicajena praksa je da se bezdimenzionalni izrazi za materijalne kon-
stante fluida (u, v, 4, . ..) pisu tako da materijalna konstanta bude u imeniocu
razlomka:

1 pVD

— = Re
N, 1t

(5.14)

Inverzna vrednost bezdimenzionalne viskoznosti predstavlja Rejnoldsov3
broj. On pokazuje odnos inercijalnih uticaja (gustina i brzina u brojiocu) i
viskoznih uticaja (viskoznost u imeniocu). Sto je vedi Rejnoldsov broj, to je
viskoznost slabija i ne uspeva da smiri vrtloge u toku.

Kao rezultat dimenzionalne analize sile na plocu, dobija se bezdimen-
zionalni izraz:

Cr=2¢ (Re, %)

Izraz pokazuje da koeficijent Cp nije konstantan, ve¢ da je funkcija Re-

jnoldsovog broja Re i relativne debljine ploce D

Primer 5.1.3

Za sluéaj opstrujavanja ploce (slika 5.4) odrediti bezdimenzionalni merni broj za
pritisak, ako su osnovne veli¢ine gustina fluida p, brzina dolazne fluidne struje V' i
preénik ploée D.

Traii se izraz za pritisak u oblikw: p = N, x [p? V? D°|. Koristeéi SI sistem kao
pomodéni sistem, nepoznati eksponenti se odreduju izjednacavanjem eksponenata uz

3Biografija Rejnoldsa je data u fusnoti 1 na strani 88.
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veli¢ine L, T i M:

[MLT'T™?] = [ML7)* [LT7Y)° [L)°
[M] l=a = a=1
[Tl : —-2=-b = b=2
[L] : -1=-3a+b+c = ¢=0

Bezdimenzionalni izraz za pritisak je:

p p

Np:m = CPZW

gde je C, koeficijent pritiska, koji je jednak koliéniku pritiska i zaustavnog pritiska:

Koeficijent } _ [Pritisak|

pritiska |~ [Zaustavni pritisak] (5.15)

Dobijeni izraz je sli¢an izrazu za bezdimenzionalni tangencijalni napon (5.7). To
je i logi¢no, jer su 1 pritisak i tangencijalni napon sile po jedinici povr&ine: pritisak
je rezultat normalne sile, a tangencijalni napon rezultat tangencijalne sile.

Prelivanje preko brane Preko brane preliva voda protokom @ (slika 5.5).
Naéi jednacinu za jediniéni protok ¢ = @Q/B, gde je B &irina brane, pret-
postavljajuéi da je sloj vode na brani dovoljno debeo da se mogu zanemariti
uticaji povrsinskog napona, kao i da je uticaj gravitacije znatno veéi od
uticaja viskoznosti.

Veli¢ine koje su bitne za prelivanje pre-
ko brane su visina vode H, visina brane
P, zaobljenje krune brane r, mizvodni na-
gib n i gravitaciono ubrzanje g:

q=¢(9,H, P,rn)

Sve veli¢ine izrazene preko SI sistema su:

Slika 5.5: Prelivanje preko brane

visine P i &irine B [ = [L°T]
lg] = [LT?
[H] [P] i [r] = [L]

Potrebne su samo dve veli¢ine kao osnovne. Ako se izaberu g i H, je-
dini¢ni protok se moze izraziti kao:

q= N, x g* H
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Sredivanjem izraza po vremenu i duzini, dobija se:

[L*T = [LT*[L]
Eksponentiuz [IT] : —-1=-2a = a=1/2
[L] 2=a+b => b=3/2
pa je trazeni izraz za jediniéni protok:
g= Ny x g2 H%? = Gy /g H® (5.16)

Izraz je napisan u standardnoj formi, koja se koristi u oblasti otvorenih
tokova. Koeficijent Cy je koeficijent protoka i za idealan fluid je jednak
jedinici a za realan fluid je manji od jedan.

Iz polazne dimenzionalne veze za g, sledi da protok zavisi i od visine
brane P, polupreénika krune brane i nagiba brane (koji je veé bezdimen-
zioni parametar). Bezdimenzionalna visina brane se moze napisati kao H/P
a polupretnik kao /P, pa se polazni dimenzionalni izraz svodi na sledeéi
bezdimenzionalni:

Co=¢ (% %, n) (5.17)
gde se vidi da Cy nije “pravi” koeficijent, jer zavisi od tri bezdimenzionalne
velicine.

5.1.4 Komentari u vezi dimenzionalne analize

Postupak dimenzionalne analize izlozen u prethodnim poglavljima je u
principu jednostavan. Koristeéi SI sistem ili neki drugi pogodan opsti di-
menzionalni sistem, uspostavlja se veza izmedu varijabli, koje su izabrane
za osnovne veli¢ine, i ostalih varijabli koje opisuju razmatrani fenomen. U
nastavku ¢e se razmotriti kriterijumi za izbor svih varijabli koje ucéestvuju
u nekom fenomenu i ograni¢enja u vezi toga, kao i da li su dobijena regenja
jedinstvena, odnosno, da li reSenja zavise od izbora dimenzionalnog sis-
tema. Na kraju ¢e se jo§ jednom analizirati veza dobijenih bezdimenzionalnih
veli¢ina sa samim eksperimentima, zbog kojih se uglavnom i radi dimenzion-
alna analiza.

5.1.4.1 Izbor varijabli

Prvi korak u dimenzionalnoj analizi je nabrajanje svih varijabli, dimen-
zionalnih i bezdimenzionalnih (konstanti) koje su bitne za razmatrani feno-
men:

X1 = QO(XQy X3y KRS Xm)
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Za analizu i eksperimentalni rad sigurno je dobro u spisku imati to manje
varijabli. Sa druge strane, ako se ne ukljuc¢e sve dominantne varijable, di-
menzionalna analiza nece modéi da pruzi dobar uvid u njihovu meduzavisnost.

Koje sve varijable treba uzeti kao dominantne? Nema jednostavne proce-
dure kojom se to moze definisati. Neophodno je dobro poznavanje fenomena i
osnovnih fizi¢kih zakonitosti, kao i veliko iskustvo u eksperimentalnom radu.
Cesta greska je da se ukljuée nepotrebne varijable koje opisuju geometriju,
kao na primer precnik cevi i povréina, ili duzine pravih deonica cevi ispred i
iza zatvaraca, ili dve brzine vode u sistemu sa dva precnika cevi, i sli¢no.

Prilikom izvodenja bezdimenzionalnih brojeva, moze se dogoditi da nije
moguce odrediti sve eksponente uz novoizabrane osnovne veli¢ine. Razlog za
to moze da bude log izbor novih osnovnih veli¢ina koje nisu sveobuhvatne ili
nekompletan spisak svih dominantnih varijabli. Usled neiskustva, moze se
dogoditi da se izaberu nove osnovne veli¢ine koje jesu medusobno nezavisne
i koje jesu sveobuhvatne, ali koje na kraju neée dati dobar uvid u fizicko
znacenje bezdimenzionalnih brojeva. Na primer, bezdimenzionalni pritisak
u sistemu [p, V, L] je fizicki prepoznatljiv (5.15) (primer 5.1.3) dok se to ne
moze reéi za redenje (5.18) u sistemu [, V, L].

Opasnija greska je, ako se izostave bitne varijable, pa se nakon dimenzion-
alne analize ne pojave u bezdimenzionalnoj funkciji bitni bezdimenzionalni
brojevi. U datom primeru opstrujavanja tela, na strani 186, krenulo se od
pretpostavke da sila na telo zavisi, pored brzine fluida. i pre¢nika diska, samo
od gustine fluida, a ne i od viskoznosti (5.9). U nizu sprovedenih eksperi-
menata se, medutim, pokazalo da ta pretpostavka ne daje dobre rezultate
i da je neophodno u spisak dominantnih varijabli dodati jos i viskoznost i
debljinu ploce (5.13).

Prilikom sastavljanja liste bitnih varijabli, treba razmotriti sve veli¢ine
kojima se moze u potpunosti opisali strujanje:

¢ geometrijske, odnosno konturne uslove L;,
¢ kinematske uslove date ili preko brzina V; ili protoka @, g, i
¢ materijalne konstante: p, it,g,9, K, ...

U veéini neustaljenih fenomena su bitni i pocetni uslovi, odnosno, stanje
svih varijabli na pocetku eksperimenta i tokom vremena. Zbog toga je
ponekad u spisak bitnih varijabli potrebno ukljuéiti i potreban broj vre-
menskih trenutaka ¢;.
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5.1.4.2 Jedinstvenost reSenja

Izbor novih osnovnih veli¢ina iz spiska bitnih varijabli se vréi uglavnom
na osnovu iskustva. Razli¢it skup osnovnih veli¢ina daje i razli¢ita resenja za
bezdimenzionalne merne brojeve. Da li su ta resenja medusobno nezavisna
pa samim tim i nose neke nove informacije?

Ako se analizira pritisak na telo usled opstrujavanja, kao bitne veli¢ine
se mogu uzeti gustina i viskoznost fluida, brzina fluida i preénik ploce:

p=p(p, 1, V, D)

Nove osnovne veli¢ine mogu biti ili [p, V, D] (prva kombinacija), ili [, V, D]
(druga kombinacija). Bezdimenzionalni broj za pritisak je za prvu kombi-
naciju osnovnih veli¢inas:

fne ()= (2]

dok je za drugu kombinaciju:

Oba resenja za bezdimenzionalni pritisak ¢ée na kraju dovesti do is-
tog izraza za pritisak p mada su funkcije ¢; i @9 razlicite. Resenja nisu
medusobno nezavisna, jer je moguce napraviti proizvod bezdimenzionalnih
brojeva iz prve relacije da bi se dobio bezdimenzionalni broj iz druge relacije:

() (50) =%
pV?2 t 1V

pri ¢emu su eksponentia=1ib=1.
Da li je prvi ili drugi oblik bezdimenzionalnog broja bolji za opisivanje
fenomena, u mnogome zavisi od potreba, a i samih moguénosti da se napravi

eksperiment. Dobro je koristiti bezdimenzionalne brojeve koji su opstepri-
hvaceni u Mehanici fluida jer se time olak8ava razmena podataka i medusobno
uporedivanje rezultata eksperimenata.

5.1.4.3 Veza sa eksperimentima

Dimenzionalna analiza se najcesce koristi za analizu pojava ¢ija direk-
tna analiticka veza sa drugim veli¢inama nije unapred poznata te je tu vezu
neophodno istraziti kroz eksperimente. Na osnovu ustanovljenih veza bezdi-
menzionalnih brojeva, projektuje se eksperiment i kasnije se tumadce dobijeni
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rezultati. Pritome vazi opste pravilo da sa porastom broja bezdimenzional-
nih brojeva raste i kompleksnost eksperimenata.

AXo je rezultat dimenzionalne analize samo jedan bezdimenzionalni broj,
to znac¢i da je on konstanta, ¢iju vrednost treba ustanoviti samo jednim
eksperimentom. Dobra praksa je, naravno, da se uradi vise ponovljenih
eksperimenata u promenjenim uslovima, kako bi se i merenjima potvrdila is-
pravnost rezultata dimenzionalne analize. Takode, usled neizbeznih slucajnih
gresaka u merenjima, najverovatnija vrednost konstante se dobija kao sred-
nja vrednost vise rezultata merenja.

Primer 5.1.4

U primeru sa prostom gredom (strana 185) dimenzionalna analiza pokazuje da je
merni broj za moment konstanta, da ne zavisi od drugih bezdimenzionalnih veli¢ina:

M,

NM:q?

U sprovedenom eksperimentu, za gredu duzine L = 1 m, prirazli¢itim opteredenjima
su izmereni momenti M. Izrac¢unati bezdimenzionalni moment Njy.

Veli¢ina | Dimenzija 1 2 3 4 )
q kN/m 0,818 | 1,522 | 2,010 | 3,153 | 4,050
M, Nm 0,103 | 0,191 | 0,251 | 0,392 | 0,505
[ Nu | - | 0,1259 | 0,1251 | 0,1249 | 0,1243 | 0,1247 |

Iz izmerenih momenata na sredini grede izra¢unat je bezdimenzionalni moment
Ny (poslednji red u tabeli). Rezultat bi trebalo da bude jedan, konstantan broj,
ali on varira zbog neizbeZnih gresaka u merenju. Najverovatnija vrednost bezdi-
menzionalnog momenta je jednaka srednjoj vrednosti:

Ny = %(0,1259 +0,1251+0,1249 + 0,1243 + 0,1247) = 0,12498 = 0,125

Analiticko regenje istog problema daje moment na sredini grede:

1
My = qu2

§to je u potpunoj saglasnosti sa rezultatima obavljenog eksperimenta.

Kada su dva bezdimenzionalna broja rezultat dimenzionalne analize, ob-
lika:

N1 = ¢(N2)
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rezultati eksperimenta se mogu prikazati jednom linijom, na dijagramu sa
osama Nj i No. U primeru prelivanja preko brane (strana 190) pokazano je
u izrazu (5.17) da koeficijent protoka zavisi od relativne visine brane:

o= 7ar=+(5)

U eksperimentu treba napraviti opite sa nekoliko razli¢itih visina prelivnog
mlaza H dok samu visinu brane P nije neophodno menjati. Naravno, ako se
zeli postiéi veliki opseg promena P/H , neophodno je napraviti i eksperimente
sa razlicitim visinama brane P.

Na slici 5.6, dat je primer dobijenih
rezultata merenja (tacke) i fitovane krive 7
kroz te tacke (puna linija). Oblik krive, * % TR

koja se koristi za fitovanje izmerenih re- | il :
zultata zavisi od problema koji se izucava . \

i trebalo bi da bude zasnovan na teori- o S
jskoj analizi. Na osnovu rezultata fito- /
vanja, moguce je u odredenoj meri i ek- T raieins
strapolovati funkciju ¢ (isprekidana lin- vrednesti
ija na slici 5.6), mada u tome treba biti
posebno pazljiv. Slika, 5.6: Funkcija ¢ - veza dva

Kako raste broj bezdimenzionalnih Pezdimenzionalna broja
brojeva, tako i kompleksnost samog eks-
perimenta 1 obrade podataka znacajno

raste. Kod tri bezdimenzionalna broja o ’I‘ e
ops&tazavisnost je oblika N1 = ¢(Na, N3) } N ' l

i nju je jos uvek moguée prikazati na */ﬁj"%:,)}’;p," T i T TTY 7
standardnim dijagramima sa N; i N5 osa- ' . R -L;’}"E - m ,’r

ma, pomodéu familije krivih linija sa kon- Nz %{{y’_ fi:“ o 7oV >
stantnim N3 brojem. Na slici 5.2 je na R f~“-",--" H
taj nac¢in prikazana zavisnost mernog bro- | k r,f'. d

ja za tangencijalni napon u odnosu na e calla WY

merni broj za viskoznost (odnosno, Re-
jnoldsov broj) za razli¢ite vrednosti me-
rnog broja za hrapavost (odnosno, pri
konstantanoj relativnoj hrapavosti).

U poslednje vreme su popularni i trodimenzionalni prikazi prostornih
povrgina koje su definisane funkcijom ¢ (slika 5.7). Kroz izmerene tacke se
interpoluje teorijska funkcija primenom, obi¢no, metode najmanjih kvadrata

Slika 5.7: Prostorni prikaz veze tri
bezdimenzionalna broja

razlika izmedu izmerenih i fitovanih vrednosti. Ako nije poznat teorijski oblik
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povrsine, tada se najcesée smatra da su izmerene tacke apsolutno tacne, a
prostor izmedu tacaka se interpoluje nekom od korelacionih ili statistickih
metoda.

5.1.5 Standardni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida

U oblasti Mehanike fluida, bezdimenzionalne veli¢ine se desto koriste
kao nadin sporazumevanja. Na primer, kao uslov za izbor dobrog mesta
za postavljanje merila protoka na cevi, obi¢no se kaze da mora postojati pri-
lazna pravolinijska deonica minimalne duzine 10D. Ovo je mnogo prakticnije
nego da se definidu potrebne duzine u metrima, u zavisnosti od prec¢nika cevi.

Najcesce velicine koje se koriste kao osnovne veli¢ine u dimenzionalnoj
analizi su gustina, brzina i duzina. Kroz gustinu fluida se u analizu unosi
masa, kao pokazatelj inercijalnosti. Brzina moze biti srednja brzina fluida u
cevi, brzina objekata koji se kreée kroz fluidnu struju koja miruje ili brzina
nekog karakteristi¢nog fluidnog delica. Brzina je pokazatelj kinematic¢nosti
toka i kroz nju se u analizu unosi vreme. Na kraju, sa odabranom karakter-
isticnom duzinom ili preé¢nikom se opisuju geometrijski uslovi zadatka.

U gvakom zadatku Mehanike fluida su ukljucene jedna ili vige mater-
jjalnih (dimenzionalnih) konstanti ¢ije vrednosti mogu biti nepromenljive
(konstantne) ili promenljive u prostoru i vremenu. Za usvojeni novi dimen-
zionalni sistem [p,V, L] moguée je naéi bezdimenzionalne brojeve materi-
jalnih konstanti. U tabeli 5.1, date su neke najcesée koriséene materijalne
konstante u bezdimenzionom obliku, a u nastavku se daju i komentari o
nekoliko najéescée korigéenih brojeva.

Bezdimenzionalna viskoznost Bezdimenzionalni broj koji predstavlja
viskoznost je Rejnoldsov broj, sa oznakom Re. Rejnoldsov broj je veoma
znacajan za veéinu zadataka Mehanike fluida i u prethodnim primerima je
veé pokazano kako se on dobija (5.14):

_pVL VL

T ou v

U izrazu za Rejnoldsov broj 1 je dinamiéke koeficijent viskoznost:, a odnos

1/ p je kinematsks koeficijent viskoznosti (jednacina (2.8), na strani 16).
Rejnoldsov broj se najcesce tumaci kao odnos inercijalnih i viskoznih

uticaja. Ako se inercijalna sila definige preko proizvoda mase i ubrzanja i

izrazi se u dimenzionalnom sistemu [p, V, L] dobija se:

Re

Fr=ma=pl3xV?L1=,V2L2 (5.19)
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Bezdim. | Ime Tumacenje
grupa | Oznaka (odnos sila) | Primena
oV L Rejnoldsov broj inerciialne Generalno  vaZno  za
" Re viskozne veéinu hidrotehnickih
zadataka
V2 Frudov broj inerciialne Tok sa slobodnom povr-
g—L Fr gravitacione sinom, talasi
D Euler-ov broj pritisak Problemi gde je bitan pri-
V2 Eu inercijalne tisak ili razlika pritiska)
V2L Veberov broj inercijalne Problemi gde je povr-
5 We povre. napon | Sinski napon dominantan
(male dubine)
174 Mahov broj inerciialne Tok sa izrazenom stislji-
c Ma stisljivost voséu fluida
(c je brzina zvuka)
pV2 Kogijev broj inercijalne Tok sa izrazenom stiglji-
K Ca stisljivost voséu fluida
(K je modul stigljivosti)
wL Strouhal-ov inerc. lokalne Neustaljeni tok sa karak-
v broj St inerc. konvekt. | teristi¢nim frekvencijama,
w oscilacija

Tabela 5.1: Najcesée korigceni bezdimenzionalni brojevi u Mehanici fluida

Viskozna sila je proizvod tangencijalnog napona i povrsine, pa izrazena u
istom dimenzionalnom sistemu je jednaka:

Fy=71A=uVL (5.20)

Sada se vidi da je odnos te dve sile jednak Rejnoldsovom broju:

Fr  pV2L? VL

=R
Fy pVL p °

Kod razvijenog laminarnog toka ovakvo tumacenje Rejnoldsovog broja
nije dobro, jer je inercijalna sila nula dok je Rejnoldsov broj veéi od nule.
Isti fenomen se moze posmatrati i preko odnosa karakteristi¢nih vremenskih
skala koje uc¢estvuju u fenomenu. Viskoznost je “zaduzena” za molekularni,
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difuzni transfer, koji se obavlja sa vremenskom razmerom Tprr, dok se kon-
vektivni transfer vrdi pomeranjem deli¢a brzinom V, pa je vremenska skala

Tkon:

L? L
Tpirp= — TkoN = -
v vV

gde je L karakteristicna duZina. Inverzni odnos tih vremena, odnosno,
odnos brzina kojima se obavljaju konvektivni i difuzni transfer, je jednak
Rejnoldsovom broju:

1/Tkon _ Tpir  L*V VL

= = = Re
1/TDIF TkonN v L Iz

Dobijena relacija daje i drugo fizicko tumacenje Rejnoldsovog broja kao
odnosa brzina konvektivnog ¢ difuznog transfera momenta u fluidu. Kod
malih Rejnoldsovih brojeva, u laminarnom tecenju, difuzni transfer je dom-
inantan, jer je brzina priblizno jednaka nuli. Kod velikih Rejnoldsovih bro-
jeva turbulencija i velika srednja brzina su zaduzeni za konvektivni transfer
a difuzni transfer je zanemarljiv.

Bezdimenzionalna gravitacija Bezdimenzionalni broj, koji predstavlja
gravitaciju. je Frudov* broj, sa oznakom Fr. Gravitaciono ubrzanje g se
moze napisati kao:

V2

L
g:NGXﬁ:NGXf

pa se sredivanjem dobija Frudov broj®:

1 Vv
Fr=—=— 5.21
N ~ oL (5.21)
Frudov broj je znacajan u oblasti dinamike fluida, gde sila gravitacije
uti¢e na kretanje fluidnih deli¢a. Svi zadaci sa otvorenim tokovima spadaju

u ovu oblast. Takode i zadaci koji izucavaju otpore na telo moraju uzeti u

4William Froude (1810 - 1870), engleski inZenjer gradevine, matematiar i poznati
projektant brodova. Froude je obavio pionirska istrazivanja u oblasti modeliranja brodova
vuéenjem kroz bazen.

SVazna napomena: U anglosaksonskoj struénoj literaturi je uobiéajeno da se koristi
Frudov broj koji je kvadratni koren iz reciproéne vrednosti mernog broja Ng:
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obzir Frudov broj, ako se telo nalazi samo delimi¢no potopljeno u fluid, kao
na primer otpor kretanja broda ili optereéenje mostovskog stuba.

Frudov broj se moze tumaciti i kao odnos inercijalne sile (¢&iji je pred-
stavnik brzina) i gravitacione, koja pod dejstvom dubine i gravitacije poku-
sava da “smiruje” fenomen. Gravitaciona sila (sila tezine) je proizvod mase i
gravitacionog ubrzanja. Ako se masa izrazi u [p, L] dimenzionalnom sistemu,
dobija se:

Fg=mg = pglL3 (5.22)
pa se vidi da je odnos inercijalne sile (5.19) i gravitacione sile jednak Fru-
dovom broju:

v

Fg  pgl® gL

Ako je Frudov broj vedi od 1, znaéi da je inercijalna sila “jaca” od grav-

Fr (5.23)

itacione 1 da su uticaji brzine dominantni. Takvo tecenje je povezano sa
“silovitim” tec¢enjem. Obrnuto, ako je Frudov broj manji od 1, tecenje je sa
malim brzinama, “mirno”, jer je gravitacija “jaca”.

Bezdimenzionalna kapilarna konstanta U Mehanici fluida, na Grade-
vinskom fakultetu, za najveéi broj zadataka, bitni su viskoznost i gravitacija,
pa se zato najcéesce i koriste Rejnoldsov i Frudov broj. U manjem broju
zadataka su interesantni kapilarna konstanta i stisljivost (zajedno sa brzinom
propagacije talasa), dok se ostale materijalne konstante veoma retko srecu.

Bezdimenzionalni broj, koji predstavlja kapilarnu konstantu, je Veberov®
broj, sa oznakom We. Povrsinski napon (kapilarna konstanta) &, moze se

napisati kao sila po jedinici duzine:
§=Nsx FL™! = N5 x pLV?
pa je Veberov broj inverzna vrednost bezdimenzionog mernog broja:

1 Lv?
We=— = p
N; &
Veberov broj je od znacaja za strujanja sa izrazenim uticajem granice
dva fluida ili kod strujanja tankog sloja fluida preko ¢évrste granice. Kod

(5.24)

veéine povriinskih tokova, kada je veoma mala dubina (ili tanak sloj vode
koji tece) kapilarne sile postaju znacajne i treba ih, pored gravitacije, uzeti
u obzir. Takode, u analizi vlage u zemljistu, kapilarne sile mogu biti za red
veli¢ine veée od gravitacionih sila.

5Moritz Weber (1871 - 1951), nemadki profesor pomorske mehanike. Uveo je u upotrebu
standardne bezdimenzionalne brojeve kao osnovu za istrazivanje sliénosti.
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Bezdimenzionalni moduo sti§ljivosti Bezdimenzionalni broj, koji pred-
stavlja stidljivost, je Kosijer” broj, sa oznakom Ca. Prema definiciji (2.10)
(strana 22), relativno smanjenje zapremine je jednako odnosu poveéanja pri-
tiska i zapreminskog modula stigljivosti K:

K=Ngxp=Ngx ML'T2 = Ng x pV?

Kogijev broj je jednak mernom broju:

Cao=Ng="_— (5.25)

Pokazatelj stigljivosti fluida je i brzina propagacije talasa kroz fluid ¢ koja
je jednaka korenu odnosa modula stigljivosti i gustine:

K ML-1T-2 | L2
C:ch ?:ch W:ch ﬁ:chv

Bezdimenzionalni broj za brzinu propagacije, zove se Mahov® broj, sa oz-
nakom Ma:

Ma=— = — (5.26)

Moze se uspostaviti veza izmedu Mahovog 1 Kosijevog broja, ako se u
Mahovom broju brzina propagacije talasa napise preko stigljivosti:

2
Ma=K=L=Vu£ = Ma2=£=0a
c 'K K K
7

tako da se oba broja mogu koristiti za opisivanje uticaja stisljivosti fluida,
odnosno, kao pokazatelj odnosa inercijalnih sila i sila stigljivosti. Kada je
Mahov broj relativno mali (ispod 0,3), inercijalne sile izazvane kretanjem
fluida su relativno slabe i ne mogu da naprave znacajniju promenu gus-
tine fluida. Zbog toga se u prakti¢nim zadacima odredivanja optereéenja
gradevinskih objekata od strane vetra moze znacajno uprostiti resenje zane-
marujudi stisgljivost vazduha.

TAugustin Louis de Cauchy (1789 - 1857), francuski inZenjer hidrodinamike i
matematidar. Bavio se analizom realnih i kompleksnih brojeva, tecrijom permutacija,
kao i konvergencijom i divergencijom beskonaénih nizova, diferencijalnih jednacina, deter-
minanti i verovatnoda u matematici i fizici.

8Ernst Mach (1838 - 1916), detko-austrijski fizidar i filozof. U oblasti fizike se bavio
interferencijom, difrakcijom, polarizacijom i refrakcijom svetla, kao i supersoniénim brzi-
nama i pojavom stojecih talasa.
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5.2 Sli¢énost 1 fizicki modeli

Postoji veliki broj problema, koji zahtevaju koriscenje geometrijski sli-
énog modela, na kome c¢e se u kontrolisanim uslovima izucavati odredene po-
jave. Svi vedi inZenjerski projekti, kao sto su izrade velikih re¢nih i morskih
luka, brana na rekama, brodova, aviona, superbrzih vozova, mostova sa ve-
likim rasponom i sli¢no, zahtevaju pravljenje modela. Sve do kraja 20-og
veka su pravljeni skoro iskljuéivo fizicki modeli, dok se danas ¢esto kombinuju
fizicki 1 matematicki modeli. Fenomeni, koji su dobro istrazeni i koji mogu
da se modeliraju za odredenu geometriju uproséenim matematickim mode-
lima turbulencije, ra¢unaju se upotrebom 2D ili 3D simulacija (akustika po-
zorigne sale, strujanje vode u jezeru, itd.). Svi ostali detalji, koji su prekom-
plikovani za matematicko modeliranje ili gde postojeéi matematicki modeli
strujanja nisu dovoljno tac¢ni (visefazno strujanje, mesavina vode i vazduha
na brzotocima preliva, komplikovani graniéni uslovi, itd.) i dalje zahtevaju
pravljenje fizickih modela.

Opsta definicija modela bi mogla da bude da je to sve ono na emu
se nesto proucava, dok je definicija prirode, odnosno objekta da je to sve
ono na §ta se proulavaenje odnose. Ovakva definicija obuhvata razne vrste
modela: matematicke, fizicke, ali i foto modele, ekonomske modele kao i
sociologke modele. Sam pojam fizeék: model vezuje se za ispitivanje nekih
fizickih fenomena na modelu (na primer, automobil ili avion u aerotunelu,
ili preliv na brani), a zatim na prenosenje dobijenih rezultate ne prirodu.
Problem sa kojim je suocen svaki modelar je kakav i koliko veliki (odnosno,
mali) treba da bude model, kao i kako uspostaviti relacije izmedu izmerenih
veli¢ina na modelu 1 istih u prirodi.

ey e |
L i

Slika 5.8: Objekat i geometrijski slican model
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Da bi rezultati merenja na modelu bili uporedivi sa prirodom, model i
strujna slika na modelu moraju biti s{2¢én: prirodi, odnosno objektu u prirodi.
Slicnost znaci moguénost presizkavanje nekog problema sa objekta na model
(slika 5.8). Sa objekta na model se prenose uslovi zadatka, a sa modela na
objekat rezultati dobijeni ispitivanjima modela kao i zakljucci dobijeni tokom
eksperimenta. Odnos veli¢ina koje se prenose izmedu objekta i modela se
naziva razmera. Za neku veli¢inu X razmera je:

Xo

X* = m [_]

Simbol zvezde (x) se koristi kao oznaka za razmeru®. Razmera za velicinu
X je uvek bezdimenzionalni broj jer je kolié¢nik dve iste veli¢ine.

Uslov da su model i objekat geometrijske sliéni je prilicno jasan: koefi-
cijent gubitka energije na leptirastom zatvaracu, na primer, sigurno najvise
zavisi upravo od konstrukcije zatvaraca i ne bi imalo smisla koristiti neki
drugi, na primer kugli¢ni zatvarac¢, da se modelira leptirasti. Koji su jos
uslovi slicnosti koje treba da ispuni model? Strujna slika oko objekta je sig-
urno bitna za vedinu fenomena, pa bi bilo dobro da se i ona verno predstavi
na modelu, odnosno, da bude ispunjena kinematske slicnost. Kako se na
modelu istrazuju sile koje treba preneti na prirodu, neophodno je da bude
ispunjena i dinameiékea slicnost.

5.2.1 Geometrijska sli¢nost

Geometrijska slicnost podrazumeva da su objekat ¢ model istog oblika ali
raziicitth velicina. Sve razmere za duzine treba da budu iste:

L

n
L, = o _ o _ “3o _ _ o

B B UL

nMm

Razmera za povréine je A, = L2 a za zapremine ¥, = L3.

Kompletnu geometrijsku sli¢nost, na zalost, ¢esto nije mogude postiéi.
Ako se, na primer, modelira transport finog nanosa u kanalu, koristedi mo-
del razmere za duzine L,, model te¢enja vode u betonskom kanalu zahteva
smanjenje hrapavosti dna na modelu u istoj razmeri kao i smanjenje duzina.
To bi znacdilo da je na modelu potrebno napraviti izuzetno glatko dno, sto

9Neki autori kao oznaku za razmeru koriste malo slovo r od engleske reéi ratio - odnos,
pa je razmera za duZine, na primer L, = Lo/Lyy. Cesto se koristi i modelska razmera
sa oznakom A koja je jednaka inverznoj vrednost razmere L) = 1/L, = Lpy/Lo. Za
modelsku razmeru za duZine od 1:20 ili A = 0,05 odgovarajuda razmera za duzine je 20:1
odnosno L, = 20. Modelska razmera se standardno koristi u kartografiji.
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testo nije moguce. Kretanje peska po dnu u prirodi treba modelirati sa
prahom koji je L, puta manji od peska, a tada su kohezione sile drukéije
nego kod peska. Pa ¢ak ni uslovi tecenja u samom modelu verovatno nece
biti isti, jer ée zbog velikog smanjenja poprecnog preseka doéi do smanjenja
Rejnoldsovog broja, pa ¢e tecenje biti laminarno umesto turbulentnog koje
je na objektu.

Regenje se Cesto nalazi u svesnoj distorziji modela, kada se usvajaju ra-
zli¢ite razmere za duzinu, 8irinu, hrapavost ili neku drugu duzinsku dimen-
ziju. Takvi modeli su, po pravilu, komplikovaniji za analizu i za prenosgenje
rezultata na objekat i zahtevaju detaljno izucavanje efekta distorzije na do-
bijene rezultate.

5.2.2 Kinematska sli¢cnost

Kinematska slicnost znaci da je, pored geometrijske sli¢nosti, postignuta i
sliénost za brzine. Razmere za brzine u svim odgovarajuéim tackama objekta
i modela treba da budu iste:

V:ViO:VQO:%O: :@
* ‘/iM V2M %M o V'I’LM

Zahvaljujuéi geometrijskoj i kinematskoj sli¢nosti, strujna slika oko modela
ée biti ista kao i strujna slika u prirodi.

Primer 5.2.1

Ako je automobil duzine 4,0 m (objekat) a njegov model duzine 0,5 m, kolika je
razmera za duZine? Ako se model automobila krede brzinom od 10 m/s, kolika je
brzina automobila (objekta)?

Razmera za duzine je odnos duzina objekta 1 modela:

_Lo _40_
Ly 05
Razmera L, = 8 vaZi samo za duZine. Da bi se odredila brzina automobila

(objekta) potrebno je prvo naéi razmeru za brzine, kao odnos brzina objekta i
modela:

L, 8

Vo
V. = 2
* Vs
Ako se uvrsti razmera za duzine u prethodni izraz, dobija se:

Lo

To Lo Ty 1 1

pr— pr— pr— L — —

Vk LM LM TO *T* 8T*
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Razmera za vreme po pravilu nije T, = 1 (vreme ne protice istom brzinom na
objektu, u prirodi, i na modelu) veé je u zadatku nepoznata. Bez dodatnih uslova
nije mogude odgovoriti kolika ée biti brzina automobila (objekta).

U datom primeru je prilikom izvodenja razmere za brzine, pokazano prvo
pravilo slicnosti: Razmere za dimenzionalne velidine se odnose kao dimenzije
tzh veledina. Dakle, brzina automobila V', koja moze da se izracuna kao
predeni put L, za vreme 71"

V = — ima razmeru V, = &
T T,
Kako se razmere odnose kao i njihove dimenzije, sledi da postoji onoliko
nezavisnih razmera koliko i nezavisnih osnovnih veli¢ina. U Mehanici fluida
se koriste tri osnovne veli¢ine, pa odatle sledi da su na raspolaganju i tri
nezavisne razmere.

Iz prvog pravila posredno sledi i drugo pravilo slicnosti: Bezdimen-
monalne velicine se prenose nepromenjene sa modele na objekat, odnosno,
Razmera za bezdimenzionaine velidine je 1. Ako pritisak u nekoj tacki moze
da se izracuna preko izraza:

1
= C,=pV?
p Cp2f0
tada je razmera za pritisak:
1
Px = (Cp)* (5)* Px (V2)* = Px (V;)z

Jedan od problema pri izradi modela je postizanje sli¢nosti za brzine na
granicama modela. Model koji se napravi je uvek “isecak” iz prirode, “pro-
zor” kroz koji se gleda na deo prirodnog strujanja. Strujnu sliku koja je na
granicama tog prozora, u prirodi, ¢esto je tegko ili nemoguée reprodukovati
na modelu, jer je na modelu to istovremeno i fizicka granica prostora. Na
primer, ako se pravi model brane na reci i ako je bitna strujna slika u okolini
zahvatnih gradevina, veoma je bitno da se na modelu postigne verna stru-
jna slika u uzvodnim presecima. Kako je, medutim, model konacne duzine
(obi¢no je sa uzvodne strane dugacak L/W = 3 — 5 gde je W &irina reke),
veoma, je tegko postiéi da voda iz nekog rezervoara ulazi u model upravo
sa istim rasporedom brzina kao $to se to dogada u prirodi. Zbog toga je
potrebno “kalibrisati” model, proveriti verodostojnost strujne slike na mo-
delu u odnosu na prirodu i oceniti uticaj eventualne razlike strujne slike na
rezultate istrazivanja.
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Drugi primer ogranic¢enosti modela da verno reprodukuje strujnu sliku iz
prirode se vidi na slici 5.9, gde se model automobila ispituje u vazdusnom
tunelu. Uslov da dolazne brzine budu istovetne, ovde je relativno lako
postiéi, dok je drugi uslov, da je iznad automobila “beskonacan” prostor,
gotovo nemogude postiéi zbog ogranic¢enih dimenzija vazdugnog tunela (na
slici je nacrtan zbog toga zid i iznad modela). Znaéi, pored osnovnih ispiti-
vanja sila na model, neophodno je sprovestii posebna istrazivanja o uticaju
blizine drugog zida na strujnu sliku.

5.2.3 Dinamicka sliécnost

Dinamicka sli¢nost znaéi da je, pored geometrijske i kinematske sli¢nosti,
postignuta i slicnost svih odgovarajucih sile. U obzir se uzimaju realne sile
(zapreminske, sila tezine Fg i povriinske, sila pritiska Fp po preseku i nor-
malno na konturu i viskozna sila F},, ili sila trenja) i fiktivna inercijalna sila
(slika 7.9 na strani 295), pri ¢emu mora biti postignuta ravnoteza tih sila
(jednacina (7.10) na strani 295):

Fo+Fp+F,+...+F=0

Slika, 5.9: Sli¢nost dimenzija, brzina i sila koje deluju na automobil u
mirovanju pri kretanju fluida brzinom V'

Kako prema dinamickoj slicnosti razmere za sve interesantne sile moraju
biti iste (slika 5.9), sledi:
F Gum F Py F, M F Ipm
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Ako se fiktivna inercijalna sila uzme kao referentna sila, tada se prethodna
jednakost n sila moze napisati kac n — 1 nezavisnih uslova:

B Bl B B ()7 (3), - o
Folo \Fo)u' \Frlo \Fe)s \E. ), \E), " ©
U poglavlju 5.1.5, Standardni bezdimenzionainz brojevi v Mehanict flu-
ida, uvedeni su bezdimenzionalni brojevi za veéinu materijalnih konstanti
(tabela 5.1). Pokazano je da su svi bezdimenzionalni brojevi u stvari odnosi

inercijalnih silai odgovarajuéih realnih sila. Na primer, za Frudov broj (5.21)
je pokazano izrazom (5.23) da se dobija kao odnos:

Fr

FrzFG

pa se onda prva jednakost u uslovu dinamicke sli¢nosti moZze napisati kao:

(Fr)o
(Fr)m

(Fr)o=(Fr)yy = Fry=

Uslov dinamicke sli¢nosti namece da su Frudovi brojevi na objektu i
modelu isti, odnosno, da je njihova razmera jednaka jedinici. Sli¢no se moze
izvestii za ostale jednakosti iz izraza (5.27), zamenjujuéi redom odgovarajudée
bezdimenzionalne brojeve iz tabele 5.1, sto daje n — 1 nezavisnih uslova
slicnosti svih sila:

Fr,=1, Eu,=1, Re, =1 We,=1,... (5.28)

Na primer, ako je u nekom fenomenu dominantna samo sila tezine (od re-
alnih sila), model mora da zadovolji slicnost za sile tezine i inercijalne sile,
odnosno, da zadovolji da je razmera za Frudov broj Fr, = 1.

Uvodenjem dinamicke slicnosti, sada je moguée zavrsiti primer 5.2.1, sa
strane 203. Potrebno je odrediti koji su uticaji na objekat dominantni, i
postaviti uslov da. je razmera za odgovarajudéi broj jedinca. Ako su to uticaji
viskoznosti, tada se uvodi uslov:

ViLy

Vi

Re, =1 =1

Kako se modelira sa istim fluidom kao i na objektu, moze se staviti da je
v, = 1, pa se dobija nedostajuéa veza izmedu razmere za duzinu i za brzinu
ViL, = 1, pomoéu koje je mogude regiti primer.
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5.2.4 Sloboda izbora razmera za fizicke modele

Ako se kreée u avanturu pravljenja modela, kako odabrati razmere za
ogsnovne veli¢ine, duzinu Ly, brzinu V, i gustinu p,? Izbor tih razmera nije
slobodan, jer se kroz uslov o zadovoljenju geometrijske, kinematske i di-
namicke sli¢nosti vezuju pojedine razmere.

Najprostiji model treba da obezbedi sliénost samo geometrijskih (kon-
turnih) i pocetnih uslova, pri ¢emu se ne postavljaju zahtevi za sli¢nost sila.
Kod takvog modela je slobodan izbor sve tri razmere: L, Vi i px. Medutim,
kako je izbor fluida sa kojima se modelira ograni¢en, razmera za gustinu
mora, biti fiksirana. Ako je na modelu i na objektu isti fluid, razmera dée biti
px = 1,0, inace je px = po/pm # 1,0. Ovakva sli¢nost se naziva inercijalna,
the geometrijska slicnost, a istrazivac¢ je slobodan da izabere preostale dve
razmere prema raspolozivom prostoru i uslovima u laboratoriji.

Ako se pored inercijalne (geometrijske) sli¢nosti trazi i sliénost sila, onda
je to dinamicéka sliénost, pa je potrebno ispuniti uslove (5.28), odnosno,
obezbediti da razmere bezdimenzionalnih fizickih karakteristika fluida (Re,
We, Ca, Fr), koje u sebi nose odnose trazenih sila i inercijalnih sila, budu
jednake jedinici. Dinamicka sliénost vezuje broj nezawsnih razmerc tako da
svaki dodatni zahtev o sli¢nosti neke od sila smanjuje za po jedan slobodne
dve razmere (treéa je vezana inercijalnim uslovom):

e Broj slobodnih razmera: (8-1)-1=1 Ako se postavi uslov o sli¢nosti sa-
mo jedne, dominantne sile, koja je pod uticajem jedne fizicke karakte-
ristike fluida (na primer, viskoznosti), tada se broj slobodnih razmera
smanjuje sa dve na jednu. Obi¢no se kao slobodna razmera uzima
duzina.

e Broj slobodnih razmera: (8-1)-2=0 Ako se trazi da model ispuni uslov
slicnosti za dve sile, broj slobodnih razmera je nula. Model je (barem
teorijski) jos uvek mogude napraviti, ali su sve razmere fiksirane. U
realnosti, pitanje je da li je izvodljiv takav model, jer je potrebno nadci
fluid koji ée se koristiti na modelu sa tac¢no definisanim karakteris-
tikama, kako bi se ispunile zahtevane razmere.

e Broj slobodnih razmera: (3-1)-3=?2 1 na kraju, ako se trazi da model
ispuni uslov sli¢nosti za tri ili vise sila, model mora imati sve razmere
jednake jedinici, odnosno, model je isto $to 2 objekat, priroda.

U okviru kursa Mehanike fluida, na Gradevinskom fakultetu, uglavnom
se izucavaju fenomeni koji zavise od jedne dominantne sile: ili od sile viskoz-
nosti (svi efekti povezani sa trenjem) ili od gravitacije (otvoreni tokovi):
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1. Sli¢nost za viskozne uticaje () znaci uslov da je razmera za Rejnoldsov

broj (strana 196, Bezdimenzionalna viskoznost) jednaka jedinici:

,O*V;L* _ VL

Fox iy

Re, =1,0=

Ova sli¢nost se ¢esto naziva Rejnoldsova slicnost. Ako je isti fluid na
modelu i objektu, Rejnoldsova slicnost se svodi na vezu razmera za
brzine i duzine:

1
V.L, =1 = V,=-—
K% * L*

pa se za 4 puta manji model, na primer, dobija da je potrebno postiéi 4
puta veée brzine na modelu da bi efekat viskoznosti ostao isti. Upravo

zbog ove ¢injenice se ¢esto u modeliranju fenomena koje izaziva voda,
na modelu koristi vazduh.

Takode, treba obratiti paznju da vreme na modelu znatno brze tece
nego na objektu:

1 L, 1
Vi=— = ZX=— = T, =1L
¥ Ly T, L, A
a i gravitaciono ubrzanje nije isto:

L, V¢ 1

"=T =T =3 (5.29)

Sli¢nost za gravitacione uticaje (g) znadi uslov da je razmera za Frudov
broj (strana 198, Bezdimenzionalna gravitacija) jednaka jedinici:

Vf
g*L*

Fr,=1,0=

Ova slicnost se naziva Frudova slicnost. U najveéem broju slu¢ajeva su
objekat i model u uslovima istog Zemljinog ubrzanja pa je uglavnom
g« = 1,0 a Frudova sli¢nost se svodi na:

vE

——1 = ‘/;\-:VL*
L,
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Kod Frudove sli¢nosti, manji model znadi i (sa korenom) manje brzine.
Razmera za vreme je:

L, L,
T —_ — === st L
* V* ,—L* Ly

a za protok:

Q*:V;-A*: \/L*L,%: 3/2

Prilikom izvodenja razmera za pojedine velicine, koristi se pravilo slicnosti
gde se razmere odnose kao dimenzije tih veli¢ina. Da bi se izra¢unala razmera
za neku veli¢inu, potrebno je napisati neki od najjednostavijih dimenzion-
alnih obrazaca (na primer, protok @ je proizvod brzine V i povrgine A, a
povréina je duzina L na kvadrat), a zatim formirati razmeru: sve dimeznion-
alne velicine dobijaju u indeksu zvezdicu, a svi bezdimenzionalni brojevi
postaju jedinice.

5.2.5 Primeri fizickih modela

Slicnost za inercijalne i gravitacione uticaje - Frudova slicnost Fru-
dova slicnost se koristi kod fenomena gde je tezina fluida dominantna, u
oblasti otvorenih tokova (prelivi, propagacija talasa, propusna moé kanala,
sile na ustave i sliéno) i u oblasti otpora kretanja tela koja su delimi¢no
uronjena u vodu.

Primer 5.2.2

Model ustave je napravljen prema Frudovoj sli¢nosti. Razmera za duzine je L, = 16.
Kolika ée biti razmera za brzinu ispod ustave, razmera za fluktuacije pritisaka na
dno i za silu na ustavu?

Uslov za Frudovu sliénost je da razmera za Frudov broj bude jedan:

V2 V2

Fr,=10=
* g*L* L,

gde je stavljeno da je razmera za gravitaciono ubrzanje g, = 1. IraZena razmera za
brzine je:

Vi=L, = V,=+/L.=v16=4

Dobijena razmera za brzine vaZzi za sve brzine na modelu, pa i za brzinu ispod
ustave.
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Kako je u pitanju Frudov model pravljen za zadovoljenje gravitacionih uticaja,
za razmeru za pritisak je zgodno koristiti obrazac u kome se pojavljuje gravitacija.
U hidrostatici se koristi obrazac:

p=pg(Il — 2) = pgL
gde je ¢lan (IT — 2) zamenjen bilo kojom duZinom L. Razmera za pritisak je:

Dx = P*g*L* = ,O*L*

Kako nije redeno da li je isti fluid na objektu i na modelu, pretpostaviée se da se
koristi voda u oba sluéaja, pa je razmera za gustinu p, = 1. ‘lraZena razmera za
pritisak i za fluktuacije pritiska na dno je tada:

Py = L, =16
Razmera za silu na ustavu se jednostavno dobija kada se zna razmera za pritisak:

opet uz pretpostavku da je isti fluid na modelu i na objektu.

U datom primeru je dobijena velika razmera za sile. To prakti¢no znaci da
ée izmerena sila na modelu biti izuzetno mala: 16 puta smanjujuéi duzine,
sila. na. modelu se smanjuje 4096 puta! Ovo predstavlja cesto praktican
problem u izvodenju eksperimenta. Takode, treba voditi racuna da razmera
za vreme kod Frudove sli¢nosti nije jedinica, odnosno, vreme ne protice istom
brzinom na modelu i na objektu.

Istovremena Frudova i Rejnoldsova sli¢nost Prilikom izbora razmera,
postavljanje uslova za istovremenu slicnost za dva uticaja, ukupan broj
slobodnih razmera je nula, odnosno, sve razmere su medusobno povezane.
Takav model je prili¢no tesko napraviti, jer modelar ima ogranicen dijapazon
mogucih fluida sa kojima ¢e modelirati prirodu, pa je i razmera za gustinu i
viskoznost fluida ogranicena.

Primer 5.2.3

Koje uslove treba da zadovolji model koji ima isti odnos inercijalnih i gravitacionih
sila, kao i inercijalnih i viskoznih sila, odnosno model koji istovremeno zadovoljava
uslove F'r, =11 Re, =17

Postavljeni uslovi daju sledeéu vezu razmera za brzine i duzine:

Fr, = 1 = V=1L, (5.30)
,O*VkL* . VL,

Fox Ly

Re* - 1 == 1,0 = V*L* = L% (5.31)
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Ako se na modelu i objektu koristi isti fluid (p, = 1), tada je razmera za
kinematsku viskoznost v, = 1, pa se iz uslova Re, = 1 dobija veza razmera brzine
i duzine:

1

Sredivanjem izraza (5.30) i (5.32) dobija se resenje za razmere V, i L,:

V*2 =L,
V.

Vi=1

= — L.=1
L, *

Dobijeno resenje pokazuje da ako se fiksira razmera za gustinu uzimanjem istog
fluida, objekat i model moraju bitiisti jer je razmera za duZine 1. Ako se na modelu i
objektu upotrebe razli¢iti fluidi, brzina iz izraza (5.30) se moZe staviti u izraz (5.31)
i nadi razmera za kinematsku viskoznost:

Vi=vL, = v,=V,L, = v, =L, =13?=V3 (5.33)

Dakle, da bi se ispunio postavljeni uslov, potrebno je na modelu koristiti takav fluid
&ija je kinematska viskoznost vy, = voL~3/2.

Dobijen uslov o potrebnoj razmeri za kinematsku viskoznost u datom
primeru nije lako postiéi. Eksperimentatorima je na raspolaganju veoma
suzen opseg mogudcih fluida, te je prili¢no tesko napraviti model. Ako se, na
primer, voda na objektu zameni vazduhom na modelu, tada je razmera za
kinematsku viskoznost (5.33):

Yo 10
= - —0,0625
M 1,6 .10-° ’

I/*:

Model treba da ima razmeru za duzine:

L, =v2%=0,1575

odnosno, model treba da bude vedi od objekta. Nesto je “zgodnije” is-
trazivati otpore usled strujanja vazduha na objektu, jer je sada mogucée ko-
ristiti vodu kao modelski fluid, pa ¢e razmere za duzine i brzine biti:

1
L. =
* 70,1575

= 6,35 Vi=+vVL,=+6,35=2,52
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Objekat i model su iste konstrukcije U hidrotehnickoj praksi se po-
nekad srece 1 situacija da se na objektu obavljaju eksperimenti koristeéi neki
drugi fluid. Tada se i dalje govori o modeliranju, pri ¢emu je razmera za
duzine L, = 1 a razmere za gustinu i viskoznost zavise od vrste upotre-
bljenog fluida. U najveéem broju slucajeva se radi o Rejnoldsovom modelu,
a ispitivanja se sprovode radi utvrdivanja koeficijenta otpora (trenja ili ob-
lika).

Primer 5.2.4

Pri pravljenju velikih tunelskih dovoda vode do hidrocentrale, bitno je postiéi &o
manje gubitke energije, odnosno, §to manji koeficijent linijskog gubitka energije.
Parametri tunela se éesto odreduju uduvavanjem vazduha i merenjem pada pritiska
na izabranoj deonici. Pri normalnim uslovima, gustina vazduha je p = 1,2 kg/m3 i
viskoznost ;= 1,92 10~° Pa s, dok su gustina vode p = 1,0 kg/dm?3 i viskoznost
vode 1 = 1,0 1072 Pa s. Kod trenja je dominantna viskoznost, pa se u modelskoj
analizi moraju zadovoljiti sli¢cnosti za inercijalne i viskozne uticaje. Ukoliko se
izmeri razlika pritiska izmedu dva preseka na cevovodu Ap = 1,0 kPa pri radu sa
vazduhom, kolika ée biti razlika pritiska u radu sa vodom?

Iz uslova zadatka sledi da mora biti zadovoljena Rejnoldsova sli¢nost:

Re, =1 =
* Lo ,O*D*

Objekat 1 model su jedan isti cevovod, tako da je razmera za duzine:

D, = Do _ 1
Dy
Na objektu se koristi voda a na modelu vazduh, pa su razmere za gustinu i viskoznost:
_ po _ 1000 _
Px = o - 12 833,33
1,0-1073
= Ho = L0107 oo hsss

vy 1,92-10°5
Iz uslova da se koristi Rejnoldsova sli¢nost, sledi i razmera za brzine:

52,0833
~ p.D, 83333

Vi = 0,0625

Na cevovodu je izmerena razlika pritiska od Apys = 1,0 kPa. Da bi se odredila
razlika pritiska na objektu, potrebno je naéi razmeru za pritisak. Kao dimenzionalni
obrazac, koristiée se zaustavni pritisak:

1
b= CPEPV2
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pa je razmera za pritisak:
Py =Cp, (%)* V2 = p, V2 = 833,33 x 0,0625% = 3,255

Razlika pritisaka na objektu ée biti:

_ Apo
Apy

= Apo = p, Apyr = 3,255 x 1,0 = 3,255 kPa

Px

Interesantno je pogledati kolika treba da bude brzina vazduha na modelu da bi
se postigla brzina vode na objektu od 2 m/s. Razmera za brzine je:

Vo Vo 2
Vi =0,0625 = — VM = —— = ———= =32

pa se dobija prilicno velika potrebna brzina vazduha u tunelu od V = 32 m/s ili

V =115 km/h.

Prilikom izvodenja razmere za pritisak u datom primeru, koriscen je
obrazac za zaustavni pritisak. Da li je mogao da se koristi obrazac iz
prethodnog primera 5.2.3: p = pgh? Razmere za gustinu p, i duzinu
h, = D, su poznate, ali kolika je razmera za gravitaciju g,? Na strani 208
je pokazano (5.29) da razmera za gravitaciono ubrzanje kod Rejnoldsove
slicnosti nije jedinica. Razmera g, se moze, na primer, posredno odrediti iz
brzinske visine:

2 2
V—* =L, = g,= V—* = 0,0625% = 0,003906
g« Ly

pa je sada razmera za pritisak ista kao i izvedena preko zaustavnog pritiska:

Dx = pxgxLy = 833,33 x 0,003906 x 1,0 = 3,255

Razmeru za gravitaciju je moguée dobiti i iz dimenzija ubrzanja, preko
razmere za vreme:

I = T2 *= V. T 0,0625
1 2
ge = ———7 = 0,06257 = 0,003906

(0,0625
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Glava 6
Hidrodinamicki otpori

Otpori koji se javljaju na granici fluida i ¢vrste konture, i koji su rezultat
kretanja fluida se nazivaju hidrodinamicks otpori. Sile proizisle iz tih otpora
postoje samo ako postoji razltke w relatzvnim brzineme fluida © vrste kon-
ture. Mogu se posmatrati dve situacije: kada se fluid kreée (tece) unutar
curste, nepokretne konture (na primer tecenje kroz cevi) ili kada se fluid na-
lazi oko &vrste konture pri ¢emu kontura miruje, a fluid se krede (na primer
mostovski stub) ili fluid miruje a kontura se kreée (na primer podmornica).

Oblast hidrodinamickih otpora je vazna jer sile otpora ulaze u ukupan
bilans sila ili kao gubitak energije koji treba korektno obracunati ili kao ak-
tivna sila sa kojom se treba “boriti”, primiti je konstrukcijom ili je savladati
nekim motorom.

Zajednicko za sve hidrodinamicke otpore je zavisnost strujne slike (ras-
poreda brzina) od relativnog odnosa brzina (inercijalni uticaj) i viskoznosti,
odnosno, od Rejnoldsovog broja (5.14). Pri malim brzinamai jakoj viskoznos-
ti (odnosno pri malim Rejnoldsovim brojevima) strujanje je laminarno a
raspored brzina je mogude analiticki odrediti. Za wvelike Rejnoldsove bro-
jeve viskoznost je slaba da spreéi pojavu turbulencije, pa raspored brzina
(kao i hidrodinamicke otpore) nije vise mogudée odrediti analiti¢ki, veé su
neophodna i eksperimentalna istrazivanjal. Analize dodatno komplikuje i
¢injenica da granica izmedu dva rezima kretanja, laminarnog i turbulentnog,
nije precizna veé u mnogome zavisi od uslova strujanja.

U nastavku ove glave ée se prvo detaljnije analizirati otpori pri kretanju
fluida u cevi. Koristedi dimenzionalnu analizu (poglavlje 5.1) doéi ée se
do koeficijenta trenja, koji bi trebalo da bude konstantan za odredenu cev

1U prethodnoj glavi 5, Dimenzionalna analiza, sliénost 1 modeli, bilo je dosta reéi o
eksperimentalnom istrazivanju.

215
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i fluid. Medutim, pokazace se da koeficijent gubitka energije na trenje nije
konstantan veé da zavisi od Rejnoldsovog brojai geometrijskih karakteristika,
cevi (odnosa precnika i hrapavosti).

U drugom delu ove glave izucavacde se otpori kretanja tela kroz fluid, ili
obrnuto, otpor prilikom kretanja fluida oko nepokretnog tela. Zbog lakseg
izu¢avanja, ukupni otpori ée se razdvojiti na dve grupe: na otpore usled
trenja i otpore nastale promenom rasporeda brzina pa time i promenom
pritisaka oko tela.

6.1 Trenje pri jednolikom te¢enju kroz cev kruznog
poprecnog preseka

6.1.1 Koeficijent linijskog gubitka energije

Jednacina odrzanja energije, u integralnom obliku, sredena za ustalje-
no teéenje homogenog fluida (poglavlje 4.5.5 1 poglavlje 4.6.4) kroz cev i
napisana izmedu dva preseka glasi:

Ei=FEs + AFE|_o

(Jednacina (4.114), strana 168 i jednacina (4.120), strana 172).
2 Ey -~ Clan AFE predstavlja “gubitak”

w T
1

energije po jedinici tezine, odnosno,
energiju koja je iz korisne mehanicke
presla u toplotnu energiju (jednadi-

a (4.112), strana 166). Gubitak
energije je rezultat delovanja trenja
izmedju fluida i zida cevi kao i lokal-
nih poremedaja fluidne struje (na-
gle promene brzine ili pravca brzine,
suzenja ili prosirenja cevi, zatvaraci

i sliéno).

Da bi se izudio uticaj trenja na
gubitak energije, neophodno je pos-
matrati slucaj tec¢enja kroz dugacku
pravu deonicu cevi, gde nema prome-
ne poprec¢nog preseka cevi pa nema
ni usputne promene brzine. U pos-
matranoj deonici nema drugih gu-
bitaka energije (lokalnih poremeéaja), pa je pad ukupne energije samo usled

trenja (slika 6.1).

Slika 6.1: Gubitak energije izmedu
dva preseka je rezultat trenja
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Za date uslove je pad pijezometarske linije jednak gubitku energije:

V12 V22
I, + % = Iy + % +AE,_o = I -1l =AE;_, (6.1)

Kako su gubici energije povezani sa konturnom silom K u razmatranje se
mora uvesti 1 dinamicka jednacina.

e
oy

~-T1,
'-.WII_E_R

_.:E‘ -. "'r.":':-

/ .
! Prassl -

Slika, 6.2: U jednolikom strujanju komponenta sopstvene tezine u pravcu
strujanja i sile pritiska na presecima se uravnotezuju sa silom trenja

Ako se, prema jednaéini (4.86) (strana 151), odnosno jednacini (4.87)
(strana 152) nacrtaju sve sile izmedu izabranih preseka (slika 6.2), vrednosti

pojedinih sila su:

¢ Sile pritiska u presecima 1 i 2:
P =p A P, =p2As

Posto su povréine popreénih preseka jednake A7 = Az = A, ukupna
sila pritiska je:

P, — P, =A(p1 — p2)
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e Inercijalne sile (zbirno):

I=—pQ(Va—W)

Iz jednacine kontinuiteta i uz uslov jednakosti proticajnih povréina
dobija se:

V1A1=V2A2 = V2=V1 = I=0
e Sopstvena tezina fluidas:
G = pg¥V= pgAL

Sopstvena tezina se moze podeliti na komponente u pravcimax; (pravac
toka) i 2 (normalno na pravac toka). Za proratun je znacajna kom-
ponenta u pravcu toka:

Z1 — 2
L

Gz, = Gsina gde je sina =

Gq, = pgA(z1 — 22) (6.2)

e Sila konture K je samo usled trenja (jer je strujanje jednoliko, nema
promene u preseku fluidne struje) i ona uvek deluje suprotno od smera

teenja. Za proracun je znacajna komponenta K, po obimu cevi (u
daljem tekstu K ).

Sve sile moraju biti u ravnotezi, pa se moze postaviti dinamicka jednacina:
A1 —p2)+ pgA(e1 — 22) = Ky

Kada se gornja jednacina podeli sa pgA, dobija se:

P1 D2 K,
— = |+ (21 —22)=
(pg pg) ( ) pgA

Uz uslov da je II = P + z, dobija se:
Py

Ky

I, — Iy =
pgA

(6.3)
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Jednaéina (6.3) daje vezu sile trenja sa razlikom (padom) pijezometarske
kote u jednolikom strujanju. Izjednacavanjem jednaéina (6.1)1(6.3) potvrduje
se da celokupan gubitak energije flutdne struje odlazt na trenje:

K,
pgA

Sila K, je sila trenja po unutrasnjem omotacu cevi. Ona je direktno
srazmerna sa unutragnjom povrdinom cevi i tangencijalnim naponom (ili
naponom trenja):

AB_g= (6.4)

K,=70L

gde je T tangencijalni napon koji ima dimenziju pritiska, O okvageni obim
(slika 6.3), a L duzina na kojoj se ostvaruje pad energije AFE.

Ako se izraz za K, stavi u jedna¢inu za proradun gubitka energije (6.4),
dobija se slededi izraz:

TOL
pgA

Odnos povrsine poprecnog preseka A i okvasgenog obima O se naziva

hidraulicki radijus (slika 6.3):

A
R=7% (6.5)

Hidrauli¢ki radijus je veli¢ina ko-
ja je bitna za gubitak energije, jer
oznactava, pogodnost poprecénog prese-
ka do propuste fluid. Sto je vrednost
hidraulickog radijusa R veca to su
manji gubici energije i povoljniji su
uslovi za transport fluida.

Za istu povrsinu poprecnog pre- -
seka A, maksimalna vrednost hidra- —
ulickog radijusa R je kod kruznog
preseka, dok za kvadratni i, pose-
bno, uske pravougaone preseke hi-
drauli¢ki radijus je manji (fluid teze
proti¢e nego kroz kruzni presek).

Izraz za proracun gubitka energije sada moze da se napise kao:

7L AEl_Q . T

AE, o=— ili Ig=
pgR L pgR

AE, o=

Slika,  6.3: Hidrauli¢ki radijus
je odnos proticajne povrsine i
okvagenog obima
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gde je Ir nagib linije energije. Kod jednolikog strujanja (A1 = A2 — Vi1 = Vs),
nagib linije energije je isti kao nagib pijezometarske linije I = I1:
Ig = Iy = —— = Const (6.7)
E = 111 = ——= = Lonst. .
pgR

Kod resavanja prakti¢nih zadataka, dobijena veza tangencijalnog napona
i nagiba energetske linije nije puno od pomodéi. Bolje bi bilo uspostaviti vezu
izmedu tangencijalnog napona i brzine fluida, jer je sigurno da tangencijalni
napon 7 nije isti za razlic¢ite brzine u jednoj istoj cevi.

Primenom dimenzionalne analize (poglavlje 5.1) dobijena je veza izmedu
napona i brzine u obliku (5.7) (strana 185):

T

C, =

: (6.8)

Z V2
9F

odnosno, da je koeficijent tangencijalnog napona odnos tangencijalnog napona
i zaustavnog pritiska (poglavlje 4.5.3.2). Problem izu¢avanja tangencijalnog
napona, dimenzionalne veli¢ine koja zavisi od brzine u cevi, tako se svodi na
laksi problem analize bezdimenzionalnog koeficijenta Ci.

Kada se izraz za tangencijalni napon stavi u jednaéinu (6.6) dobija se:

1
Cq——psz L V2

AB,— 2 T g LV? |
1-2 ook C R2g (6.9)
Za cev kruznog poprec¢nog preseka hidrauli¢ki radijus je:
A D@r1 D
= AT 4 =" 1
R (0] 4 Dr 4 (6.10)
pa je:
LV?
AFEy 9=4C;——
1-2 D 2g

Umesto 4C, uvodi se novi bezdimenzionalni koeficijent A = 4C, koefice-
jent linijskog gubitka energije. Ukupan gubitak energije usled trenja, izmedu
dva preseka, je sada:

2
AE = /\%Z—g (6.11)
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Izraz (6.11) je poznat u literaturi kao Darsi?-Vajsbahova3 jednacina za
proraéun gubitka energije na trenje*.

U izvodenju Darsi-Vajsbahove jed-

\’{": - h"*-ﬁ nacine, korigcéen je koeficijenat tangen-
)/ -"rl: f‘!.‘?-. ] .. .
G \ '_*g,':.ja _ cijalnog napona C,. Posto su koefici-
/ b A 4 o5 jenti bezdimenzionalni, za oéekivati je

da ¢e imati konstantnu vrednost, tako
da bi i koeficijent trenja A (koji se jog
naziva i Darsijev koeficijent trenja) tre-
balo da bude konstantan za jednu cev.
Medutim, brzo je uoceno da ovako izve-
den koeficijent trenja nije konstantan,
vec da u jednoj cevi, za jedan isti fluid,
ima razlicite vrednosti.

Da bi se razmotrili razlozi zasto koeficijent trenja nije konstanta, anali-
zirace se koje sve veli¢ine uti¢u na gubitak energije primenom dimenzionalne
analize. Na slici 6.4, prikazan je jako uvelican detalj zida cevi. Tangencijalni
napon 7 na kontaktu zida cevi i fluida zavisi od sledeéih velic¢ina:

Slika 6.4: Tangencijalni napon 7
zavisiod D, V, p, ni k

e precnika cevi D, jer od veli¢ine prec¢nika zavisi raspored brzina u cevi
pa samim tim i izvod brzine uz sam zid cevi,

e srednje profilske brzine V' odnosno protoka QQ = V A,
e gustine fluida p,

e dinamickog koeficijenta viskoznosti fluida u, koji je pokazatelj un-
utrasnjeg trenja izmedu slojeva fluida, i

e apsolutne hrapavosti k, koja predstavlja visinu izbo¢ina na zidu cevi.

Moze se napisati slededa dimenzionalna relacija (jednacina (5.2), nastrani 181):
T =¢(p, 1, V, D, k) (6.12)

2Henri-Philibert-Gaspard Darcy (1803 - 1858) francuski inZenjer i nauénik. Udestvovao
je u pravljenju akvadukta dugackog 12,7 km kojim se voda dovodila gravitaciono do grada
Dizon. Za potrebe projektovanja alkvadukta i vodovodnog sistema u samom gradu, bavio
se istrazivanjima koeficijenta trenja A u cevima pod pritiskom. Postavio je osnovne relacije
veze koeficijenta trenja i parametara toka: brzine, pre¢nika i hrapavosti. Poslednjih par
godina proveo je istrazujudi tokove vode u kolonama sa peskom, na osnovu dega je izveo
Darsijev zakon, koji se i danas primenjuje za tokove vode u poroznim podzemnim sredi-
nama.

3Biografija Vajsbaha je data u fusnoti 32 na strani 139.

4Jednadinu za gubitak energije na trenje (6.11) je izveo 1845. pgodine Vajsbah.
Medutim, Vajsbah nije dao adekvatno tumadenje koeficijenta trenja A tako da je nje-
gova jednaéina bila znatno “lofija” od, u to vreme &roko prihvadene Pronijeve (Gas-
pard Clair Francois Marie Riche de Prony, 1755-1839) jednaine za gubitak energije
AE = L/D(aV +bV?) gde su ai b empirijski koeficijenti. Tek je Darsi u svojim radovima
kriti¢ki prifao Pronijevoj jednaéini (mada je Proni bio profesor Darsiju) i prihvatio dimen-

Viﬂﬁﬁlﬁﬂ ](ﬂTﬂ](+T‘I11 ‘fﬁicﬁ}\ﬁhﬂ‘ﬂ'l 'iﬂ{"‘lﬁﬁf\'f‘iﬁ'l'l (R 11\ T\T‘i fY‘ﬂTT'I'I'I 'iﬂ {:Iﬁﬂ a1l il?'r‘nnr:]n ](ﬂﬂﬁl"‘i'iﬂﬁ"’ﬁ
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Biranjem tri veligine (p, V, D) za osnovne, zavisnost se svodi na® 6 — 3 = 3
bezdimenzionalnih veli¢ina.

Z.a osnovne veli¢ine zgodno je izabrati prec¢nik cevi D, srednju profilsku
brzinu V i gustinu fluida p. U takvom dimenzionalnom sistemu tangenci-
jalni napon 7, viskoznost fluida p i apsolutna hrapavost k, predstavljeni su
bezdimenzionalnim brojevima®:

.
e koeficijentom tangencijalnog napona C, = 1 >

ZoV?2
2 P
pVD

¢ Rejnoldsovim brojem Re = p

s 1

e relativnhom hrapavoscéu D

Dimenzionalni izraz za tangencijalni napon se sada moze napisatiu bezdi-
menzionalnom obliku kao:

C,=¢ (Re, %) ili ¢/ (CT, Re, %) =0 (6.13)

Na osnovu dobijene veze, obavljena je serija eksperimentalnih istrazivanja
zavisnosti koeficijenta tangencijalnog napona Cr (odnosno, Darsi-Vajsbaho-
vog koeficijenta A) od Rejnoldsovog broja Re i relativne hrapavosti k/D.
Rezultati dobijeni takvim ispitivanjima se obi¢no prikazuju na logC,/logRe
dijagramu, kao familija krivih linija za razli¢ite konstantne vrednosti k/D.

Na dobijenim dijagramima (slika 6.13, na strani 236) se jasno mogu izd-
vojiti dve oblasti sa razli¢itim zavisnostima Cr od Re: prva je pri malim Rej-
noldsovim brojevima, gde je tetenje u laminarnom rezimu (poglavlje 4.1.3,
Lominarno ¢ turbulentno tedenge), a druga, dosta sloZenija, pri turbulentnom
rezimu. Razlike u obliku dijagrama jasno ukazuju na postojanje razlic¢itih
mehanizama, koji uti¢u na vrednost linijskog gubitka energije.

U narednim poglavljima ¢e se posmatrati jednoliko tec¢enje u cevi pre¢nika,
D i hrapavosti k, pri cemu ¢ée se protok postepeno povecavati, tako da ce se
obuhvatiti svi rezimi te¢enja. Za svaki od rezima ¢e se analizirati mehanizam
formiranja gubitka energije i moguée jednadine za njegov proracun.

®Prema Bakingemovoj II teoremi, poglavlje 5.1.2.
5Poglavlje 5.1.5 Standardni bezdimenzionalni brojevi v Mehanics fluida
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6.1.2 'Trenje u cevi pri laminarnom tecenju

Prijako malom protoku fluida kroz cev, srednja brzina V = @Q/A je mala,
pa je i vrednost Rejnoldsovog broja Re = pVD /i mala. U nizu eksperi-
menata je primecéeno da je u takvim uslovima strujanje fluida slojevito”,
uredno, i da nema meganja izmedu pojedinih slojeva (levi deo slike 4.3 na,
strani 89). Uzrok takvom natinu kretanja (strujanja) su jake viskozne sile.
Takvo strujanje se naziva laminarno ili slojevito.

M e
e L v=Rona, B
e 7

t ¥ . :"_Ir

o el b /

B = = .JI 'x\ i! IIIIIIIII ; f’
_— : VAR
st | > i —
— +/ 1 s T W
[ ] ."/"’ '—h"\
e "

e — 111
et = N\ u=u(r) —\

. - . r B
el \

Slika 6.5: Laminarno teéenje u kruznoj cevi: sile na elementarni delié¢ po
jedinici povrsine i zapremine, teorijski raspored brzina i raspored tangenci-
jalnih napona

Hrapavost cevi k£ u laminarnom tec¢enju ne utice na strujanje jer su male
izbocine na zidu cevi u potpunosti prekrivene slojem fluida. Na elementarni
fluidni delié¢ (slika 6.5) deluju samo sila tezine (po jedinici zapremine), sila
pritiska i tangencijalna sila (po jedinici povrsine). Ako se koristi cilindriéni
koordinatni sistem, uz uslove da ustaljeno tece nestisljiv fluid i da je tecenje
osnosimetri¢no oko centralne ose cevi x1, pri ¢emu od brzina postoji samo

komponenta u pravcu ose, moze se napisati diferencijalna jednaéina odrzanja
koli¢ine kretanja (4.53) (strana 127) u sledeéem obliku:

1d / du dp

o (22 =2 22 6.14
rdr (r dr ) } dz; ( )
odnosno, posle sredivanja leve strane izraza i stavljanja pijezometarske kote
umesto pritiska sa desne strane:

an_ g (@ 1
de;  pg i\ dr?2  rdr

7

(6.15)
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Leva strana izraza (6.15) zavisi samo od pravca z; a desna strana od r, tako
da je izraz mogué samo ako su obe strane konstantne. Odatle sledi da je:

dIl
d—wl = Const. = —IH (616)

Resavanjem jednacine (6.15) uz zamenu (6.16) dobija se raspored brzina:

@IH'I'z + Cilnr 4+ Cy (6.17)

4y

Iz uslova da je u centru cevi (za r = 0) brzina konaéna, dobija se vrednost

konstante C7; = 0. Konstanta Cs se dobija iz uslova da je brzina na zidu cevi
(gde je’ r = R) jednaka nuli u = 0:

U= —

Cy =Y R
4y
pa je raspored brzina po preseku pri laminarnom teéenju u kruznoj cevi:
_ Py 2 .2
u=,In (R —12) (6.18)

Dobijeni izraz pokazuje da je raspored brzina kvadratna parabola, koja
u centru (za r = 0) ima maksimalnu vrednost ,q;:

U=Umaz 28 T=0 = Ung= %IHR2 (6.19)

Raspored brzina po preseku se moze napisati i u bezdimenzionalnom obliku,
u odnosu na maksimalnu brzinu, deljenjem (6.18) sa (6.19):

e ::1—(1)2 (6.20)

Umax R

Protok kroz cev se moze odrediti integrisanjem rasporeda brzina (6.18)

po kruznom preseku:

R
Q= / ormudr = 290 [pRY = Ymee g2, Ymas 4 (6.21)
0 81t 2 2
gde je A povriina poprecnog preseka cevi. Ako je srednja profilska brzina
definisana kao Q/A, sledi da je srednja brzina duplo manja od maksimalne
brzine (slika 6.5):
Q _ Umax

V= = (6.22)

"Veliko slovo R se ovde upotrebljava za polupretnik cevi R = D /2, $to ne treba pomesati
sa hidraulickim radijusom iz jednadine (6.10).
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Sredivanjem izraza za protok (6.21) po nagibu pijezometarske linije, vidi
se da nagib linije zavisi samo od protoka na prvi stepen:

8

fn= pgm R4

Q = Const.x Q° (6.23)

odnosno, da je gubitek energiyje na trenje w lamanarnom refimu propor-
cionalan brzini na prvi stepen. Zbog toga se ¢esto laminarni rezim tecenja
naziva i linearni zakon otpora.

Ako se umesto protoka u jednacinu (6.23) stavi srednja profilska brz-
ina Q = VA = VR?r, a nagib pijezometarske linije izrazi preko Darsi-
Vajsbahove jednatine (6.11):

1 v?

81 2
In=——VRr = A\—— 6.24
I pgm R4 i 2R 2g (6:24)

moze se izrac¢unati vrednost Darsijevog koeficijenta linijskog gubitka energije:

v 32 _ 64 _ 64
~ pRV  pDV  Re

(6.25)

Primer 6.1.1

Kakva je veza izmedu linijskog gubitka energije i brzine za laminarno tecenje?

Linijski gubitak energije je:

Erzg = )\BE
Ako se u izraz stavi vrednost koeficijenta A (6.25):
N84 _ b4
Re pVD
dobija se:

By 64u LVZ  32ulL
126 = pVD D 2g — pgD?

EIZG = Comnst. x Vv]'0

odakle se vidi da je gubitak energije proporcionalan sa brzinom na prvi stepen. Isti
rezultat je dobijen i u jednacini (6.23), analizom protoka kroz cev.

Do istog izraza za koeficijent linijskog gubitka energije A je moguée doéi
i odredivanjem tangencijalnog napona na zidu cevi (za r = R):

du  pglnR

TR T 2

(6.26)
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gde je brzina u uzeta na osnovu jednaéine (6.18). Nagib pijezometarske linije
Ity se moze izracunati iz (6.18) uz uvazavanje (6.22):

_ Apumee 8V

I = = 6.27
T TgRE T pgR? (6.27)
tako da se dobija vrednost tangencijalnog napona na zidu cevi:
4V 2pUumar
= = 6.28
T=-F% R (6.28)
Darsijev koeficijent linijskog gubitka energije je tadas:
4V
3244 641 64
A - T = R - = = — .
10 =4 1 o pVR pVD Re (6.29)
2"

Iz dobijenih jednacina (6.25), odnosno (6.29), sledi da je u laminarnom
rezimu tecenja koeficitent linijskog qubitha energije moguée analitiéki odre-
diti. Dobijena relacija je, naravno, vise puta eksperimentalno potvrdena.
Cesto se, cak, koristi i za odredivanje koeficijenta viskoznosti fluida: us-
postavi se ustaljeno tecenje kroz cev, izmeri se protok i na osnovu toga se
izracuna koeficijent viskoznosti.

Primer 6.1.2

lz rezervoara sa konstantnim nivoom istice
protok (). Za date podatke na slici, uz
zanemarenje lokalnog gubitka energije na
ulazu u cev i brzinske visine na izlazu iz
cevi, kao i uz pretpostavku da je tecenje u
cevi laminarno, odrediti kinematski koefici- 4 .
jent viskoznosti v. . =
Za date podatke, brzina u cevi je: | — o
3-10%x4
V:Q: —:0,424m/S
A 32106 xw
Energetska jednaéina za preseke od rezervoara do izlaza iz cevi, uz zanemarenje
lokalnog gubitka energije i izlazne brzinske visine, glasi:
LV? LV?

Mg = My + A2t H=\21—
R=iatApor = D 2g

e

Za pretpostavljeno laminarno tecenje, koeficijent linijskog gubitka energije je:

_%_@ N H_32VLV
"~ Re VD D%
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odakle se dobija koeficijent kinematske viskoznosti:

HD?g9 0,12 x0,0032 x 9,81

_ _ 106 2
= 3LV - 32080401 097611077 m?/s

174

Proraéun je korektan samo za male vrednosti Rejnoldsovog broja8:

_ VD _ 0,424 x 0,003

Re=—= 0,0761- 10-°

= 1303,15

6.1.3 Prelaz iz laminarnog u turbulentno tecenje

Sa povecanjem protoka u cevi, odnosno poveéanjem brzine, raste i raz-
lika izmedu brzina susednih deli¢a. Na slici 6.6, sa leve strane, prikazan je
raspored brzina pri laminarnom tecenju u cevi, pri manjem protoku, a sa
desne pri vecem.

L -.-:".l.-.x Li=1] SR e
'.1 e ISR, W s | _ 5 .'-I--.\_‘
\ ..,,-/ \ S s B e
. | ) REF Y k 1 .'I --- iy '.'.".
y i | R R T I Y
¥ J L ; ' I
i i 1-|- - - 1 Ef-- e _.,1_1_,_
1~
| df—— - A | —— ToTy Y
; #\- ‘-i' L} r —_—t L] _.-I'I"E | Af
o
_‘H!: | S S \u I Lt i L ) \
L — | — _:.,-" el — ' e gl | bl
: _:. g [

Slika 6.6: Sa povecanjem protoka u istoj cevi raste i razlika brzina izmedu
dva susedna fluidna delica pa raste i tangencijalni napon

Kako tangencijalni napon izmedu dva deli¢a zavisi od razlike njihovih
brzina, sa porastom protoka taj napon raste. Brzi deliéi sve vige bivaju
koceni od strane sporijih i obrnuto, sporije delide sve vige povlace brzi, tako
da raste i njihova Zelja da se izmesaju, da skrenu sa svog pravolinijskog,
slojevitog puta. Dok je viskoznost u stanju da zadZzi deli¢e u slojevitom
tecenju, u cevi opstaje laminaran rezim.

Pri odredenoj brzini u cevi vigskoznost vige nije u stanju da odrzi slojevito
tecenje. U centru cevi se pojavljuju deliéi koji prelaze iz jednog u drugi sloj,

8Kasnije u tekstu ée se pokazati da je uslov o laminarnom tefenju ispunjen, jer je
Rejnoldsov broj manji od kritiéne vrednosti.
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time “uzburkaju” (slika 6.7) prethodno pravolinijske slojeve. Cim se jave
prvi uzburkani, odnosno turbulentni slojevi, turbulencija se poput “zaraze”
prosiri po popreé¢nom preseku od centra ka zidu cevi, sve do manjih brzina uz
zid gde je viskoznost jos uvek dovoljno jaka da odrzava uredno, laminarno,

slojevito tecenje.

=

VIS A0S)

ot

'."i"'.'"\'d._':.r:'.‘i'

lAarinsrar ok
putanje delica
au pEralelng.
\.1 = et lrl A L1 .['-'-‘lr'“!' 'nl-—f.". 1 1l
\ prevelike razlikz brzing delica
Fr3i aloj povladi
:”".'"li't-"' I-.r.: ";\-"I_"-!-'i...
it=zi da ik otkine
Ao == 1u7A 7l
A=l vradcs jt
paralelne putanje
Viskoznosts ne roze
r=. aa apreci otkidanje
- vriloga - nastaj
turbulerncija, S|
Uz Zid je larinaran.

Slika 6.7: Viskoznost je veli¢ina koja se “bori”
sa vrtlozima

Slika, 6.8: Ragzlicite oblasti u cevi pri pojavi
turbulentnog tecenja: 1) Laminaran podsloj,
2) Turbulentno jezgro

Zaistu cev i fluid, vred-
nost brzine, pri kojoj ée se
pojaviti prvi vrtlozi u cen-
tru cevi, nije jednoznacna,
nije uvek ista. Ta vrednost
zavisi, ne samo od brzine,
veé iod spoljnih uticaja (da
li je cev izloZzena spoljnim
vibracijama), kao i od ne-
ravnomernosti dolaznog to-
ka.,, koliko je dolazna fluidna
struja “mirna”. U prelasku
iz laminarnog tecenja u tur-
bulentno postojii pojava hi-
sterezisa, tj. jednom izazva-
ne vrtloz teie da opstonu ¢
kada se smangt brzina flu-
ida u cevi.

Tecenje sa vrtlozima se
naziva turbulentno tecenje.
Vrtlozi se prvo pojavljuju u
centru cevi gde je brzina naj-
veca, 1 formiraju turbulentno
jezgro (slika 6.8). Sloj uz
zid cevi u kome je brzina
manjaiu kojoj je viskoznost
jos uvek dominantna se zove
laminarni podsloj. Sa po-
rastom brzine, sirina turbu-
lentnog jezgra raste, dok se
laminaran podsloj smanjuje.
Pri nekoj velikoj brzini, lam-

inarni podsloj skroz iscezava. Takvo tecenje se naziva potpuno razvijeno
turbulentno tecenge.
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Naslici 6.9, dat je dijagram
zavisnosti izgubljene energije i
Rejnoldsovog broja za jednu is-
tu cev. Prvi deo dijagrama je
za laminarno tecenje, za line-
aran zakon otpora. Prelazna
oblast, odnosno prelaz iz lam-
inarnog u turbulentno tecenje
je neodredena jer zavisi od “mir-
noée” dolazne struje kao i spo-
ljnih poremedéaja- vibracija. Ta- ) N N
kode, proces je sa histerezisom: Ligs e
jednom zapoceta turbulencija : . 1
se pri smanjenim brzinama teze e R

vrac¢au laminarano tecenje. Sa

dijagrama se vidi da, sa poveca-
njem brzine vode u cevi (i po-

rastom Re broja), raste “potro-
gnja” energije u odnosu na lam-

Slika 6.9: Gubitak energije (po jedinici
tezine fluida) za laminaran tok (samo
usled viskoznosti) i turbulentan tok (usled
viskoznosti i vrtloga)

inaran rezim, jer pored visko-

znosti uz zid treba energijom “hraniti” i vrtloge u centru cevi. Medutim,
iako je viskoznost u turbulenciji “slaba” da se nosi sa velikim vrtlozima, ona
¢e i dalje da “smiruje” i oduzima energiju sitnijim vrtlozima koji nastaju
raspadanjem velikih. To je i osnovni mehanizam prelaska kineticke energije
toka u toplotnu energiju.

Turbulentno teéenje je jedna od najkomplikovanijih oblasti fizike®. Prob-
lem u turbulentnom tecenju je &to se vrtlozi javljaju haoti¢no, a kada se
otkinu, sa sobom nose informaciju o pritisku, brzini, temperaturi, momentu
itd. sa mesta odakle su posli. Vrtlozi teze da uprosede sve karakteristike toka
kroz proces mesanja. Sa pojavom turbulencije, raspored brzina po preseku
se vise ne moze analiticki odrediti, pa se samim tim ni vrednost koeficijenta

9Turbulencijom se bavio i Werner Heisenberg (1901 - 1976) nemacki fizicar, pionir
u oblasti kvantne mehanike. Poznat je Hajzenbergov princip neodredenosti, po kome
pri istovremenom merenju (posmatranju) parova osobina atomskih festica, §to se vige
saznaje o jednoj osobini, utoliko se manje moZe saznati o drugoj. Zbog toga, nije mogude
istovremeno znati i polozaj i brzinu neke atomske Cestice. Jos gore, §to se jedna destica
detaljnije posmatra (meri) utoliko ée vige biti oftedene njene izvorne osobine. Prema [7]
na samrti je Hajzelberg rekao: “Kada vidim boga, pitadu ga dve stvari: zagto relativitet i
zagto turbulencija. Oéekujem da éu dobiti odgovor samoe na prve pitanje.”
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linijskog gubitka energije ne moze izraziti analiticki, jednoznac¢nim izrazom.

Na slici 6.10, prikazan je uti-
caj turbulencije na profil brz-
ina u poprec¢nom preseku cevi.
Brzine su normalizovane deljen-
jem sa srednjom brzinom, tako
da svi prikazani profili imaju isti,
jedini¢ni protok. Pri laminar- | (0.0 +—
nom tedenju raspored brzina je
kvadratna parabola, a maksimal-
na brzina je dva puta veéa od |-
srednje. -

Sa pojavom turbulencije ma-
ksimalna brzina u centru cevi
se smanjuje, tako da nije vise
dva puta veéa od srednje brzine,
a mala brzina, uz zid cevi, se
povecava. Sa poveéanjem Rej-
noldsovog broja i razvojem tur-
bulencije, profil brzina sve vige tezi pravoj liniji, tako da je, pri kompletno
razvijenom turbulentnom tedéenju, brzina, u centru cevi veéa od srednje
brzine samo za 12 do 13%. Raspored brzina u/V se ne moze analiti¢ki
odrediti, ve¢ se dobija na osnovu brojnih eksperimentalnih istrazivanja za
razli¢ite stepene razvijenosti turbulencije i razli¢ite hrapavosti cevi, kao i na
osnovu pretpostavke o karakteru dijagrama (logaritamski, eksponencijalni i
slicno). Zbog toga se u literaturi moze nadi veliki broj razli¢itih izraza za
rasporede brzina i, iz njih izvedenih izraza za linijske gubitke.

Slika 6.10: Raspored brzina u kruznoj cevi
za laminarno tecenje 1 za razlicite stepene
razvijenosti turbulencije

6.1.4 Granica izmedu laminarnog i turbulentnog tecenja u
cevi

Koja je granica izmedu laminarnog i turbulentnog tecenja?! Osborn
Rejnolds'® je 1883. godine izveo niz eksperimenata koristed vizuelizaciju
tokall, da bi utvrdio pod kojim uslovima i pri kojim brzinama teéenje os-
taje slojevito. Zahvaljujuéi njegovom radu, uveden je odreden “red” u oblasti
turbulencije i pokazano je da bezdimenzionalna viskoznost (po njemu i naz-
vanoj Rejnoldsov broj) moze opisati mehanizam formiranja vrtloga.

OBiografija Osborna Rejnoldsa je data u fusnoti 1 na strani 88.
N poglavlje 4.1.7 Trajektorija, strujnica i emisiona linija.
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Slika, 6.11: Eksperimentalno istrazivanje prelaska iz laminarnog u turbu-
lentno te¢enje putem vizuelizacije toka: Rejnoldsova aparatura (gore levo) i
presek kroz aparaturu (gore desno). Fotografije prikazuju razli¢ite rezime
tetenja: A) laminarno, B) poveéanjem brzine dolazi do nestabilnosti u
toku, C) i D) daljim poveéanjem brzine tok postaje turbulentan (fotografije
preuzete iz knjige An Album of Fluid Motion, M.V. Dyke, 1982)
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Na slici 6.11, u gornjem levom uglu, prikazana je aparatura koju je ko-
ristio Osborn Rejnolds, a u gornjem desnom uglu, dat je Sematski prikaz
na¢ina ubrizgavanja boje (trasera) u staklenu cev. Ulaz u staklenu cev je
tako oblikovan da se §to manje remeti strujno polje. Brzina vode u cevi
se regulige nizvodnim ventilom, a traser, koji se ubrizgava, mora imati istu
pocetnu brzinu kao i brzina vode u cevi.

Pri malim brzinama i malim Rejnoldsovim brojevima (fotografija A, na
slici 6.11) ubrizgani mlaz trasera putuje sa vodom kao neprekinuta nit. To
pokazuje da se “ofarbani” deli¢i ne mesaju sa susednim deli¢ima i da je
tok laminaran. Ako se poveéa brzina (fotografija B) mlaz trasera postaje
nestabilan, ali jos uvek kontinualan. Ako se u ovoj fazi toka brzina smanji,
tok se vrada u laminaran.

Sa daljim poveéanjem brzine dolazi do pojave turbulencije (fotografije C
i D). Ubrizgani mlaz boje se prekida i mesa po &irini staklene cevi, farbajuéi
i susedne deliée. Smanjenjem brzine tok se neée odmah vratiti u laminaran,
vec ¢e ostati turbulentan i pri Rejnoldovim brojevima, koji su vazili prilikom
slikanja fotografije A.

Na osnovu niza eksperimentalnih ispitivanja, Rejnolds je potvrdio da
granica izmedu laminarnog i turbulentnog tecenja nije fiksna i da zavisi od
mnogih faktora, kao $to su oblik prilazne deonice, spoljne vibracije, itd. Za
inzenjersku praksu je prihvatljivo da se pri Re < 2000 smatra da je tecenje
u cevi laminarno. Za vrednosti Re ~ 4 000 tok moze biti laminaran, ako su
stabilni uslovi te¢enja dok je za Re > 10000 tecenje sigurno turbulentno.

Kao indikator pojave razvoja turbulencije moze posluziti i eksperiment
prikazan na slici 6.12. U tom eksperimentu se koristi ¢injenica da je pri
turbulentnom tedenju poveéana potrosnja energije toka. Ako se posmatra
pad pijezometarske kote izmedu dva preseka, za laminarno te¢enje sa velikim
Re brojem (na primer pri Re = 4000), koeficijent trenja A je mali, pa je
samim tim mali i linijski gubitak energije. Ako se pri istom protoku (i istom
Re broju) malo zatrese cev, tok ¢ée preéi u turbulentan i naglo ée porasti
gubitak energije Allz > AIlf.

6.1.5 Turbulentno tecenje u cevi

Pri turbulentnom te¢enju u ukupnim linijskim gubicima, kao &to je to
veé pokazano na slici 6.9, uéestvuju i trenje (odnosno tangencijalni napon
na zidu cevi) i vrtlozi u centru cevi. Koji je od ova dva elementa dominantan
“potrosac” energije zavisi od stepena razvijenosti turbulencije.

Sredinom i krajem 19-og veka, ucinjen je znacajan napor da se otkrije
priroda gubitaka energije u cevi. Obavljeno je niz eksperimenata u Americi,
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Slika, 6.12: Pri istom protoku pad pijezometarske kote izmedu dva preseka
je manji kod laminarnog te¢enja nego kod turbulentnog

Nemacko]j, Francuskoj i Engleskoj, i dobijene su razne algebarske jednacine
koje, na zalost, nisu bile dovoljno uopétene. Faningl? je prvi, 1877. go-
dine, sakupio rezultate svih tih eksperimenata, uniformisao rezultate ko-
ristedi Darsijev koeficijent trenja A iz Vajsbahove jednadine (6.11) za gu-
bitak energije i umesto da trazi algebarski izraz za A, formirao je tablice
njegove zavisnosti od brzine, prec¢nika cevi, vrste materijala i hrapavosti.
Prvi upotrebljivi dijagram je znatno kasnije, tek 1943. godine, konstruisao
Raus'3, da bi Mudi'# godinu dana kasnije, 1944. konstruisao dijagram kakav

12J0hn Thomas Fanning (1837 - 1911), americki inZenjer. Izdao je 1877. godine knjigu:
A practical treatise on water-supply engineering: Relating to the hydrology, hydrodynam-
ics, and practical construction of water-works, u kojoj je $tampao veliki broj praktiénih
tablica i ilustracija.

B3Hunter Rouse (1906 - 1996), americki hidrauliar poznat po radovima iz oblasti razvoja
i mehanike turbulencije u fluidima. Bio je profesor na MIT-ju, na Kolumbija univerzitetu i
na Ajova univerzitetu, gde se bavio problemima sli¢nosti, fizickim i numeriékim modelima,
difuzijom mlaza, trenjem u grani¢nom sloju i nanosima. U toku svog nastavnickog rada,
shimio je nastavne filmove iz Mehanike fluida koji su i danas aktuelni. Izdao je knjige:
Fluid Mechanics for Hydraulic Engineers (1938), Elementary Mechanics of Fluids (1946),
Basic Mechanics of Fluids (1953), i History of Hydraulics (1957).

MLewis Ferry Moody (1880 - 1953), ameri&ki inzenjer, koji je bio u publici kada je Raus
predstavio svoju verziju dijagrama za Darsijev koeficijent. Sledeée godine publikuje svaj
rad, korigovan dijagram Darsijevog koeficijenta trenja: Moody, L. F., “Friction Factors for
Pipe Flow”, Transactions of the ASME, Vol. 66, 1944. [19]. Pored izuéavanja trenja u
cevima, bavio se i problemima kavitacija kod turbina. 1922. godine je prvi uveo kavitacioni
koeficijent.
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je u upotrebi i danas (slika 6.13). Na osnovu tog dijagrama jasno se mogu
izdvojiti tri dominantne oblasti tecenja u cevi:

e Oblast IIT*® Turbulentno teéenje u hidraulicki glatkoj cevi

U pocetnom stadijumu razvoja turbulencije, laminaran podsloj sa sli-
ke 6.8, dovoljno je veliki da prekriva sve neravnine i hrapavost na zidu
cevi, pa tangencijalni napon na zidu cevi (koji je odgovoran za trenje)
ne zavisi od turbulencije. Iako je turbulencija promenila raspored brz-
ina po profilu (slika 6.10), trenje zavisi samo od viskoznosti, odnosno,
od Rejnoldsovog broja:

A = A(Re) (6.30)

Ukupan pad energije duz cevi je vedi nego &to bi bio da je tok lami-
naran, jer se energija trosi na savladivanje viskoznosti aliina odrzavanje
vrtloga u centru cevi.

Ovakav rezim tecenja se naziva turbulentno te¢enje u hidroulicke glatkos
cevi, jer je viskoznost prekrila neravnine na zidu i napravila cev idealno
glatkom. Vazno je da se shvati da jedna ista cev moZe bite ¢ hidrouliéhi
glatka i hrapava, u zavisnosti od stepena razvijenosti turbulencije.

e Oblast IV Prelazna oblast

Sa daljim poveéanjem protoka u istoj cevi, raste brzina odnosno Re-
jnoldsov broj. Sirina turbulentnog jezgra postepeno raste a laminarni
podsloj biva sve tanji, tako da vise ne uspeva da prekrije hrapavost
zida cevi k. Hrapavost pocinje da daje svoj doprinos u stvaranju novih
vrtloga. Koeficijent trenja u takvom rezimu zavisi i od Rejnoldsovog
broja i od relativne hrapavosti:

k

A= XRe, )

(6.31)
Od relativne hrapavosti cevi zavisi pri kojim Rejnoldsovim brojevima
je tedenje u prelaznoj oblasti. Za veéu relativnu hrapavost, prelazna
oblast potinje veé¢ za male vrednosti Rejnoldsovog broja (od 5000
do 10000), dok kod veoma glatkih cevi rezim turbulentnog tecenja
u glatkoj cevi moze ostati i za vrednosti Rejnoldsovog broja od par
miliona.

15Ako se laminaran re#im ozna&i kao oblast I, a prelazni reZim izmedu laminarnog i
turbulentnog kao oblast II, tri oblasti u turbulentnom rezimu nose oznake I, TV i V.
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e Oblast V Turbulentno te¢enje u hidrauli¢ki hrapavoj cevi

Pri jo§ vecem povecanju brzine laminarni podsloj vige ne postoji, te
viskoznost nema nikakvu ulogu na raspored brzine u cevi, kao ni na
otpore trenja, pa Rejnoldsov broj ne uti¢e na gubitke energije. Hra-
pavost zida cevi postaje glavni “generator” vrtloga, tako da je koefici-
jent trenja konstanta koja zavist samo od geometrije ¢ fizickih karakte-
ristika cevi:

A= A=) (6.32)

Ovakav rezim tecenja se naziva turbulentno tecenje u hidrauliéks hra-
pavoj cevi. U vecini prakti¢nih proracuna, tecenja vode se pretpostavlja
ovaj rezim tecenjal®, jer se tako dobijaju jednostavnija refenja: za
usvojenu hrapavost cevi iz tablica se odreduje koeficijent gubitka ener-
gije X i, za date grani¢ne uslove, primenom energetske jednacine se
racuna protok kroz cev. Nakon zavrsenog proracuna korektno bi bilo
proveriti da li je dobijeno resenje takvo da je ispunjena pretpostavka
o turbulentnom tec¢enju u hrapavoj cevi.

Na Mudijevom dijagramu 6.13, prikazana je zavisnost logaritma Dar-
sijevog koeficijenta trenja A od logaritma Rejnoldsovog broja Re. Oblast
laminarnog tec¢enja (linija I) je predstavljena pravom linijom (A = 64/Re),
koja vazi za Rejnoldsov broj manji od 2000. Za sve ostale oblasti, linije
na dijagramu su povucene kao najbolja aproksimacija niza merenja, koja su
obavljena od strane veéeg broja istrazivaca.

Prelazna zona II, na dijagramu 6.13, je oblast u kojoj je moguéa i lin-
ijja I (laminarno tecenje) i linije III (turbulentno tecenje u glatkoj cevi) ili
oblast IV (turbulentno teéenje, prelaz iz glatke u hrapavu cev), u zavisnosti
od uslova tecenja i relativne hrapavosti cevi. Sa poveéanjem Rejnoldsovog
broja, linija III postaje granica minimalnih koeficijenta trenja, koja bi se
dobila kod idelano glatkih cevi, sa apsolutnom hrapavogéu bliskom nuli. Za
sve realne cevi, sa hrapavostima reda veli¢ine milimetra, te¢enje se odvija ili
u oblasti IV (najcesdi sluéaj za vedinu vodovodnih primena) ili u oblasti V
(uglavnom kod velikih tranzitnih cevovoda). Vazno je uoéiti da se jedna ista
cev moze ponasatt t keo hidrouliéki glathae @ keo hidraulicke hrepava cev, sto

16U ovoj knjizi de se, takode, kroz celu glavu 7 Tedenge fluida kroz cevi preéutno pret-
postavljati turbulentno tectenje u hidraulicki hrapavoj cevi, jer ¢e se smatrati da je koefi-
cijent trenja A konstantan, nezavisan od brzine u cevi. Time se dobija na jednostavnosti i
lakfem objasnjenju koncepta tedenja u cevima.
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Slika 6.13: Zavisnost Darsijevog koeficijenta trenja (koeficijenta linijskog

gubitka energije) od Rejnoldsovog broja [19]
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isklju¢ivo zavisi od brzine u toj cevi (odnosno od Rejnoldsovog broja) i njene
hrapavosti.

Izrazi za koeficijent linijskog gubitka A, za oblasti III (6.30), IV (6.31)
i V (6.32), ne mogu se dobiti na osnovu analitickog regenja rasporeda brz-
ina u cevi, kao sto je to bilo moguée kod laminarnog tecenja, za oblast I.
Korigéenjem teorije graniénog sloja (poglavlje 6.3.2, Raspored brzina i gra-
niéni sloj), potrebno je pretpostaviti oblik rasporeda brzina (uglavnom log-
aritamski ili eksponencijalni) i prilagoditi pretpostavljen raspored brzina iz-
merenim vrednostima za razli¢ite uslove i1 za razli¢ite oblasti te¢enja. Na
osnovu takvog rasporeda brzina, dobija se i izraz za Darsijev koeficijent A.

Kao rezultat opisanog postupka, u literaturi je moguée nadi éitav niz
obrazaca za koeficijent trenja A, pocev od jako jednostavnih do komplek-
snih implicitnih izraza oblika A = f(A, Re, k/D). Neki obrasci su nastali kao
rezultat detaljnog ispitivanja veoma glatkih cevi u laboratorijskim uslovima,
drugi obrasci su dobijeni iz niza eksperimenata obavljenih na cevima is-
tog pre¢nika, ali sa vestackim nanogenjem (lepljenjem sa unutragnje strane)
razli¢itih hrapavosti, ili na osnovu merenja na realnim starim vodovodnim
sistemima. Treba shvatiti da zbog prirode turbulencije ne postoji “najbolji”
obrazac za koeficijent trenja, ved treba poznavati uslove pod kojima je svaki
od obrazaca izveden i na osnovu toga birati odgovarajudi za problem koji se
resava.

U oblasti turbulentnog tecenja u hidrauli¢ki glatkoj cevi (linija III), na
osnovu detaljnih ispitivanja koja je vrsio Blazijus!” merenjima pri Re <
80000 na glatkim cevima i uz pretpostavku o eksponencijalnom rasporedu
brzina u profilu kruzne cevi, dobijen je izraz za koeficijent trenja:

_0,3164
~ Rel/4

Linija III: X = f(Re) (6.33)

U primeru 6.1.1, na strani 225, pokazano je da, pri laminarnom tecenju,
gubitak energije je proporcionalan brzini u cevi na prvi stepen. Ako se
ista analiza ponovi za oblast III, primenjujuéi (6.33) u obrascu za proratun
gubitka energije (6.11), dobija se da je gubitak energije proporcionalan brzini
u cevi na stepen 1,75:

Gubitak energije za liniju III: AE = Const.x V7 (6.34)

1"Paul Richard Heinrich Blasius (1883 - 1970) nemacki inZenjer i nauénik, jedan od prvih
Prantlovih studenata koji je matematicki formulisao silu u graniénom sloju. Takode, on je
prvi primenio teoriju sliénosti da bi pokazao da je Darsijev koeficijent funkeija Rejnoldsovog
broja pri tedenju kroz idealno glatke cevi. Na osnovu serije svojih ispitivanja, 1913. godine
je formulisao izraz (6.33).
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Zaistu oblast tetenja, Nikuradze!® je obavio niz eksperimenata sa glatkim
i vestacki ohrapavljenim cevima. Na osnovu tih rezultata, us pretpostavku
o logaritamskom rasporedu brzina, dobijena je jednacina koja bolje opisuje
koeficijenat trenja:

Linija III: 2 0,86 In (RevV'}) — 0,8 (6.35)
VA

U literaturi se ova jednaéina ¢esto naziva Prantlova ili Karmanoval®. Jedna-
¢ina je implicitna, jer je nepoznat koeficijent trenja A funkcija samog sebe.
Izraz se resava iterativno, tako sto se prvo pretpostavi jedna vrednost za
koeficijent A1) a zatim se raduna druga iteracija A®) = f(A(1) Re). Ako
se vrednosti izmedu prve i druge iteracije razlikuju, potrebno je ponoviti
proratun A®) = f(A(2) Re).

Primer 6.1.3

Ako je vrednost Re = 4 000, kolika je razlika u koeficijentu trenja A za laminarno i
turbulentno tecenje?

a) Laminarno tecenje

64 64
)\ = —_——— =
Re 4000 0,016
b) Turbulentno tecenje
\ = 0,316 0,316 — 0,04

~ Rel/4  40001/4

Koeficijent trenja se dobija 2,5 puta veéi pri turbulentnom nego pri laminarnom
te¢enju. Kako izrac¢unati gubitak energije? InZenjerski pristup problemu je sledeéi:
oba te€enja su fizicki mogudéa i koje ée se javiti zavisi samo od uslova. Sa turbulentim

18Johann Nikuradse (1894 - 1979), nemadki istraZivaé, udenik Prantla. Bio je poznat
po svojoj pedantnosti u izvodenju eksperimenata. Bavio se merenjima rasporeda brzina
u cevima razliditih preseka. Prvi je uoéio da izotahe u cevima pravougaconog preseka nisu
konkavne. Godine 1933. je obavio niz eksperimenata iz oblasti merenja pada pritiska u
glatkim i vestacki ohrapavljenim cevima, dobijenim lepljenjem peska uniformne granulacije
ga unutragnje strane cevi.

19Theodor von Kérman (Skélléskislaki Kdrman Todor) (1881 - 1963), ameri¢ki nauénik
madarske nacionalnosti, Prantlov student. Po zavrsnim studijama, radio je u Madarskoj
1914. godine na projektima helikoptera i u Nemaékoj na proudavanju sila uzgona na avion-
ska krila. U Ameriku je otisao 1930. godine, na mesto direktora Aeronauticke laboratorije
na Kalifornijskom institutu za tehnologije. Njegov najveéi doprinos je iz oblasti aeronau-
tike, pre svega supersoni¢nih i hipersoniénih brzina, kao i oscilatornih tokova. U svom
radu je uoéio neophodnost upotrebe matematickih alata za refavanje strujanja fluida i za
interpretaciju dobijenih rezultata.
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rezimom treba ra¢unati kada se traze gubici, jer se dobija lo&ija varijanata, odnosno
manja propusna moé cevi. Ako se proveravaju maksimalni pritisci koji se mogu
javiti u sistemu, onda se koristi laminarni reZim.

U prelaznoj oblasti IV kada cev postepeno prelazi iz hidrauli¢ki glatke
u hidrauli¢ki hrapavu, koeficijent trenja A je funkcija i Rejnoldsovog broja
Re i relativne hrapavosti k/D. Obrasci, kojima se izra¢unava koeficijent
trenja su kombinacija obrazaca za III i V oblast. Kako su Nikuradzeovi
eksperimenti sa vestacki ohrapavljenim cevima obuhvatili veliki dijapazon
relativnih hrapavosti u oblasti IV, na osnovu tih rezultata i uz pretpostavku
o logaritamskom rasporedu brzina, Kolbruk je dao obrazac za koeficijent
trenja u implicitnom obliku:

1 k 2,51
Oblast IV: — =-0,86In ( + ) 6.36
VA 3,7D ° Revx (6.36)
ili uprogéeno, u eksplicitnom obliku:
1 k 5,13
Oblast 1V: — = —0,86 1 ! 6.37
“ VSt (3,7D + Reo’89> (6.37)

Jedna od kritika Nikuradzeovih eksperimenata je da su njima obuhvadene
samo vestacki ohrapavljene cevi i da su dobijene vrednosti za hrapavost
manje nego s$to su u realnim sistemima, gde pored hrapavosti samih cevi, na
trenje uticu i spojevi cevi, neregularnost u dimenzijama i sli¢cno. Kolbruk i
Vajt su obavili niz merenja na vodovodnim cevima. i na postojeéim vodovod-
nim sistemima. Na osnovu tih rezultata i uz kombinaciju eksponencijalne

zavisnost iz rezima glatke cevi, dobili su sledeéi, najéesée korigéen obrazac?0:

1/4
k 60) (6.38)

blast IV: A=0,115 = + —
Oblast IV 0, 5<D+Re

Primer 6.1.4

Koliki je koeficijent trenja za vodovodnu distributivnu cev preénika D = 300 mm?

Ako se pretpostavi da je uobi¢ajena srednja brzina vode u vodovodnim cevima
Vsr = 0,8 m/s, za viskoznost vode od 1 = 1073 Pa-s dobija se:

_p¥D 1000 x0,8x0,3

Re . 103

= 240000 = 0,24 - 10°

20Rezultati istraZivanja su objavljeni u radu: C. F. Colebrook and C. M. White, Proc.
Roy. Soc. Lon,. Ser. A 161, 367 (1937).
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Za cev koja je u upotrebi par godina, uobi¢ajena je hrapavost zida k = 1,0 mm, pa
je relativna hrapavost:
k 0,001

D03 =0,0033

Prema vrednosti Re broja (dijagram 6.13) oblast tecenja je prelaz iz glatke u hra-
pavu cev (oblast IV), pa se, u zavisnosti od primenjenog obrasca dobijaju sledeée
vrednosti koeficijenta trenja:

¢ Obrazac Kolbruk-Vajta za oblast IV (6.38): A = 0,02814

¢ Karmanov implicitni obrazac (6.36): A = 0,02803
¢ Karmanov eksplicitni obrazac (6.37): A =0,02821
e Odcitanjem sa dijagrama 6.13: A =0,0272

e Srednja vrednost prethodne éetiri vrednosti: A = 0,0279

Koju vrednost uzeti za prorac¢un? Da lije redenje uzeti §to vise obrazaca, pa racunati
ga srednjom vrednodéu? Ne - redenje je da se upotrebi obrazac dobijen za &to
pribliznije uslove analiziranom problemu. U ovom primeru bi to bio Kolbruk-Vajtov
obrazac, jer je dobijen na osnovu merenja na realnim vodovodnim sistemima.

U oblasti V, turbulentnom tecenju u hidrauli¢ki hrapavoj cevi, koefici-
jent trenja je funkcija samo relativne hrapavosti k/D. Na osnovu Kolbruk-

Vajtovih merenja dobijen je eksponencijalni obrazac, sa eksponentom na
1/4:

k 1/4
Oblast V: A=0,115 (B) (6.39)

Cesto je u upotrebi i eksponencijalni obrazac koji koristi eksponent 1 /3:

k 1/3
Oblast V: A=0,189 (B) (6.40)

Uz pretpostavku o logaritamskoj zavisnosti brzine u cevi, Karman je
dao logaritamski oblik izraza za proracun koeficijenta trenja, u eksplicitnom

obliku:

Oblast V: 1 1,74 — 0,86 ln% (6.41)

VA

Bez obzira na obrazac kojim se obracunava koeficijent trenja u oblasti V,
posto on ne zavisi od Rejnoldsovog broja, odnosno od brzine, ako se uradi
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analiza veze gubitka energije 1 brzine u cevi, kao &to je to uradeno u (6.34)
za oblast III, dobija se:

Gubitak energije za oblast V:  AE = Const.x V0 (6.42)

odnosno, pad energije je proporcionalan kvadratu brzine. Zbog toga se ¢esto
oblast turbulentnog tecenja u hrapavoj cevi zove jo& i kvadratni zakon otpora.

Pored ovde datih obrazaca za proracun Darsijevog koeficijenta trenja u
literaturi se moze nadii jos niz drugih oblika, manje ili vise slozenih obrazaca.
Njihovo navodenje, medutim, ne bi vodilo ka boljem objasnjenju osnovnog
principa, a to je da u turbulentnom refzmu tefenjo ne postogi jednoznadan,
analiticks obrazac za koeficijent trenja, veé da se na osnovu niza sprovedenih
eksperimenata i uz pretpostavljene rasporede brzina u cevi, dobijaju preblizn:
obrasci.

Primer 6.1.5

Za date podatke sa slike odrediti kolika je T

brzina kojom voda istiCe iz rezervoara sa |—<—- :
konstantnim nivoom. Kinematski koefici-
jent viskoznosti vode je = 1076 m?/s.

Da bi se resio zadatak, potrebno je poz- A=100mr
navati koeficijent linijskih gubitaka A, od- 2 =) |
nosno, potrebno je znati reZim tecenja u ==
cevi. Kako nije poznat protok, ne moze f _ Wy

ge izra¢unati ni Rejnoldsov broj, pa ée se

pretpostaviti da je turbulentan rezim u hra-
pavoj cevi (oblast V).
Primenom eksponencijalnog obrasca (6.39) dobija se prva iteracija za A:

L\ /4 0.5 1/4
1) — - — —— =
A 0,115 (D) 0,115 (10()) 0,0306

pa se brzina kroz cev moze odrediti iz energetske jednacine:

v: V2 LV
g —Hizl+_+£g+)\ﬁg

29
Sredivanjem po brzini, dobija se resenje u prvoj iteraciji:

v = 1 \/2gH = 1 /2% 9,81 x 2=0,4m/s

L 800
il 1 >
\/l-l-f—i—)\D \/,54—0,03060,1

odakle se moze izracunati Rejnoldsov broj za prvu iteraciju brzine:

VWD  04x0,1
v 1,0.10°¢

L\ V2
—Hizl+<1+£+)\5) E

Re®) = =39,99 - 10°
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Sa dijagrama 6.13 se vidi da je za dobijeni Re(!) broj i cev sa relativnom hrapavoséu
k/D = 0,005 rezim teéenja u oblasti LV, pa je potrebno izvriiti korekciju proracuna.
Za drugu iteraciju se koristi eksponencijalni izraz (6.38) gde se uzima Rejnoldsov
broj iz prve iteracije Re(1):

E 60 \/* 0,5 60 /4
@) _ K, 00 AT 90 09 A7 _
A 0,115 (D + Re(1)> 0,115 (100 +35 990) 0,0327

Izracunata brzina u drugoj iteraciji (koristeéi A(?)) je V( = 0,386 m/s a Rejnoldsov
broj Re? = 38600. Razlika izmedu brzina u prve dve iteracije je 3,5% pa je
potrebno izra¢unati jos jednu iteraciju:

0,5 60

3 = kb T
A 0,115 (100 + 18829

1/4
) =0,0327 = V® =0,38 m/s

6.1.6 Otpori trenja u cevima razlicitih poprecnih preseka

Sva prethodna razmatranja su izvedena za kruznu cev sa osnosimetri¢nim
rasporedom brzina. U praksi se koriste i cevi drugacijih preseka: elipsaste,
pravougaone ili ¢ak i gestougaone?l. Bez obzira na popreéni presek cevi, u
njima ¢ée se javljati isti fenomeni prilikom teéenja fluida kao i kod kruznih
cevi.

Za detaljno izucavanje otpora u cevima drugih profila, neophodno je znati
raspored brzina u njima, a on direktno zavisi od oblika preseka i relativnog
odnosa stranica u preseku. Medutim, kao priblizno resenje mogu se uzeti
rezultati i izrazi izvedeni za kruznu cev. Na pocetku poglavlja 6.1.1, Koefici-
jent linijskog gubitka energije, na strani 220, dobijen je gubitak energije (6.9),
odakle se moZze odrediti nagib energetske linije u zavisnosti od koeficijenta
tangencijalnog napona i hidrauli¢kog radijusa:

LV? V2

A _o = e = B —
Ei o=C R 2g = Igp=C 2R

(6.43)

Za kruzni presek, stavljen je odgovarajuéi hidraulicki radijus (slika 6.3, na

strani 219) R = D/4 i uveden je Darsijev koeficijent trenja A = 4 C-, pri
k

cemu je A = A (Re, B), tako da je dobijen &esto korigéen obrazac (6.11):
LV?

AFE = =A<
E=1IgL D 2

21Sestougaone cevi se najéeiée koriste za hladenje generatora, gde je prostor za smestaj
cevi ograniéen pa je potrebno sto bolje “spakovati” cevi.
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Ako cev nije kruzna, gubitak energije po jedinici duZine cevi moze se
racunati prema izrazu (6.43) samo je potrebno uraditi sledeée:

1. Uizrazu (6.43) staviti odgovarajuéi hidrauli¢ki radijus Ro, = Ao /O,
gde je A proticajni poprecni presek cevi proizvoljnog poprecnog pre-
seka, a O¢ njen okvaseni obim.

2. Koeficijent tangencijalnog napona je kao i kod kruzne cevi C, = A /4.

3. Odrediti ekvivalentni hidrouliéki preénik cevi D¢y (ili ekvivalentan preé-
nik cevi), kao reprezentativnu duzinu koja ée se koristiti za proratun
Rejnoldsovog broja Ree i relativne hrapavosti cevi k/D¢. Kao &to je
hidraulicki pre¢nik kruzne cevi D = 4R (sledi iz R = D/4), tako je

ekvivalentni hidrauli¢ki precnik cevi proizvoljnog oblika:

Ao

Dy =4Ry =42 (6.44)
O¢
i s ey "
o = =] e Poadi e |
P - - 1
# 3. A P,
-~ — La ot [ '-J._
-’-.-. I e = - & e 3 - - :_J’——_p-l".l
;"” ’/ .*'J i :.,. _ e :5 J.!:.. i o LA Lf_‘,. -
-~ -' . 1
A = .:,,r-{;,- —_— - e et = g
: - P I ” .;_E -
I e — -’;"
-~ |
1100 ]'.:j Tl | .-.I_ [': /'i 1 (|

Slika 6.14: Raspored brzina u kvadratnoj cevi zavisi i od y i od z pravca

Za laminaran rezim tecenja u proizvoljnom preseku cevi mogude je anal-
iticki izvesti izraz za koeficijent trenja. To izvodenje, medutim, nije jednos-
tavno kao kod kruzne cevi, jer ragspored brzine u,; u opstem slucaju zavisii od
y i z koordinata. Na slici 6.14, prikazan je primer cevi kvadratnog preseka,
sa brzinama u, za samo jedan presek (y = 0i z = 0). U svakom drugom
preseku, raspored brzina je razlicit.

Priblizno resenje za koeficijent trenja u laminarnom rezimu se moze dobiti
ako se koristi isti izraz kao i za kruznu cev (6.25) (na strani 225), a umesto
konstante 64 se stavi koeficijent C, ¢ija vrednost zavisi od oblika popreénog
preseka.:

A= (6.45)

&
Re
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Dy | Odnos a/b | Koeficijent C, |
0,001 96
0,05 89,9
0,10 84,7
2ab/(a+b) | 0,25 72,9
0,50 62,2
0,75 57,9
1,00 56,9

Tabela 6.1: Ekvivalentni precnik D¢ i koeficijent C, iz obrasca za trenje u
laminarnom rezimu A = C,/Re¢ za pravougaonu cev preseka a X b

U literaturi se mogu naéi vrednosti koeficijenta C, za razli¢ite oblike cevi
([12], [20]). Njihova vrednost je dobijena racunski za neke prostije profile,
a za vedinu slozenijih profila eksperimentalno, merenjima na instalaciji. U
tabeli 6.1, date su vrednosti za cevi pravougaonog poprecnog preseka, sa
razli¢itim odnosom stranica.

U turbulentnom rezimu se za odredivanje koeficijenta trenja A moze ko-
ristiti dijagram 6.13 (strana 236), i svi priblizni izrazi za pojedine rezime
tecenja. Rejnoldsov broj, kao i relativna hrapavost cevi treba da se odrede
koris¢enjem ekvivalentnog hidraulickog precnika cevi Dy. Ako se ne vrse
dodatne korekcije dobijenih rezultata, moze se ocekivati tacnost za koefici-
jent trenja od oko 15% [20]. Za vede taénosti neophodno je koristiti rezultate
eksperimentalnih merenja na instalaciji koja koristi isti popreéni presek cevi.

Primer 6.1.6

Kroz kruznu idealno glatku cev preénika D, = 50 mm teée voda (v = 1. 107%)
protokom @ = 2 L/s. Odrediti presek kvadratne cevi tako da pri istom protoku
vode gubitak energije na trenje bude isti kao i u kruznoj cevi?

Za date uslove, brzina u kruznoj cevi je V, = Q/A. = 1,019 m/s a Rejnoldsov
broj je Re. = VoD, /v = 50929. Koeficijent trenja za turbulentno tecenje u glatkoj
cevi je:

0,316

)\o — T A or
0,25
Res

= 0,02104

pa je gubitak energije na trenje, po metru duzine cevi:

AEO 1 [/ 2 1 1 0192
=lo——= =0, — 2 =0,
L D, 2g 0,02104 0,05 2 x 9,81 0,02225
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Za kvadratnu cev dimenzija a xa ekvivalentan hidraulickipreénik D¢ 1hidraulicki
radijus R¢ su:

A<> a2
Da = =4—L =4— =
o = 4Ry Oo 10— ¢
As a2 a
RBo=0, .1

pa je Rejnoldsov broj Rey:
_ V().D() _ Qa . Q

v alv  av

Reo

Koeficijent trenja za kvadratnu cev se rac¢una na isti nacin kao 1 za kruznu:

_ 0,316 _ 0,316 a%2°,,0:25
- 0,25 0,25
Re<> Q@

Ao

Presek kvadratne cevi se odreduje iz postavljenog uslova:

Iz = AEo/L = AE./L

V2 V3 V3
ABo o V5 _ Mo Vo _ *O%ﬁ = 0,02225

I = T =
FTOL 2gR, 4 29%

0,316 0,0’25 1.,),0,25 Q2 B 0,316 y0’25 Q1,75

Q%% 2 g ab 2 g ab7® = 0,02225

Resavanjem po nepoznatoj duzini ivice kvadratne cevi a, dobija se a = 45,7 mm.
Ako se uporede dobijeni rezultati, vidi se da je odnos povrsina kvadratnog i kruznog
preseka Ao /A. = 1,066 a odnos obima O /O. = 1,165 sto pokazuje da je kruzna
cev optimalna sa stanovista gubitaka, odnosno da kvadratna cev iste propusne moéi
ima za 7% veél presek, odnosno da je potrebno za 17% vise materijala.
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Analiziraju se otpori nastali usled
relativnih brzina izmedu tela proiz-
voljnog oblika koje je u potpunosti
potopljeno u homogeni flutd i tog flu-
ida. Moguéa su dva krajnja slucaja
kretanja: telo se kreée kroz homogeni
fluid koji miruje, ili telo miruje, a
fluid u kome se nalazi se krece. U
oba slucaja se javlja ista sila otpora,
koja se moZe razdvojitt na dve kom-
ponente: na otpore usled trenja i ot-
pore nastale usled promene pritisaka

oko tela kao rezultat promene ras-
poreda brzina (slika 6.15).

e Otpor trenja For Usled viskoznosti dolazi do promene brzine fluida u
sloju neposredno uz telo, od nula (na konturi tela) do neporemeéene
brzine U. Rezultat te promene je postojanje tangencijalnog napona
po celoj konturi tela, pa je sila otpora trenja:

Fop = / #dA
A

(6.47)

Otpori trenja ¢e se u nastavku izudavati razmatranjem idealizovane
situacije po kojoj je telo toliko tanko da svojim prisustvom ne remeti
fluidnu struju. U tom slucaju ne postoje otpori oblika, veé je celokupan

otpor tela jednak otporu trenja.

e Otpor oblika Foo Na prednji deo tela (7 éelo”) deluju poveéani pritisci
p1 usled smanjenja brzina dok na zadnji deo tela deluju snizeni pritisci

p2. Povecanje i snizenje pritiska zavise od stepena poremecaja fluidne
struje, odnosno, od oblika tela. Sila otpora je suma (integral) sila na
sve elementarne povréine tela dA:

ﬁoo=A(—ﬁ)PdA

(6.48)

Otpor oblika ée se u nastavku izucavati pretpostavljajuéiidealan slucaj

kada ne postoje otpori trenja.
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Na slici 6.16, prikazano je ucesée | UEesde | Liges
otpora trenja i otpora oblika u ukup- A T Tpora: | otpond
nom otporu, za razli¢ite oblike tela. e
Kod strujolikih tela (A i B) najveédi
deo otpora ¢ini trenje. Kod tela koja
znacajnije remete strujnu sliku (CiD)
doprinos trenja je u vedini slucajeva [—— -
zanemarljiv u odnosu na otpore ob- |——————
lika pa, na primer, nema mnogo svrhe |~ """
praviti glatke teniske ili golf lopte?2. : -

Slika 6.16: Ucesée otpora trenjai ot-
pora oblika u ukupnom otporu tela

6.3 Trenje uz ravnu (usamljenu) plocu

Posmatra se ravna, tanka ploca koja se nalazi u beskona¢nom fluidnom
prostoru. Pretpostavlja se da plo¢a miruje a da se fluid kreée konstantnom
brzinom Uy. Dominantni uticaji na raspored brzina oko ploce i na silu otpora
su inercijalni i viskozni, izrazeni kroz Rejnoldsov broj (karakteristicna duzina
je ukupna duzina ploc¢e L):
. 2 UO L

7

Strujna slika oko tanke ploce zavisi od vrednosti Rejnoldsovog broja.
Na slici 6.17, prikazana su tri karakteristi¢na slu¢aja: (1) za veoma male
vrednosti Re kod izuzetno viskoznih fluida i pri malim brzinama, (2) za

srednje vrednosti Re i (3) za velike vrednosti Re gde su dominantni inercijalni
uticaji.

Re

(6.49)

22Videée se kasnije da je &ak pavoljnije da lopte budu hrapave. Mada se povedava otpor
trenja, time se smanjuje otpor oblika i povedava stabilnost leta lopte.
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Slika 6.17: Opstrujavanje ravne ploc¢e zavisi od odnosa inercijalnih i viskoznih
uticaja (Rejnoldsovog broja)

U prvom slucaju, za Re < 1, vigskoznost je toliko velika da ploca utice
i na fluidne deli¢e ispred sebe, izazivajudéi znatnu deformaciju strujne slike.
Iako je ploca tanka, sa stanovista otpora ona se ponasa kao telo konstantne
debljine i formira znacajan otpor oblika.

U drugom slucaju je Re = 10, i tu se uticaj plo¢e na okolni fluid poste-
peno smanjuje. Tek sa znatnim povecanjem inercijalnih uticaja, gde je
Re > 10° (tredislucaj), ploda postaje “tanka” jer svojom debljinom ne tzaziva
povedange brzina iznad plode ni smanjenje (i zaustavijenje) ispred. Jedina
promena brzina u strujnom polju se odigrava neposredno uz ploc¢u, gde brz-
ina fluida raste od nule (uz plo¢u) do neporemeéene brzine U.

U nastavku poglavlja ¢e se uvesti novi pojam, graniéns slog, koji odreduje
oblast u okviru koje su viskozni uticaji dominantni, odnosno, u kojoj je fluid
realan. Dade se obrasci za prora¢un debljine grani¢nog sloja, kao i kriterijumi
za odredivanje da li je sloj laminaran ili turbulentan. Nakon toga c¢e se
odrediti tangencijalni naponi duz ploce, a na kraju i ukupna sila trenja.

6.3.1 Osnovne pretpostavke

Na osnovu uticaja viskoznosti na oblik strujne slike (slika 6.17), jasno je
da je prva i osnovna pretpostavka da se izucovaju samo strujanje sa relatzvno
velikim Rejnoldsovim brojem, gde je dominantan inercijalni uticaj. Pored
toga, potrebno je uvesti i sledeée pretpostavke:

e [zucava se samo ravanski problem - ploca se nalazi u beskonac¢noj ra-
vanskoj fluidnoj struji i posmatra se strujanje samo u z1 (duz ploce) i
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zo (upravno na ploéu) pravcima. Sirina ploée (pravac z3) je beskonaéna,
a sile se rad¢unaju na 1 metar.

Jasno je da je ucinjena
pretpostavka gruba i ¢esto
upravo konacéna dimenzija
girine ploce dosta utice na
silu otpora (slika 6.18).
Tactne rezultate je jedino
moguce dobiti modelskim
igpitivanjima, pri ¢emu je
¢ak 1 na modelu ¢esto tegko
obezbediti  verodostojne Slika 6.18: Kod opstrujavanja ploce
granicne uslove. konacne girine B efekti na krajevima
ploce nisu zanemarljivi

Fluid je nestisljiv p = Const. Ukoliko je fluid te¢nost, ova pretpostavka
je prihvatljiva. Cesto se, medutim, izuéava otpor tela u vazdugnoj
struji. Kako je vazduh stigljiv, potrebno je ograniciti brzine Uy na vred-
nosti manje od jednog Mahovog broja, u okviru kojih efekat stisljivosti
nije izrazen. Za prakti¢ne zadatke otpora tela u vazduhu, pri brzinama
od 200 do 300 km /h, jos uvek se moze smatrati da je vazduh nestisljiv.

Strujanje je jednoliko, pravolinijsko i paralelno u pravcu z; sa brzinom
u = Uy = Const. Jedino su u tankom sloju uz samu ploc¢u brzine

manje: 0 < u < Up.

Uo

Srednja vrednost brzine fluida je ustaljena = 0, ali postoje fluk-

tuacije brzina u dolaznoj struji (slika 4.3 na strani 89) U’ = Uy — U,
koje znacajno uti¢u na mesto pojave turbulentnog grani¢nog sloja.

Nema gubitaka energije Fy = Const. odnosno posmatra se idealan
fluid. Kako je brzina konstantna i pijezometarska kota je IIg = Const.

Medutim, pretpostavka o idealnom fluidu, ne vazi za sloj uz samu
plocu, jer je upravo viskoznost odgovorna za promenu brzine od nula
(na samoj ploéi) do Up. Zbog promene brzine na maloj debljini §
(slika 6.19), postoji tangencijalni napon duZz plo¢e 7, pa se njegovim
integrisanjem po celoj povrsini plo¢e dobija sila otpora trenja.
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[I=I1=Corst: | : Slika 6.20: Raspored brzina uz
_ . tanku plo¢u u neogranic¢enoj paralel-
Slika ?: 19: _ Tanka, _ plocav % noj vazdusnoj struji - promena brzine
neograni¢enoj paralelnoj vazdusnoj sau = 0dou = Up se odigrava u
struji

tankom sloju debljine ¢

6.3.2 Raspored brzina i graniéni sloj oko tanke ploce

Prema datim uslovima, brzina fluida u celom polju je Uy osim u tankom
sloju uz ploc¢u, gde se fluidni deliéi usporavaju usled delovanja viskoznosti.
U tom sloju neporemeéena brzina u(zs) = Uy pada na brzinu u(zs = 0) = 0
(na samoj povréini ploée). Na slici 6.19, prikazana je tanka plota u strujnom
polju 1 promena brzine uz samu plocu, dok je na slici 6.20 dat detalj na
sredini ploce.

Pomirenje naizgled opre¢ne pretpostavke da se posmatra strujanje ide-
alnog fluida koji je “realan” samo uz ploéu, dao je Ludvig Prantl?3, nemagki
inzenjer. On je 1904. godine razvio koncept granicnog sloja po kome: “..za
fluide sa relativno malom viskoznoséu, efekti unutraSnjeg trenja se primen-
juju samo na maloj oblasti oko granice tela ...”. Tanak sloj u kome se
ne zanemaruje viskoznost fluida, Prantl je nazvao granién: sloj a njegovu
debljinu je oznacio slovom 9.

Debljina grani¢nog sloja je najéesce mala u odnosu na duzinu ploce, pa
iako je u grani¢nom sloju dominantna viskoznost, moZe se zanemariti gubitak
energije. Kako je na kraju grani¢nog sloja o9 = § brzina U, konstantna
(slika 6.20), promena pijezometarske kote unutar grani¢nog sloja IIs duz
ploce je nula:

all;

0, =" (6.50)

230snovni biografski podaci o Prantlu su veé dati u fusnoti 31 na strani 139 u okviru
poglavlja o Pito-Prantlovoj cevi.
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odnosno?* IIs = Il gde je Iy pijezometarska kota fluida izvan grani¢nog
sloja i prema pretpostavkama je konstantna.

Granicni sloj se formira uz svako telo, koje se nalazi u fluidnoj struji.
Tanka ploca je samo ekstremni primer, jer je jedino graniéni sloj poremeéaj
u fluidnoj struji i rezultujude sile su posledica samo trenja u tom grani¢nom
sloju.

iskoznost uvlaci nove

— delics u Araricr | #

o

Slika 6.21: Graniéni sloj niz tanku ploéu postepeno raste jer se novi deliéi
uvlace delovanjem viskoznosti (na uvelicanom prednjem delu ploée prikazani
su sa gornje strane nedeformisani deliéi a sa donje strane njihove brzine)

U nizu eksperimenata je primeceno da debljina grani¢nog sloja raste
duz ploce. Jednostavno objasnjenje se moze videti na slici 6.21: na samom
pocetku ploce, u preseku 0 (z7 = 0), samo je jedan fluidni deli¢ “uhvaéen”
plo¢om i njegova brzina je nula (beli deli¢ na slici), a prvi deli¢ do njega
prolazi sa neporemeéenom brzinom Uy (crni deli¢). U sledeéem preseku
1, crni delié biva usporen delovanjem viskoznosti (sada je na slici prikazan
sivom bojom) a iznad njega prolazi drugi deli¢ neporemeéenom brzinom Uyp.
0Od preseka do preseka duz ploce, broj “uhvadenih” delié¢a raste po visini, pa
raste 1 debljina grani¢nog sloja.

Debljina grani¢nog sloja 6 u kome su brzine manje od neporemecéene
brzine Uy, najcesce se definige na jedan od ova dva nacina:

1. Kao odstojanje od plote na kojem je brzina dostigla 99% vrednosti
neporemedcene brzine Uy.

2. Preko debijine wstesnuce 61, gde se ne izucava tanka ploca debljine d = 0
ve¢ konacne debljine 61, a pretpostavlja se da je na povrsini ploce

%Relacija (6.50) nede vaziti kod otpora oblika tela Foo gde dolazi do promene brzine
na kraju graniénog sloja usled debljine tela i njegovog opstrujavanja (slika 6.29).
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odmah neporemeéena brzina U (slika 6.22):

Jo (U — u)dz
5 =
U

Ukupna debljina grani¢nog sloja ¢ se uzima kao trostruka debljina

istisnuca: 6 = 3 d4.

Dok je graniéni sloj relativno ta-
nak, viskoznost je u stanju da odrzi
slojevito kretanje deli¢a. Kao i kod
tecenja u cevi, kaze se da je takav
graniént sloj lameaneran. Sa poras-
} tom debljine grani¢nog sloja niz plo-
¢u, on postaje sve nestabilniji i, u za-
Slika 6.22: Debljina graniénog sloja Visnosti od jacine viskoznosti, moze

se testo definige i kao trostruka vred- Preci u turbulentan graniéni sloj.
nost debljine istisnuéa & Mehanizam razvoja turbulencije

u grani¢nom sloju ploce je isti kao i
kod cevi. Razlika je jedino u definiciji Rejnoldsovog broja, bezdimenzionalne
viskoznosti. Kod cevi se rezim tedenja vezuje za celu cev i smatra se da je
svuda isti, zanemarujudi prelazne pojave na samom pocetku cevi. Zbog toga
je zgodno da Rejnoldsov broj ne zavisi od mesta duz cevi gde se racuna, pa
se kao karakteristicna duzina koristi precnik D, koji je konstantan za jednu
cev.

Na ravnoj ploc¢i se pri istoj brzini fluida promena rezima dogada duz
ploce, pa je pravilnije uzeti da se i Rejnoldsov broj menja duz plo¢e?®. Re-
jnoldsov broj bi mogao da se izrazi preko debljine grani¢nog sloja d, ali to nije
prakti¢no jer debljina grani¢nog sloja nije konstantna, veé zavisi od mesta
x1 duz ploce, od brzine dolazne struje Up i od viskoznosti. Zbog toga je
dogovoreno da se kao karckteristicna dufina koriste duzina x1, rastojanje od
pocetka plo¢e do odredenog mesta gde se zeli izracunati Rejnoldsov broj:

Doz Upz
Re, =707 _ 0% (6.51)
I v
Za konstantnu brzinu fluida Uy, vrednost Rey zowisi od mesta na ploéi®S,
odnosno, od udaljenja od podetka ploce. U literaturi se Re; ¢esto naziva i

lokalni Rejnoldsov broj.

25Ako se ne izudava detaljno strujna slika veé se samo gledaju ukupni efekti ploée na
strujmu sliku, moze se koristiti konstantna vrednost Rejnoldsovog broja. Tada se najéesée
uzima ukupna duzina ploée L, kao $to je to i uradeno u (6.49).

26posto Re zavisi od mesta gde se raduna, u indeksu je dobio z pa se pige Re,.
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Kao i kod cevi, i kod grani¢nog sloja postoji odredena kriti¢na vred-
nost Rejnoldsovog broja, pri kojoj sloj prelazi iz laminarnog u turbulentan.
Prema nizu obavljenih ispitivanja, ta vrednost se nalazi u prili¢no sirokim

granicama?7:

Req = 500 000 ~ 3000000 (6.52)

zbog velikog uticaja drugih faktora, pre svega vibracija ploce i intenziteta
turbulencije u dolaznoj fluidnoj struji.

aminarni elo| Frelaz Turbulentan slo]

s ,_'...... i"-i'. Ii_‘? | ‘ﬂ:_. il.__il.. iI e | il ‘ i"'ir.-'ii'-':"lu'-"! r.f'.l'-'."..i

A pocetku r!..::“f*

Slika 6.23: Na pocetku ploce grani¢éni sloj je uvek laminaran - niz plocu
postepeno raste, postaje nestabilan i moze predi u turbulentan

Iz definicije Rejnoldsovog broja (6.51) za ploéu, sledi da je na poéetku
ploce uvek nula Rey = 0 i da duz plo¢e linearno raste do Rey, (gde je L
ukupna duzina ploce). Odavde sledi da je nea pocetku plode graniéni sloj
wvek laminaran. Da li ¢e se negde na plo¢i pojaviti prelaz iz laminarnog u
turbulentan ili ne, zavisi od brzine Uy, viskoznosti i ukupne duzine ploce.
Ako je Rer, > Re.., na nizvodnom delu ploc¢e ée se pojaviti turbulentni
graniéni sloj (kao na slici 6.23). U suprotnom, za Rey < Re.. ceo graniéni
sloj duz ploce ée biti laminaran.

6.3.3 Proracun debljine grani¢nog sloja

Debljina grani¢nog sloja se ra¢una u zavisnosti od rezima u sloju. Kod
laminarnog sloja, uz pretpostavku da je debljina grani¢nog sloja propor-

2TKritiéna vrednost Rejnoldsovog broja za graniéni sloj kod ploée je znatno veéa nego
kod cevi. Razlog za to je korigéenje duzine z; kao karakteristiéne duzine. Kada bi se
umesto x1 za karakteristiénu duzinu koristila velidina 8, kriti¢na vrednost Rejnoldsovog
broja bi bila sliéna kao kod tefenja u cevi.
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cionalna korenu iz duzine do mesta gde se racuna i obrnuto proporcionalna
korenu iz neporemedene brzine:

Fgi |
Op OC 4 | =

i uz uslov da je postignuta brzina u(z2) = 0,99 Uy, Blazijus®® je izveo obrazac
za, debljinu grani¢nog sloja duz ploce zq:
I

v/ Rey

Na pocetku ploce £; = 0 Rejnoldsov broj je Re, = 0, pa se dobija izraz
0/\/6 Kako brojilac brze tezi nuli nego imenilac, izraz daje korektno regenje
debljine grani¢nog sloja na pocetku ploce 6 = 0.

Laminarni sloj (Blazijus): 5(z1) = 4,91 (6.53)

U literaturi se mogu naéiidruga resenja za debljinu laminarnog grani¢nog
sloja. Oma su dobijena sa razli¢itim pretpostavkama ili o obliku grani¢nog
sloja ili o rasporedu brzina unutar grani¢nog sloja. Ako se, na primer,
pretpostavi da je raspored brzina unutar sloja kvadratna parabola oblika
u/Uy = 2x2/5 — (x2/5)?, dobide se resenje za debljinu graniénog sloja:

L1

v/ Rey

Na mestu gde Rejnoldsov
broj na ploé¢i ima veéu vred-
nost od kriti¢cne Re;, > Regr,
granic¢ni sloj postepeno pre-
lazi u turbulentan. Na sli-
ci 6.24, data je fotografija na
kojoj se vidi postepeno formi-
ranje “paketa vrtloga”. Na-
kon te nestabilne zone, ako
Slika 6.24: Tranzicija laminarnog u turbu- Jje ploca dovoljno dugacka, u
lentni sloj (tok je sa leva na desno) - snimak nizvodnom pravcu (desno od

B. Cantwell, Stanford University fotografisanog dela, slika 6.24)
ée se razviti turbulentan sloj.

Laminarni sloj (kvadratna parabola): 5(z1) = 5,48

Turbulencija na ploéi ¢e izazvati “osrednjavanje” brzina i nagli porast
debljine grani¢nog sloja. Na slici 6.25, prikazan je raspored brzina unutar
granic¢nog sloja. Da bi se bolje video efekat turbulencije na osrednjavanje brz-
ina, na treéem, “najnizvodnijem” dijagramu, gde je sloj turbulentan, nacrtan
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Slika 6.25: Graniéni sloj (gornja strana ploce i raspored brzina u grani¢nom
sloju (donja strana plo¢e) - u preseku gde je turbulentan sloj nacrtan je
isprekidanom linijom i raspored brzina koji bi se ostvario u laminarnom
sloju iste debljine ¢ kao i turbulentni sloj

je i isprekidanom linijom raspored brzina, koji bi se ostvario u laminarnom
sloju iste debljine.

Analiticko resavanje opétih jednadina u turbulentnom sloju nije mogudée
cak ni ako se pretpostavi odredeni raspored brzina, tako da se izrazi za de-
bljinu grani¢nog sloja dobijaju na osnovu laboratorijskih merenja i analogije
sa teCenjem u cevima. Jedan od ¢esto koriséenih obrazaca koji pretpostavlja
eksponencijalni zakon raspodele brzina, je:

Turbulentan sloj: ~ §(x1) = 0,377 ——7= (6.54)
Re, /5

U prelaznoj oblasti, gde je Rejnoldsov broj 500000 < Re < 3000000,
granicni sloj moze biti laminaran ili turbulentan. Kako je to nestabilna
oblast, u praksi se gleda da se ta oblast smanji i fiksira namernim pravljenjem
hrapave povrdine ¢ime se pomaze formiranje turbulentnog sloja.

Primer 6.3.1

Kolika je debljina graniénog sloja na podmornici, na rastojanju £ = 0,5 m od
vrha? Podmornica se kreée kroz vodu (u = 1073 Pa s, p = 1000 kg/m3) brzinom
UO = 3,0 IIl/S.

28Na strani 237 u fusnoti 17 su veé dati osnovni podaci o Blazijusu. Ovde je interesantno
dodati jos i to da je Blazijus bio Prantlov student, i da je 1908. godine prilikom izvodenja,
obrasca za raspored brzina na ravnoj ploci, iskoristio njegovu teoriju graniénog sloja ¢ime
je uprostio osnovne jednadine tako da budu resive.
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Podmornica se posmatra kao da je tanka ploa?®.

Rejnoldsov broj je:
__ pbez 1000 x 3,0 x 0,5
oou 10-3

Na rastojanju z = 0,6 m

Re, =1,5-10°

Vrednost Re broja je manja od Re.,, pa se debljina grani¢nog sloja ratuna po
formuli za laminarni rezim:

$_1_49L_2
VRe, /15 108

U poredenju sa dimenzijama podmornice dobijen je vrlo tanak sloj. Ako je brzina
podmornice Uy = 10 m/s (~ 20 &vorova), na rastojanju z = 10,0 m, Re broj je:

d(x=0,5)=4,9 0 mm

Re, = 1000 x 10_,0 x 10,0 —100- 10° > Re,,
10-3
(rani¢ni sloj na tom mestu je turbulentan, pa je njegova debljina:
5(z =10,0) = 0,38 ——=~ = 0,38 % —0,lm
Re,/ (100- 106)*/

gto je jod uvek zanemarljivo malo u odnosu na dimenzije podmaornice!

6.3.4 Tangencijalni napon i sila trenja

Kao rezultat promene brzine viskoznog fluida u grani¢nom sloju, uz ploc¢u
se javlja tangencijalni napon 7(z2) (jednaéina (2.6), na strani 16):

d
7(z2) = ﬂd—;; za x; = Const.

U jednom preseku graniénog sloja (1 = Const.), taj napon se menja po
visini 9, od maksimalne vrednosti uz samu ploc¢u, pa do nule na kraju
grani¢nog sloja (slika 6.26). Kako je debljina grani¢nog sloja mala, za
resavanje prakti¢nih zadataka je mogudée posmatrati proseéni tangencijalni
napon po preseku (jednadina (2.5), na strani 15). Tada se tangencijalni napon
duz ploce ractuna preko debljine grani¢nog sloja §(z1):

T(z1) = M—((?(;)O)

Naravno, podmornica u datom primeru nije isto §to i ravna plofa. Ovde se izufava
samo deo usled trenja. Postoji i drugi deo, otpor oblika, koji ée se kasnije izuditi, pa je
ukupan otpor zbir ova dva.
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Na samom pocetku ploce, deblji- — 5
na grani¢nog sloja é(z1 = 0) je uvek - —
nula, pa postoji nagli prelazak sa brzi- — uf0)=0.99Ls— 71—
ne u = 0 na u = Up. Tangenci- ﬁ]:f %2) .:_.._ i
jalni napon 7(x1) je obrnuto propor- =l N
cionalan debljini grani¢nog sloja pa _ﬂ]i_ __:—I——_— . -
sledi da je na poéetku ploée proseinz 9 S e
tangencijalni napon uvek beskonacdno i B —

veliki, odnosno 7(z; = 0) ~ co. Niz
plocu, sa porastom debljine granic- Slika 6.26: Raspored brzina u jed-
nog sloja, prosecni tangencijalni na- nom preseku i rezultujuéi tangenci-
pon postepeno opada, sto je i prika-  jalni napon T

zano na slici 6.27.

e
qiretrije

L
Fad

Slika 6.27: Kako raste debljina grani¢nog sloja tako opada tangencijalni
napon pri ¢emu je napon veéi u turbulentnom sloju nego u laminarnom

U turbulentnom grani¢nom sloju raspored brzina po visini sloja je takav
da se uz samu plo¢u brzina naglo poveéa, a kasnije znatno manje (vidi se u
turbulenom sloju na slici 6.25). Kao merodavan tangencijalni napon vige nije
moguce koristiti proseéni napon, veé pravi napon na zidu. Zbog promene
prvog izvoda brzine na samoj ploci, pri prelasku iz laminarnog u turbulen-
tan graniéni sloj tangencijalni napon naglo poraste, da bi niz plo¢u opet
postepeno opadao (slika 6.27).
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Vrednost tangencijalnog napona na odredenom mestu na plo¢i (z1) se
obi¢no iskazuje preko koeficijenta tangencijalnog napona (jednaéina (5.7),
na strani 185) i zaustavnog pritiska (jednacina (4.66), na strani 138):

1 2
7(21) = Cr(z1)50 Us
Za deo ploce, na kome je graniéni sloj laminaran, ako se iskoristi Blazijusovo
regenje za debljinu sloja (6.53) i raspored brzina, koeficijent tangencijalnog
napona je:

Laminarni sloj

(Blazijus): Cr(1) = (6.55)

Na pocetku ploce 1 = 0 pa je Rejnoldsov broj Re; = 0. Odatle sledi da ko-
eficijent C; i tangencijalni napon 7, kao §to se i o¢ekivalo, teze beskonaénosti.

U delu ploce, gde je sloj presao iz laminarnog u turbulentan, a Re-
jnoldsov broj je jos uvek relativno mali (500000 < Re < 107), ploca se moze
smatrati “glatkom”, a koeficijent tangencijalnog napona se moze dobiti iz
jednacine(6.54):

Turbulentan sloj C, (1) 0,0587 (6.56)
T\%1) = —1/5 )

(glatka ploca): Rel/5

Cx

Kod vec¢ih Rejnoldsovih brojeva apsolutna hrapavost ploce k postaje
dominantna u pravljenju grani¢nog sloja. Takva plo¢a se naziva “hrapava
ploc¢a” i u literaturi se najcesce koristi obrazac koji obuhvata i prelazni sloj:

Turbulentan sloj
(hrapava ploc¢a):

(6.57)

k50 \1/°
1 Re:,)

C (z1) = 0,026 (— +

Za poznati raspored tangencijalnih napona oko ploce, njegovim integral-
jenjem se dobija ukupna sila trenja (6.47). Kako se izuéava samo ravanski
slucaj, postoji samo komponenta sile u pravcu x1. Sila trenja se najcesce
iskazuje preko koeficijenta sile trenja Cp:

1
For =CFp épUg A

gde je A ukupna povriina ploce, koja je u kontaktu sa fluidom. Kako se
uglavnom izucava simetri¢no strujno polje, povrsina je:

A=2xBXx L

gde su B éirina (obi¢no 1 m), a L duzina ploce.
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Koeficijent sile trenja za slucaj kada je cela ploéa u laminarnom sloju se

dobija integraljenjem izraza (6.55):

1,328
Cr = JRex (6.58)
gde je Rer, Rejnoldsov broj na kraju ploce (z1 = L).

Ako se na plodi pojavi turbulentan sloj, nije korektno odrediti silu kao
integral tangencijalnog napona za turbulentan sloj, jer se na prvom delu
ploce uvek javlja i laminaran sloj. Zbog toga je potrebno uvesti ogranic¢enje
da je neophodno da se turbulentan sloj ostvaruje na vise od 90% povrsine
plode, pa se sila moze priblizno odrediti preko jednacina (6.56) ili (6.57).
U tom slucaju je koeficijent sile za glatku i hrapavu ploéu (sa ukljuéenim i
prelaznim slojem):

Laminarni sloj
(Blazijus):

Turbulentan sloj 0,0735

(glatka ploca): Cr = Re}//s (6.59)
Turbulentan sloj Cr — 0.032 k + 50 \ /5 (6.60)
(hrapava ploc¢a): F=5% L ' Rey '

Pri odredivanju sile trenja neophodno je proveriti da li je grani¢ni sloj
laminaran ili postoji i turbulentan deo, da bi se primenio korektan obrazac.
Sazeto uputstvo za proracun sile je:

1. Izracunati vrednost Rejnoldsovog broja na kraju plo¢e Rey,.

2. Ako je Rer, < Re. duz cele ploce je laminaran sloj. Silu odrediti
koristeéi obrazac (6.58).

3. Ako je Rer > Re., na kraju ploce postoji turbulentan sloj. Proveriti
da li je turbulentan sloj na vige od 90% ploce, odnosno, proveriti da li
se veé na prvih 10% duzine razvio turbulentan sloj. Izracunati Rep 1r,

broj (za z = 0,1L).

4. Ako je Rep1r > Re. zadatak treba raditi kao da je na celoj ploci
turbulentan sloj i silu odrediti pomoéu (6.59) ili (6.60).

5. Ako je Rep1r < Recr, nije moguce koristiti date obrasce, ve¢ treba
naéi u literaturi odgovarajuée rezultate ispitivanja.

6. Voditi ratuna da je (u vedini sluc¢ajeva) povrsina duz koje se ratuna
sila sa obe strane ploce A = 2BL.
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Primer 6.3.2

Vetar duva brzinom od 120 km/h. Odrediti silu na sacbraéajni znak - tablu, &ja je
duZina 5 m a §irina 3 m, ako vetar duva paralelno sa znakom. Gustina vazduha je

1,2 kg/m? a viskoznost 1,8 1075 Pa s.

Prema datim uslovima, sila na znak se racuna kao sila trenja uz tanku plocu
duzine 5 m. Brzina vetra je U = 120/3,6 = 33,3 m/s pa je Rejnoldsov broj na
kraju ploce:

pUL 1,2x33,3x5

T8 105 = bl 10°

ReL =

Na kraju ploce je sloj turbulentan, pa treba proveriti koliki je Rejnoldsov broj na
prvih 10% duzine ploce:

pUO01L 1,2x333x0,5

T8 105 = L11-10° > Re,r

Rep 11 =

Za proraun sile se uzima obrazac za turbulentan sloj na glatkoj ploci (6.59), pa je
koeficijent sile:

0. %0735 _  0,0735
TR (L1 10915

= 0,00286

Ukupna sila trenja na plocu je:
1 1
F=CFp 5,:)U(%A=0,002865 1,2%33,32x3x5%x2=571N

Dobijena sila je veoma mala, jer je samo tezina limova od kojih je napravljena tabla
oko 3500 N, odnosno, 60 puta veéa.

6.4 Otpori oblika

Svako telo (osim “tanke” ploce), kada se nade u fluidnoj struji, svojim
prisustvom znacajno remeti postojeéu strujnu sliku. Usled opstrujavanja
tela javlja se sila otpora, koja je veca ukoliko telo izaziva veée poremedaje.

Na slici 6.28, prikazane su trajektorije fluidnih deli¢a, koji opstrujavaju
telo. Delidi, koji se nalaze neposredno ispred tela se usporavaju (deli¢ A mora
da se zaustavi), a deliéi koji prolaze oko tela se ubrzavaju, jer treba da predu
duzi put. Zbog promene brzina po konturi tela, javlja se 1 promena pritiska.
Integral promene pritiska po konturi daje ukupnu silu otpora oblika.
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Kaoi kod ravne tanke ploce, uz samo
telo formira se grani¢ni sloj, pa samim
tim, postoji i sila trenja. Medutim, kod
opstrujavanja tela grani¢ni sloj nije to-
liko znacajan zbog te sile trenja, jer je
ona po pravilu znatno manja od otpora
oblika, veé je granic¢ni sloj bitan, jer
uti¢e na strujnu sliku oko tela, pa time
posredno i na ukupan otpor oblika.

U nastavku ¢e se prvo analizirati ras-
pored pritisaka za idealan neviskozni flu-
id i pokazati da u tom sluc¢aju ne pos-
toji sila otpora oblika. Kod realnog flu-
ida granic¢ni sloj je “krivac” zbog koga
se javlja sila otpora oblika, pa je samim
tim bitan i Rejnoldsov broj, odnosno da
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Slika 6.28: Zbog prisustva tela

menjaju se putanje delic¢a u fluid-
noj struji pa dolazi i do promene
njihove brzine

li je grani¢ni sloj laminaran ili turbulentan. Na kraju poglavlja ée se dati
konkretan primer proracuna sile otpora oblika.

6.4.1 Osnovne pretpostavke

Pretpostavke koje se uvode prilikom izucavanja otpora oblika su uglavnom

iste kao i pretpostavke koje su vazile kod analize sile otpora trenja uz ravnu

plocu, poglavlje 6.3.1. Medutim, pored postojeéih uvodi se i pretpostavka o
konstantnoj II koti po visini grani¢nog sloja:

e Zadatak je ravanski, posmatra se beskonac¢na fluidna struja.

Fluid je nestisljiv p = Const.

u = Uy = Const.

Strujanje je jednoliko, pravolinijsko i paralelno u pravcu z; sa brzinom

e Srednja vrednost brzine fluida je ustaljena —S_9

ot

e U neporemecenoj zoni, daleko od tela, fluid je idealan Ey = Const. i
[Ip = Const. jer je brzina Uy = Const. U zoni gde su poremecene
brzine, ali izvan grani¢nog sloja, fluid je i dalje idealan pa je Ilg +

U

= Const.
2 on
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e Za razliku od trenja uz ravnu plo¢u, gde je II kota bila konstantna duz
ploée (pravac z1), pa samim tim i unutar graniénog sloja, kod opstru-
javanja tela II kota je promenljiva duz tela (pravac s na slici 6.29), ali
se pretpostavlja da je konstantna po visini jednog preseka (odnosno,
kroz graniéni sloj upravno na telo, §(s) na slici).

Uslov za II = Const. po preseku se
koristi kod pravolinijskog i paralelnog
strujanja. Granicni sloj oko tela je za-
krivljen, ali ova pretpostavka se koristi
jer je granic¢ni sloj jako tanak u odnosu
na polupreénik zakrivljenja (6 << R).
Iz ovoga sledi da je pijezometarska kota
II na spoljnoj strani granic¢nog sloja
ista kao i unutar sloja u tom preseku.

S WYY VYV Y Y

Slika 6.29: Telo svojim pris-
ustvom remeti raspored brzina iz-
van grani¢nog sloja, sto izaziva
promenu i pijezometarske kote

6.4.2 Raspored pritisaka oko tela za idealan fluid

Posmatra se telo na slici 6.30, koje znacajno remeti strujnu sliku. Koris-
éenjem energetske jednacine, uz uslov da je fluid izvan granic¢nog sloja ide-
alan, treba odrediti raspored pritisaka oko tela.

Tacka A je ta¢no na sredini tela, pa fluidni delié, koji stigne iz tacke B do
A, ne moze da prode ni sa gornje ni sa donje strane, veé¢ mora da stane, pa je
Va = 0 (zbog toga se tacka A zove zeustavne taéke). Pritisak u zaustavnoj
tacki se dobija iz uslova:

V3 1%

Ep=FE, = ZB-I-p—B-I-—B:zA—l—%—l——A

pg 29 pg 29
Ako se u izrazu skrate zg i z4, stavi da je Vg jednako neporemedéenoj brzini
Vo, pritisak pp jednak neporemeéenom pritisku pg i brzina u tacki A jednaka

nuli, dobija se:

1
P0+§PU§:PA = 1 . = =Cp.A
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Slika 6.30: Smatra se da je fluid izvan grani¢nog sloja idealan i da je za
jedan presek kroz graniéni sloj (presek 1) pijezometarska kota konstantna

(H51 = Hl)

Izraz je napisan u formi promene pritiska u tacki A kroz zaustavni priti-
sak, 8to daje koeficijent pritiska (jednac¢ina (5.15), na strani 190). Vrednost
Cp,a = 1 pokazuje da je povecanje pritiska u zoustavnoj tecki A jednako
celokupnom zaustavnom pritisku30.

Na sglican nacin se ra¢una i pritisak za sve ostale tacke na konturi tela.
Za tacku 1 (slika 6.30) na spoljnoj strani grani¢nog sloja debljine &1 se moze

napisati:

141 u3
Er=FE = 1_[2-i-—2:1_[51—i—ﬁ
29 29

Na osnovu pretpostavke da je pijezometarska kota konstantna za jedan pre-
sek moze se staviti Ils, = II;. Uz zamenu Iy = Iy i Vo = Uy dobija se:

U2 U2 U2 U2
Mo+ 50 =T+ 52 = zo+ ot o0 =z + o 40
29 29 g 29 pg 29

Kote zp i z1 se mogu skratiti (jer Iy vazi za sve tacke fluida u neporemedéenoj
struji) i izraz podeliti sa (pg), pa se dobija:

1 1 1 u?
po+ - pU=pi+-pud, = pr—po= pUS(1— % (6.61)
2 2 2 7

395to refenje je dobijeno i za Pito-Prantlovu cev (4.66) u poglavlju 4.5.3.2.
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Ako se dobijena promena pritiska na konturi tela (p; — po) podeli sa
zaustavnim pritiskom, dobiée se koeficijent pritiska za tacku 1:

2
P1 —DPo Us
Cp,1 = =1—<—1> <1,0 6.62

1oUR Uo (6.62)

> _
> >
> >
> —3
> >

oimetrican ragpored pritigaka > Sila otpora=0)

Slika 6.31: Kad bi fluid bio idealan i u grani¢nom sloju, ne bi bilo odvajanja
fluida od tela, pa bi raspored pritisaka bio potpuno simetri¢an a ukupna sila
otpora bi bila nula

Koeficijent pritiska je uvek manji od jedan (samo u zaustavnoj tacki A
2
U
je Cp 4 = 1), jer je ¢lan (%) uvek pozitivan (osim u tacki A kad je nula).
0
Na prednjem delu konture su brzine us < Uy, pa je koeficijent pritiska pozi-

tivan. Dalje niz telo brzine rastu us > Uy, a koeficijent pritiska je negativan
(slika 6.31). U zavisnosti od stepena poremeéaja fluidne struje, vrednost
koeficijenta pritiska moze biti i manja od -1. Na primer, kod opstrujavanja
cilindra, raspored brzina oko cilindra je:

us, = 2Up siné (6.63)

pa se dobija da je najniza vrednost koeficijenta pritiska za ugao 8o = /2
(tacka C) i iznosi Cp, = —3. Treba uoditi da na svakom telu postojii tacka
B gde je brzina us, = 0, pa je u toj tacki Cp = 0 (na kruznom cilindru je ta
tacka na g = 7/4).

Sa “nizvodne” strane tela (slika 6.31), strujnice se polako vraéaju u
neporemedéeno stanje, brzina se smanjuje, a koeficijent pritiska se vrada od
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negativne vrednosti do maksimalne pozitivne u tacki A’ (jer je u toj tacki
brzina nula). Za poznate koeficijente pritiska Cp mogu se izracunati i nacr-
tati pritisci, pozitivni od fluida ka konturi, a negativni od konture ka fluidu.

Ukoliko bi se za prikazani sluc¢aj opstrujavanja cilindra idealnim fluidom
(slika 6.31) izratunalasila otpora oblika za pravac strujanja fluida ili upravno
na taj pravac, zbog simetri¢nog rasporeda pritisaka bi se dobile nule za obe
sile. Iako postoji promena pritiska po konturi, za idealan fluid je sila otpora
oblika u pravcu strujanja nula, dok kod nesimetricnih tela moze postojati
rezultujuéa sila upravna na pravac strujanja.

6.4.3 Tacka odvajanja granic¢nog sloja

Cinjenica da je otpor oblika nula kod idealnih fluida, o¢igledno se kosi
sa svakodnevnim iskustvom o neizbeznosti sile otpora. Razlog postojanja
sile otpora je sto su realni fluidi viskozni, pa se javlja tangencijalni napon u
grani¢nom sloju.

Interesantno je, medutim, da intenzitet sile otpora oblika ne zavisi mnogo
od vrednosti viskoznosti fluida. Ako bi se napravio eksperiment u kome bi
se merila sila otpora uz postepeno povedanje viskoznosti fluida, dobilo bi se
da je sila nula za neviskozni fluid, a ¢im se viskoznost poveca za beskonacno
malu vrednost, sila vige nije nula veé dobija skoro konstantnu vrednost neza-
visnu od viskoznosti3l.

Sta se dogada u realnom fluidu, da postoji sila otpora oblika koja slabo
zavisi od viskoznosti? Ako se pogleda jako uveliéan detalj grani¢nog sloja
na slici 6.32, vidi se kako na delu konture od tacke A do tacke B (levi deo
slike) dolazi do postepenog poveéanja brzine i opadanja pijezometarske kote,

odnosno —H < 0. Sile pritiska i tezine deluju u suprotnom smeru od trenja
(realan ﬂuiﬁl u grani¢nom sloju) i one se uravnotezuju, pa je graniéni sloj
stabilan. Sila (P+ G) gura deli¢e napred ”zalepljene” uz konturu. U donjem
levom delu slike 6.32, prikazan je analogan slu¢aj tecenja viskoznog fluida
kroz cev.

Na delu konture od tatke C do tacke D (desni deo slike 6.32) brzina

pocinje postepeno da opada, a pijezometarska kota postepeno da raste, od-
nosno — > 0. Sile pritigka i tezine sada deluju u istom smeru kao i trenje.

S
Sila (P+ G) koé¢i deliée, zaustavlja ih i nagoni na povratno strujanje. Na taj
nacin se deli¢i odvajaju od konture i formiraju vrtloge koji postepeno rastu,
sve dok ne poc¢nu da smetaju struji fluida. Tacka u kojoj je zadet vrtlog

310va pojava se u literaturi &esto naziva Dalamberov paradoks.
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Slika, 6.32: U realnom fluidu granic¢ni sloj je sa uzvodne strane stabilno
priljubljen uz telo (levi deo slike) dok se sa nizvodne strane lako odvaja od
tela (desni deo slike)

naziva se talka odvejanga i nizvodno od nje fluidni deliéi vige nisu zalepljeni
za telo veé se odvajaju i idu nizvodno u vrtloZne trag.
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Slika 6.33: Raspored brzina u grani¢nom sloju sa prednje i straznje strane
tela (gore) i raspored pritisaka na konturi (dole) za idealan i realan fluid

Na slici 6.33, prikazan je raspored brzina u grani¢nom sloju. Na uzvod-
nom delu tela (tacke A, B i C) brzine postepeno rastu i sloj je “zalepljen”
uz telo. Na nizvodnom kraju tela (tacke D i E) brzine opadaju i formira se
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povratan tok, jer u tacki F dolazi do negativnog gradijenta brzine. Tacka
odvajanja je tamo gde je gradijent brzine nula (tacka D).

Formiranje vrtloga iza tela znacajno menja raspored pritisaka u odnosu
na raspored koji bi bio da je fluid idealan. Fluidni delidi u vrtlozni trag
sa sobom ponesu potencijalnu energiju (pritisak) sa mesta otkidanja (donji
deo slike 6.33), a to je po pravilu snizeni pritisak u odnosu na neporemedeni
pritisak pg. To znadi da se posle tacke D na konturi tela zadrzava pritisak
koji je bio u tacki D, odnosno, da se u vrtloznom tragu formiraju podpritisci
koji “uvlace” telo!

LRV AR
WONE R N N N

e 1 ko id=aln ' fliida Vil ,,r --‘l = onat=rn

Slika 6.34: Opstrujavanje cilindra u realnom fluidu - kod tacke D dolazi do
odvajanja grani¢nog sloja, pa pritisci ostaju isti (isprekidanom linijom su
prikazani rezultati za idealan fluid - kao na slici 6.31)

Kako izgleda raspored koeficijenta pritiska pri opstrujavanju cilindra re-
alnim fluidom prikazano je na slici 6.34. U odnosu na slucaj opstrujavanja
idealnim fluidom (slika 6.31) vidi se da je prednji deo dijagrama potpuno
isti, dok se u zadnjem delu koeficijent pritiska ne vraca iz velike negativne
vrednosti do +1, veé zadrzava onu konstantnu negativnu vrednost, koja je
bila u tacki odvajanja grani¢nog sloja.

Rezultujuéa sila otpora oblika je sada veda od nule, a §to se graniéni sloj
kasnije odvoji od tela, to je sila manja. 1z ove cinjenice sledi i jasan zadatak
svima onima koji zele da smanje silu otpora oblika: $to duze zadrzati graniéni
sloj uz telo. Takode, jako je znacajno i fiksirati mesto gde se granicni sloj
odvaja od konture, kako bi sila otpora bila konstantna kroz vreme.
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Slika 6.35: Levi deo slike: Smanjenje otpora oblika pomeranjem mesta odva-
janja grani¢nog sloja. Desni deo slike: Ako se napravi jako izduZeno telo,
smanjuje se sila otpora oblika ali raste sila trenja

Regenje problema smanjenja sile otpora su strujolika tela (slika 6.35).
Izgled prednjeg dela tela nije bitan, jer se tu na pozitivan pritisak ne moze
uticati. Postepenim suzavanjem straznjeg dela tela, medutim, smanjuje
se brzina porasta pritiska i tacka odvajanja grani¢nog sloja se pomera ka
nizvodnijem delu tela, u zonu gde su pritisci veéi. U idealnom sluc¢aju moglo
bi se postiéi toliko postepeno suzavanje tela da graniéni sloj ostane zale-
pljen sve do kraja tela. Tada bi sila otpora oblika bila bliska nuli, ali bi
se zbog duzine tela znacajno povedala sila trenja. Na dijagramu (desni deo
slike 6.35), vidi se pad sile otpora oblika, sa porastom duzine tela, dok sila
trenja raste. Za datu geometriju je optimalan odnos duzine i visine tela32

L/D = 3,6.

Primer 6.4.1

Koliki je odnos ukupne sile otpora na cilindar pre¢nika D i na strujoliko telo di-
menzija L/D = 3,6 (oznake prema slici 6.35) ako su oba tela &irine B i nalaze se u
istoj fluidnoj struji?

U literaturi se mogu naéi koeficijenti sile za cilindar Cg, = 1,2 i za strujoliko
telo Crgyr = 0,04 (za Rejnoldsov broj Re = 10°). Ukupna sila na telo je:

1 1
F=Cp§pU2A=Cp§pU2BD

32Najbolji primer strujolikog tela je kitna kap koja u toku padanja formira takav oblik
da joj ukupna sila otpora bude minimalna.
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Kako su sve veli¢ine osim koeficijenta sile iste za cilindar i strujoliko telo, dobija se
da je odnos sila jednak odnosu koeficijenta sila:

Fo  Cp 12
Fst  Crgp 0,04

30

gto znadi da je sila na cilindar 30 puta veéal

Kolika je razlika u silama, moZze se jos jasnije videti ako se postavi uslov da se
uporede dimenzije cilindra i strujolikog tela uz uslov da je sila otpora ista. Tada se
dobija da isti ukupni otpor ima cilindar (Zica) pre¢nika d = 2 mm i strujoliko telo
sirine D = 60 mm.

Kod opstrujavanja tela, kao i kod ravne ploce, granic¢ni sloj je u pocetku
laminaran, a dalje, niz telo, moze preéi u turbulentan (slika 6.36). Sila otpora
oblika. je, suprotno od océekivanog, veéa ako je granic¢ni sloj celom duzinom
laminaran nego ako se razvije turbulentan sloj. Na slici 6.36 (strana 270),
vidi se i razlog smanjenju sile: u turbulentnom sloju se tacka odvajanja
pomera ka zadnjem delu tela, ¢ime se povedava pritisak u vrtloznom tragu i
smanjuje sila otpora.

U nizu eksperimenata je pokazano da je glavni razlog sto je turbulentni
sloj “lepljiviji” od laminarnog, postojanje znacajne komponente popreénog
kretanja (u treéoj ravni). Ako se na prednjem delu tela razvije turbulentan
sloj, profil brzina se uprose¢i (slika 6.25, poslednji presek na plo¢i) i smanji
se brzina njegovog porasta na nizvodnoj strani tela. To omogudava sloju da
ostane duze uz telo (slika 6.36).

Interesantno je da su ¢injenicu da je sila otpora manja kod turbulentnog
sloja, prvi primetili po¢etkom 20. veka igracigolfa. U to doba su se loptice za
golf pravile potpuno glatke. Igrac¢i su uodcili da sa novim i glatkim lopticama,
mogu manje da dobace nego ako koriste stare, izudarane i hrapave loptice.
Takode, sa starim lopticama je i putanja bila mnogo stabilnija, pa se mogu
izvesti precizniji udarci.

Eksperimentima je potvrdeno da se kod standardnih udaraca u golfu
granic¢ni sloj nalazi upravo na granici prelaska iz laminarnog u turbulentni
(slika 6.37). Ako je loptica skroz glatka, grani¢ni sloj ostaje laminaran i
odvaja se neposredno posle tacke sa najmanjim pritiskom, pa je sila ot-
pora velika. Takode, tacka odvajanja se blago pomera napred - nazad, sto
znacajno uti¢e na intenzitet sile i na stabilnost leta loptice. Ako je loptica
hrapava, grani¢ni sloj postaje turbulentan ve¢ na prednjem delu loptice,
ostaje duze zalepljen za lopticu i tacka odvajanja je stabilnija33.

33Danas se upravo zbog ovog efekta prave ohrapavljene loptice za golf, kao i za tenis.
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Slika 6.36: Laminaran (gornja slika) i turbulentan grani¢ni sloja (donja slika)
sa datom tatkom odvajanja (An Album of Fluid Motion, M.V. Dyke, 1982)
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Slika 6.37: Za isti Re broj na glatkoj sferi je laminaran sloj dok je kod
hrapave sfere turbulentan sloj sa tackom odvajanja pomerenom niz struju

(Introduction to Fluid Mechanics, Y. Nakayama i R.F. Boucher, 1999)
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Slika 6.38: Mesto odvajanja grani¢nog sloja na cilindru u zavisnosti od Re-
jnoldsovog broja

Uticaj Rejnoldsovog34 broja na mesto odvajanja grani¢nog sloja, prilikom
opstrujavanja cilindra, prikazan je na slici 6.38. Pri relativno malim vred-
nosima Rejnoldsovog broja (slu¢ajevi A i B), tacka odvajanja je sa zadnje
strane cilindra i postepeno se pomera ka prednjoj, praveéi sve vedi koefici-
jent sile Cr. Kod Rejnoldsovog broja, koji je nedto manji od kriti¢nog, tacka
odvajanja je pod uglom ¢ = 80° (slugaj C) . Kada se razvije turbulentan
sloj (za Re > Recg, slu¢aj D), tacka odvajanja se pomera sa prednje na
zadnju stranu, sto rezultuje naglim smanjenjem koeficijenta sile.

6.4.4 Vrtlozni trag

Jog je davno Leonardo da Vinéi u svojim skicama opstrujavanja rec¢nih
stubova ukazao na nestabilnost vrtloznog traga i postojanje odredene pe-
riodi¢nosti u vrtlozima [15]. Ta interesantna pojava da se u ustaljenom
strujnom polju 1 sa telom koje maruje, javija neustaljen ¢ oscilatoran vrtloZng
trag, je detaljno izucavana pocetkom 20-og veka kroz niz eksperimentalnih
istrazivanja i uz upotrebu sistema za vizuelizaciju toka.

34Rejnoldsov broj je definisan preko preénika cilindra D.
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Slika 6.39: Vizuelizacija strujnog polja oko cilindra, pri Re = 140 sa jasno
izrazenim Karman-ovim vrtlozima koji postepeno rastu niz fluidnu struju

(slike preuzete iz knjige An Album of Fluid Motion, M.V. Dyke, 1982)

Osnovni uzrok neustaljenosti u vrtloznom tragu je nestebilnost poloZaja
tacke odvajanjae granicnog sloja. Dovoljna je mala razlika u pritiscima da
se tacka odvajanja pomeri napred ili nazad duz tela. To pomeranje tacke
odvajanja uti¢e na strujnu sliku i na formiranje vrtloga iza tela. Na slici 6.39,
prikazan je snimak jednog takvog vrtloznog traga iza cilindra [5]. Snimak je
napravljen u vodi brzine 1,4 cm/s, a cilindar je preénika 1 cm. Vrtlozi koji
se formiraju iza cilindra se obiéno nazivaju Karmanovi®® vrtlozi.

Uticaj Rejnoldsovog broja na vrtlozni trag je prikazan na slici 6.38, dok
su, na slici 6.40, dati i snimci vizuelizacije toka. Na slici se vidi da kod
idealnog fluida i pri jako malim Rejnoldsovim brojevima nema Karmanovih
vrtloga. Sa pojavom turbulencije, oscilacije u pritisku pomeraju tacku odva-
janja usled cega se formiraju vrtlozi. U nizu eksperimenata Karman je
pokazao da je odnos rastojanja vrtloga i 8irine traga priblizno konstantan i

jednak H/L = 0,281 (slika 6.38).

U eksperimentima je dobijeno da je frekvencija oscilovanja vrtloga f
konstantna za prili¢cno veliki opseg Rejnoldsovih brojeva. Bezdimenzionalna

35Biografija Theodor von Kérmdéna je data u fusnoti 19, na strani 238.
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Slika 6.40: Vizuelizacija strujnog polja oko cilindra pri razli¢itim Rejnoldso-
vim brojevima (slike preuzete iz knjige An Album of Fluid Motion, M.V.
Dyke, 1982)
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frekvencija se izrazava preko Struhalovog3® broja:

_fD
Vv
U nizu eksperimenata je dobijeno da je njegova vrednost St = 0, 2i da zavisi

od oblika tela i grani¢nih uslova. Nesto korigovan empirijski obrazac za
frekvenciju vrtloga®? koji se odvaja od cilindra beskonaéne duzine u fluidnoj

St (6.64)

struji neporemecene brzine Uy je:

Uo 19,7
=0,19822 (1 — .
f=0, 98D< Re) (6.65)

i moze se koristiti za Rejnoldsove brojeve u opsegu 250 < Re < 2 - 10°.

Primer 6.4.2

Mostovski stub oblika cilindra, preénika D = 1 m se nalazi u reci &ija je srednja
brzina V = 2 m/s. Kolika je frekvencija vrtloga nizvodno od stuba?

Za vodu je kinematska viskoznost » =1 107% m?/s pa je Rejnoldsov broj:

VD  2x1 .
Re=— === =210
Frekvencija “otkidanja” vrtloga od stuba je (6.65):

14 19,7\ 2 197 \ B
f=01985 (1 - E) = 0,198 (1 = 106) = 0,396 = 0,4 Hz

sto daje period oscilovanja od T =1/ f = 2,5 sekundi.

Posledica pojave Karmanovih vrtloga u vrtloznom tragu je postojanje
boéne komponente sile i kod simetri¢nih tela. Prilikom opstrujavanja cilin-
dra, kao na slici 6.41, trebalo bi da postoji samo komponenta sile u pravcu
fluidne struje F,,. Medutim, zbog nesimetri¢cnih vrtloga, naizmenicno e se
javljati i bo¢na komponenta sile Fy, ¢ija je srednja vrednost nula. Intenzitet
sile |Fy|mae je, po pravilu, znatno manji od sile F; i ¢esto se u analizama,
opterecenja ona ne uzima u obzir. Na zalost, ta sila je “nezgodna’” zbog svoje
periodi¢noti i, iako je male vrednosti, moze lako da pobudi celu konstrukciju

36Vincenz Strouhal (1850 - 1922) &etki fizidar koji je 1878. prvi izudavao “pevajuée”
Zice, sopstvenu frekvenciju oscilovanja Zica u vazdu$noj struji.
37K ao i drugi empirijski obrasci u literaturi se mogu naéi rezultati ispitivanja sa razli¢itim

vrednostima konstanti u obrascu. Generalno, opéti oblik obrasca je f = a% (1 — Ri) a
e

vrednosti konstanti zavise od oblika prepreke i graniénih uslova.
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na oscilovanje i izazove havariju. Primer za to su pucanja dalekovoda, gde se
stubovi 1 nosaci dalekovoda dimenzionigu na velike sile teZzine kabla, uvecane
za naslage leda, dodatno opteredenje od ptica i sli¢no, ali se ¢esto zaboravi
1 dinamicka sila od vetra F; koja je, iako mala, u stanju da pobudi ceo sis-
tem na oscilovanje. Ako se sloZze sopstvene frekvencije sistema i pobudna
frekvencija f (jednacina (6.65)), havarija dalekovoda je neizbezna.

fl@??vév

Slika 6.41: U strujnom polju oko
cilindra tacka odvajanja grani¢nog

sloja se nesimetricno pomera kroz Slika 6.42: Radio antena na
vreme sto izaziva oscilatornu boénu kolima sa stabilnom tackom
komponentu sile otpora odvajanja vrtloga

Kako je osnovni uzrok nastajanja neustaljenih vrtloga nestabilna tacka
odvajanja, kada su u praksi ti vrtlozi nepozeljni oni se spreéaveju fikstranjem
tacke odvajanja. To se Cesto radi ¢ak i po cenu poveéanja poprecénog preseka,
tela i samim tim povedéanja ukupne sile otpora oblika. Na primer, spojleri
kod automobila povecavaju ukupnu povrsinu automobila, ali imaju znacajnu
ulogu, jer smanjuju koeficijent sile Cr pomeranjem tacke odvajanja niz au-
tomobil, uz njeno fiksiranje na svom nizvodnom kraju, ¢ime vrtlozni trag
postaje stabilan i ne pojavljuje se oscilatorna vertikalna komponenta sile
na zadnje tockove. Takode, ¢esto se na visokim dimnjacima prave dodatna
“rebra” koja povecavaju poprecni presek ali smanjuju negativnu oscilatornu
boé¢nu silu. Na slici 6.42, prikazano je interesantno resenje za smanjenje
oscilovanja radio antena na nekim automobilima: oko antene se spiralno ob-
mota druga Zzica, koja fiksira polozaj tacke odvajanja i time sprecava bocno
oscilovanje.

Karmanovi vrtlozi imaju i korisnih aspekata. Jedna od praktiénih pri-
mena vrtloga je za merenje protoka (slika 6.43): u cev se stavlja prepreka
koja je tako profilisana da potencira pravljenje vrtloga u &to sirem dijapa-
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Slika 6.43: Princip rada Vortex merila protoka: senzorom se meri frekvencija
vrtloga, koja je preko Struhalovog broja povezana sa srednjom profilskom
brzinom i karakteristi¢cnom veli¢inom prepreke

zonu Rejnoldsovih brojeva. Vrtlozi izazivaju promenu optereéenja na pre-
preci i na pogodan naéin se meri frekvencija tih promena (sim intenzitet
tog opteredenja nije bitan). Ovakvi uredaji nemaju pokretnih delova i Gesto
se koriste za merenja protoka u teskim uslovima: gasovi visokih pritisaka i
temperature, fluidi koji nose sa sobom razne necistoce i sli¢no.

6.4.5 Proracun sile otpora oblika

Da bi se odredila sila otpora ob-
lika potrebno je poznavati raspored
pritisaka oko tela, slika 6.44. Sila na
elementarnu povrinu dA je dﬁoo jed-
naka je dFpo = (—#)p dA i deluje
upravno na tu povrsinu. Pritisak p
je razlika pritisaka p = p; — pg (6.61)
na konturi usled poremecéaja fluidne

struje p; i neporemecenog pritiska po.
Slika 6.44: Sila otpora oblika je jed- Sila je pozitivna ako pritiska povrsinu
naka integralu (povréini) dijagrama (deluje ka povrsini). Ukupna sila je
pritiska oko tela suma svih elementarnih sila (6.48):

Foo = /A(—_‘")PdA

Uocbicajeno je da se ukupna sila deli na dve komponente, na silu F koja
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deluje u pravcu fluidne struje 1 pozitivan smer joj je isti kao i smer toka
fluida i na silu Fy, koja deluje upravno na pravac fluidne struje.
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Slika 6.45: Dijagram koeficijenta pritiska po konturi cilindra za razlic¢ite
Rejnoldsove brojeve [22]

Vrednosti promene pritisaka oko tela se za razli¢ite uslove opstrujavanja
i razli¢ite oblike tela mogu nadi u literaturi, najcesée bezdimenzionalno, u
formi koeficijenta pritiska Cp. Kao primer, na slici 6.45, dat je dijagram
koeficijenta pritiska po konturi cilindra u zavisnosti od Rejnoldsovog brojas:
(A) za idealan fluid, kada je sila otpora oblika nula, (B) za laminaran sloj sa
Rejnoldsovim brojem blizu kriti¢nog (za date uslove je Recr = 3,8-10), (C)
za slabo razvijeni turbulentan sloj i (D) potpuno razvijen turbulentan sloj.
Kako oblik strujne slike oko tela u mnogome zavisi od uslova opstrujavanja
i oblika tela, podaci o koeficijentima pritiska koji se uzimagu iz literature
moragu biti dati za geometrijski sliéne uslove (poglavlje 5.2, Sliénost ¢ fizicke
modeli, na strani 201).
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Primer 6.4.3

Odrediti silu na garazu za brzinu ve-
tra Uy = 20 m/s (gustina vazduha je
p=1,2kg/m3).

=

E

|
v

Na slici su dati koeficijenti priti-
saka u pojedinim tackama garaze. Za
te tacke se racunaju pritisci:

pi = Cyig U3 = 240 Gy [Pe]

W

e

= p; =237,6 Pa ps = 216 Pa p3 = —96 Pa py = —72 Pa

Sradunati pritisci se crtaju tako da budu [\[ . Fg P
upravni na konturu i da. poz1t1van. pritisak P \[ “\l\v il m
deluje ka zidu a negativan od zida. Za — K —
svaku od ravnih povrdina se racuna sila, = . "I_) =
kao povrdina dijagrama pritisaka: > 1 '}
237,6 + 216 P ' g
Fo==———3x1=680AN | 7o
216 — 2
Fe=22 P 5. 1-30N Fo=2t3.1-02:N

2

Sile se rac¢unaju prema usvojenim smerovima prikazanim na skici, pa je zbog toga
vrednost sile Fo pozitivna, iako su pritisci negativni. Ukupne sile u pravcima 1 i 2
su:

Fi=F4+F;=6804+252=9324N F,=-Fg=-300N

Sila F» ima sada negativnu vrednost jer je pozitivna osa 2 okrenuta na gore a sila
ima smer na dole, ka konturi.

Zahvaljujudi slicnosti strujnog polja i rasporeda pritisaka za geometrijski
slicna tela, ako se ne zahteva poznavanje pritisaka u svakoj tacki konture,
moguce je silu za pravac 4 odrediti preko bezdimenzionalne sile Cp;:

1
Fooi = CFz'§PU§ App

gde je App povrsina nagveceg preseka tela upravnog ne fluidnu struju, od-
nosno, projekcija tela na ravan upravnu na fluidnu struju, (slika 6.46) i
nezavisna je od izbora pravca i.
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Vrednosti koeficijenta sile se mo-

gu nadi u literaturi, za razlicita tela b — ~

i razlidite pravee fluidne struje38. Do > ; N /) f

tih vrednosti se doslo ili direktnim | ——==<5—> e

merenjem sile na fizickom modelu H} > ; .L_:._>

ili merenjem rasporeda pritisaka uz %},— -7 1

integraciju i razlaganje ukupne sile | __§ - /

na pravce ¢, a zatim proracunom -

koeficijenta sile za svaki od pravaca: WinAse Fe=Cp. ~p 15 A
Cp; = IF% Slika 6.46: Za obracun koeficijenta sile

27U App za pravac fluidne struje (1) i upravno

na taj pravac (2) koristi se isti presek
App

Primer 6.4.4

Odrediti silu po jedinici &irine na prag pravougaonog preseka, visine 1,2 m i duZzine
2,0 m, koji se nalazi potpuno potopljen u vodi brzine V = 2,5 m/s. Gustina vode
je py = 1000 kg/m3.

U primeru 6.4.3 su odredene sile na garazu, pri ¢emu je njena visina bila 3 m
i duZina 5 m. Kako se u ovom primeru trazi sila na geometrijski sli¢an objekat
(odnos dimenzija je isti 1,2/2 = 3/5 = 0,6) u sli¢nim uslovima opstrujavanja, moze
se na osnovu rezultata primera 6.4.3 odrediti koeficijenti sile Cp; 1 Cpg a zatim i
sila na prag;:

2.4 —
Cr1 = 932, —1295  Cra =1 300 — 0417

51,2><202><3><1 51,2><202><3><1

gde je povrsina A,, = 3 x 1 (slika 6.46). Trazene sile na prag koji se nalazi u vodi
suw:

1 1
F) = Cplipvvmpp = 1,29551000 x 2,52 x12x1= 4,86kN

F,= Cmépvvmpp = —0,417% 1000 x 2,52 x 1,2 x 1 = —1,56 kN

38Uz svaki koeficijent sile se po pravilu daje skica preseka i pravei za koje se daju
koeficijenti.
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Slika 6.47: Koeficijent sile za ravnu vertikalnu plocu, cilindar, elipsu i stru-
joliko telo, u funkciji Rejnoldsovog broja

Strujna slika oko tela zavisi od Rejnoldsovog broja. U literaturi se zbog
toga obicno daju koeficijenti sile koji su ograniceni na odredeni dijapazon
Rejnoldsovih brojeva, tako da je u proracunu sile otpora oblika neophodno
proveriti da li je ispunjen taj uslov. Koeficijenti sile se ¢esto daju i u formi
dijagrama, kao sto je to prikazano na slici 6.47, gde su dati podaci za ravnu
vertikalnu plocu, cilindar, elipsu i strujoliko telo. Kod cilindri¢nih oblika se
vidi uticaj turbulentnog grani¢nog sloja na naglo smanjenje koeficijenta sile
kada Rejnoldsov broj prede kriti¢nu vrednost od Recg = 3,810 (slika 6.38),
dok je kod strujolikog oblika taj prelaz postepen.

Na dijagramu se jasno moze videti uticaj oblika tela na silu otpora oblika.
Za isti Rejnoldsov broj Re = 10° i isti popre¢ni presek tela, sila otpora
elipse je veéa 2 puta od sile otpora strujolikog tela, kratkog cilindra 13 puta,
dugackog cilindra 20 puta, a vertikalne ravne ploce ¢ak 33 puta. Uporedenja
radi, savremeni automobili imaju koeficijent otpora oblika nesto vedi od39
Cr = 0,3, sto je jog uvek 5 puta logije od strujolikog tela.

39 Auto industrija ulaZe velike napore u sniZenje koeficijenta otpora oblika. Prvi automo-
bili pocetkom 20-tog veka su imali Cr = 0,8 da bi 70-tih godina taj koeficijent prepolovili
na Cr = 0,4.
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6.4.6 Sila uzgona

Komponenta sile otpora oblika Fpp koja je upravna na pravac strujanja
fluida Fy, Cesto se zove i sila uzgona Fyy. Kod simetricnih tela srednja vred-
nost te sile je nula i pominjana je, uglavnom, kao stetna sila, koja unosi
dinamicke poremecaje. Medutim, u nekim sluc¢ajevima je bas ta sila uzgona
korisna sila i tezi se tome da bude &to veca.

U nastavku ¢e se analizirati dva razli¢itanacina nastanka sile uzgona: kad
simetri¢na tela (lopta ili cilindar) ne miruju veé rotiraju u paralelnoj struji
pa postoji sila upravna na struju fluida i kod nesimetri¢nih tela (avionskih
krila), gde se oblikom tela postize razli¢it raspored pritisaka sa donje i gornje
strane sto rezultuje silom uzgona.

6.4.6.1 Cilindar koji rotira u idealnom strujnom polju

Posmatra se opstrujavanje cilin- ) 5
dra idealnim fluidom, dato na sli- I;: A
ci 6.31, na strani 264. Ako cilin- O P N\
dar miruje, raspored brzina oko | 5 - o a0

i ;
>
>
>
>

.,

",

cilindra je us, = 2Upsiné (6.63)
a ukupna sila otpora oblika kao i
sila uzgona je nula. Ako se cilin-
dar okrece ugaonom brzinom w
(slika 6.48), idealan fluid ée os-
tati “zalepljen” za cilindar i brz-
ina fluida na granici sa cilindrom Slika 6.48: Cilindar koji rotira u fluidnoj
ée biti veda za perifernu brzinu struji generise silu uzgona Fy

wr, tako da je sada raspored brz-

ina:

. = -
- ", dr -
. -

W
%
"
W,

A
‘\\-..
*
n -
>
>

»

us, = 2Upsinf + wr

Zaustavna tacka A koja je ranije bila na osi simetrije, sada se pomera
na dole i njen polozaj zavisi od odnosa brzine fluida Uy i brzine rotacije w.
Koeficijent pritiska izveden za konturu cilindra koji miruje (jednacina (6.62),
na strani 264), za konturu koja rotira ée imati oblik:

P1 — Po 2Uosin b + wr 2
=1 2 =1-
3PU0 Uo
Elementarna povrsina po jedinici duzine cilindra je rd#f. Sila uzgona na
tu povrsinu je dFy i upravna je na pravac strujanja fluida:

dFy = r dé siné (p1 — po)

Cp.1 (6.66)
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Ukupna sila uzgona po jedinici duzine cilindra (L = 1 m) se dobija integraci-
jom u rasponu ugla ¢ od — /2 do 7 /2:

/2
Fy = 2/ —(p1 — po) Tsinf df = 2nr2wp Uy = 2mrup Uy (6.67)
—/2

Dobijeni obrazac se u literaturi naziva jednadéine Kuta-Joukovskogi daje
silu uzgona koja je za 40 do 50% veda nego $to se dobija u uslovima, opstru-
javanja cilindra realnim fluidom. Sli¢no resenje za silu uzgona pri rotiranju
sfere (odnosno lopte; teniske, stonoteniske ili fudbalske) se uglavnom daje u
formi dijagrama dobijenih na osnovu eksperimentalnih istrazivanja.

Primer 6.4.5

Horizontalni cilindar pre¢nika d = 10 ¢cm i duZine L = 1,3 m rotira brzinom od
n = 500 obrtaja u minuti oko svoje ose. Cilindar se nalazi u horizontalnoj vazdusnoj
struji upravnoj na osu cilindra, brzine Uy = 15 m/s i gustine p = 1,2 kg/m3. Ako
se pretpostavi da je fluid idealan, kolika je sila uzgona?

Ugaona brzina rotacije cilindra je:

n 500
w= 2?T% = 2?Tm = 52,36 rad/s

pa je iz (6.67) sila uzgona na cilindar duzine L:
Fy =2m7%wply x L =27 % 0,052 % 52,36 % 1,2 x 15x 1,3 =19,2 N

U realnim uslovima sila uzgona bi bila duplo manja, oko 10 N.

6.4.6.2 Avionsko krilo

Kod simetri¢nih tela ukupna sila otpora Fp je jednaka samo komponenti
sile u pravcu brzine fluida. Ako je telo nesimetri¢no i tako napravljeno da
postoji sila uzgona Fp, koja je veca od sile otpora Fp u pravcu brzine,
takvo telo se naziva krilo ili avionsko krilo. Proucavanje sile uzgona na krilo
je posredno zapoceto jos u srednjem veku posmatranjem leta ptica i oblika
njihovih krila, da bi tek sa razvojem teorije grani¢nog sloja i vrtloznog traga,
pocetkom 20. veka, fenomen uzgona bio u potpunosti razjagnjen. Danas
se rezultati istrazivanja efekta opstrujavanja krila koriste za dizajniranje i
optimizaciju ne samo avionskih krila veé i lopatica na turbinama i pumpama,
propelera za helikoptere i vetrogeneratore, brodskih propelera, ventilatora i
sli¢no.
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Slika 6.49: Sila uzgona na krilo aviona, u funkciji napadnog ugla

Na slici 6.49, prikazan je jedan od mogudéih poprec¢nih preseka kroz krilo.
U gornjem levom uglu, dati su termini koji su uobi¢ajeni u ovoj oblasti.
Kako krilo nije ravanski problem, sile se ne mogu izuc¢avati po jednom metru
girine, veé¢ se mora raditi sa pravom girinom B. Kao mera uticaja te trece
dimenzije se ¢esto koristi pojam relativna §irine®® B2/A = B/L, gde je A
maksimalna povréina krila*! A = BL.

U donjem levom uglu slike 6.49, prikazani su rasporedi pritisaka na gornju
i donju povrginu krila, za dati napadni ugao a. Sila uzgona je rezultat velikog
podpritiska, koji se javlja sa gornje strane krila, dok se blagom zakrivljenogéu
donje strane krila odrzava pozitivan nadpritisak. Konstrukcijom krila tezi
se da grani¢ni sloj ostane sto duze uz krilo i da tacka odvajanja sloja bude
u drugih L/2 duzine.

Na dijagramu desno je data zavisnost koeficijenta sile od napadnog ugla,
za korisnu silu uzgona i “stetnu” silu otpora. Brojne vrednosti na dijagramu
odgovaraju samo za krilo datog popreénog preseka i odredene relativne &irine.
Sila uzgona se racuna iz:

Fy = CFU%p U?LB

49Engleski termin: Aspect ratio.
1Prema dogovoruy, ista povrsina A se koristi i za definiciju koeficijenta sile Cr, sto je
razliéito od povrsine App (slika 6.46).
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Na dijagramu za uzgon se vidi da sa porastom napadnog ugla sila uzgona
raste, jer raste i pozitivan pritisak sa donje strane krila, ali istovremeno
raste i sila otpora. Pri odredenom napadnom uglu, tacka odvajanja sloja se
naglo pomeri ka prednjem delu krila sto rezultuje naglim padom sile uzgona
a porastom sile otpora. Ugao pri kome se to dogada zavisi od konstrukcije
krila i zove se ugao sloma krila*? ili ugao zastoja. Kako se pri tom uglu naglo
smanjuje uzgon, ocigledno je da se prilikom projektovanja aviona izbegava
rad krila u toj oblasti.

42Engleski termin: Stalling angle.



Glava 7

Tecenje fluida kroz cevi

Jednadine, kojima se opisuje kretanje fluida, izvedene u glavi 4, Osnove
dinemike flutde, su, u opstem slucaju, neresdive. Uz odredena uprogéenja,
kao i za neke grani¢ne uslove, pokazano je kako se te jednacine mogu svesti
na jednostavne i lako resive izraze kojima je moguée regiti i problem tecenja
u cevima.

U ovoj glavi ¢e se primeniti nesto drugadiji, pitkiji, pristup u izvode-
nju jednaéina odrzanja. Jednatine ée opisivati iskljuéivo ustaljenol teéenje
nestigljivog? homogenog fluida (odnosno teénosti) kroz unapred poznatu pro-
ticajnu konturu (odnosno, kroz cevi). U izvodenju ée se primeniti Ojlerov
pristup (strana 101), po kome ée se posmatrati samo promene na presecima
kroz koje prolazi celokupna fluidna struja i primeniée se principi odrzanja
mase, koli¢ine kretanja i mehanicke energije na masu izmedu tih preseka.
Kao rezultat, naravno, dobiée se jednacine istovetne uproséenim jednacinama,
iz glave 4.

Za razumevanje materije iz ove glave nije neophodno poznavanje kom-
pletne materije izlozene u glavi 4. Sasvim je dovoljno da se proudi samo
uvodni deo 4.1, u kome se objasnjavaju osnovni pojmovi nephodni za oblast
tecenja fluida kroz cevi. Kako se u obe glave koriste u sustini isti osnovni
principi, bilo je neizbezno da se odredene slike 1 objagnjenja i ovde ponove.

'Neustaljeno tedenje u cevima ée se izudavati u okviru grupacije predmeta Hidraulika,
na hidro smeru.

2Teknosti ée se u okviru ovog kursa smatrati nestigljivim, mada to one nisu. Postoji
niz fenomena gde je njihova stigljivost bitna (pogledati poglavlje 2.5, na strani 23). Ti
fenomeni se izudavaju u ckviru grupacije predmeta Hidraulika.

285
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7.1 Pretpostavke i uslovi za izvodenje jednacina

Jednadine odrzanja mase, koli¢ine kretanja i mehanicke energije ée se
izvesti uz sledeée pretpostavke:

e Celokupno strujanje prolazi kroz preseénu povrsinu, koja se moze po-
staviti normalno na pravac strujanja. U preseku strujnice moraju biti
pravolinijske i medusobno paralelne. Kontura, kroz koju protice fluid,
je nepokretna.

Ovo je najjednostavniji slu¢aj kretanja fluida, u kome se unapred znaju
proticajna povrsina i pravac strujanja. Tok je upravan na proticajnu
povrsinu i zove se fluzdne strujo. Fluidna struja se izucava tako sto
se uspostavljaju dva preseka, u kojima su ispunjeni potrebni zahtevi:
paralelno i pravolinijsko strujanje, upravno na presek.

preacks | Kone Se ave welily

Slika 7.1: Kontrolni presek se postavlja na mestu gde su strujnice medusobno
paralelne i upravne na presek

Jednaéine odrzanja se pisu za masu fluida izmedu preseka 112 (slika 7.1),
posmatranjem samo stanja u presecima. Jednac¢inama nije moguce de-
taljnije opisati stanje fluida izmedu preseka, veé¢ ¢e se sve promene
globalno pripisati ili ukupnom gubitku energije ili delovanju konturne
gile, u zavisnosti od fenomena koji se izucava.

e Posmatra se isklju¢ivo kontinualan, neprekidan i homogen fluid, koji
je nestisljiv, tako da je gustina p = Const.
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e (d sila koje deluju na zapreminu fluida, izmedu preseka 1 i 2, uzimacde
se u obzir:

1. Zapreminske sile, od kojih se koristi samo se tezina G = PGV
Sila tezine deluje u vertikalnom pravecu na dole.

2. Povrsinske sile:

— Normalne sile pritiska. Sile deluju na svim presecima fluidne
struje I_’; = —;p;A;.

— Normalna sila usled normalnih napona (pritisaka) izmedu flu-
ida i zida cevi. Kod jednolikog teéenja (strana 91) u cevi
bez promene poprec¢nog preseka, ukupna vrednost ove sile na
masu fluida je nula.

— Tangencijalna sila usled kretanja viskoznog fluida i koja pravi
trenje izmedu fluida ¢ zida cevi. Kod idealnog fluida viskoznost
se zanemaruje pa je tangencijalna sila jednaka nuli. Posled-
ica nepostojanja tangencijalnih napona je i bezvrtloznost flu-
ida: fluidni delici se tako deformisu da ne dolazi do njihove
rotacije (strana 111), pa se kod idealnog fluida ne javljaju
ni lokalni gubici energije (strana 162), odnosno, ne postoji
gubitak energije na trenje.

Poslednje dve povrsinske sile je tesko razdvojiti bez detaljnijeg
izu¢avanja rasporeda brzina i pritisaka unutar posmatrane mase
fluida. U wvecini prakti¢nih zadataka se zbog toga te dve sile
najcesce pisu zbirno, a sila se zove konturna sila K.

e Proucavaju se samo ustaljena strujanja (strana 90), kod kojih je3 par-

cijalni izvod bilo koje veli¢ine po vremenu nula —('; = 0. Iako se lokalne

vrednosti (u jednom preseku) ne menjaju kroz vreme, to ne znaéi da
se ne mogu menjati po prostoru (od preseka do preseka).

e Posmatra se razvijeno turbulentno tecenje u cevi (strana 87), u kome
je hrapavost zida cevi dominantan faktor koji uti¢e na trenje, dok je
doprinos viskoznosti na trenje zanemarljiv.

Kao rezultat navedenih pretpostavki mogu se uoditi dve veoma vazne
posledice, koje ée se koristitiu daljem izvodenju jednacina: u jednom preseku

3U izrazu je namerno stavljen uslov nepromenljivosti srednje vrednosti veli¢ine ¢ kroz
vreme, a ne trenutne vrednosti. Pri turbulentnom tedenju u cevi, sve velidine fluktuiraju
kroz vreme pa, strogo uzevsi, nije mogudée ustaljeno strujanje. Medutim, ako je osrednjena
vrednost tih velidina nepromenljiva kroz vreme, onda se smatra da je tefenje ustaljeno.
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vlada hidrostaticka raspodela pritisaka i neravnomernu brzinu po preseku
cevi mozemo zameniti jednom konstantnom vrednosgéu.

Slika 7.2: U kontrolnom preseku je hidrostaticka raspodela pritisaka

Hidrostaticka raspodela pritisaka u preseku Ako je u kontrolnom
preseku strujanje paralelno i upravno na taj presek, onda u ravni preseka
(odnosno, upravno na pravac strujanja) nema komponente brzine kao ni
ubrzanja. Posledica toga je, da u ravni preseka, ne postoje ni dodatne sile,
ve¢ deluju samo tezina G i sila pritiska P, koja se racuna po zakonima
hidrostatike. Pijezometarska kota II; vazi za ceo presek? I.

Ako je strujanje fluida u pravecu ose z1,

I a 0sa x2 upravna na osu z; (slika 7.2),
=z tada se uslov konstantne II kote u pre-
seku moze napisati:
p
— aﬂ_a(pg+z)_0
e Oy Oz
u pri cemu je:
Slika 7.3: Pijezometarska kota pri ;_z # 0
T2

strujanju u pravoj cevi i u krivini

48triktno posmatrajuéi, objagnjenje je tadno samo za laminarno strujanje. Kod turbu-
lentnog strujanja (6.1.3), postoji komponenta brzine upravna na presek, pa II; kota nije
konstantna za ceo presek.
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Ukoliko se kontrolni presek postavi na mestu gde su strujnice zakrivljene,
tako da presek bude upravan na njih (slika 7.3), iako ne postoji komponenta
brzine u pravcu preseka, postoji ubrzanje jer brzina menja smer. Kao po-
sledica tog ubrzanja javlja se razli¢ita pijezometarska kota po preseku. Sa
unutragnje strane je pijezometarska kota niza, a sa spoljasnje strane preseka
je visa.

Raspodela brzina po preseku cevi Prema prvoj pretpostavci, posma-

tra se strujanje fluida kroz évrstu nepokretnu konturu. Zbog delovanja

viskoznosti, odnosno tangencijalnih napona ™ = ,ud—, brzina u poprecnom
T2

preseku nije konstantna, veé zavisi od udaljenja od zida zo (slika 7.4 pod

a)) u = u(z2) . Uz sam zid brzina je nula 4(0) = u(z2 = D) = 0, dok je u

sredini fluidne struje brzina maksimalna w(R) = tUmaq.

Prilikom izvodenja jednacina odr- %
zanja, jednostavnije bi bilo raditi sa _
brzinom koja je konstantna po celom | MFAE T ! .
preseku. Zbog toga se uvodi pojam —o0— —
sredngja profilske brzina V, koja daje | “|_ — - v
isti protok kroz proticajni presek A —p:. 11 :“ _
kao i stvarne brzine u(zs) (videti4.1.8 | =" | et

Protok fluide ¢ srednjo brzine):
Slika 7.4: Umesto stvarne brzine (a)

V= 9 — JauidA koristi se konstantna srednja profil-
A A ska brzina V' (b)

Za vedinu prakti¢nih zadataka se umesto rasporeda brzine po preseku
u(z2) moze koristiti srednja profilska brzina V. Medutim, ako je neophodno,
u uslovima velike lokalne neravnomernosti brzina, obaviti tacniji proracun
sila, u jednatinama se dodaje Businesov koeficijent 2 (jednacina (4.83), na
strani 150), a za taéniji proracun energije toka Koriolisov koeficijent & (jedna-
¢ina (4.109), na strani 165).

7.2 Osnovne jednacine odrZanja

Kao &to je veé re¢eno u uvodu ove glave, u glavi 4, Osnove dinamike
fluida, izvedene su tri jednacine odrzanja u diferencijalnom obliku. Ovde e
se dati nesto jednostavnije izvodenje istih jednaéina u integralnom obliku,
posmatranjem celokupne fluidne mase izmedu kontrolnih preseka.
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7.2.1 Jednacina kontinuiteta

.'I.! ;‘ At
e ‘\“"‘hu_ + - ] \
'-“E] _ r—.j_ e e i !
o A f"l -.4_1 u‘ ey +++5
L ol . J %ol it gl i
[ ] v + + + +|
A ‘//'_ L' :
- LY
: ek 2 \d2
rin e s o
Fressk 1 \d
Vec zapretiine W lAe0 zapremins
<L Fluie :",F'"_r-'.1f”.- 4 =i ¥ Li:l Fluid F‘f,-.-lj.-',

Slika 7.5: Jednacina kontinuiteta: napustena (presek 1) i osvojena (presek 2)
masa fluida moraju biti iste

Posmatra se konaéna masa m, odnosno zapremina ¥ fluida konstantne
gustine, izmedu dva kontrolna preseka 1 i 2 (slika 7.5), u trenutku ¢. Fluid
potpuno ispunjava prostor, odnosno, neprekidan je. U trenutku ¢t + At,
kada se fluidni deli¢i pomere, zbog principa odrianje mase, odnosno, ne-
promenljivosti mase, “napustena” my i “osvojena” mo masa fluida moraju
biti iste:

my = my (7.1)

Napustena masa u preseku 1 je m; = p1AVy. Zapremina AV se moze
odrediti na osnovu pomeranja preseka 1 za Axq, pa je:

my = ;1 AV1 = prA1Azy = p1 A1 V1AL = p1Q1AL

gde je A; povrsina poprecnog preseka cevi, V7 srednja brzina u preseku, a Q1
protok kroz presek 1. Na isti nacin moze se dobiti osvojena masa u preseku 2
mg = poQ2At. Iz uslova (7.1), uz skraéivanje ¢lana At sledi:

Q1 = p2Q2

Ako se primeni pretpostavka da je fluid homogen i konstantne gustine,
odnosno da je p = Const. prethodna jednacina se svodi na:

Q1 = Q2 (7.2)
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Jednagina (7.2) se naziva jednadina kontinuiteta®. Iz nje sledi slededa
veza brzina i popreénih preseka:

Q1 = ViA;

V1A1 = VoA
Q2=V2A2} 14 202

Ako se posmatra jedan delié koji putuje od preseka 1 do preseka 2, on
menja brzinu kroz vreme, pa je sa tog stanovistastrujanje neustaljeno. Vec je
najavljeno u uvodu da se ova neustaljenost prevazilazi Ojlerovim pristupom,
gde se posmatraju samo brzine u presecima, a tu je strujanje ustaljeno.

Primer 7.2.1

Za ra¢vu prikazanu na slici, dolazni protok je @1 = 10 L/s a protok kroz donju cev
je @3 =4 L/s. Kolike su brzine u cevima?

Jednagina kontinuiteta (7.2) je izvedena
za jedan ulazni presek i jedan izlazni presek.
Ukoliko se ta jednaéina uopsti na veéi broj — =
ulaznih i izlaznih preseka i ukoliko se svi pro-
toci koji ulaze u presek oznace kao pozitivni
a oni koji izlaze iz preseka kao negativni,
jednacina kontinuiteta se moze napisatiu ob-

liku:

[
.k

N
ZQi =0
i=1

Za dati slucaj, to bi znacilo da su protoci: @1 — Q2 — @3 = 0, odnosno, da je:
Q2:Q1 —Q3:10—4:6L/S.

Brzine se ratunaju za svaki presek ponaosob, jer za svaki presek mora biti
ispunjena jednadina Q; = V; A;. Za date preénike cevovoda i protoke brzine su:

Q]_ 10- 103
V=t 99
L= 4 T 0,08 m/s
1
Q61073 , Qs 4107
e= o e D Ome 1 Ve =Gy T 20w
1 1

SIsta jednaéina odrzanja mase, odnosno jednaéina kontinuiteta za homogeni nestigljivi
fluid pri ustaljenom strujanju (4.40), izvedena je na strani 121 {odnosno jednaéina (4.41)
na strani 121).
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7.2.2 Dinamicka jednacina

Pretpostavka da je tedenje u cevi ustaljeno podrazumeva da se u jednom
preseku brzina kroz vreme ne menja. Ako se za posmatranu masu fluida
povrsine ulaznog A; i izlaznog preseka Ao razlikuju, primenom jednacine
kontinuiteta (7.2), dobija se da ée fluidni deliéi od ulaznog do izlaznog pre-
seka promeniti brzinu (slika 7.6):

ViAi=VA2 = Vi#W;

Kada postoji promena brzine u posmatranoj masi, moraju postojati i
sile koje ¢e tu promenu izvesti, odnosno, mora biti ispunjen princip odrianja
koleéane kretanja. Za sve realne sile, koje deluju na kona¢nu masu izmedu
preseka 1 i 2 u trenutku (¢) (slika 7.8), primenjuje se stav da je promena
kolidine kretanjo posmatrane mase u vremenskom intervalu At jednaka im-
pulsu sila®. Ako je kolicina kretanja proizvod mase i brzine (mV), tada je
promena koli¢ine kretanja jednaka razlici koli¢ina kretanja posmatrane mase
za trenutke (¢ + At) i (¢):

mv(t—l—At) - m‘?(t) = Z F; At (7.3)

Slika, 7.6: Izmedu preseka 11i 2

fluidni deli¢ menja brzinu - to  Slika 7.7: Koli¢ina kretanja se menja sa

se moze uraditi samo ako deluje  deli¢em, ali je na jednom istom mestu ne-

neka sila promenljiva - promena se dogada jedino
u presecima 11 2

Za primenu jednacine potrebno je znati promenu brzine fluidnog delié¢a
konstantne mase. Na slici 7.7 delié¢ bele boje u trenutku (¢) ima jednu brzinu
a kada se u trenutku (¢ + At) pomeri (sivi delié), ima nesto veéu brzinu pa

8Princip odrzanja koliéine kretanja posmatrane mase mo¥e se primeniti i na priragtaj
—

mV u jedinici vremena mAKt = ma (gde je a ubrzanje posmatrane mase), koji mora biti

jednak rezultanti sila > F' koje deluju na tu masu.
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i koli¢inu kretanja (jer je nacrtano da se cev postepeno suzava). Medutim,
kako se taj deli¢ pomeri, zbog neprekidnosti fluida, na njegovo mesto ée u
trenutku (¢t + At) doéi drugi deli¢ (nacrtan isprekidanom linijom), koji ée
sada opet imati istu brzinu, pa i koli¢inu kretanja, kao sto je imao beli delié
u trenutku (¢).

Na osnovu slike 7.7, moze se zakljuciti da nema promene koli¢ine kre-
tanja u presecima unutar fluidne struje. Jedina promena koli¢ine kretanja
se dogada na krajevima mase, u presecima 1 i 2. Zbog toga je moguce
promenu koli¢ine kretanja celokupne mase odrediti samo ma osnovu pro-
mena u ulaznom 1 izlaznom preseku, a ne i na osnovu sume promena unutar
celokupne mase fluida.

U kontrolnim presecima (slika 7.7), desavaju se sledeée promene:

¢ U preseku 1 oduzima se deo mase m = p¥ = pQAt, odnosno, smanjuje
se koli¢ina kretanja.:

¢ U preseku 2 se dodaje ista masa m, odnosno, koli¢ina kretanja:
+mVz = +pQAt Vy

Promena koli¢ine kretanja u vremenskom intervalu At, moZe se napisati
kao zbir promena na presecima:

—pQALV: + pQALV, = pQAL (Vo — Vi) (7.4)

Promena koli¢ine kretanja je, prema (7.3), jednaka impulsu sila koje
deluju na tu masu. Na masu fluida izmedu preseka 11i 2 (slika 7.8) deluju
sledece dile:

e Zapreminska. sila, odnosno tezina fluida G = oGV, koja uvek deluje
vertikalno na dole.

e Povrsinska sila P;, upravna na popre¢ne preseke. Za dati slucaj na
slici 7.8, to su dve sile pritiska ﬁl = —fippAp i ﬁz = —7ipp,Ag, koje
se mogu racunati prema nacelima hidrostatike, jer je pijezometarska
kota konstantna po preseku. Sile deluju upravno na preseke, prema
posmatranoj masi fluida ukoliko je pritisak pozitivan, a od mase fluida
ako je pritisak negativan.
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Slika, 7.8: Sve realne gile koje deluju na posmatranu masu fluida, izmedu
preseka 11i 2

e Povriinska sila K kojom &vrsta (nepokretna) kontura deluje na fluid.
Sila obuhvata silu trenja T i normalnu silu izmedu zida cevi i fluida N
(odnosno uticaj promene geometrije cevi). Smer i intenzitet sile K su
u veéini zadataka nepoznati.

Spajanjem jednagina (7.3) 1 (7.4) dobija se:
pQAL (Vo — Vi) =Y F At
odnosno
QAL (17'2—171) — At (é+ﬁ1 +ﬁ2+l?) (7.5)

Ako se iz prethodne jednaéine skloni vremenski interval At, dobija se
dinamidka jednadéine u sliénom obliku kao i jednacina (4.81), izvedena na
strani 148, napisana tako da se vidi da je promena koli¢ine kretanja u je-
dinici vremena jednaka sumi svih realnih sila na konac¢nu zapreminu, izmedu

preseka 1 i 2:
pQ(Vo-Vi)=G+P+B+K (7.6)
Jednaéina (7.6) je vektorska, pa se moze napisati i u formi ravnoteze sila:

—Q(Ve-V1) +G+Pi+ B+K =0 (7.7)
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Prema Dalamberovom? principu, dinamiéki problem se svodi na stati¢ki
problem, odnosno na ravnotezu sila, uvodenjem fiktzvne sile, koja se obi¢no
zove inercijalna sila I:

I'=—pQ (Va-Wi) (7.8)

Fiktivna inercijalna sila I moze da se razdvoji na preseke 1 i 2, pri temu
¢e komponente sile delovati u tezigtu preseka, a smer ¢e im uvek biti ka
posmatranoj mast:

L=p0Vi  L=pQ(-V5) (7.9)

-
' Presek 2

Slika 7.9: Sve realne sile (sile tezine, prtiska i konturne sile) i fiktivne (in-
ercijalne) sile koje deluju na posmatranu masu fluida izmedu preseka 1 i 2,
moraju biti u ravnotezi

Dinamié¢ka jednaéina (7.6), odnosno (7.7), sada se moZze napisati u obliku
zbira sila, kao sto je to pokazano na slici 7.9, kroz nacrtan zatvoren poligon
sila:

L+P+E+G+L+P=0 (7.10)

Kako je dinamicka jednadina vektorska, moze se po potrebi napisati kao tri
skalarne jednaéine za tri glavna pravea (z, y i 2).

Dinamicka jednacina (7.10) predstavlja sumu svih sila koje deluju na
masy fluzda pa je i K ukupna sila konture na fluid. U praksi se dinamicka

"Biografija Dalambera je data u fusnoti 36, na strani 147.
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jednacina najcesce koristi da bi se odredila obrnuta sila, sila kojom fluid
deluje na konturu, a to je sila —K (prikazana isprekidano na slici 7.9).

7.2.2.1 Primeri primene dinamicke jednacdine

U poglavlju 4.5.6, Premer: primene jednadine sile, data su dva primera
korigéenja dinamicke jednacine: jedan iz oblasti tecenja u cevi i drugi iz
oblasti otvorenih tokova. U oba primera je bilo potrebno odrediti silu kojom
fluid deluje na konstrukciju, ukoliko su poznati protok i pijezometarske kote
u prese(ﬂma Postavljanjem jednaéine (7.10), gde je nepoznata sila konture
na fluid K moze se odrediti sila fluida na konturu —K:

K=L+P+G+L+PB=0 (7.11)

U nastavku ée se dati jo§ dva primera, koja se cesto sreéu u praksi:
udar horizontalnog i vertikalnog mlaza vode u plocu, kao i uticaj dodatne
inercijalne sile isticanja vode iz suda, na ukupnu tezinu suda.

Udar mlaza u plo¢u Mlaz vode bez kontrakcije udara pod pravim uglom
u ravnu plo¢u. Kolika je sila na plo¢u ako je mlaz horizontalan a kolika ako
je mlaz vertikalan na gore?

Slika 7.10: Odredivanje sile udara mlaza vode na vertikalnu ploc¢u

Na slici 7.10, prikazana su oba sluc¢aja. Potrebno je izdvojiti kontrolnu
masu fluida (odnosno definisati preseke 11 2) i nacrtati sve sile koje na nju
deluju.
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U presecima 1 i 2 vlada atmosferski pritisak, pa su sile pritiska jednake
nuli P, = P, = 0. Inercijalna sila u preseku 2 je raspodeljena po celom
obodu mlaza. Za slu¢aj horizontalnog mlaza, trebalo bi postaviti uslov da
je suma svih sila u horizontalnom pravcu jednaka nuli, tako da se dobija da
je sila udara mlaza —K jednaka inercijalnoj sili u preseku 1:

(-K)=1,

d2
(—K) = pQV1 = pArVE = p= V7

U sluc¢aju vertikalnog mlaza na gore, u ravnotezu vertikalnih sila sada
ulazi i sopstvena tezina fluida u kontrolnoj zapremini, pa je rezultujuca sila
udara mlaza —K manja nego u slucaju horizontalnog mlaza:

(-K)=1I, -G

Kako je tesko odrediti tezinu kontrolne zapremine, u praksi se zadatak
najéesce resava uvodenjem koeficijenta sile, kao odnosa realne sile (sile koju
primi plo¢a) i inercijalne sile:

(—K)
I

Cr =

Zaslucaj horizontalnog mlaza, koeficijent sile je Cp = 1,0 dok je za slucaj
vertikalnog mlaza na gore, koeficijent manji Cr < 1,0 i njegova vrednost se
obi¢no utvrduje eksperimentalno.

Sud sa isticanjem na dole Posmatra se zatvoren sud sa konstantnim
nivoom vode? i sa datom pijezometarskom kotom. Sud je oslonjen na &etiri
nosaca i na dnu ima otvor pre¢nika dg,,. Ako je zapremina suda ¥ =1 m3 i
ako je njegova tezina 10% od tezine vode, kolika treba da bude pijezometar-
ska kota da bi ukupna sila u osloncima bila nula?

Sa slike 7.11, vidi se da je uslov da sila u osloncima bude jednaka nuli,
ustvari uslov da je inercijalna sila mlaza, koji isti¢e jednaka ukupnoj tezini
suda i vode:

I = pg¥+ Gsud
I=11x%(px9,81x1)

I=10,79p KN
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| Brzina vode koja istice, za idealan fluid,
T1=Corst. -‘ se moze dobiti iz poznatog Toricelijevog
principa, relacije koja se udéi jos u
okviru fizike za osnovne 1 srednje
gkole.  Ovde je ona veé izvedena u
poglavlju 4.5.3.1 Isticange kroz o§trowwiina
otvor, u primeru primene Bernulijeve
jednac¢ine na isticanje kroz ostroiviéni
otvor - jednadina (4.63), na strani 135:

V =+/2gH

gde je H = II — z4,. Sa slike 7.11 se
vidi da je kota otvora z,, = 0, tako da je

Slika 7.11: Zatvoren sud iz koga inercijalna sila jednaka:
voda istice na dole

2 2
I=pQV =pV2A=p(/2gT) % - %pﬂzﬂ = 15,41p D1
Iz uslova jednakosti dve sile, sledi:
10,79 0,7
1541pD%1 =10,79p = DYl ="2"=0,7 = I ="
9 IO 9 IO 15’41 9 D2

¢ime je dobijeno refenje u formi veze izmedu pijezometarske kote i precnika
mlaza vode. Ako je, na primer, preénik mlaza D = 100 mm, potrebna je
pijezometarska kota od II = 70 m.

7.2.2.2 Utica]j profila brzina na dinamic¢ku jednacinu

Kao jedna od posledica pretpostavki za izvodenje jednacina odrzanja
(strana 289), uvedena je srednja profilska brzina V. Kod jednaéine kontinu-
iteta je svejedno da li se koristi srednja brzina V ili promenljiva brzina po

preseku u; pa je V = %/ u; dA (slika 7.4). Pri prora¢unu inercijalne sile
A
je, medutim, potrebno izratunati ¢lan I = pQV = pAV?2, ali sada V? nije
1 2
isto §toi1 = | wuj dA.
1"

Razlika izmedu dva izraza postaje sve veca sto je veée odstupanje mak-
simalne brzine po popreé¢nom preseku Um,ge od srednje profilske brzine V.

8Posmatraju se samo ustaljeni procesi. Jasno je da ée nivo vode u sudu da se sa
vremenoin smanjuje, ali ée se ovde zbog jednostavnosti pretpostaviti da je nivo konstantan.
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Za slucajeve gde je potrebno tacnije obracunati sile, uvodi se kao korekcija
Businesov koeficijent 3:

I=5pQV
gde se koeficijent [ ra¢una prema (jednacina (4.83), na strani 150):
V2A

Koeficijent 5 moze imati sledeée vrednosti:

e Za laminarni tok, gde je odnos srednje profilske brzine i stvarne mak-
simalne V' = 2uyqq, koeficijent je 5 =4/3=1,33

e Za turbulentni tok koeficijent zavisi od stepena razvijenosti turbulen-
cije 1 krece se u rasponu od 3 = 1,10 za turbulentno tecenje u glatkoj
cevi, do 7 = 1,01 za razvijeno turbulentno tecenje.

Primer 7.2.2

Kroz horizontalno postavljenu cev preénika D = 200 mm teée voda (p = 1000 kg/m3)
protokom @ = 80 L/s. Ispred kolena (ugao kolena je 90°) je postavljen manometar
koji pokazuje pritisak p = 2 Bar. Ako se pretpostavi da je fluid idealan, odrediti
horizontalnu komponentu sile na koleno.

Za date podatke, brzina vode je:
Q 4Q  4x0,08

A D2n 0,22n
Pritisci ispred 1 iza kolena su isti, jer su iste brzine i jer se pretpostavlja da je fluid
idealan: p = 2 Bar = 200 KPa, pa je sila pritiska u oba preseka jednaka:

P, =P, =pA=200-10% x0,2?7/4 = 6,283 KN

=2,55m/s

Inercijalna sila u presecima, bez korekcije usled neravnomernosti profila brzina
(slucaj (A) na skici), je:

I, =L, = pQV = 1000 x 0,08 x 2,55 = 0,204 KN
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0Od ostalih sila na koleno, deluje jos i teZina, u pravcu —z, pa se za proracun
horizontalne komponente ukupne sile na koleno neée racunati. Intenzitet sile —K
prema jednaéini (7.11) je:

~K@®W = /(P +1,)2 4+ (P, + I5)? = /2 x (6,283 + 0,204)2 = 9,174KN

Kako inercijalna sila zavisi od rasporeda brzina, za tacniji prora¢un potrebno
je uzeti u obzir i Businesov koeficijent. Za osnosimetri¢an raspored brzine (slucaj
(B) na skici) moze se uzeti 8 = 1,05 pa je inercijalna sila na ulazu i izlazu iz kolena
I = I, = gpQV = 1,05 x 0,204 = 0,214 KN. Horizontalna komponenta je tada
—K®) =9,188 KN.

Pravi raspored brzina na izlaznom profilu nije osnosimetric¢an, veé je pod znat-
nim uticajem krivine. Usled izraZenije neravnomernosti brzine u izlaznom preseku,
Businesov koeficijent ée biti nesto veéi. Ako se pretpostavi da je® % = 1,1, tada je
inercijalna sila na izlaznom preseku Io = B2 pQV = 1,1 x 0,204 = 0,224 KN (sila I3
ostaje nepromenjena I; = 0,214 KN). U tom sluéaju, horizontalna komponenta sile
na koleno je —K(B) =9,196 KN.

7.2.3 Energetska jednacina

Proucavanje ukupne energije fluidnog deli¢a i postavljanje uslova o odrza-
nju te energije, po pravilu se vezuje za termodinamiku. Iz tih uslova su u
poglavlju 4.6, Odrianje energije sistema, izvedene diferencijalne jednacine.

Medutim, za, potrebe
resavanja prakti¢cnih zadataka
tecenja, nestigljivih fluida,

pracenje toplotne energije nije
neophodno. Dovoljno je izvesti
integralnu jednacinu koja prati
mehantéku  energiju celokupne

Slika 7.12: Promena kineticke energije se
odigrava samo u presecima 1 i 2

mase, a ne jednog delica, a sve
ono sto je preslo iz mehanicke u
toplotnu energiju, otpisati kao
gubitak.

9Za odredivanje tagne vrednosti Businesovog koeficijenta potrebno je poznavati stvarni
raspored brzina. On se moZe dobiti ili merenjima ili pribliznim refavanjem jednaéina
strujanja, primenom CFD (Computational Fluid Dynamic) programa uz pretpostavljene
graniéne uslove i model turbulencije.
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Na masu koja u jednom trenutku ¢ zauzima prostor izmedu preseka 1
i 2 (slika 7.12), moZe se primeniti stav da je prirastej kineticke energije
posmatrane mase u vremenskom intervalu At, jednak radu svih realnih sila
na toj mas, umanjen za energigu koja iz mehaniéke prede u neku drugu vrstu
energije. Kineticka energija posmatrane mase je mV2/2, pa je prirasta]
kineticke energije za trenutke (¢ + At) i (¢) jednak:
& V2

— —m— =)> Fyx; — AFE 12
m2(t+At) m2(t) Z * (7.12)

gde su F; sve realne sile koje deluju na masu: zapreminska (tezina) i povrsin-
ske (pritisak, trenje i normalna sila konture), a x; pomeranja pod dejstvom
tih sila.

Ako se analizira ukupna promena kinetic¢ke energije posmatrane mase na
osnovu fluidnog deliéa (slika 7.12), shodno razmatranjima koja su korigéena
i kod izvodenja dinamicke jednaéine (strana 292) dobiée se da je potrebno
poznavati samo promene na presecima 1 i 2. U preseku 1 se gubi kineticka
energija:

2 A A 2 2
By = mVi’ _ pAIAVE _pQAtV_l
2 2 2
a u preseku 2 se dobija:
2 A A 2 2
E2:+m;/2 :_l_M:_FPQAtVTQ

Ukupni prirastaj kineticke energije za celokupnu masu fluida je:

vi W

uz prihvatanje pretpostavke da je kontura nepokretna, odnosno, da sa kon-
turom nema razmene energije. Ova pretpostavka nije ispunjena jedino kod
hidrauli¢ckih masina, pumpi i turbina. Hidraulicke magine ée se posebno
izu¢avati u poglavlju 7.4, na strani 326.

Priragtaj kineticke energije, dat jednaéinom (7.13), jednak je radu svih
realnih sila umanjen za izgubljenu energiju, energiju koja iz mehanicke prede
u neku drugu vrstu (najéesée toplotnu). Rad je skalarni proizvod sile i
pomeranja pod dejstvom te sile. Za posmatranu masu fluida izmedu pre-

seka 112 (slika 7.13), radovi pojedinih sila su:
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" | - y ._._‘-:'r. ;.II' FEral if'- 'Tjin" ,\.',‘__.H.lr ;_-.- =

i rulal

Fomersmnis sile pritiaka Fq
b 1 .

Slika 7.13: Rad svih realnih sila na konacénoj masi fuida

o Rad sile teZine se svodi na rad potreban da se premesti “napustena” u
“osvojenu” zapreminu: G = mg = pQAt g = pgQAt, pri ¢emu se rad
vrél samo u 2z pravecu:

G (21 — 22) = pgQAt (21 — 22)

¢ Rad sile pritiska na presecima 1 i 2 je proizvod sile pritiska P; = p1A;
i P, = poA2, na pomeranjima usled dejstva tih sila ;1 = +ViAt i
xg = —VoAt , gde je pomeranje u pravcu sile P; pozitivno jer je u
smeru delovanja sile, a pomeranje u pravcu sile P, negativno jer je u
suprotnom smeru od smera sile. Ukupan rad sile pritiska je:

p1A1VIAL — po ASVoAt = QAt(p1 — p2)

¢ Rad konturne sile se razdvaja na deo usled normalne sile NNV i sile tan-
gencijalnih napona (trenja) T'. Rad konturne sile od normalnih napona
N je nula jer je pretpostavljeno da nema pomeranja konture. Radom
sile trenja T nastaje “gubitak” energije, odnosno energija se “trosi” na
prelazak korisne mehanitke energije u toplotnul®:

—AFE; oG

YAFE je gubitak energije po jedinici tefine sa dimenzijom [m], pa je potrebno AFE
pomnoziti sa tezinom fluida G da bi se dobio rad.
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Izjednac¢avanjem jednacine (7.13) sa sumom svih radova, dobija se jednadi-
na mehanicke energije:
Vi V¢
pQAL 5 9 | = pgQAt (21 — 22) + QAL (p1 —p2) — AE1 2G
Prethodna jednacina ima dimenziju energije [N m]=[J] (Joule). Ako se
jednacina podeli sa tezinom fluida G = pgQAt, odnosno sa silom, dobija se
izraz koji ima dimenziju duzine:

|75

29 2 —_—— P9 pg ——

Prirasta] sileRta(:;ine Rad Izegnl;t;hﬁza
kineticke energije sile pritiska &

po jedinici tezine

Daljim sredivanjem izraza, mogu se ¢lanovi rada sile tezine i sile pritiska
grupisati po presecima:

a+Pom a4+ 2o, (7.15)
L9 Py
¢ime se dobija izraz za pijezometarsku kotu u preseku 1 odnosno 2. Izraz je
u istom obliku kao to je dobijeno u glavi 3. Hidrostatika, u jednaéini (3.11),
(strana 38), s tom razlikom §to je ovde korigéen uslov odrzanja energije, a
tamo je postavljen uslov ravnoteze sila na deli¢ u mirovanju.

Na osnovu dobijene jednatine (7.15) moZze se dati jasnije fizicko objasnje-
nje pijezometarske kote: ona predstavlja potencijeinu energiju fluzda po je-
dinict teZine, odnosno, sposobnost fluidnog deli¢a da obavi rad. Potencijalna
energija se moze podeliti na dva dela:

e cnergija usled visingkog polozaja deli¢a z, i
¢ energija usled delovanja pritiska %
Ako se izraz (7.15) ubaci u jednac¢inu (7.14) i sredi tako da svi ¢lanovi
vezani uz presek 1 budu sa leve strane a uz presek 2 sa desne, dobija se:
% %5
Lyl =-2+1+AE; o (7.16)
29 29

odnosno, napisano u kraéem obliku:

Ei=FEs + AFE|_o (7.17)
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11
)

V
u uzvodnom preseku (zbir potencijalne energije 117 i kineticke energije 2—1)

Napisana jednaéina pokazuje da je ukupna energija (po jedinici tezine

jednaka ukupnoj energiji u nizvodnom preseku uveéanoj za izgubljenu en-
ergijul?.

7.2.3.1 Brzinska visina, zaustavni pritisak

2

Clan 2—1, iz. jednacine (7.16), ima dimenziju [m] i naziva se brzinska
visina. Na slici 7.14 je prikazana ukupna energija u preseku 1, E; tako
da se jasno vidi visina pritiska (odnosno, pritisak u tezistu preseka izrazen
duzinom) i brzinska visina (odnosno brzina izrazena duzinom).

U poglavlju 4.5.3.2 Pito i Pito-Prantlova cev, na strani 137, je uspostavl-
jena veza izmedu brzine fluidnog deliéa u(z2) i dodatnog pritiska koji je
rezultat naglog zaustavljanja fluidnog deliéa:

1
Ap(z2) = pu(w2) = §Pu2

Dodatni pritisak se zove za-
ustavni pritisak. Pomocu Pito-
Prantlove cevi je moguée preko
zaustavnog pritiska izmeriti brz-
inu fluidnog deli¢a, odnosno po-
meranjem cevi kroz ceo presek,
—| odrediti stvarni raspored brzina
u fluidnoj struji (slika 4.24).
= Jedna od pretpostavki prili-
rdl? | kom izvodenja jednacina je bila
“| da se u preseku ne posmatraju
brzine pojedinih deli¢au(zg), veé
samo srednja brzina V. Za tu

. ) .. . srednju brzinu V je, takode mogu-
Slika 7.14: Ukupna energija u jednom ée definisati zaustavni pritisak Ap

preseku je zbir potencijalne i kineticke kao:
energije ) 1
Ap = épiﬂ (7.18)

Jasno je da ovako definisan zaustavni pritisak nema direktne veze sa
zaustavljanjem jednog fluidnog deli¢a i pretvaranjem njegove kineticke ener-
gije u potencijalnu, ve¢ je samo mera prosecne brzine fluida u cevi. U

1{Jobitajeno je da se u Mehanici fluida posmatra energija po jedinici teZine, tako da
se najéedde to i ne naglagava. U daljem tekstu ove knjige ée se koristiti ta praksa: kad se
kaze “energija” fluida, misli¢e se na energiju po jedinici teZine.

12Energija nije zaista izgubljena, veé je pretvorena u drugi oblik koji se ne moze iskoristiti
u glavnom strujanju.
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Mehanici fluida se relativno ¢esto koristi zaustavni pritisak kao mera mak-
stmalno mogudéeq pritiska koji moZe da naprovi flutdnae struje. U narednim
poglavljima zaustavni pritisak ée se iskoristiti i kao mera trenja, jer je tan-
gencijalni napon koji pravi trenje istih dimenzija kao i zaustavni pritisak, a
obe veli¢ine direktno zavise od brzine fluida.

7.2.3.2 Energetska jednadéina za idealan i realan fluid

Poslednji ¢lan u energetskoj jednacini (7.17), AF;_o, obuhvata sve gu-
bitke energije koji su se dogodili izmedu dva preseka. Samo u malom broju
slucajeva taj gubitak se moze odrediti analiti¢ki, postavljanjem dinamicke
jednacine tamo gde se znaju sve gile osim konturne sile K. U opstem slucaju
gubitak energije se odreduje posredno, eksperimentalno. Pri tome se clan
AFEq_9 obiéno razdvaja na dva dela:

e Linijski gubitak koji je rezultat trenja u cevi (jednacdina (6.11) na
strani 220):

LV?
AFE = A\ —— .1
LIN D 2g (7.19)

gde je A “koeficijent”!3 linijskog gubitka (ili tremnja). Ovaj izraz je
u literaturi poznat i kao Darsi-Vajsbahova jednac¢ina za proracun gu-
bitka energije na trenje. U knjizi je, u poglavlju 6.1.1 detaljno izveden
ovaj obrazac. Tu je i1 pokazano da koeficijent trenja nije konstanta,
ved da zavisi od rezimima tecenja i da je funkcija hrapavosti cevi,
prec¢nika i trenutne brzine. U veéini prakti¢nih zadataka se, medutim,
prec¢utno pretpostavlja da se ostvaruje razvijeno turbulentno tecenje
u hidrauli¢ki hrapavoj cevi (oblast V, strana 240), te da je koeficijent
trenja konstanta koja zavisi samo od relativne hrapavosti cevi.

o Lokalni gubitak koji se dogadja pri svakoj nagloj promeni brzine u
fluidnoj struji:

V2
A =& )
Erok £2g (7 20)

13Ako je neki parametar koeficijenat, znaéi da ne zavisi od drugih veliéina i da ima
konstantnu vrednost. Pogto to ovde nije sludaj, reé koeficijenat je napisana pod znacima
navoda.
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gde se koeficijent lokalnog gubitka energije &, odreduje uglavnom eksper-

imentalno'? i uobi¢ajeno je da se obraéunava sa nizvodnom brzinom®.

-

LY |

-
O —

/

Slika 7.15: Dijagrami za idealan i realan fluid

Jedna od pretpostavki iznetih u poglavlju 7.1 je da se kod 2deainog flurda
viskoznost zanemaruje, pa je tangencijalna sila jednaka nuli. To znaéi da
kod idealnog fluida ne postoje ni linijski ni lokalni gubici energije, odnosno,
da je ukupan gubitak energije nula, AE;_5 = 0, pa je'® E; = E5. U primeru
na slici 7.15 je to predstavljeno horizontalnom energetskom linijom.

Kod reainog fluide postoji gubitak energije, pa je AF;_o > 0, odnosno,
energetska linija niz fluidnu struju uvek postepeno opada.

Iz energetske jednacine treba uociti da je zbir pijezometarske kote i
brzinske visine (slika 7.14), za idealan fluid, konstantan. To znaéi da, ako
se poveéa brzina zbog smanjenja proticajnog preseka, dolazi do pada pije-
zometarske kote, odnosno do smanjenja pritiska (slika 7.15). U zavisnosti

M4Postoji svega par sludajeva kada je mogude € odrediti teorijski: kod potpuno uvuéene
cevi u rezervoar i kod naglog prosirenja cevi.

15Jedino odstupanje od ovog pravila je za sluéaj potopljenog ulaska cevi u regervoar,
kada je nizvodna brzina nula, pa se £ = 1,0 obradunava sa uzvodnom brzinom.

167 literaturi i u praksi se &esto energetska jednafina naziva Bernulijeva jednaina. U
poglavlju 4.6.5, Poredenje energetske sa Bernulijevom jednadinom, objagnjeno je da to
nije korektno, jer je Bermulijeva jednatina izvedena iz dinamicke jednafine pod uslovom
ustaljenog strujanja idealnog fluida. Malo “manje nije korektno” ako se za ovu jednadinu,
E; = E», kaze da je Bernulijeva.



7.2. OSNOVNE JEDNACINE ODRZANJA 307

od uslova, pijezometarska kota moze da padne i ispod ose cevi pa se u
preseku moze javiti i negativan pritisak. Pritisak, medutim, ne moze biti
manji od —pgm, odnosno, apsolutni pritisak pgps ne moze biti negativan
(jednacina (2.16) na strani 28). Matematicki je moguée refavanjem ener-
getske jednacine dobiti pge < 0, ali fizicki to nije ostvarivo strujanje, jer ce
usled kavitacije!” doéi do kidanja fluidne struje i prestanka tecenja.

7.2.3.3 Lokalni gubici energije

Lokalni gubici energije se javljaju na mestima gde dolazi do naglih pro-
mena u fluidnoj struji (slika 7.16) poput skretanja (kolena), raévi, ventila i
slicno. Obrac¢unava se u odnosu na brzinsku visinu (7.20):

2
N I
29

Bezdimenzionalni koeficijent £ se obi¢no obracunava uz nizvodnu brzinu,
osim u slucaju ulaska cevi u rezervoar, gde je nizvodna brzina nula pa se
gubitak energije izrazava u odnosu na uzvodnu brzinu (poslednji primer na
slici 7.16).

Koeficijent lokalnog gubitka energije se uglavnom odreduje eksperimen-
talno, merenjem pada pritiska ispred i iza poremedéaja. U literaturi [12] se
mogu nadéi podaci o vrednostima koeficijenta gubitka £ za razli¢ite poremecaje
u fluidnom toku.

Na slici 7.16, dati su primeri nekih lokalnih gubitaka sa pribliznim vred-
nostima. Kod standardnog ulaska vode iz rezervoara u cev, gubitak energije
je pola brzinske visine (£, = 0,5). Pazljivom izradom ulaza, sa postepenim
suzenjem, taj gubitak moze da se smanji na nekih 5% od brzinske visine. Ako
se postavi cev tako da ulazi u rezervoar, tada se pravi gubitak od jedne cele
brzinske visine (ujedno, u ovom slué¢aju koeficijent gubitka se moZze odrediti
i analiticki, koristeéi dinamicku jednaéinuls).

(Gubici energije na kolenima i raévama u mnogome zavise od same ge-
ometrije (polupreénika krivine kolena, na¢ina spajanja ra¢vi, odnosa pre¢nika
cevi u raévi), ali i uslova tecenja (da li se odvaja mlaz fluida sa unutrasnje
strane kolena, odnosa protoka u ra¢vi i sli¢no). Na srednjoj slici, gde je dat
ventil (odnosno zatvarac), pokazano je da koeficijent gubitka energije zav-

1"Kavitacija je pojava kada usled naglog lokalnog pada pritiska dode do stvaranja pare
usled kljudanja vode. Ukoliko se apsolutni pritisak priblizi nuli, dolazi do prekidanja fluidne
struje.

18Detaljno izvodenje se moze nadi u literaturi [10]
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Slika 7.16: Primeri nekih lokalnih koeficijenta gubitka energije

isi od vrste ventila, ali i od otvorenosti ventila: za potpuno zatvoren ventil
gubitak energije je beskonacno veliki.

Gubitak energije pri naglom prosgirenju cevi takode spada u grupu gu-
bitaka koji se mogu odrediti analiticki. U poglavlju 7.3.2.2, na strani 323,
kao primer korigéenja dinamicke jednacine, biée izveden Bordin obrazac za
izgubljenu energiju u prosirenju:

2 o 2
AE = .gpr;/_z _ (" -W)*
g 29
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Ovo je maksimalno moguéi gubitak energije, dok bi se sa postepenim progi-
renjem taj gubitak znatno smanjio.

7.2.3.4 Primeri pisanja energetske jednacdine

U nastavku se daju tri jednostavna primera korigéenja energetske jednaci-
ne sa objagnjenjima kako se crtaju energetska i pijezometarska linija. Takode,
u glavi, Osnove dinameke fluzda, se mogu naci dva primera: racvanje fluidne
struje (strana 174) i isticanje iz suda kroz ostroiviéni otvor i kroz naglavak
(strana 177). Nakon $to se detaljnije objasni naéin prora¢una linijskih i
lokalnih gubitaka, u poglavlju 7.3, na strani 315 ée biti dati i sloZeniji primeri.

Potopljena cev koja spaja dva rezervoara Cev konstantnog precnika d
i duzine L spaja dva rezervoara, tako da je nivo vode u nizvodnom rezervoaru
vigi od kote cevi zeey (slika 7.17).

I,

e |
. 1Y

Slika 7.17: Isticanje iz rezervoara sa potopljenim izlazom

Energetska jednac¢ina (7.17) se moze postaviti izmedu bilo koja dva pre-
seka koja zadovoljavaju uslove o paralelnosti strujnica u preseku i njihovoj
upravnosti na presek. Naravno, nema svrhe odabrati takve preseke gde se
ne zna ni pijezometarska kota ni brzina (na primer, na sredini cevi, kao &to
je to presek Pres,1 na slici 7.17). Uobicajeno je da se preseci postave kroz
rezervoar, gde se moze zanemariti brzinska visina pa je ukupna energija u
preseku jednaka pijezometarskoj koti.

Za primer sa slike 7.17 moZze se napisati energetska jednacina izmedu
preseka u rezervoarima A i B:

VB & LV? &

2 +'£ul_ +A__ +'£1,zl
g

V2
Es=Eg+AEs g = Tla+ -4 =Tg+-2
2g d 2g
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gde je V brzina u cevi pre¢nika D, X linijski koeficijenat gubitka energije
(poglavlje 7.2.3.2) duz cevi duzine L a &y i & su koeficijenti gubitka energije
na ulazu u cev i izlazu. Stavljajuéi da su V4 i VB nule, uz prebacivanje
poznatih pijezometarskih kota sa leve strane, dobija se jednadina u kojoj je
samo brzina V' nepoznata:

L V2 1
Mo-Tp = (u+ Ay +6a ) 5o = V= ——— /29 (I14—Tl)
g ‘\/gul + AE + &

Kada se odredi brzina, protok je @ = VA = Vd?r /4. Ako su sve jedinice u
SI sistemu, protok se dobija u [m3/s], mada se u prakti¢nim zadacima Gesée
koristi hiljadu puta manja jedinica [L/s].

Da bi se nacrtala energetska linija potrebno je izracunati sve pojedine
¢lanove u energetskoj jednacini: brzinske visine i gubitke energije. U usvo-
jenoj razmeri za visine (koja ée biti obi¢no krupnija od razmera za duzine)
treba nacrtati sve gubitke vertikalno iznad mesta gde se oni i ostvaruju.

Iz dobijenog resenja se vidi da u sluc¢aju potopljenog izlaza na protok ne
utice polozajna kota cevi z.ey, kao ni apsolutne pijezometarske kote u rezer-
voarima, veé¢ samo njihova razlika i gubici u cevi. Zbog toga nije neophodno
crtati 2., u usvojenoj visingkoj razmeri, veé ju je dovoljno nacrtati ispod
kote 11 .

Pijezometarska linija se crta ispod energetske na rastojanju koje je jed-
nako brzinskoj visini V2/2g. U primeru sa potopljenim isticanjem, ako je
postovana razmera pri crtanju linija, pijezometarska linija mora da zavrsi na
koti rezervoara B.

Posebnu paznju u crtanju treba obratiti na odnose lokalnih gubitaka i
brzinske visine. Na primer, kod ulaza u cev gubitak energije je &, puta
brzinska visina, a rastojanje izmedu F i Il linije je jednako brzinskoj visini.
Ako je &, = 0,5 (kao &to je 1 nacrtano na slici 7.17) tada treba da se vidi na
slici da je gubitak energije duplo manji od rastojanja izmedu dve linije.

Nepotopljeno isticanje kroz mlaznik Cev konstantnog precnika d se
zavriava mlaznikom (naglo suzenje sa pre¢nika d na preénik dy,;) (slika 7.18).
Energetska jednac¢ina se postavlja za preseke u rezervoaru (gde je brzina
V4 ~ 0) i na izlazu iz mlaznika gde vode dolazi u kontakt sa atmosferom i
gde je nepoznata brzina V,,; ali je poznata pijezometarska kota: pogto mlaz
izlazi slobodno u atmosferu, pritisak u preseku je nula, pa je Il = zZmi.
1% V,?Ll

Mg+ 2 =M+ -2+ AE
29 29
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Slika 7.18: Isticanje iz rezervoara sa nepotopljenim izlazom kroz mlaznik

: L1+L2V_12

V. V2
AFE = 'gul—l + A + 'gml mi
2g

d 2g 2g
Koeficijenat gubitka energije na mlazniku &,,; je rezultat nagle promene

precnika cevi, dok se duzina mlaznika zanemaruje pa se ne racuna trenje duz
mlaznika. Posto su deonice Lj i Lo istih pre¢nika i sa istim koeficijentom
trenja, uz zanemarenje brzine u rezervoaru i stavljanjem da je Il = 2zmi,
dobija se:

2
le

+ (14 &) 7™

L+ L2> 143
29

I oy = (4 2202 ) 2L

U jednacini su nepoznate dve brzine Vi i V. Vezu izmedu tih brzina
daje jednagina kontinuiteta (7.2):

2
Q=Qm = Vil =Vehu = Vm=Vig:=(]
ml ml
gde je dy; < di, pa je Vi > V1. Prethodna jednacina se resava po Vii*® pa
se na kraju moze izracunati i protok Q.

Za crtanje E i II linija treba prvo izracunati sve pojedine clanove iz
energetske jednacine. Nakon toga, treba usvojiti odgovarajucu razmeru za
visine. Dijagrami ¢ée biti u okviru visinskog intervala AH = 114 — zp [m].
Prilikom crtanja treba voditi raéuna o slededem (slika 7.18):

19U regavanju jednadina treba prvo radunati veée brzine, kao $to je to ovde Vi, a posle
na osnovu te brzine odrediti ostale. Time se pregke usled zackruzivanja smanjuju umesto
da se povedavaju.
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e Prvo se crta E linija. Lokalni gubici se nanose vertikalno iznad mesta
gde se ostvaruju. II linija se crta ispod E linije za odgovarajuéu brzin-
sku visinu, mereno vertikalno (a ne upravno na liniju).

e Nagib F linije predstavlja trenje. Za dve cevi istog precnika i ko-
eficijenta A, kroz koje teku isti protoci, energetske linije moraju biti
paralelne.

e U delu mlaznika, zbog povecanja brzine dolazi do brzeg pada II linije.
Na kraju II linija zavrdava na koti mlaznika z,,;. F linija padne na
mlazniku za izrac¢unati gubitak i ostaje za brzinsku visinu mlaza iznad
II linije.

¢ Lokalni odnosi gubitaka energije i brzinske visine moraju biti zadovo-
ljeni. Na primer, bez ikakvog znanja tacnih vrednosti gubitaka, kota i
protoka, na osnovu slike 7.18 se moze proceniti da je koeficijent gubitka
energije na mlazniku &,,,; malo veée od 0,25. Naime, ako se Vi1/2g,
brzinska visina na izlazu iz mlaznika, uzme kao jedinica mere, moze
se lako proceniti da je “pad” energije na mlazniku oko 1/4 te brzinske
visine.

Na slici 7.18 je dat i manometar na drugom delu cevi. Citanje na
manometru se moze odrediti na osnovu datih duzina i pijezometarske linije,
pri ¢emu se pretpostavlja hidrostaticko stanje u preseku gde je manometar
spojen na cev. Visina pritiska na manometru je rastojanje od manometra
do II linije, ali na mestu gde je manometar spojen, a ne na mestu gde se
manometar nalazi.

Venturijevo suzenje U praksi se relativno ¢esto koristi naglo suzenje u
cevi sa nizvodnim postepenim prosirenjem. Takvo suZenje se zove Venturi-
jevo?? suzenje i koristi se za merenje protoka preko merenja pada pritiska
izmedu preseka ispred suzenja i preseka u samom suzenju.

Na slici 7.19, sa leve strane je prikazano Venturijevo suZzenje, sa ucrtanom
energetskom 1 pijezometarskom linijom, uz pretpostavku da je fluid idealan.
Energetska jednacina i jednadina kontinuiteta ée dati:

V2 V2 V2 i\t V2
Bi=B: = M4yl —Th+it = Mgt T+ (5] 3L
29 2g 29 d2/ 29

20Giambattista Venturi (1746 - 1822) italijanski nauénik i svestenik. Njegovo opredel-
jenje da se bavi naukom je najbolje sam izneo u slededem priznanju: “Predan, kao sto sam
bio, mojim istrazivanjima, uvideo sam da bi supruga, deca i porodine obaveze mi potrogile
dosta vremena koje bi rade potrogio na nauku; zbog toga sam odludio da postanem svesteno
lice.”.
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Slika, 7.19: Pijezometarska i energetska kota za idealan fluid pri naglom
suzenju i prosirenju cevi

gde je dj precnik cevi u preseku 1, a do u suzenom preseku 2. Sredivanjem
izraza tako da ostaje razlika pijezometarskih kota sa leve strane, dobija se:

dl 4 V'12
I —Ilg= || — ) —1] — .
1 — 1l [<d2> 1] % (7.21)
odakle sledi da je protok kroz idealan Venturimetar:
d%r 1
Qia = V141 = 2g(11; —1Io) (7.22)

Iz dobijene jednacine se vidi da je dovoljnoizmeriti razliku pijezometarskih
kota (II; — II3) da bi se odredio protok. Uobi¢ajeno je da se umesto pije-
zometara koristi diferencijalni manometar, na kome se oditava razlika priti-

saka Ap:

Ap =p1 —pp = pg(Ily — zpn) — pg(llp — 2,) = pg(Il; — Ll3)

U realnim situacijama fluid nije idealan, pa pretpostavka da je E kota
konstantna nije dobra. Uocbicajena je praksa da se, po izradi Venturime-
tra, obavi njegova provera uporedenjem sa nekom tacnijom metodom i da
se odredi koeficijent protoka Cg, kojim se dobijeni protok idealnog fluida
smanjuje na realan:

Q =Cg Qid
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Ako se u Venturimetru smanji precnik dg, postize se veda razlika pritisaka
pri istom protoku, ¢ime se povedéava ta¢nost merenja. Medutim, istovremeno
raste i opasnost od stvaranja podpritiska u suzenom preseku (prikazano je
na desnom delu slike 7.19). Podpritisak je povezan sa pojavom kavitacije u
suzenom preseku, sto dovodi do nestabilnosti u toku i poveéava eroziju cevi.

0Od preseka 2 do 3 suzeni presek se postepeno progiruje, tako da fluidna
struja postepeno vraca svoju kineti¢ku energiju u potencijalnu. Na slici 7.19
je to pokazano porastom pijezometarske linije 1 vrac¢anjem, za idealan fluid,
u isto stanje kao &to je to bilo i u preseku 1. Kod realnog fluida dolazi do
ukupnog pada energije i pijezometarske kote u preseku 3, ali ako je prosirenje
tako napravljeno da je prilagodeno fluidnoj stuji, gubici ostaju relativno
mali. Ukoliko bi se naglo progirio presek sa do na dg = dj, fluidna struja bi
se odvojila od konture, pojavili bi se vrtlozi i veliki dodatni gubici energije.

7.2.3.5 Utica]j profila brzina na energetsku jednacéinu

Kao i kod dinamicke jednacine (poglavlje 7.2.2.2), u nekim situacijama
je i kod energetske jednacine potrebno voditi racuna o razlici izmedu srednje
brzine V' i pravog rasporeda brzine po preseku u(x3). Prilikom izvodenja
energetske jednacine (7.13), kao prirastaj kineticke energije, dobijen je izraz:

vi V¢
pQAL (7 Y

Ako se umesto protoka stavi Q = VA, dobija se izraz gde se srednja brzina
pojavljuje na tredi stepen.
Medutim, prirastaj kineticke energije bi bilo korektnije odrediti kao sumu
prirastaja za sve fluidne delide, koji se kreéu brzinama wu(z2). Tada bi se
1
umesto tlana V3 pojavio &lan 1 / ug’dA. Zbog toga se kao korekcija en-
A

ergetske jednadine Gesto koristi Koriolisov?! koeficijent o (jednaina (4.109)
na strani 165):

1 3
a energetska jednacdina se pise u obliku:

V2 V2
M +og Lt =M +as 2 +AE; »
2g 2g

21Biografija Koriolisa je data u fusnoti 50 na strani 164.
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Primer 7.2.3

Odrediti Koriolisov koeficijent za sluéaj osnosimetriénog laminarnog tecenja u kruz-
noj cevi.

Raspored brzina za laminarno tecenje u kruznoj cevi je dat parabolom (7.23):

ro 2
U= Umnag |1 — (E)
Koriolisov koeficijent se dobija resavanjem izraza (7.23) za kruznu cev, pri ¢emu se
koristi uslov osnosimetri¢nosti, pa je dA = 2rndr:

1 3 23 R 2
— dA = £ maz 1—{—
“T Qv /A” Qv? /0 (7

Veza izmedu maksimalne i srednje brzine (6.22) je umaz = 2V pa se sredivanjem

3

2H23 3
rdr = Ty

maT __ lu’maa:

8QV2: 4 V3

prethodnog izraza dobija vrednost za Koriolisov koeficijent o = 2.

Vrednost Koriolisovog koeficijenta « zavisi od rasporeda brzina po pro-
filu. Za laminarni tok u kruznoj cevi je pokazano, u prethodnom primeru,
da je koeficijent @ = 2. Za turbulentni tok u kruznoj cevi koeficijent zavisi
od stepena razvijenosti turbulencije i kreée se u rasponu od a = 1,15 za
turbulentno tecenje u glatkoj cevi, do a = 1,05 za razvijeno turbulentno
tecenje. Kod otvorenih tokova Koriolisov koeficijent zavisi od uslova i krece
se od @ = 1,1 za kanale pravilnog oblika, do & = 2 za prirodne tokove, gde
se glavni tok deli na vige manjih tokova.

7.3 Primeri primene jednac¢ina odrZzanja

U prethodnim poglavljima su izvedene tri jednacine odrzanja, koje se
odnose na masu fluida u cevi, izmedu dva preseka: jednaéina kontinuiteta
@1 = Q2, dinamicka jednacina >" Fr + I = 0 i energetska F; = E; + AFE.
Medutim, ove tri jednacine nisu nezavisne. Energetska jednacina se moze
dobiti kao kombinacija prve dve, mnozenjem dinamicke jednacine brzinom,
koja se dobija iz jednaéine kontinuiteta?2.

Prilikom resavanja zadataka tecenja u cevima, uobicajeni postupak je da
se prvo napise onoliko energetskih jednacina, koliko ima moguéih puteva za
fluidni deli¢ i da se sa jednacinom kontinuiteta nadu odnosi brzina, ukoliko

22Cinjenica da je koli¢ina kretanja pomnoZena sa brzinom jednaka mehanickoj energiji
je iskorigéena u poglavlju 4.6.2 Jednoéine mehaniéke ¢ toplotne energije prilikom izvodenja,
jednaéine (4.104).
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dolazi do promene preseka fluidne struje. Iz te dve jednacine se racunaju
brzine i protoci, a zatim se, ako to zadatak trazi, primenom dinamicke
jednacine, odrede sile na konturu.

Prilikom izvodenja jednacina odrzanja mase, koli¢ine kretanja i mehani-
¢ke energije, korigéeni su jednostavni ilustrativni primeri. U ovom poglavlju
ée se dati jos nekoliko primera primene energetske i dinamicke jednacine, kao
i primer koji je mogudce resiti i pomodéu energetske i dinamicke jednacine, ali
se dobijaju razlicita resenja.

7.3.1 Primeri primene energetske jednacine
7.3.1.1 Cevi sa razli¢itim precnicima

Dva rezervoara (A i B) su spojena pomoéu cevi, koja je u prvom delu
prec¢nika d a u drugom veceg pre¢nika D. Treba odrediti protok i brzine kroz
cevi ako su dati sledeéi podaci: duzine cevi Ly, Lo, precnici cevi d, D, koefici-
jenti trenja A, Ag, koeficijenti gubitka energije &, £pr kao i pijezometarske
kote I14,IIg. Naci mesto u cevi gde se ostvaruje najnizi pritisak i izracunati

ga.

REeZervoar /A

Slika 7.20: Dva rezervoara spojena cevima razli¢itog preénika - pijezometar-
ska i energetska linija
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Odredivanje protoka: Na slici 7.20 su prikazani rezervoari i cev koja
ih spaja. Postavlja se energetska jednadina za preseke kroz rezervoare A i B:

Vi Vi
Es=Ep+AFEs_ g = HA—I-%:HB—F%—I-AEA_B

Kako su preseci A i B u rezervoarima, brzina vode se moZe zanemariti pa je
Va4 = 01 Vg = 0. Gubici energije se pisu pratedi kretanje fluida od preseka A
do preseka B:
VE L V{ V3 Ly V§ |43
AEA p=¢u—+M——+ =+ ="+, —= 7.24
A-B = &ul 20 T 3 §PR29 2D 29 §iz 2 (7.24)
Kada je ulaz cevi u rezervoar potopljen, uvek se javlja gubitak energije
od &, = 1,0 (poslednji ¢lan u jednacini). Taj koeficijent se po pravilu ne
pise pored slike.
Nepoznate veli¢ine su brzine u cevima V7 i V. Iz uslova da je protok
konstantan (jednacina kontinuiteta) dobija se odnos brzina:
d?n D?r D?
ViA i =VAy = Vi—=Vo—— = Vi=Vo—
1411 2412 1 4 2 4 1 2 d2
Kada se izraz za V7 iz jednacine kontinuiteta uvrsti u energetsku jednaci-
nu, reSavanjem se dobija brzina vode u cevi V5. Na osnovu nje se dobija
protok u cevi i brzina u drugoj cevi:

Q =V24; Vi=Vo—

Za crtanje energetske i pijezometarske linije potrebno je prvo izracunati
sve pojedine ¢lanove iz izraza (7.24). Za usvojenu razmeru treba nacrtati
liniju energije, poc¢ev od rezervoara A do rezervoara B (slika 7.20, ispreki-
dana linija). Pijezometarska linija se crta ispod energetske za odgovarajuéu
brzinsku visinu. Kako je brzina V7 veda od brzine V3, pijezometarska kota
ée se povedati kod prosirenja cevi.

Odredivanje minimalnog pritiska: Visina pritiska je rastojanje izme-
du ose cevi i pijezometarske kote. Ako je pijezometarska kota ispod ose cevi,
tada je pritisak negativan. Sa slike 7.20 se vidi da je minimalan pritisak u
cevi na mestu pre prosirenja, gde je [Ipg. Da bi se odredila kota I1pg, treba
postaviti energetsku jednadinu od preseka A do PR:

VE VE \ L Vf)

Es=Epr+AEs pr = lpp=Ia— |- +éus + M~ >
2g 2g d 2g
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Na osnovu izracunate pijezometarske kote Il pg pritisak se ra¢una upotre-
bom osnovne jednacine hidrostatike:

ppr = pv9 (IIpr — 2PR)

Iz definicije pritiska p = Dgbs — Patm 1 Ogranicenja da je apsolutni pritisak
uvek vedi od nule, sledi da izracunati pritisak mora biti23 ppr > —Patm.

7.3.1.2 Nepotopljeno isticanje kroz mlaznik za ventilom

Cev konstantnog preénika d se zavriava mlaznikom (naglo suzenje sa
pre¢nika d na preénik d,,;), slicno kao u primeru na slici 7.18, ali se sada na
cevi nalazi i ventil kojim se regulige protok (slika 7.21).

Fres.

Slika 7.21: Isticanje iz rezervoara sa nepotopljenim izlazom kroz mlaznik i
sa ventilom za kontrolu protoka

Data je pijezometarska kota II4, kota cevi z..,, precnik cevi d, duzine
Li i Ly, kao i lokalni gubici energije na ulazu u cev &, i na mlazniku
&mi- Potrebno je odrediti gubitak energije na ventilu &, tako da citanje
na manometru, koji se nalazi na koti z,,, bude py,.

Odredivanje protoka: Za datu kotu i pritisak na manometru, moguce
je odrediti pijezometarsku kotu manometra:

1_[m = Pm + 2
Pg

Ta pijezomatarska kota je ista kao i pijezomatrska kota tecénosti u cevi
precnika d, u preseku M gde je spojen manometar. Postavlja se energet-
ska jednacina od preseka M (gde je nepoznata brzina u cevi V;) do izlaza

230bi¢no se uzima da je atmosferski pritisak pasm = 100 kPa.
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iz mlaznika (gde je nepoznata brzina V;,;) a pijezometarska kota je jednaka,
polozajnoj koti Iy = 2 (posto mlaz izlazi slobodno u atmosferu, pritisak
u preseku je nula):

V2 V2
Evy=En+AEy _m = HM+%—H +2’ZI+AEM —ml

Gubici energije izmedu ova dva preseka su trenje na deonici L3 i gubitak na
mlaznici:

AEM_m = /\?2— + &m, e

Vezu izmedu dve nepoznate brzine V; i Vj,;; daje jednacina kontinuiteta:

A d \?
‘/iAl = leAml = le Vi =5
Aml dml
pa se resavanjem energetske jednacine dobija brzina Vi, a iz jednacine kon-
tinuiteta, brzina V; i protok Q.

Odredivanje koeficijenta gubitka energije na ventilu: Postavljase
energetska jednacina od preseka A u rezervoaru do preseka M gde je spojen
manometar2*

2
VA Ve

= Iy + - —I—AEAM

Ea=FEy+AFEapy = IIa+
29 29

Uz pretpostavku da je brzina u preseku A zanemarljiva, ukupna energija u
preseku A je jednaka samo pijezomatrsko]j koti II 4. Gubici energije izmedu
preseka A i M su gubitak na ulazu u cev, trenje na deonici L;, gubitak na
ventilu i trenje na deonici L:

V2, Li+ Ly V2 V2
AEa_pm = &dTZ /\1d21 €v

gde su gubici na trenje u cevima 1 i1 2 odmah sabrani jer su isti precnici i
koeficijenti linijskog trenja.

Kada se sredi energetska jednacina, ostaje nepoznat samo trazeni koefi-
cijenat gubitka energije na ventilu &;2°

24Mogude je postaviti i energetsku jednadinu od rezervoara do mlaznika, jer su poznate
pijezometarska kota izlaza i protok.

25Vrednost koeficijenta &, zavisi od stepena otvorenosti ventila i njegove konstrukcije.
Za, potpuno otvoren ventil £, ima vrednost izmedu 0,5 i 5, dok sa zatvaranjem ventila £,
naglo raste. Kada je ventil skroz zatvoren, protok je nula, pa je £, beskonaéno veliko.
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Pri crtanju F i II linija, treba voditi racuna da nagib E linije predstavlja
trenje. Za cevi L; i Lo koje su istog precnika i koeficijenta A, energetske
linije moraju biti paralelne. Takode, na crtezu moraju lokalni gubici energije
i brzinske visine biti u razmeri. Na primer, samo posmatrajuéi sliku 7.21,
moze se proceniti koliki je koeficijent gubitka energije na ventilu &,: ako se
razmak izmedu FE i II linije kod ventila uzme kao jedinica mere, i ako se
proceni da je “pad” energije na ventilu 4,5 puta veéi od tog razmaka, dobija

se da je £, = 4,5.

7.3.1.3 Rac¢vanje fluidne struje

Iz rezervoara A izlaze dve cevi istog preénika d i datih duZina. Cevi se
spajaju u trecu cev veceg precnika D i duzine Lg. Mlaz iz trece cevi izlazi
slobodno u atmosferu. Odrediti protoke i brzine za sve cevi.

L1

Slika 7.22: Primer isticanja kroz dve cevi koje se nizvodno spajaju u jednu

Na slici 7.22 je prikazan sistem, sa poznatim podacima. Slic¢an primer je
vec raden u poglavlju 4.6.6.1, na strani 174. Tamo je zaklju¢eno da u slucaju
racvanja fluidne struje treba pisati onoliko energetskih jednacina koliko ima
mogucih puteva za fluidni delié?®,

Energetska jednacina za donju cev (u kojoj je brzina V;), od rezervoara A

26Prilikom pisanja jednagine, medutim, moraju se unapred znati pravci teéenja. U nekim
zadacima nije mogudée unapred znati tadan pravac pa se moze desiti da se dobije kao resenje
negativna brzina (ili protok). U tom sluéaju treba ponoviti prorafun sa korigovanim,
Ispravnim simerom tecenja.
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do izlaznog preseka 3 je:

2
Vi H3+V—3+AEj%g = HA_szr‘z/ + AES
g

4
* a9 29 29

gde je stavljeno da je brzina u rezervoaru A nula, a pijezometarska kota u
izlaznom preseku 3 jednaka polozajnoj koti cevi zeey. Gubici duz donje i
zajednicke cevi su:

Lo
+ &1+ A

d

L L¢\ V2
A = (2s 2 )12

Ls V
+ &k + Aa—- >—+<§R+ DL %

d / 2g
Za tok fluida kroz gornju cev (u kojoj je brzina Va) pise se druga ener-

getska jednadinas:

2
VA H3+Vi+AEiT§ = HA—zce'u+‘2/ + A gorg
g

4
* a9 29 29

|Z3 Vi
+ &3+ Mg d) 2g <§R+}\DD> %

U napisanim dvema energetskim jednac¢inama, nepoznate su tri brzine

Ly
MBS = (6ut g

Vi, Vo i V3. Jednacdina kontinuiteta je treéa jednacina koja ée povezati ove
brzine:
d’n d’n D?r

Q+Q2=Q3 = V14 V2 —VE*,—

Sistem od tri jednacine se najlakse resava oduzimanjem dve energetske
jednacine, ¢ime se eliminige brzina V3, odnosno, posredno se postavlja uslov
da je ukupan gubitak energije od rezervoara do racve isti za obe cevi.

Prilikom crtanja dijagrama, (slika 7.22) treba odvojeno nacrtati linije za
donju i gornju cev. Enegretske linije dve cevi treba da se spoje u zajednickoj
tacki B i odatle se crta energetska linija za treéu cev. U preseku 3 energetska
linija ostaje za brzinsku visinu iznad ose cevi.

7.3.2 Primer sa dinamickom jednac¢inom
7.3.2.1 Odredivanje sile na zatvarac

U cevi precnika D = 250 mm postavljen je leptirasti zatvarac. Pri
protoku @ = 100 L./s i otvorenom zatvaracu, nivoi u pijezometarskim cevima
u presecima 1, 21 3 su II; = 10,2 m, Il = 10,0 m i II3 = 9,5 m. Kolika je sila
kojom fluid gustine p = 1 kg/dm3 deluje na zatvara¢ u njegovom otvorenom
polozaju? Koliki je koeficijent gubitka energije na zatvaracu £77
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Slika 7.23: Primer isticanja kroz dve cevi koje se nizvodno spajaju u jednu

Na slici 7.24 levo je izdvojen deo cevi izmedu preseka 2 i 3, sa ucrtanim
silama koje deluju na masu fluida izmedu ta dva preseka. Postavljanjem
dinamicke jednacine za konac¢nu zapreminu izmedu tih preseka moze se sra-
cunati gila F, gila kojom fluid deluje na zatvarac:

SP+Y I4+T+K=0 = F=-K=> P+> I+T

S obzirom da je cev konstantnog preseka i bez usputne promene protoka,
inercijalne sile I i I3 su istog intenziteta i pravca, a suprotnog smera pa se
medusobno potiru. Na osnovu datih pijezometarskih kota u presecima 2 i 3
moguce je sracunati sile pritiska:

P, = piA=pg(ll;— ZFYA=2,408 kN (ZT =5m)
Ps = plA=pg(ll3—ZI)A=2,167kN (Zf =5m)

Sila trenja za istu duzinu cevi od 10 m, moze se odrediti iz datih podataka
za preseke 11 2, postavljanjem dinamicke jednacine za ova dva presekas:

T12 =To3 = (PL— P2) = pg(Il; — 1I2)A = 96,31 N
Ukupna sila na zatvarac je:
F =P, — P3s—T3=0,144 kN

Do istog rezultata se moze dodi ako se uoci da je za pad pijezometarske
kote od preseka 1 do 2 All;_o = 0,2 m odgovorno trenje a za pad od preseka 2
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Slika 7.24: Proracun sile na zatvaraé - korigéenjem dinamicke jednaéine

do 3 Alls_3 = 0,5 m su odgovorni trenje i gubitak energije na zatvaracu.
Na osnovu toga, sledi da je pad pijezometarske kote samo usled zatvaraca
Allz =0,5 - 0,2 = 0,3 m pa je sila na zatvarac:

F = pgAllzA = 0,144 kN

gde je A povriina popreénog preseka cevi. Ako se dobijena sila podeli sa
zaustavnim pritiskom (7.18) i povréinom popretnog preseka, dobija se koefi-
cijent sile (5.12):

Cp = . F :PfAHZA:2gAHZ:1742
2 2 V2
2 VA ) V<A

Pad energije na zatvaracu se moze napisati u obliku proizvoda brzinske
vigine 1 koeficijenta lokalnog gubitka energije, pa se dobija:

v? Allg
AE; =Ally; =€é;— = =2
A z=¢&z 29 §z=2g 2

da je koeficijent lokalnog qubitke energije na zatvaradéu w stvart koeficijent

= Cp = 1,42

sile koju zatvara¢ prima od fluida.

7.3.2.2 Naglo prosirenje cevi - Bordina teorema

Prema Bordinoj?’ teoremi, prilikom naglog progirenja fluidna struja se u
potpunosti odlepi od prosirenog preseka 1’ (slika 7.25) i vrtlozi kod progirenja

?"Jean Charles Borda (1733 - 1799), francuski matemati&ar, kao vojnik uestvovao je u
naucnim i istrazivackim pohodima, a u americkom ratu za nezavisnost je imao zapaZenu
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prenose nigki pritisak koji je vladao u suzenom preseku 1.

Na osnovu pretpostavke, u prese-
ku 1 sila pritiska se moze izracunati
kao pritisak iz preseka 1 pomnozen sa
presekom 1’ (odnosno, sa presekom 2)
P, = p1As. Ostale sile na masu flu-
ida izmedu preseka 1 i 2 se racunaju
na klasi¢an nacin: sila pritiska u pre-
seku 2 je P, = pyAs, inercijalne sile u
presecima su I; = pQVi i Iy = pQV,
a komponenta sile tezine u pravcu toka
je Gz = pgAa(z1—22) (premajednadini
Slika 7.25: Sila usled naglog (6.2)). Uz uslov da na delu od 1 do 2
prosirenja cevi ne deluje sila trenja, dinamicka jednaci

na daje ravnotezu sila u pravcu toka:

As(pr — p2) + pgAa(z1 — z2) + pQ(V1 — Vo) =0

Zamenom @ = V2A,, deljenjem jednacine sa (pgAs) i stavljanjem pi-
jezometarskih kota umesto zbira visina pritisaka i polozajnih kota, dobija
se:

2
M 11, = Y2 112 (7.25)

g g
Ako se za preseke 11 2 postavi energetska jednadina, gde kompletan gu-
bitak energije odlazi samo na loklani gubitak ulsed prosirenja fluidne struje,
dobija se:

2 2 2 2
e % ap o apem m ¥
29 29 29 2

StavljajuéiIly i I3 iz dinamicke jednacine (7.25) u energetsku, dobija se:

v VR (M-W)? . W
= — + o 7—§PR—

AE — =
g g 29 2g 29 29

(7.26)

Sredivanjem je dobijen poznati izraz kojim se analiticki odreduje lokalni
gubitak energije u naglom progirenju.

ulogu. Bavio se mehanikom fluida, proucavajuéi kretanje brodova, topovskih granata, rad
pumpi i sliéno. Konstruisao je instrumente kojima je premerio duzinmu meridijana i napravio
je poznate trigonometrijske tablice. Bio je veliki zagovornik decimalnog radunskog sistema.
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7.3.3 Dinamicka ili energetska jednacina?

Na slici 7.26, prikazana je raéva koja se nalazi u horizontalnoj (X, Y)
ravni. Iz racve izlaze dva mlaza vode slobodno u atmosferu. Potrebno je
naéi silu fluida na kraj cevi (presek 4) ako se zanemare gubici energije (slika
7.26). Preénici cevi su takvi da su odnosi proticajnih povriina A; = Ay,

A=Ay + Az i Ay = As.

=
Dinamicka jednacina: Iz jednacine R il
kontinuiteta ;1 = @2 + @3 i datog J
odnosa povrsina poprecnih preseka | || s—p

dobijaju se brzine: T L —

V1= V2 = V3 odnosno @2 = Q3 ‘\ ....I 4
U presecima 2 i 3 je pritisak nula, jer T I
mlaz slobodno izlazi u atmosferu, pa
su sile pritiska u njima:

Slika 7.26: Da li se zadatak resava
primenom dinamicke ili energetske
P=P=0 jednacine?

Posto se presek 1 nalazi blizu preseka 2 1 3, moze se uzeti da je i u njemu
pritisak nula, pa je:
pr=0 = P =0

Na osnovu dinamicke jednacine, dobija se resenje za silu fluida na kraju
cevi:

F=I=pQV; = pViA

Energetska jednac¢ina: Da bi se nasao zaustavni pritisak u preseku 4
postavlja se energetska jednacdina izmedu preseka 1 i 4, uz zanemarivanje
gubitaka energije:

Vg VP
EBi=T1+-1t=-L
! 1+2g 2g P4_V12 . _V42_ _
V2 pyaicys jer su H1—2——z4—0
E4:H4+—4=p—4+Z4 Py g g
29 pg

Na osnovu energetske jednacine, dobija se resenje za silu fluida na kraju
cevi:

1
F =pA; = 59V12A1
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Komentar dobijenih resSenja: Izracunata sila na osnovu energetske
jednacine je duplo manja u odnosu na vrednost dobijenu upotrebom di-
namicke jednacine. Koje regenje je tacno?

cine je &to nije uzeta u obzir i kon-
turna sila kojom voda deluje na na-

J Tac¢no resenje daje energetska jed-
J::::: { = 1, nacina. Greska kod dinamicke jedna-
« =
= e . je
glavke (dve sile F,, na slici 7.27).

50 5

: e~ Posto tu dolazi do skretanja struje,
| i
- ~T - ) mora postojati 1 odgovarajuéa kon-
turna sila.

Slika 7.27: Da bi se zadatak
resio primenom dinamicke jednacine
treba uzeti u obzir sve sile

7.4 Hidraulicke masine

U dosadasnjim razmatranjima bilansa mehanicke energije izmedu dva
preseka, postovana je pretpostavka da je granica strujnog polja nepokretna.
Normalna konturna sila N koja postoji pri svakom poremecaju fluidnog toka
(slika 7.28 levi deo) zbog nepokretnosti konture ne daje rad, pa i ne ulazi
u energetski bilans, odnosno, ne postoji razmena energije izmedu konture i
fluida.

I ---1-'=f'-i'|.--'-' 1 Eorura 2t I Fokretrna kontura kEaja
ne Adje fitl trosi ras Adje ili oduzira rad kortrs)
- Ly i T —. = | B
_ 1 I 1
N i | : | s
L " Cerr—rl, e
: ) &5 eggien
{-.,_.....“m,m'- - ST, o]
< H i
- I | T . i

Slika 7.28: Kod nepokretne konture nema razmene rada (levo); da bi se
povecala ili smanjila energija toka potrebno je da se deo konture pokrece
(propeler na desnoj slici)
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Da bi se predala ili oduzela mehanicka energija fluidnoj struji, mora pos-
tojati deo konture koji se pokreée. Na desnom delu slike 7.28, pokretna
kontura je predstavljena kao propeler: ako se sa spoljne strane dovodi rad,
povecavade se ukupna mehanicka energija fluida, a ako fluidna struja okreée
propeler i obavlja neki rad (na primer, proizvodi struju ili melje zito), sman-
jivade se ukupna mehanicka energija. U energetskoj jednacini (7.17) (datoj
na strani 303), napisanoj za preseke 1 i 2, efekat povedanja ili smanjenja
energije se moze jednostavno obracunati kroz dodatni ¢lan?3:

Ei1=E;+AE1 2+ Ey

gde je E)s energija po jedinici tezine fluida koju preda ili preuzme hidraulicka
masina.

Sve hidraulicke magine mogu se svrstati u dve velike grupe: pumpe (ili
crpke), koje dodaju energiju fluidnoj struji (—FE}p) i turbine, koje oduzi-
maju energiju fluidnoj struji (+Fps) i pretvaraju je u neki drugi vid ener-
gije. Hidraulicke masine su veoma slozene masgine i detaljno se izucavaju
na Masingskom fakultetu. U okviru kursa Mehanika fluida nece se ulaziti
detaljno u proces razmene energije, veé ée se samo posmatrati ukupni uticaj
magina na fluidnu struju kroz ¢lan £FE)y.

7.4.1 Pumpe (crpke)

Pumpe su hidraulicke magine koje dodaju energiju fluidnoj struji. U
najveéem broju slu¢ajeva, pumpe koriste elektri¢nu energiju koju pretvaraju
u mehanicku (rotacije ili pokretanja klipa) i tu mehanicku energiju predaju
fluidnoj struji.

Pumpe se u vodovodnim sistemima najcesée koriste da “podignu” vodu
sa nizih kota na vige. Na slici 7.29, prikazan je jedan od ¢estih hidrotehnickih
problema: kako dopremiti do naselja vodu sa zahtevanim pritiskom? Ako je
izvoriste na visim kotama (rezervoar A), problem se svodi na dimenzionisanje
cevovoda tako da se sa izabranim pre¢nikom dovede trazeni protok uz gubitke
energije jednake 4 — Egrap. Ako se naselje snabdeva iz bunara ili sa
izvorista koje se nalazi na koti Ep, potrebno je pumpom dodati energiju
Ecrap — EBp, alii deo energije, koji ée se izgubiti na trenje (a taj deo zavisi
od izbora preénika i vrste cevovoda). Stavljanjem cevovoda manjeg preénika,
ustedece se na cevovodu, ali ¢e to zahtevati “jacu” pumpu i samim tim, veée
trogkove rada.

28U poglavlju 4.6.3 Resenge integralne jednaéine odrianja energije za ustaljeno tedenge
homogenog fluide v cewi se slidnim razmatranjem takode doslo do jednadine (4.121)
(strana 173) u kojoj se dodatni rad pumpe pripisuje kao energija po jedinici teZine.
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Erergija na raapelaganju j marja
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Slika 7.29: Kako dopremiti vodu u grad: a) iz rezervoara koji se nalazi iznad
grada i b) iz rezervoara koji se nalazi ispod grada

Na slici 7.30, prikazan je uproséen sistem, u kome pumpa dodaje taman
onoliko energije koliko je potrebno da kroz cevovod tece trazeni protok Q.
Iz nacrtanih pijezometarskih i energetskih linija, mogu se definisati osnovni
pojmovi:

¢ HgEo - geodetska razlika izmedu pijezometarskih kota u rezervoarima
AiB

e H, - energija po jedinici tezine, koja se mora dodati fluidu da bi se
zahtevani protok () “prebacio” iz rezervoara A u rezervoar B. Ta visina

se Gesto naziva visina dizanja pumpe®® i izrazava se u metrima [m].

Visina dizanja pumpe je jednaka zbiru svih gubitaka energije AEA_p i
geodetskoj razlici Hgrpo. Ako su preseci 1 i 2 preseci ispred i iza pumpe,
tada se moze napisati3’:

H,=FEy—FEi=Hggo + AEs_p=FEp—FEs+AFEs_pB

2®Na Gradevinskom fakultetu pumpa se izuéava samo kao jedan u nizu elemenata koji
¢ine vodovodni sistem, pa se ufinak pumpe meri “visinom dizanja”, odnosno, onime $to
pumpa preda sistermu. Sa stanovi$ta pumpe, cevovod i voda u njemu su nesto $to “je
muéi”, nefto $to ona treba da savlada i podigne na odredeni nivo. Zato se na Masinskom
fakultetu visina dizanja pumpe &e&ée zove napor pumpe.

30Relativno éesta gregka je da se visina dizanja pumpe rafuna iz razlike pijezometarskih
kota II2 — I a ne iz razlike energetskih. Pumpa dodaje energiju, a na primeru 7.30 se
lepo vidi da ne moraju biti isti prefnici cevi ispred i iza pumpe, pa ni brzinske visine.
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[}

Slika 7.30: Pijezometarska i energetska linija za slucaj kada se pumpom
prebacuje voda iz rezervoara A u rezervoar B

pa je energetska jednacina od rezervoara A do rezervoara B:
Ep,=Ep+AFE s _p— H,

Energija (u dzulima) koju pumpa preda fluidu je jednaka visini dizanja
pomnozenoj sa tezinom “podignute” vode u periodu At:

Ep = H,G = H,QAt pg [J]

Snaga. koju fluid primi od pumpe je:

E
N =2 =pgQH, [W (7.27)

Za izbor odgovarajuce pumpe treba izracunatinjenu snagu, u jedinicama
[W]. Zbog gubitaka energije u toku konverzije iz pogonske energije (obi¢no
elektri¢ne) preko mehani¢ke u korisnu energiju, koju primi fluid (7.27), po-
trebna stvarna snaga pumpe Np, veca je od snage koju primi fluid za stepen
iskorigéengo n3t:

N, = nlng H, (7.28)
p

318tepen iskoriféenja n se éesto zove i koeficijent korisnog dejstva, skradeno KKD.
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Koeficijent korisnog dejstva
~ | 1, obuhvata ceo agregat (pumpu
i motor) i uvek je manji od 1,0.
' Kod manjih pumpi vrednosti su

+os 2| oko n, & 0,6 — 0,7 a kod vecih
i | pumpi moze biti i 7 ~ 0,8 —
0,85.

: Pumpe su sloZzene masine ¢i-
L | je karakteristike (snaga, visina
dizanja i stepen iskorigdenja) za-
vise od radnih uslova H, = f(Q),
N, = £(Q) i p = £(Q). Proiz’
vodaci pumpi daju te karakte-

Slika 7.31: Proizvodaci pumpi karakteris-

tike daju u formi standardnog Q/H di- ristike u formi dijagrama, kao

jagrama, sa ucrtanim stepenom korisnog Q-H krive (slika 7.31). Problem
dejstva np uklapanja pumpe u sistem, uk-

lapanja vige pumpi u zajednicki

rad i izbor optimalnih veli¢ina
ée se detaljnije obradivati na predmetima koji se izucavaju na visim godi-
nama smera za Hidrotehniku.

7.4.2 Turbine

Turbina je hidraulicka masina koja oduzima energiju fluidnoj struji i
pretvara je prvo u mehnic¢ku a najéesée zatim u elektriénu energiju. Na
slici 7.32, prikazana je tipi¢na situacija, u kojoj se voda iz visokog rezervoara,
dovodi do turbine, tako da se relativno malo energije potrosi na linijske i
lokalne gubitke, kako bi turbina iskoristila svu preostalu energiju.

Velicina H saslike 7.32 se naziva pad turbine i ona se racuna iz jednacine:

Hr=F,—E;=Es—Ep—AFEjs B

Na slici 7.32, nacrtan je slu¢aj kada je nizvodni rezervoar (odnosno jezero)
odmah pored turbine. Tada se obi¢no kao nizvodni presek 2 uzima presek
u rezervoaru B, a svi gubici energije od turbine do preseka B (uklju¢ujudéi i
gubitak od jedne brzinske visine na ulazu u rezervoar) pripisuju se koefici-
jentu korisnog dejstva turbine. Na drugoj slici 7.33, prikazan je slu¢aj kada
nizvodno od turbine postoji cevovod, pa su preseci ispred turbine 1 i iza 2
jasno razdvojeni od preseka kroz rezervoare A i B.
Energija (u dzulima) koju voda preda turbini je:

Et = Hr pgQrAt [J]
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T i, oo iy b
(N o e R )

Slika 7.32: Pijezometarska i energetska linija za slu¢aj kada se na samom
kraju cevovoda nalazi turbina, pa gubici od nizvodnog preseka 2 do rezer-
voara (jezera) B se pripisuju koeficijentu korisnog dejstva np

pa je “oduzeta snaga’” fluida iz fluidne struje:

E
Nr = A—“; = pgQ Hr [W] (7.29)

Turbina primi manju snagu za stepen iskoriséenja (ili koeficijent korisnog
dejstva) nr:

Er _

Koeficijent korisnog dejstva turbine nr uvek je manji od 1,0 i ima vred-
nosti u opsegu nr ~ 0,75 — 0,93. Po pravilu, sto je veéa turbina, to se vise
paznje posvecuje pravljenju same magine i njenom uklapanju u sistem, pa je
vedi i koeficijent 7.

Snaga turbine direktno zavisi od pada turbine H7. Sa slike 7.33, vidi
se da je teorijski najveéi mogudi pad turbine jednak razlici kota uzvodnog i
nizvodnog rezervoara (jezera). U realnim uslovima, pad turbine je manji i
dobija se iz energetske jednacine:

Nt = nrpgQ Hr [W] (7.30)

Eo=Eg+ AEs_ g+ Hr
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Slika 7.33: Pijezometarska i energetska linija za slu¢aj kada se nizvodno od
turbine nalazi cevovod

Vs

L1 V# Ly V
11+A 22+£’Lzlg

+H
D129 @ "?Dy2 T

VE
HA_HB+§ul '19+A

odakle se vidi da pad turbine Hp zavisi i od linijskih i lokalnih gubitaka
energije:
2
Hr ~Tla~Tlp - 3= (eu+ M3 | - ‘2/; (g +

Iz dobijene jednadine sledi da, ukoliko su brzine V7 i V5 male, pad turbine
se priblizava teorijskoj vrednosti 114 — IIg. Pri istom protoku pad turbine
ée biti vedi, pa samim tim i dobijena snaga. Sa druge strane, da bi se
postigle male brzine, neophodno je praviti cevovode (i ¢esto tunele) velikih
prec¢nika, §to znatno povecava troskove izgradnje. Dimenzionisanje sistema
sa turbinom, stoga, po pravilu podrazumeva detaljnu tehno-ekonomsku ana-
lizu trogkova izgradnje sistema i kasnijih dobiti u toku eksploatacije.

7.4.3 Reverzibilne masine

Hidraulicka masina predaje ili oduzima energiju fluidu. Tehnicki je
moguée napraviti hidraulicku masinu koja moze da radi i kao pumpa (kada
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je pokrede elektro motor) i kao turbina (kada voda pokreée elektromotor koji
radi kao generator), pri ¢emu ostali delovi sistema ostaju isti.

—
[1s=E
=z

if

2L ETVOAD A Me, m
Slika 7.34: Reverzibilne magine mogu da rade kao pumpe i kao turbine
Na slici 7.34, prikazana je sematski reverzibilna hidraulicka magina sa dva

rezervoara. Kada magina radi kao pumpa, u sistem se ulazu visina dizanja
H, isnaga Np:

1
HPZEB—EA—I-AEA_B Np= ﬂ_ngHp
p
a kada radi kao turbina, sa istim protokom () dobijaju se pad turbine Hr i
snaga Nt:
Hr =Ep—FEs—AEp o  Nr=9rpgQ Hr

Odnos realizovanih snaga turbine i pumpe je, uz pretpostavku da se nivoi
u rezervoarima kroz vreme ne menjaju:

Nr _ nrpgQ Hr _ All - AFEB_a

= < 1 7.31

Clan sa desne strane izraza je proizvod tri broja manja od 1: dva koeficijen-
ta korisnog dejstva (uvek manji od 1) i razlomka &iji je imenilac uvek vedi
od brojioca. 1z jednatine (7.31) sledi da je snaga koja se dobija na turbini
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uvek znatno manja od snage, koja se ulaze u podizanje iste koli¢ine vode
pumpom.

Kako je rad reverzibilnog postrojenja uvek sa energetskim gubitkom,
pitanje je zasto se takva postrojenja prave? Ako se umesto energetskog
bilansa (7.31) napravi finansijski bilans, dobija se odnos prihoda i rashoda:

Prihod = SiEx _ GilNTTy

(7.32)

C:Ep,  CoN,T,

gde su C] i C> cene struje u periodu
kada postrojenje radi kao turbina i
kao pumpa, a T i T}, vremena rada
postrojenja. Cena elektri¢ne ener-
gije je promenljiva kroz vreme, pri
¢emu se menja i u toku jednog dana
(nocu je jeftinija a danju skuplja, sli-
» | ka 7.35) a i sezonski (zimi kada ener-
s < T(satl) | gije nema dovoljno na trzistu cena je
viga). Ako se u periodu niske cene
struje pumpom podigne odredena za-
premina vode ¥ u rezervoar B, a u
periodu skupe struje se ta ista kolici-
na vode iskoristi za proizvodnju znatno skuplje energije, moze se postiéi da
ukupan prihod postrojenja bude veéi od 1.

Pored finansijskog efekta, reverzibilno postrojenje predstavlja i faktor

Slika 7.35: Tipican dnevni dijagram
zahteva za elektricnom energijom

sigurnosti za energetski sistem neke zemlje. U periodu kada ima vise ener-
gije u mrezi, prepumpavanjem vode na visu kotu vrsi se “akumulisanje”
elektri¢ne energije. U periodu velike potrosnje, ta “sacuvana’” energija moze
da se plasira u mrezu, ¢ime se ¢uva energetski sistem od raspada.
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Tecenje u otvorenim
tokovima

Otvoreni tok je takvo kretanje te¢nosti, pri kome je njena gornja povrsina,
u kontaktu sa gasom umesto sa ¢vrstom konturom, i u kome je dinamicki
uticaj tog gasa na tecnost zanemarljiv. Otvoreni tokovi su iskljuéivo vezani
za tecnosti, pa se umesto strujenje fluzde govori o telenju, a u najvecem
broju slu¢ajeva se posmatra tecenje vode, koja je u kontaktu sa atmosferom.
Primeri otvorenih tokova su svuda oko nas: tecenje vode u reci, potocima,
vestackim kanalima i akvaduktima, koje su pravili jos stari Rimljani, kisnim
kolektorima, tunelima kod hidrocentrala, kanalima za navodnjavanje i od-
vodnjavanje i sli¢no.

Osnovne jednadine kojima se resavaju otvoreni tokovi su iste kao i jedna-
¢ine korigcene za proucavanje tecenja u cevi: jednacina kontinuiteta, di-
namicka i energetska jednacina. Medutim, otvoreni tokovi su dosta kom-
plikovaniji od teéenja u cevi, jer kod njih proticajni presek nije unapred
poznat, pa je mogudée da voda pri istom protoku tecée sa manjom ili veCom
dubinom. Da bi se odredila dubina u nekom preseku, pored tri spomenute
jednacine potrebno je poznavati jos 1 uzvodne i nizvodne granic¢ne uslove kao
i nac¢in kako ti uslovi uti¢u na trazeni presek.

U nastavku ove glave, prvo ¢e se dati uslovi pod kojima ée vaziti izve-
dene jednacine, pri ¢emu se izucava samo ustaljeno tecenje u prizmati¢nim
koritimal. Zatim ée se definisati karakteristi¢ne dubine (normalna, kriti¢na,
spregnute dubine), koje odreduju karakter toka i nacin njegovog reagovanja
na grani¢ne uticaje. Pomocu tih dubina ¢e se analizirati moguéi oblici linije

'Neustaljeni rezim kao i tefenje u prirodnim, neprizmatiénim koritima se izudava na
kasnijim godinama hidro smera.

335
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nivoa duz kanala konstantnog nagiba (nejednoliko tecenje) i uticaj pojedinih
kontrolnih preseka na tok.

8.1 Pretpostavke i uslovi za izvodenje jednacina

U proucavanju otvorenih tokova vaze sve pretpostavke koje su vazile i
za oblast te¢enja u cevi (poglavlje 7.1, Pretpostavke i uslovi za izvodenje
jednadina):

¢ Tok je linijski, u pravcu x; i proucava se samo u kontrolnim presecima,
u kojima te¢enje mora biti paralelno i upravno na tok.

e Fluid je te¢nost, koja je kontinualna i nestisljiva. Kontakt teénosti i
vazduha se zove slobodna povrsina i pretpostavlja se da je u jednom
popre¢nom preseku uvek horizontalna.

e Od sila, u obzir se uzimaju tezina (zapreminska sila), sila pritiska, sila
trenja i konturna sila, ako dolazi do nagle promene geometrije kanala
(povréinska sila).

e Razmatra se samo ustaljeno tecenje, tj. sve velidine su nepromenljive
kroz vreme. Takode, izucavacée se samo slucaj kada je protok duz
kanala konstantan, dok se dubine (pa i brzine) duz kanala mogu men-
jati (nejednoliko teéenje gde je Oh/0x1 # 0) ili biti konstantne (jedno-
liko teéenje sa h = Const. odnosno 0h/0z1 = 0).

e Rezim tecenja je razvijeni turbulentan, sa konstantnim koeficijentom
trenja i sa kvadratnom zavisno&éu gubitka energije od srednje brzine.
Ova pretpostavka je u najvecem broju slucajeva ispunjena. Lami-
narno tecéenje se retko ostvaruje kod otvorenih tokova i uglavnom je
povezano sa kretanjem veoma viskoznih fluida u tankom sloju po nag-
nutoj povrsini. Kritiéna vrednost Rejnoldsovog broja je kao i kod
tecenja kroz cevi Regr = 2000, samo se umesto prec¢nika cevi D ko-
risti 4R gde je R hidraulicki radijus.

Pored ovih pretpostavki, prilikom izvodenja dinamicke jednacine pret-
postavide se da je kanal prizmotiéan: izgradjeni popreéni presek duZ cele
deonice kanala je isti, nema usputne promene poprecnog preseka mada se
dubina vode u kanalu moze menjati (slika 8.1). Ovaj uslov kod tecenja u
cevi nije korigcéen, jer u cevi fluidna struja u potpunosti ispunjava poprecni
presek. Ako se zna precnik cevi, zna se i popreéni presek struje pa samim tim
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Slika 8.1: Slobodna povréina kod otvorenih tokova je isto §to i pijezometarska
linija

i veza izmedu protoka i brzine. Kod tecenja u otvorenim tokovima, poprecni
presek fluidne struje nije u napred poznat (A # Const.).

Kao i kod tecenja u cevi i kod otvorenih tokova iz postavljenih pret-
postavki sledi da se ostvaruje hidrostaticka raspodela pritisaka u preseku.
Takode, kako je fluid u kontaktu sa atmosferom, sledi da se slobodna povrsina
poklapa sa pijezometarskom II kotom za presek (slika 8.1).

U otvorenim tokovima se ¢e-
sto koristi pojam dubina: to je
vertikalno rastojanje od dna do
povréine teénostt 1 oznacava se
sa h. Zbog nagiba dna kanala,
dubina nije isto sto 1 visina pri-
tiska. Na slici 8.2, nacrtan je
poduzni presek kanala sa kariki-
rano velikim nagibom?. Dubina
u preseku je h = AD dok je
deblyina flutdne struje upravna
na strujnice d = AB i iznosi
d = hcosa. Visina pritiska za

tacku B je ista kao i za tacku C pa je 22 = PC€ — AC = dcosa = hcos? o
Py P9

Slika 8.2: Dubina d merena normalno na
dno se aproksimira vertikalom h

20vo je standardna praksa u prikazivanju poduZnih preseka kanala. Razmera za visine
i razmera za duzine se obitno razlikuju za red velidine, jer treba prikazati kanale dugacke
nekoliko stotina ili hiljada metara, dok se kota dna promeni za par metara. Takva razmera
se zove distordovana razmera. U distordovanoj razmeri se menjaju uglovi na slici.
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Ukupna energija (po jedinici tezine) u poprecnom preseku je:

2 2 2
E:H—I-V—=ZB+p—B+V— = E=ZB+hcosza+V— (8.1)
2g pg 29 29

Kada je nagib dna kanala mali, ¢lan cos? a se moze u jednaéini zameniti

jedinicom. Na primer, za nagib dna veoma strmog kanala od Ip = 10% (od-
nosno, ugao dna od o < 5,7%) ¢lan cos? a je 0,99, sto znadi da se pravi greska
od samo 1% u proratunu pijezometarske kote u energetskoj jednacini (8.1).
U praksi se najcesée srecu kanali sa znatno manjim nagibom dna. Na
primer, za nagib dna od Ip = 1% (tana = 0,01), ugao @ = 0,57° a ¢lan
cos? o = 0,9999 ~ 1.

Ukoliko je nagib dna kanala Ip > 10%, tada se ne moze zanemariti ¢lan
cos?
brzotoka. U nastavku knjige ée prilikom izvodenja svih jednadina vaziti
pretpostavka da su kanali sa malim nagibom dna (mada ée na skicama biti
nacrtani sa mnogo veéim nagibom zbog distordovane razmere) i koristiée se

a. To je veoma retko slucaj i sreée se uglavnom kod posebnih objekata,

dubine koje se mere i crtaju vertikalno u odnosu na poprecni presek.

8.2 Jednoliko tecenje, normalna dubina

Posmatra se prizmati¢ni kanal konstantnog i malog nagiba dna, kroz
koji tece fluid konstantnim protokom. U kanalu se javlja blago promenljivo
tecenge i niz fluidnu struju dubina se postepeno menja. Izmedu dva relativno
bliska preseka se moze postaviti dinamicka jednacina (7.10) (poglavlje 7.2.2,
Dinamicke jednadina, strana (7.10)): suma svih realnh sila (pritisak, tezina
i trenje) je jednaka promeni koli¢ine kretanja (inercijalnoj sili).

Na slici 8.3 sa leve strane je nacrtan kanal u kome se u smeru toka dubina
postepeno smanjuje a brzinaraste. Na kona¢nu masu fluida izmedu preseka 1
i 2 deluju sledeée sile:

¢ Sile pritiska ﬁl i P_; Intenzitet rezultujuceg vektora u pravcu toka x4
je priblizno jednak P, — P» = —AhpgA gde je Ah = hg — h;, a A

srednja vrednost povrsine poprecnog preseka fluidne struje.

o Sila tezine G = pgAAz, koja deluje vertikalno na dole. Njena kom-
ponenta u pravcu z; je Gy, = pgAAzsina. Za pretpostavljene male
vrednosti nagiba dna, odnosno ugla @, moze se staviti da je sina ~
tan o pa je komponenta sile tezine u pravcu toka G, = pgAAztana =
—pgAAz gde je Az = z9 — 21.
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Nejednoliko tefenje Ip 2 Iy # | Jednolike telenje 1o =In=;

— o =—p — =l

Sp ek e
= Pad g P=Poil=l: => (Z.4=k

Slika 8.3: Sile na konaénu masu fluida izmedu preseka 1 i 2, pri nejednolikom
te¢enju (leva slika) i jednolikom (desna slika)

¢ Sila trenja K ¢, koja deluje suprotno od smera toka i ima intenzitet
K, =70Az.

Zbir tih sila je jednak promeni koli¢ine kretanja, odnosno negativnoj vred-
nosti inercijalnih sila (jedna¢ina (7.6) na strani 294) —I = pQ(Ve — V1) =
pQAV | pa se moze napisati dinamicka jednacina ravnoteze sila [11]:

—AhpgA — pgAAz — TOAx = pQAV (8.2)

Ako se u posmatranoj deonici kanala ostvaruje jednoliko te¢enje, dubine
u presecima 1 i 2 su iste (desna strana slike 8.3), pa su iste i brzine V; i Va.
Ukupne sile pritiska i inercijalne sile su nula, pa se prethodni izraz jednakosti
sila svodi na zbir komponente tezine (sa znakom minus jer kota dna opada
u pozitivnom pravcu z;) i trenja:

—pgAAz —TOAZ =0

Deljenjem izraza sa tezinom konaéne zapremine izmedu preseka 112 (pg AAzx)
dobija se bezdimenzionalni izraz:

A A
Az pgR Ax  pgR
gde je R = A/O hidrauli¢ki radijus (slika 6.3 na strani 219).
Jednoliko tecenje (slika 8.4) je poseban slucaj tecenja u kanalu kada su
grovitactona sila koja “vucée” fluid @ sila trenja koja “kodét” u ravnotesr. Jed-

noliko tecenje se moze uspostaviti samo u prizmati¢nom kanalu beskonaéne
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Slika 8.4: Jednoliko tecenje: dubine i brzine u presecima 11 2 su iste

duzine i nagiba dna veceg od nula a > 0. To je slucaj koji se retko javlja
u prirodi ali je zgodan za analizu, jer pokazuje kojoj dubine fluzd teZ: ako se
pusti da tece u beskonaéno dugackom kanalu.

Kako su u jednolikom teéenju dubina i brzina konstantne duz kanala,
sledi da je linija nivoa (odnosno, pijezometarska linija) paralelna sa linijom
dna, a linija energije paralelna sa linijom nivoa3. Ako je nagib linije dna:

Ip =tana = —& = —E
Az dx
(u izrazu se preslo sa konaénih razlika Az/Ax na diferencijalne dz/dz, jer
je kanal prizmati¢an) onda su i nagibi linije nivoa i energetske linije:
jz —g = —j—f odnosno Ip =I =1Ig (8.4)

Zamenom Ip = —Az/Ax u jednacinu (8.3), dobija se izraz za tangenci-

jalni napon odnosno koeficijent tangencijalnog napona u jednolikom teéenju:

RI
Ip=—— = 7=pgRlp = C,=2"L (8.5)
pgR —pV2
)

Slican obrazac je bio dobijen kod tec¢enja u cevi (6.9), na strani 220 (poglav-
lje 6.1.1), Koeficijent linijskog gubitka energije, samo u formi:

LV? V2

AE| o=C,—=— =Cr—
Ei_ o CR2g = Ip=C 2R

3Zasto je zgodno $to su nagibi energije i dna isti? U energetskoj jedna&ini je potreban
nagib linije energije, koji se ne zna unapred i koji se “ne vidi”. U jednolikom tefenju je
Ig = Ip. Podto se nagib dna zna jer se jednostavno meri geodetskim metodama, zna se i
nagib linije energije.
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U izrazu (8.5) za C-, poznat je nagib dna Ip, a za konstantan protok @
nepoznata je brzina:

29
V==2JVR I .
. R Ip (8.6)

2 « . . s 1 .
gde je C—g = C, Sezijev* “koeficijent”® trenja, koji je dimenzionalan, sa
T

dimenzijom [L%T_l]. Za poznatu brzinu, protok kanalom je:

Q=C.,AvVR Ip (8.7)

Sezijev koeficijent trenja nije zgo-
dan za upotrebu, jer je povezan sa
koeficijentom tangencijalnog napona
Cr, pa samim tim zavisi i od rezima
tecenja Cr = f(Re, k/R). Kod kruznih
cevi (poglavlje 6.1, Trenje pri jedno-
ltkom tedenju kroz cev kruinoqg popre-
énog preseka) su detaljno analizirani
rezimi te¢enja i veza Cr (Re, k/D). Za Slika 8.5: Kod tecenja u cevi
hrapav turbulentan rezim dobijeno je hidraulicki radijus je konstan-
C; = C;(k/D) sto kod cevi nije pred- tan dok kod otvorenih tokova
stavljalo problem, jer je proticajni pre- hidrauli¢cki radijus (kao i relativna
sek uvek isti. Medutim, kod otvorenih hrapavost) zavisi od dubine A
tokova®, proticajni presek se menja za
jedan isti protok (slika 8.5), pa bi to znatilo da se i koeficijent tangencijalnog
napona C,. menja pri istom protoku.

Ako se “pozajmi” obrazac iz otpora trenja u cevi za koeficijent A (6.40)
za turbulentno tecenje u hrapavoj cevi:

A= 0,185(%)1/3 (8.8)

4 Antoine Chézy (1718 - 1798) francuski inZenjer koji se bavio merenjima protoka na
rekama i kanalima u okolini Pariza. Na osnovu vigegodignjih rezultata merenja, 1775. je
predlozio vezu izmedu brzine i kvadratnog korena iz nagiba dna kanala (8.6) V = CVRI
pri cemu je koeficijent C bio za reku Senu C' = 44. U radovima iz 1775. se vidi da je Sezi
koristio istu relaciju i za tetenje vode kroz kolektore, sa koeficijentom C = 17. Zahvaljujudi
Proniju (njegovom biviem studentu, inZenjeru koga je Bonaparta poslao u nauénu misiju
u Egipat) koji je prvi prihvatio Sezijevu jednadinu, ona je ufla u giroku upotrebu.

®Ret koeficijent je stavljena pod navodnike jer se ovde ne radi o pravom, bezdimen-
zionalnom koeficijentu. Sezijev koeficijent je dimenzionalan i o tome treba voditi raduna
kada se refava jednadina (8.6).

6U uvodnim napomenama je reeno da se pretpostavlja tefenje u kanalu u hrapavom
turbulentnom rezimu, §to je u najveéem broju slutajeva i ispunjeno.
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pa se zameni u izraz za C-:
4C, =0 185(ﬁ)1/3 = C,=0,0297(= )1/3
’ 4R R

dobija se brzina:
V =58(= 1/6x/2gR Ip=5 8;:/1; R*3\/Tp (8.9)
V29

Uradenim smenama je postignuto da koeficijent 5 SW vige ne zavisi od

hidrauli¢kog radijusa R, pa ni od dubine u kanalu. Umesto Sezijevog uvodi
se novi koeficijent n:

1 29
—=5 82/1; (8.10)

koji se zove Maningov’ “koeficijent”® hrapavosti® sa dimenzijom [L~1/3T1].
Veza Sezijevog i Maningovog koeficijenta je:

C, = %Rl/fs (8.11)

Primenom Maningovog koeficijenta (8.10) i njegovom zamenom u jedna-
¢inu (8.9) dobija se brzina u kanalu pri jednolikom teéenju:

V= %R2/3\/E (8.12)

"Robert Manning (1816 - 1897) irski rafumovodja (rodjen u Normandiji, Francuska, gde
je njegov otac udestvovao uratu) koji je radio u artiljerijskoj jedinici zaduzenoj za drenazne
radove. Iako bez formalne inZenjerske obuke, zavoleo je hidrauliku i pofeo je da radi na
projektu vodosnabdevanja Belfasta. Kako je bio ratuncvoda, problem proraduna brzine u
otvorenim tokovima je refio pragmatiéno, uporedivanjem 7 tada poznatih jednadina (Du
Buat - 1786, Eyelwein - 1814, Weisbach - 1845, St. Venant - 1851, Neville - 1860, Darcy
i Bazin - 1865, i Ganguillet 1 Kutter - 1869) i traZenjem jednadine koja najbolje fituje
njihovu srednju vrednost.

8Kao i Sezijev koeficijent, i Maningov koeficijent je dimenzionalan. Ako se koriste
vrednosti za koeficijent n iz literature [31], treba obratiti paznju u kojim jedinicama je
ta vrednost data, pa u istim jedinicama uvrstiti i ostale velifine u jednaéinu (8.12) odno-
sno (8.13). U literaturi se koristi i reciproéna vrednost Maningovog koeficijenta 1/n koja
se naziva Striklerov koeficijent i oznacava se sa M ili sa kS.

9K od prorafuna prirodnih tokova se obifno podrazumeva da Maningov koeficijent osim
gubitaka na trenje usled hrapavosti obuhvata i aluvijalne otpore i lokalne gubitke usled
prepreka u toku (na primer drveée) pa je u takvim uslovima pravilnije n nazvati Maningov
koeficijent otpora.
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Ova jednacina se ¢esto naziva Sezi- Maningova jednaecina. Protok u kanalu
je:

Q=VA= %AR2/3x/ID (8.13)

Sezi-Maningova jednaéina je veoma popularna u hidrotehnici. Prednosti
primene Maningovog koeficijenta su:

e Sto m ne zavisi od hidraulickog radijusa R, ve¢ samo od apsolutne
hrapavosti k, pri ¢emu treba voditi racuna da k nije isto za razlicite
dubine h, veé se Cesto razlikuje za citav red velicine,

e Sto se vrednosti za n mogu nadi u literaturi u tablicama, gde se opisno
daje stanje obloge kanala (u poslednje vreme se mogu nadi i fotografije

kanala):

1. dobro zagladjen beton 0,011 - 0,013

2. loge odrzavan zemljani kanal 0,035 - 0,050
3. neobradjeni beton 0,015 - 0,018

4. ...

e sto se veé dugo koristi i postoji veliko iskustvo u njenoj primeni i u
odabiru koeficijenta n.

Osnovni nedostatak Maningovog koeficijenta je $to to nije “pravi’ ko-
eficijent, jer ima dimenziju (m_1/3s), pa u Sezi-Maningovoj jednaéini treba
voditi ra¢una o skladu dimenzionalnih veli¢ina. Ogranicenje je i u uslovu
da se moze primenjivati samo za razvijeno turbulentno tecenje, najcéesée u
opsegu brzina od 0,3 do 3 m/s. Takode, postoji i ograni¢enje po nagibu dna
kanala: jednacina se sme koristiti samo za male nagibe, jer je korigcen uslov
sin o = tan a.

Primer 8.2.1

Ako se Maningov koeficijent poveéa dva puta, za koliko se u stvari efektivno poveéala
apsolutna hrapavost dna kanala k7

Iz izraza za hrapavost (8.10) dobija se veza Maningovog koeficijenta i apsolutne
hrapavosti:

k1/6
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Na osnovu ovoga, sledi da se za dva puta veédi Maningov koeficijent, apsolutna
hrapavost poveéava 2% puta, odnosno 64 puta.

Za odredjeni kanal nagiba dna Ip, hrapavosti n i geometrije poprecnog
preseka A = f(h), R = f(h) za protok Q postoji samo jedna jednolika dubina
i ta se dubina naziva normalna dubina hpy. Normalna dubina je dubina pri
kojoj su uravnotezene sile tezine i sila trenja. U prirodi se retko ostvaruje
normalna dubina, jer lokalni poremecaji ¢esto nametnu neku drugu dubinu
pri istom protoku, pa uzvodno ili nizvodno od tih poremecéaja fluzdna struja
tezi ka normealnoj dubint odnosno, tezi ka stabilnom stanju.

Ako je poznat protok u kanalu, normalna dubina se dobija resavanjem
Sezi-Maningove jednadine (8.12) uz stavljanje indeksa N uz sve veli¢ine koje
zavise od dubine:

1 2/3
Q= AnRy*/Ip (8.14)
Ova jednacina je za veéinu kanala analiti¢ki neregiva vec se resenje najcesce
dobija numericki ili trazenjem nule izraza:
nQ
VvIp
ili pisanjem izraza u obliku pogodnom za iteracije:
B = (R
Kao prvu iteraciju hg\lr) treba uzeti procenjeno priblizno resenje. Na zalost, u

zavisnosti od oblika funkcije f (h%)) moze se desiti da resenje za hy divergira.
Uslov da iterativni proces konvergira ka resenju u nekom intervalu vrednosti
hy je da je | df/dhy |< 1 na tom intervalu.

Primer 8.2.2

Kroz pravougaoni kanal &irine B = 0,5 m, hra-
pavosti n = 0,015 m~/3s i nagiba dna Ip =
0,2%, tece protok Q = 800 L./s. Izracunati ko-
lika je normalna dubina? Kolika ée normalna
dubina biti ako je dno kanala horizontalno?

e 4D

Potrebno je napisati izraz za povrinu
kanala A i hidrauli¢ki radijus R u funkciji du-
bine:

Ay =Bhy =0,5hy

Ay Bhy _ 05hy

By=G. " Brohn 0,5+ 2hn
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~ Protok @, Maningov koeficijent n i nagib dna kanala Ip su konstante, pa se u
Sezi-Maningovoj jednaéini (8.14) mogu napisati sa leve strane izraza:

nQ =ANR%3 0,015 < 0,8

VI v/0,002

Izraz koji je pogodan za iteracije je:

0,5hy \2/3
— 0,2683 = 0,5hx (m) (8.15)

- 0,2683 0.5+ 280\ **
RUY — ’ —0,5367 | 2N
N . 2/3 ?
@ N2/ 0,58
0,5h LY
05| —2N
0,5+ 2%

Ako se reSavanje polne sa prvom iteracijom za normalnu dubinu h%) =1 m kao
redenja se dobijaju sledede dubine:

hy=1 = 1569 = 1492 = 1499 = 1,498...

Prihvatljivo ta¢éno reSenje se dobija kada razlika izmedu dve uzastopne iteracije bude
manja od neke odredene vrednosti (na primer 1 mm).

Kod horizontalnog kanala nagib dna je Ip = 0. Leva strana izraza (8.15) je
beskonaéno velika pa sledi da ée normalna dubina biti beskonaéno velika. Drugim
re¢ima, kod kanala sa horizontalnim dnom, ne postoji jednoliko tecenje, jer se nikada
neée uspostaviti ravnoteza izmedu sile trenja i komponente gravitacione sile u pravcu
toka kanala, jednostavno zato §o je vrednost komponente sile tezine nulal

8.3 Raspored brzina u preseku

Prilikom postavljanja dinamicke jednacine (8.2) korigcena je srednja pro-
filska brzina V. Medutim, u popre¢nom preseku kanala raspored brzina nije
uniforman. Uz zidove kanala, zbog delovanja viskoznosti, brzina je nula, dok
je u sredini kanala brzina najveéa. U zavisnosti od stepena razvijenosti tur-
bulencije, maksimalna brzina je 10 do 20% veéa od srednje profilske brzine.

Na slici 8.6, prikazan je tipican raspored brzina u preseku. U vertikalnom
preseku (desni deo slike) se vidi da se maksimalna brzina ne javljana povrsini
vode, veé malo nize. Iako je u uvodnim napomenama receno da kod otvorenih
tokova vazduh ne uti¢e na tedenje, u realnim uslovima taj uticaj postoji. Na
povréini fluida se javlja tangencijalni napon izmedu fluida i vazduha 7ygq 1
on usporava fluidne deli¢e, tako da brzina Um,e, nije na slobodnoj povrsini.
Takode, na smanjenje povrsingke brzine znacajan uticaj imaju i sekundarna,
boé¢na strujanja.
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Slika 8.6: Raspored brzina u preseku kod otvorenog toka - zbog delovanja
tangencijalnog napona izmedu fluida i vazduha, na povrgini nije maksimalna
brzina

Srednja profilska brzina se definige preko protoka kanalom V = Q/A,
a protok se dobija integrisanjem brzina po celom preseku. U odnosu na
odredivanje protoka u cevi, gde se pretpostavlja osnosimetri¢an raspored
brzina, i gde je dovoljno poznavati brzine u samo jednom vertikalnom pre-
seku, kod otvorenih tokova je potrebno poznavati brzine i po &irini kanala
(x2) i po dubini (pravac z3)°.

Primena srednje brzine V' u dinamickoj i energetskoj jednacini zadovol-
java veéinu prakticnih zadataka. Medutim, ako postoji velika lokalna ner-
avnomernost brzina u preseku i ako je potrebno postiéi taénije proracune,
potrebno je u dinamicku jednacinu uvesti Businesov koeficijent 2 (jednadi-
na (4.83) na strani 150), a u energetsku jednacinu Koriolisov koeficijent

(jednacina (4.109), na strani 165).

8.4 Specificna energija, kriticna dubina

Posmatra se jednostavan slu¢aj promene kote dna izmedju dva bliska
preseka, pri ¢emu se u presecima ostvaruje hidrostaticka raspodela pritisaka.
Posto je u pitanju lokalna promena, gde trenje nije dominantno, moze se
pretpostaviti da je fluid idealan.

Ako su poznati protok i dubina u preseku 1, pitanje je kolika de biti
dubina u preseku 27 Iz energetske jednadine:

Vi %54

Ei=E;, = Zp +hi+->=7Zp,+hy+ 2%
29 29

10Pprilikom merenja protoka u velikim rekama, ili kanalima, umesto da se mere brzine u
vise vertikalnih preseka po dubini pa da se sumiraju te brzine, festo se meri samo brzina
na dubinama 0,2 i 0,8 od h u srednjem profilu, jer se kod razvijene turbulencije u tim
tackama nalazi srednja brzina V.
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Slika 8.7: Kako odrediti dubinu u preseku 2 kada energetska jednacina nudi
dva mogudéa (pozitivna) resenja

i jednacine kontinuiteta primenjene na pravougaoni kanal sirine B:

Q=Q2 = ViAi=VWA; = VihB;=VhB;

dobija se:
Q? Q?
M+ —5=AZ+ho+ —55 1
1+2ngh12 + 2+2gB2h% (8.16)
Dubina ho je nepoznata veli¢ina i dobija se iz jednacine oblika:
Const2
ha + OhL; — Const1 (8.17)
2

Jednadina je treéeg stepena 1 ima tri resenja: prvo resenje je negativno
ha1 < 0 i sigurno ne odgovara zadatku. Druga dva resenja su pozitivna
0 < hga < hg3 < h;. Kako su oba refenja moguca, pitanje je koje je
tacno resenje? Da bi se ova dilema razresila, potrebni su dodatni uslovi i
objasnjenja ponaganja fluida u razli¢itim rezimima tecenja.

8.4.1 Specificna energija
Uvodi se novi pojam specifiéna energijell koji predstavlja energiju u
odnosu na dno kanala. Specificna energija je zbir dubine i brzinske vigine:

V2
e=h+ 5 [m] (8.18)

1Pgjam je prvi uveo 1912. godine Boris Bahmedev (Boris Alexandrovich Bakhmeteff)
(1880 - 1951) ruski inZenjer, nauénik, diplomata i vlasnik fabrike sibica! Kao profesor na
Kolumbija univerzitetu, bio je medu prvim osnivafima moderne teorije mehanike fluida,
ali je istovremenco uéestvovao i u formiranju “Arhiva Ruske istorije i kulture”.
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pa je ukupna energija u preseku:

V2 V2
E=11+_—=Zp+h+_—=2Zp+e (8.19)
29 29
Cemu sluzi ovaj novi pojam? Objagnjenje se moze dobiti ako se analizira
izgled funkcije e = e(h). Prvo ée se napisati izraz sa protokom @ umesto
brzinom V:

(8.20)

Ako dubina h tezi u beskonaéno,
h — co = e = h+ 0, a ako dubina
h tezi nuli, h — 0 = e = h + oco. Oda-
tle sledi da funkcija ima dve asimptote,
pa postoji i minimum funkcije. Du-
bina pri kojoj funkcija ima minimum
se odreduje iz uslova de/dh = 0:

de 4 Q—2<—3)%—o (8.21)
dh 2g \ A3/ dh ‘

gde je iskoriscena pretpostavka da je
protok () konstantan, a da je povréina
N A slozena funkcija.

energyye U opstem slucaju povrsina kanala A

Slika, 8.8: Dijagram specificne

je slozena funkcija dubine h i duZzine ka-
nala z:

8A .. A
aa=944n 4 944 8.92
on "t B O (8.22)

U polaznim pretpostavkama je receno da
se posmatra tecenje samo u prizmatic¢nim
kanalima gde je 0A/0x1 = 0, pa je mogude
_ . _ 0A/Oh zameniti sa dA/dh. Sa slike 8.9,
Slika,  8.9: Obracun izvoda vidi se da je dA = Bdh = dA/dh =

povrsine preseka po dubini B, pa se izvod specificne energije po du-

bini (8.21) moze napisati:

2 2
de | @1, . . @B

— =1 2
dh g A3 = gA3 (8.23)
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Za poznati protok @ i geometriju kanala B(h) i A(h) resenjem dobijenog
izraza po nepoznatoj dubini h, dobija se dubina pri kojoj tok ima minimum
specificéne energije.

Slican izraz je veé korigéen u poglavlju 5.1.5, Standardni bezdimenzionalni
brojevi v Mehanici fluide, za bezdimenzionalnu gravitaciju (Frudov broj).
Ako se u izraz (8.23), umesto protoka @, stavi brzina V = Q/A:

Q?’B _V2A’°B _v? V? _1 (8.24)
gA3 — gA3 A gH '
9B

gde je odnos A/B zamenjen nekom reprezentativnom dubinom H, dobija se
Frudov broj:

V2
F’f'—g—H

Dobijeni uslov za minimum specificne energije (8.23) se sada moze napisati:

_ @B _

Analizom dijagrama specifi¢ne energije (slika 8.8) moze se zakljuéiti da u
jednolikom tecenju, kada je dubina duz kanala konstantna i jednaka normal-
noj dubini (slika 8.4), specifi¢na energija e je takode konstantna dok ukupna
energija F postepeno pada niz fluidnu struju. Kod nejednolikog tecenja, zbog
promene dubine duZ kanala specificna energija niz tok fluide moZe ¢ da raste
¢t da pade, dok ukupna energija moZe samo da opada.

8.4.2 Kriticha dubina

Resavanjem jednacine (8.25) za konkretan kanal i poznati protok, dobija
se dubina pri kojoj fluid ima minimalnu specifiécnu energiju. Ta dubina se
zove kriticna dubina i oznacava se sa hgR.

Primer 8.4.1

Kolika je kritiéna dubina za pravougaoni kanal, sirine B = 12 cm, kroz koji protice

Q=3L/s?

Za pravougaoni kanal, proticajna povréina je: A = Bh. Uslov za kritiénu dubinu
je:
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Q’B Q*B 5| @
=1 = —=1 = hgrp=4{—
gA3 gB3h3, KE gB?
Zamenom vrednosti, dobija se kritiéna du- e G5B ———
bina: g 0=3 Lis
0,0032 . \ r[ﬁ dy
— 3 e = “
heR =4 g8l w0z - o0 L = |
Vrednost minimuma specificne energije e je: i T
Fr=1
g Q2 N
e = h + - = h + - B | 1 | '\f —
29 2gB2h? 0 g 4 & h o)
0,0032
e=0,04+ =0,06 m

2x9,81x0,122 x0,042

Za pravougaoni kanal kriti¢na dubina moZe da se odredi analiticki. U op&tem
sluc¢aju, kod slozene geometrije korita, to nije moguée, pa se refenje dobija ili nu-

mericki ili graficki, crtanjem zavisnosti Fr(h) kao &o je to prikazano na slici.

Interesantno je uporediti vrednost kritiéne dubine i vrednost minimuma,
specificne energije. Za pravougaoni kanal, moze se napisati sledecde:

Q*B V2B V2B V2

= = =1 8.26
gA3  gA  gBhkr ghkr (8.26)
2 vz o1
odakle sledi da je kriticna dubina hxkr = — odnosno da je 20 = §hKR-
g
Ako se to zameni u izraz za specifiénu energiju, dobija se da je njen minimum:
VE 1 3
emin = hKkR + 2L9R =hkr+ Shkr = Shxr (8.27)

$to je 1 dobijeno u prethodnom primeru 8.4.1: kriti¢na dubina u pravougaonom
kanalu je bila hgr = 0,04 m, a specificna energija e = ein = 0,06 m.

Za kanal trougaonog popre¢nog preseka (slika 8.10) sa nagibom bokova
1:1, kriti¢na dubina se kao i za pravougaoni kanal moze odrediti analiti¢ki
iz uslova:

Q*B . Q%*2h .
gA3 — ghS

1
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pa je kriti¢na dubina:

hxr = ¢/ 20°
g

Veza izmedu kriticne dubine i specifi¢cne
energije se dobija iz:

2 2 2

4 _ V2 — 2V -1 Slika,  8.10: Geometrija
gé g h? gh trougaonog kanala

B 2h

2V2 1 %%
hxkr = — —hgkr= — 2
KR="— = hkrR=5 (8.28)
pa je minimum specifiéne energije u trougaonom kanalu:
V2 1 5

emin = hKkR + 2L9R = hkr+ ;hxr = ;hkr (8.29)

Primer 8.4.2

Za pravougaoni kanal Sirine 12 cm nacrtati dijagram zavisnosti protoka od dubine,
za konstantnu specifiénu energiju e, = 6 cm.

Funkcija Q(h) se dobija iz jednaéine za specificnu energiju, stavljajuéi da je ona
konstantna e = e, (za pravougaoni presek):

Q? 2 272
eO:h+W = Q =2gBh(eo—h)
Da bi se analizirala funkcija, posmatra se [‘.'r,.'l_] — B ienr
ponasanje funkcije za: ’ e W | I e
h=e = Q=0 4 |, TVETIRES . Lo B \_ m
h=0 = Q=0 /4
Posto postoji maksimum funkcije, trazi se | /‘/
prvi izvod protoka po dubini: 7, /,.-
dQ@ : Vi
2Q—- = 4gB*he, — 6gB*h? 7
Q dh gL he 9 Pd P
aQ . - | ¥ |
v _ _RB2 — _ = (s | o 5 0 [ .-"'."'-]
T 0= 4he, —6h"=0=nh 5 €0

2
odakle se dobija da je ekstremna vrednost protoka pri dubini A = ge, a to je upravo

pri kritiénoj dubini h = hg .
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Za date podatke u zadatku moguée je konstruisati prikazani dijagram. Sa dija-
grama se vidi da je maksimalan protok Qmaz = 3 L./s, §to je i bilo dato u prethodnim
primerima.

8.4.3 Kritican nagib dna kanala

Kritiéna dubina zavisi od protoka i geometrije poprec¢nog preseka kanala,
dok normalna dubina zavisi od protoka, geometrije, hrapavosti i nagiba dna.
Za konstantan protok u kanalu, u kome se moZze menjati nagib dna (na
primer, na laboratorijskom kanalu), kritiéna dubina ée biti konstantna, a
normalna dubina ée biti manja za vece nagibe a veca za manje nagibe dna.
Nagib dna pri kome su normalna i kriticna dubina iste, zove se kreteéan nageb.

Iz Sezi-Maningove jednagine (8.14), napisane za normalnu dubinu, lako
se moze odrediti koliki je kriti¢an nagib dna:

2
1
Q=-ANRY’VIp = Ipxr= (%) (8.30)
n AxrRKR

gde su Axr i Rigpg proticajna povréina i hidrauli¢ki radijus za kriti¢nu du-
binu Agr.

Primer 8.4.3

U prethodnom primeru 8.4.1 je odredena kriti¢na dubina za pravougaoni kanal, pri
protoku od @ = 3 L/s. Koliki je kriti¢an nagib dna ako je Maningov koeficijent
trenja n = 0,014 m~/3s? Da li taj kritiéni nagib zavisi od Maningovog koeficijenta
trenja?

Kriticna dubina se dobija iz uslova da je Fr = 1 (izra¢unata u prethodnom
primeru) hgr = 0,04 m. Za tu dubinu, proticajna povriina je:

Axr = hgrB = 0,04 x 0,12 = 0,0048 m?
a hidraulicki radijus:

Akr _ Agr _ 0,0048
Oxr 2hgr+B 2x0,04+0,12

RKR = = 0,024 m

pa je kritiéni nagib (prema jednaéini (8.30)):

2 2
14
Ip,xkr= (—nQ ) = ( 0,014 0,003 ) =0,0105 m/m = 1,05%

xrR3 0,0048  0,0242/3
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Poveéanjem koeficijenta trenja (na primer, za logije odrzavan kanal, sa travom
koja se probija kroz betonsku oblogu), kritiéni nagib se takode poveéava i to sa
kvadratom odnosa hrapavosti.

8.4.4 Miran i buran rezim tecenja

Dijagram specificne energije prikazan na slici 8.11, jasno pokazuje da
kriti¢na dubina (uslov Fr = 1) razdvaja tok na dve karakteristié¢ne oblasti.
Zasto je to tako, moze se videti ako se Frudov broj, dat izrazom (8.25),
pomnoZi sa (pA) i napise u obliku sila:
L VE L pVIA oV T
~gH  pgAH ~ pgV G

Dobijeni koli¢nik pokazuje da je
Frudov broj odnos inercijalnih i grav-
itacionih sila. Veci Frudov broj zna-
¢l da su u toku dominantni inerci-
jalni, brzinski uticaji, a manji broj
znac¢i da u toku preovladuju mirni,
gravitacioni uticaji.

Frudov broj se moze shvatitii kao
pokazatelj kinematic¢nosti toka, kao
odnos izmedju kineticke (V?2/2g) i
potencijalne (h) energije: Frudov broj
je veéi sto je dubina manja, a brzin-
ska visina veda. U oblasti (a) levo od T Ty
kriti¢ne dubine (slika 8.11) veéi deo nehee hew  hshes  R[m
energije je u brzinskoj visini, pa je '
Frudov broj Fr > 1. Posto su brzine Slika 8.11: Kriti¢na dubina je granica
(inercijalne sile) dominantne, rezim izmedu burnog i mirnog toka
tecenja u ovoj oblasti se zove buran
rezim ili silovit rezim'2. U oblasti (b)
desno od kriti¢ne dubine, u kojoj je veéi deo energije u potencijalnoj energiji
(dubini) Frudov broj je Fr < 1. Zbog malih brzina, a velikih dubina, ovaj
rezim tecenja se zove miran resiim!3.

Brzina koja se javlja pri kriti¢noj dubini se zove kritiéna brzine. Ta
brzina odgovara brzini prostiranja poremecaja, analogno stigljivim fluidima
i kriti¢noj brzini zvuka, koja razdvaja dve oblasti razli¢itog ponasanja fluida

Fr

(8.31)

12Na engleskom: supercritical ili rapid flow.
13Na engleskom: subcritical ili tranquil flow.
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(odnosno, Frudov broj kod otvorenih tokova je analogan Mahovom broju
kod stigljivih fluida). Kod pravougaonog kanala, kriti¢na brzina je:

V2
—=1 = V=c=+/gh (8.32)
gh
a kod ostalih kanala je c = {/g—. Upravo zbog shvatanja kriti¢ne brzine kao
grani¢ne brzine, Frudov broj se ¢esto pise i kao odnos trenutne i graniéne
brzine!*:
V2

Primer 8.4.4

Posmatra se tok u dva kanala, gde su isti protoci, ali su nagibi dna razli¢iti. U prvom
kanalu je nagib dna manji od kriti¢cnog (jednaéina (8.30)), pa je normalna dubina
veéa od kritiéne, a drugom kanalu je nagib dna veéi od kriti¢nog pa je normalna
dubina manja od kriticne. Ako se u kanal unese poremeéaj (baci kamen), kako ée
se prostirati talasi duz kanala?

L
L— v 5
—» =l Fre

U prvom slu¢aju je miran rezim tecenja, dubina je veéa od kritiéne, pa je brzina
toka V manja od kritiéne brzine, odnosno, od brzine ¢ kojom putuju poremedaji
kroz tok. Zbog toga se poremeéaji prostiru i uzvodno.

U drugom slu¢aju, gde je buran rezim, brzina toka je veéa od brzine prostiranja
poremecaja, tako da poremedéaj ne moze da uti¢e na uzvodne preseke, veé putuje
samo nizvodno.

Kao zakljucak iz datog primera, moze se izvudi opste pravilo o prosti-
ranjima uticaja u mirnom i burnom rezimu tecenja:

e Mirno tecenje je podlozno nizvodnoj kontroli jer poremecaj moze da
putuje uzvodno - kaze se da u mirnom rezimu nizvodni granicni uslovi
odluéuju o uzvodnim dubinama.

14U anglosaksonskoj literaturi koristi se koren iz Frudovog broja: Fr = K
c
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e Kod burnog tecenja poremecaj se prostire nizvodno, pa fluid ne zna
sta se desava nizvodno. Uzvodni graniéni uslov je kontrolni, odlucuje
o nizvodnim dubinama.

Slika 8.12: Ako se stavi ustava u tok sa normalnom dubinom (jednoliko
tecenje), ukoliko je bilo mirno teéenje, ustava ée izazivati promene dubina
uzvodno (leva slika) a u burnom tecenju, nizvodno (desna slika)

Na slici 8.12, ilustrovan je primer kako tok razli¢ito reaguje na prepreku,
u zavisnosti od rezima tecenja. U oba primera se u tok, koji je bio jednolik
(sa normalnom dubinom), stavlja ostroiviéna prepreka. U prvom sluéaju, u
mirnom rezimu, napravice se uspor uzvodno od prepreke, koji ée se prostirati
daleko uzvodno od ustave, dok ¢e nizvodno tok prakti¢no odmah da se vrati
na prethodnu, normalnu dubinu!®, jer tu dubinu “kontrolise” neki daleki
nizvodni presek.

U drugom sluéaju (desni deo slike 8.12) tok je u burnom rezimu, pa se
poremeca] ustave oseéa samo nizvodno. Uzvodno, tok ée lokalno da “udara”
u prepreku, da se podigne pretvarajuéi veliku kineticku energiju u potenci-
jalnu, ali se to neée oseéati u uzvodnim deonicama. kanala.

Primer 8.4.5

Posmatra se tecenje idealnog fluida, ulaz iz jezera (IIggz = Const.) u kanal. Koliki
je protok u kanalu? Kolika je dubina na pocetku kanala, ukoliko nije pod usporom
sa nizvodne strane?

15Pod uslovom da nije promenjen rezim tedenja, da ustava nije napravila toliki poremeéaj
da se nizvodno od nje ne pojavi buran tok.
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Za presek na samom pocetku |
kanala se moZe napisati energetska
jednacina:

Q2
E=z+h+ ——
Tt o

E=z—|—e=Const./%

Diferenciranjem po z dobija se | 7=+
promena linije nivoa duz kanala:

dz dedh dz dh
aﬂ‘ﬁa—o = a—'_(l_FT)E_O (834)

Na samom prevoju je dz/dx = 0. Posto je dh/dx # 0 sledida je (1 — Fr) =0
pa je dubina na prevoju h = hxr.

Uzvodno od prevoja je nagib dna dz/dz > 0. Dubine su ovde veée od kriti¢ne
h > hig g (miran rezim) pa je (1 — F'r) > 0 a odatle sledi da je dh/dz < 0. Dubine
pocevii od kriticene u uzvodnom smeru postepenc rastu.

Nizvodno od prevoja je nagib dna dz/dzx < 0 a nagib linije nivoa ostaje kao i
sa uzvodne strane dh/dz < 0. Clan (1 — F'r) mora biti negativan pa odatle sledi da,
su dubine h < hggr (buran rezim).

Presek na prevoju se zove kontrolni presek i tu se javlja kriti¢na dubina. Od te
kritiéne dubine uticaji se prenose uzvodno jer je miran rezim i nizvodno jer je buran
rezim. Uzvodne dubine ne mogu uticati na nizvodne, niti mogu nizvodne dubine
da utic¢u na tecenje u uzvodnom delu kanala.

Na pocetku ovog poglavlja 8.4 (strana 346), postavljeno je pitanje koliki
e biti nivo vode u preseku 2, kod blagog podizanja dna (slika 8.7). Ener-
getska jednacdina se sada moze napisati korigéenjem specificnih energija:

Ei=E, = e =Az4e = ey =e —Az (835)

Ako se u preseku 2 nacrta dijagram specifiéne energije, ali podignut za
Az, i linija enerergije produzi do dijagrama, dobija se ey, specifiéna energija
u preseku 2. Ta specificna energija se moze ostvariti pri dve alternativne
dubine, ho2 i ha . Upravo te dve dubine su bile resenja jednacine (8.17).
Dilema. koja dubina se ostvaruje u preseku 2 se resava razmatranjem rezima,
tecenja: uzima se ono reSenje koja tma st reZim tecengja koo polazna dubina
hi. Ako je polazna dubina h; bila u mirnom rezimu, kao na slici 8.13, u
preseku 2 ée se ostvariti dubina hg 3. Ako je u preseku 1 bio buran rezim
(slika 8.14), dubina u preseku 2 ée biti hg .
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Slika 8.13: Resenje problema postavljenog na slici 8.7: u preseku 2 rezim
tecenja ne moze da se promeni, tako da se usvaja ono resfenje u kome je
dubina he > hxpr
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Slika 8.14: Ako je dubina u preseku 1 bila u burnom rezimu, tada ¢ée i dubina
u preseku 2 ostati u burnom rezimu

Sta ée se dogoditi u slu¢aju velikog podizanja dna, kada je Az toliko da se
u jednaéini (8.35) dobije specificna energija u preseku 2 manja od minimalne,
e2 < emin! Takvo podizanje dna vise nije blago i pretpostavka da ¢e ukupna
energija F ostati nepromenjena vise nije korektna. Presek 2 potinje da utice
na tok i on sada postaje novi kontrolni presek. Na slici 8.15, prikazan je
takav slucaj, zajedno sa varijantom blagog podizanja dna (linije dna, nivoa
i energetska linija dati tatkasto). Posto je presek 2 kontrolni, u njemu de
se formareti kriticéna dubina, jer pri toj dubini fluid ima minimum specifiéne
energije es = emin, 0dnosno, sa kriticnom dubinom fluid ima maksimalan

protok (kao &to je pokazano u primeru 8.4.2)1,

167asto je u preseku 2 kritidna dubina se mo#e objasniti i jednostavnije. Ako se fluidnom
toku nametne takav presek gde fluid treba da podigne svoju ukupnu energiju da bi taj
presek savladao - a to je primer naglog podizanja dna ili naglog bofnog suZenja, i ako fluid
moze sdm da donese odluku (nivol nisu diktirani nekim nizvodnim uslovima), on ée taj
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podisanis dra

Slika 8.15: Ako se kota dna znadajno podigne, u preseku 2 se formira kriti¢na
dubina a u preseku 1 miran tok bez obzira na uzvodne uslove

Ukupna energija u preseku 2 mora biti ve¢a nego u slu¢aju malog podi-
zanja kote dna, tako da u uzvodnom preseku 1 dubina mora porasti. Ona
se racuna iz energetske jednacine, a kao resenje se uzima dubina A1 Nove U
oblasti mirnog tecenja (opet ée biti na raspolaganju tri resenja, jer se dobija
kubna jednaéina), bez obzira da li je dolazni tok ranije bio u mirnom ili
burnom reZimu. Objasnjenje zasto je uzvodno od kriti¢ne dubine uvek miran
rezim je dato u primeru 8.4.5, gde je analizirana diferencijalna jednacina
linije nivoa (8.34).

Sta se dogadja uzvodno od preseka 1?7 Ako je kanal bio sa malim nagibom
dna, u mirnom rezimu, povecanje dubine h; yoyo Ce Se propagirati uzvodno,
u skladu sa pravilom da se u mirnom toku uticaji prostiru uzvodno (levi deo
slike 8.15). Ako je u dovodnom kanalu tok bio buran (desni deo slike 8.15),
doéi ¢ée do “sukoba uticaja”: uzvodni tok bi trebalo da “gospodari” kanalom
jer se uticaji u burnom toku prostiru niz fluidnu struju, dok je resenje sa
h1,Novo Nnametnulo sada miran tok sa uzvodnim prostiranjem uticaja. Kako
¢e izgledatilinija nivoa za sada nije mogude odrediti. Ta dilema Ce se razregiti
u narednom poglavlju.

8.5 Hidraulicki skok

Miran i buran rezim tecenja se razlikuju po pravcima prostiranja uti-
caja. Miran rezim teéenja (Fr < 1) je podlozan nizvodnoj kontroli i uticaji
se prostiru uz fluidnu struju. U burnom rezimu (Fr > 1) uticaji se prostiru
niz fluidnu struju, a uzvodni presek kontrolige dubine nizvodno. Sta se do-

presek da savalada sa minimumom specifitne energije, odnosno sa takvom dubinom pri
kojoj ée imati maksimalan protok. Ta dubina je kritiéna dubina.
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gadja kada dodje do “sukoba uticaja”, kao sto je to prikazano u primeru na
slici 8.15, desno? Kako izgleda linija nivoa u tom sluc¢aju?

Posmatra se horizontalni prizmati¢éni kanal u kome se na neki nadin
formira buran tok (h; < hxr), a sa nizvodne strane se diktira miran tok
(hy > hggr). Takav tok se, na primer, moze ostvariti u veoma dugackom
kanalu sa malim nagibom dna, kada se u nekom uzvodnom presku spusti
ustava!? tako da njen otvor bude manji od krititne dubine (slika 8.16).
Uzvodno od ustave dolazi do podizanja nivoa i poveéanja energije fluida,
jer fluid treba da savlada nametnutu prepreku.

P T o N i i T S N e i g i N S g 8 g L R O Sl g N g S i P
i ) L A | g e A
- |

Ll = | of b

Slika. 8.16: Ako je otvor ustave ispod kriti¢ne dubine, ustava namede
nizvodno buran tok u kanalu gde bi inace bio miran tok, odreden nekim
nizvodnim uslovom: prelaz iz nametnutog burnog toka u miran je iskljuéivo
kroz hidrauli¢ki skok, u kome se gubi veliki deo energije

Prelaz iz burnog rezima u miran je mogué jedino kroz diskontinuitet, u
kome ée se “unistiti” znacajan deo nagomilane energije uzvodno od ustave.
Takav diskontinuitet u nivou se zove hidrauleéki skok i on se dogada lokalno,
na relativno kratkoj duzini kanala. Dubine hy (u burnom) i h2 (u mirnom
rezimu) se nazivaju spregnute dubine'®, jer se pri jednom protoku samo te
dve dubine mogu medusobno “spregnuti” u skok.

Na slici 8.16, prikazan je hidraulicki skok u kome se, kroz intenzivno
vrtloZenje, nivo povecava sa h; na hg. Duzina hidraulickog skoka Lgk je
obi¢no 4 do 5 duzina hg [10]. Hidraulicki skok je lokalni fenomen, u kome se

1"Ustava kao kontrolni organ ée biti detaljnije razmatrana u poglavlju 8.8 Isticanje ispod
ustave.
187 literaturi se koristi jo& i termin konjugovane dubine.
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9

kroz vrtloge izgubi znatna energija!® i za njegovo redavanje potrebno je pri-

meniti dinamicku jednacinu, jednacinu sila na konacnu masu fluida izmedu

preseka 1 i 2 (slika 8.16).

|-
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_—

i,

g .I"J.."z..-"ffr" P /z.".z..".:..-"r"f."r
P .-"::";‘J,J',-".-‘g".-“/,-’,-"x',-"f.-".-ﬂ"!.

Slika 8.17: Sile koje deluju na Slika 8.18: Uz prorac¢un hidrostaticke
kona¢nu masu fluida, za preseke is- sile pritiska za presek 1

pred hidraulickog skoka (h1 < hkR)

i iza skoka (hg > hxR)

Za resavanje hidraulickog skoka pretpostavlja se da sila trenja nije zna-
¢ajna, jer se skok dogadja “lokalno”, na maloj duzini kanala. Ako se skok
formira na deonici kanala, gde je horizontalno dno komponenta sile tezine u
pravcu toka je nula, a ako je nagib dna relativno mali, tada je komponenta
sile tezine u pravcu toka zanemarljiva u odnosu na ostale sile. Takode, ako je
kanal prizmatican, sila konture ée biti nula. Iz uslova da skok “stoji” na jed-
nom mestu, dobija se ravnoteza preostalih sila u pravcu toka (horizontalnih
sila):

P+I1 =P+, pricemuje Go,=01i T=0 (8.36)

Uz pretpostavku da u presecima 11 2 vazi hidrostaticka raspodela priti-
saka, sile pritiska su20:

P = pr Ay = pg(Ily — Z11) A1 = pghrida

Py = proAs = pg(lls — Zr2)A2 = pghreA2 (8.37)

YHidrauli¢ki skok kod idealnog fluida nema smisla jer je upravo sustina skoka da unisti
visak energije koju fluid ima u burnom rezimu.

29Gile pritiska su detaljno obradene u poglavlju Hidrostatika. Zbog jednostavnijeg
pisanja jednadine, &lan (II — z7) se festo menja sa hr, visinom od tezifta do povriine.
Medutim, ponekada se u refavanju zadataka uzme pogresno rastojanje, od dna kanala do
tezistal
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a inercijalne sile u presecima 1 i 2 su (uz koriséenje jednacine kontinuiteta
V1A1 = VLA,):

2 2
=pr  L=pQVa=p (8.38)
1

U jednaéini (8.36), kada se zamene sile (8.37) i (8.38), tri veli¢ine su
medusobno povezane: dubine h; i hg i protok (). Dve od te tri velic¢ine
moraju biti poznate, a resavanjem jednacine se dobija trecéa.

I = pQV1

Primer 8.5.1
Nacrtati funkciju skoka za pravougaoni kanal Sirine 12 ¢cm kojim teée voda gustine
p =1 kg/dm? protokom @ = 3 L/s.

Sila pritiska za date uslove, u funkciji dubine A je:

h h?
P = pghrA = ngBh = 9810 x 0,12 x & = 588,6 h?

a inercijalna sila za dati protok, u funkciji dubine A je:

I QV 2 Q2 F"':I = = d.h__;l ;
=PV =P =Py M Q=3 |J/> [m]
A Bh
000 0075 | 4{_‘1' i - 25
[=10005 1% = % 20 — /-— 20
Crta se dijagram P+ I u funkciji | g : / L5
od h: 3 _]," e
0,075 ICF'-":: ------ ":"f 1.0
P+I=588,6h,2+’T \ I3 / :
B — : ; - (1R
Na dijagramu su upisane i vred- | = |||\ 7 ; 0.5
- LKl - ! i | i
nosti funkcije skoka & u formi 0 § i 0.0

specifiéne sile (desna strana), kao

he by 5 h=10 hz 15 h ['-fir'ﬁ]
i minimum funkcije (hxr). i

£

Ako su poznate dve spregnute dubine, jednacina (8.36) se resava po pro-
toku i dobija se samo jedno pozitivno refenje. Medutim, kada se jednacina
resava po jednoj od dubina, dobijaju se dva pozitivna i moguéa resenja: po-
lazna, poznata dubina (u primeru 8.5.1, na datom dijagramu dubina hg) i
druga, spregnuta, nepoznata dubina h%, koja se nalazi u suprotnom rezimu
u odnosu na poznatu.

Sa dijagrama datog u primeru 8.5.1, vidi se da je minimum funkcije skoka
za kriticnu dubinu. To znadi da jedino kritiéna dubina nema svoju spregnutu



362 GLAVA 8. TECENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

dubinu, sto je i logi¢no, jer dve spregnute dubine moraju biti u razli¢itim
rezimima tecenja.

U literaturi se jednac¢ina hidraulickog skoka (8.36) ¢esto pise i u formi
specificne sile. U izrazu za silu pritiska (8.37) proizvod visine tesista i
povrsine preseka je staticki moment:

P, = pghr1A1 = pg St (8.39)

Ako se suma svih sila u horizontalnom pravcu podeli sa (pg) dobija se:

Q? Q? Q? Q?
S — = pgS. = = S1+=—=8+ "= 8.40
pgS1+ py- = Pt py- Iy ri Rty (8.40)
Q2
gde je S + gA = & funkcijo hidroulickog skoke (ili specifitna sila) koja je

funkcija dubine jer je S = S(h) i A = A(h). Jednaéina hidraulickog skoka
sada glasi:

®(h1) = 2(h2) (8.41)

Funkcija skoka @ je dvoznacna funkcija jer dve spregnute dubine hg i h%
zadovoljavaju jednac¢inu. Minimum funkcije koji se dobija iz uslova:

dd
— =0 = P, za h=h

dh min KR

se ostvaruje pri kriti¢noj dubini, kao &to je i pokazano u primeru 8.5.1.

Kada se odrede dve spregnute dubine h; i hs (slika 8.16), gubitak energije
AF se moze odrediti koristeéi energetsku jednaéinu za preseke 11 2:

V2 V2
hi1 + 1 = ho + -2 4 AFi_o (8.42)
29 29

Gubitak energije mora. biti pozitivan. Ako se jednadina skoka pokusa pri-
meniti u “pogresnom” smeru, od hi, koja je u mirnom rezimu ka he u burnom
rezimu, dinamicka jednaéina (8.41) ée dati resenje koje je brojéano ispravno.
Sredom, energetska jednacina (8.42) ée pokazati da je to nemogudée, jer bi se
dobio negativan gubitak energije, odnosno, dobitak energije u skoku!

Primer 8.5.2

U kanalu trapeznog preseka sirine dna b = 0,5 m i nagiba bokova 1 : m =1 :0,8,
za @ = 1,2 m3 /s odrediti spregnutu dubinu dubini h; = 0,45 m.
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Za dati kanal potrebno je napisati povrdinu B
kanala 1 polozZaj tezista u funkciji od dubine:

B=b+2hm=05+16h

A=”+TBh=bh+h2m=o,5h+o,8h2

Prvi korak u resavanju hidraulickog skoka je
uvek prorac¢un kritiéne dubine. Iz uslova da je

Fr =1 dobija se:

Q2BKR _ Q2(0,5+ 1,6hKR)
gA%R o g(0,5hKR+O,8h%{R)3

=1 = hgr=0,608 m

(Gornja jednacina se redava iteracijama, gde je potrebno sa jedne strane izraza izvuéi
iz imenioca &lan?! hgp.
Za proracun hidraulickog skoka je potreban polozaj tezista trapeza.

h h2mh
, a2y
T

- A

Staticki moment za trapezni presek je:

ho _hPmh
bhy +2——3
S =hrA= i 3 A =0,5b h? + 0,333h3m = 0,25h2 + 0,2667h3

a gpecifi¢na inercijalna sila je:

Q* _ 1,22 00,1468
gA ~ 9,81(0,5h+0,8h%)  0,5h+ 0,8h2

U preseku 1 ukupna specifiéna sila za hy = 0,45 m je:

2 0,1468
—~_ =0,25h2 + 0,2667h3 + ————
S+ 0,25h% + 0,2667 i 5 T 0

= 0,45426
94

pa je izraz koji treba rediti po spregnutoj dubini hg:

0,1468

25h2 + 0,2667h3 + —————
0,25h3 +0,2667hj + G

= 0,45426

21U igrazu za kritiénu dubinu, élanovi hxr i hx g predstavljaju jednu istu dubinu.
Clan u imeniocu hx g je razli¢ito napisan samo da bi se pokazalo po kom &lanu je refena
jednacina. Ako se pokuSa refavanje iteracijama po nekom od drugih ¢lanova, reSenje ée
divergirati.
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Izraz moze da se napiSe u formi pogodnoj za iteracije:

0,55043

hy = §/1,7032 — 0,9374h2 — 05hs 1 0872
s L2 sOlby

Pocetna dubina za refavanje mora biti u mirnom rezimu, veéa od kriti¢ne dubine.
Za ho = 1 dobijaju se redom slededa refenja: 1 = 0,699 = 0,794 = 0,794 tako da
je finalno refenje za spregnutu dubinu hy = 0,794 m.

U prethodnom primeru je dobijena funkcija skoka, koja se ne moze resiti
analiticki, veé je redena priblizno, numericki. Kod pravougaonog kanala je,
medutim, moguce izvesti analiticki obrazac za spregnute dubine.

e //
;_;:,-“ E—— L
‘. —_ L
r",;.t A
— £ i
|: g "':"i ‘?T - -/'/)
- :’ . ? fo
|_. ) C h ,:: ;f.:r
| I I ’ -:I .‘,:‘-‘, ":?I'
e f- T
| A o s e '."-f’/ e g
vy f,f?z‘f/?r//‘/zﬂ P G A e A
[ ]
[
1 i =t

Slika 8.19: Hidrauli¢ki skok u pravougaonom horizontalnom kanalu

U pravougaonom horizontalnom kanalu &irine B i protoka @ (slika 8.19)
za, dubinu u burnom rezimu h; sile u preseku 1 su:

2

h1
P, = pghm A1 = pyg 5 Bh; I = pQVq ‘OhlB

Iz uslova sume horizontalnih sila, dobija se:

B Q? ( 1 1 ) AR
P+L=PR+1 = B hi  ho =19 (hz—hl)
Ako se izraz podeli sa gustinom i srede se razlike kvadrata, dobija se:
Q*hy—hy
B hihs

B
= %(hz — h1)(hg + hq)

Izraz moze da se podeli sa B(hg — h1):

QR 1 g
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. .. 2
a zatim da se pomnozi sa —hihsg:

X = hyhE + h3hy (8.44)

Ako se zeli izradunati spregnuta dubina hg, potrebno je prethodni izraz

- 1 . . ..
podeliti sa 73 pri cemu je hy > 0, pa se dobija:
1

2Q2 hoN\2  /hs
g = 1)+ ) (845

U preseku 1, u pravougaonom kanalu Frudov broj je:

@B _ @B _ @
gA% ~ gB%h ~ gBhj

Fry =

pa se prethodna jednacina (8.45) moze napisati u obliku kvadratne jednacine:

i) = G ()
20Fr = (2 "2 "2 23 9P = 4
" <h1> +(h1 MRV YVERAVS n=o G40

Regevanjem kvadratne jednacine dobija se nepoznata spregnuta dubina ho:

hy 1

h

: :é( 1+8F7.1_1) N hz:gl( 1+8Fr1—1) (8.47)
1

Nasli¢an naéin je mogudée dobiti iz izraza (8.44) nepoznatu dubinu h; ako

je poznata dubina hg, samo je potrebno izraz podeliti sa Sredivanjem,

K3
L o L] 2
dobice se trazena dubina:

hy = % (VIi+8Fr;—1) (8.48)

Do potpuno istih izraza bi se doslo da je jednacina (8.43) podeljena sa

2. . v : s . 1. :
— 1 u nju uvrdéena brzina V4 (ili podeljena sa — i uvrséena brzina V3):

h1 ha

_Q_ ¢
V;_Ai_Bhi

o _ gha(hy + ho)

v 2 _ ghi(hi+ ho)
! 2hy

vz 2hs
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Sredjivanjem izraza, uz uslov da je (samo za pravougaoni kanal) Frudov

V12

broj Fri = e dobija se kvadratna jednaéina kao i (8.46), &ije je resenje
gn

izraz (8.47).
Cesto se u izrazu za spregnutu dubinu u pravougaonom kanalu umesto
Frudovog broja u preseku 1 (ili preseku 2) koristi sledeéi odnos:

F’f'l

_@B_(hx) g, @B (b’ (5.49

Yt hy T gA3 ha

Do izraza se dolazi zamenom resenja za kriti¢nu dubinu u pravougaonom

kanalu:
Q2

— 3

u izraz za Frudov broj u preseku 1 (sli¢no je i za presek 2):

@B @B @* hKp _ (hKR>3

Fri— — — —
T gA% T gB3R3 T gB2h3 T A3 hy

(8.50)

8.6 Nejednoliko tecenje (blago promenljivo)

Nejednoliko blago promenljivo te-
¢enje karakterige postepena promena

—— e = dubine duz kanala, pri ¢emu ne dolazi
T ;_‘ 1 T _!v[ do promene refima tecenja. Na sli-
h“'“a___hﬂ_‘ ci 8.3, na strani 339, sa leve strane
=) | . 0 P pokazano je takvo tecenje i za taj]
T A _ slucaj je, uz pretpostavku da je kanal

T — D = prizmatican, a protok konstantan, ispi-

a x| sana dinamicka jednaéina (8.2) [11]:

— AhpgA — pgAAzp — TOAL =

Slika, 8.20: Nagibi dna, II linije i B
linije pri nejednolikom tedenju nisu
isti

Postosu dubine u presecima razli¢ite, razlic¢ite su i brzine, pa su u dinamickoj
jednacini svi ¢lanovi razlic¢iti od nule. Deljenjem sa pg AAx dobija se izraz:

= pQAV (8.51)

AR Azp T QAV
Az Az pgR gA Az

(8.52)
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Za, prizmati¢ni kanal dubina h, kota dna zp i srednja profilska brzina?? V
zavigse samo od duzine z, pa se konacne razlike mogu zameniti diferencijal-

————— — (8.53)

U poslednjem ¢lanu je /A zamenjen sa srednjom brzinom V. Ako se
taj clan prebaci sa leve strane i grupigu se svi izvodi po xz, dobija se izvod
ukupne energije FE, odnosno, nagib linije energije Ig:

d V2 dFE T
4 (h+zp+5) - - (8.54)

Isti izraz za nagib linije energije bio je dobijen i kod jednolikog tecenja (8.5)
samo sto je tamo korigcen nagib dna Ip, umesto nagiba energije Ig. Slicno
kao i kod jednolikog teéenjai ovde se moze napisati Sezi-Meaningove jednaéine
za, nejednoliko teéenge:

1
Q= EAlRf/sx/IEl (8.55)

koja vazi za jedan presek (slika 8.20) bez obzira na trend promene dubine.
Jog jednom se naglasava da jednaéina (8.55) vazi samo u uslovima blagih
promena sa ustaljenim protokom. U slucajevima naglih promena protoka,
kao sto je slucaj putovanja talasa kanalom, za istu dubinu razlikuju se protoci
u periodu porasta talasa i u periodu opadanja talasa, tako da je potrebno u
Sezi-Maningovu jednaéinu uvesti korekciju za neustaljenost.

8.6.1 Diferencijalna jednacina linije nivoa

Jednadina koja opisuje promenu linije nivoa duZ jedne prizmatié¢ne deon-
ice kanala sa konstantnim nagibom dna se moze dobiti sredivanjem jednaci-
ne (8.52), odnosno (8.53), po ¢lanu dh/dz. Potrebno je prvo srediti ¢lan sa
dV/dx tako da se eliminige brzina, a uvede promena proticajne povrsine po

kanalu:

A ~ gA3dzx

228tvarna brzina u nekoj taéki preseka zavisi od dubine i udaljenja od ivice kanala, ali
se ovde radi sa srednjom profilskom brzinom V = Q/A, koja je konstantna po preseku.
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a zatim zameniti dA/dx sa B dh/dz (veé korigéeno prilikom izvodenja
jednatine za kritiénu dubinu (8.22)). Ako se u izraz uvede i Frudov broj,
dobija se:

Q? dA Q2B dh dh

——m— == —Fr— .
gA3 dz gA3 dz e (8.57)
Diferencijalna jednacina (8.53) se moze srediti tako $to se uvede nagib

dna Ip = —dz/dx, zameni nagib linije energije sa (8.54) i stavi (8.57):

——+1Ip—1 Fr— = .
d$+ D E+ rdw 0 (858)

pa njenim regavanjem po dh/dz se dobija diferencijolne jednadine linije
nivoa ze blago promenijivo tedenge:
dh Ip—1Ig
d2 1—Fr
Dobijena diferencijalna jednaéina linije nivoa je nelinearna, jer su i nagib
linije energije i Frudov broj nelinearne funkcije od dubine:
2 2
nQ Q“B
gde su A= A(h), R= R(h) i B= B(h).

Diferencijalna jednadina (8.59) nema analitickog resenja, veé se resava
pribliznim numeri¢ckim metodama. Regenje jednacine zavisi od grani¢nih
uslova, pa je potrebno liniju nivoa prvo ispitati, proveriti rezim tecenja i
odrediti pravce prostiranja uticaja. Posto se jednacina resava priblizno, od

jednog do drugog preseka duZz kanala, pravac resavanja treba da bude u
pravcu prostiranja uticaja.

(8.59)

8.6.2 Resavanje diferencijalne jednacine linije nivoa

Za numericko resavanje diferencijalne jednaéine linije nivoa (8.59) uobi-
¢ajeno je da se koristi tzv. modifikovan Ojlerov metod, gde se diferencijalni
prirastaj menja konaénom razlikom:

dh _hg—hy A _

dx x9— 21

kada lim Az — 0. Desni deo diferencijalne jednatine (8.59), je funkcija samo

dubine f(h):

Ip—1I
f(h) = 1D—Ff
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jer su nagib energije Ir = Ig(h) i Frudov broj Fr = Fr(h) funkcije samo
dubine h a ne i duzine kanala z. U uslovima promenljive dubine h pitanje
je na osnovu koje dubine izracunati f(h)?

Na slici 8.21, prikazana je deo-
"‘h‘-\__‘_\ ;ica ka;.nval.a sa nvej edn?likim F.eéeyj em.
) umeri¢kim resavanjem linije nivoa,
U _ ‘-.\_\ dobijaju se dubine u presecima 1 i 2.
i Vrednost funkcije f(h) izmedu dva
-—___‘_“‘_ ' preseka se mora aproksimovati na os-
I Ax T T ——s novu vrednosti dubina u presecima.

A N Jedna mogucénost aproksimacije

je da se uzme njihova srednja vred-

_ ' nost (ovakva aproksimacija se naziva
Slika 8.21: Kontinualna promena du-  trqpe:n6 metoda ili metoda srednje

bine i aproksimacija u dva preseka tacke):
1
F(B) % 5 (F(r) + F()) (8.61)
Diferencijalna jednacina linije nivoa u diferencnom obliku je tada:
ho —hy 1
—— = —(f(h h 8.62
L 2 (f () + F(0) (362)

pa je za poznatu dubinu u preseku 1 moguce odrediti nepoznatu dubinu:

ho = f(hl) ;_f(hz) (:EQ — :1:1) + hi (8.63)

Kako se resava dobijena jednacina? Na slici 8.22, dat je pocetak toka u
kanalu velikog nagiba dna Ip. Za protok @ poznata je pocetna dubina23 hy
na mestu z;. U tom preseku se, prema (8.60), mogu izraéunati nagib linije
energije Ir i Frudov broj F'r.

Na mestu z2 (koje korisnik sam bira) nepoznata dubina hy se rac¢una iz
jednacine (8.63). Medutim, u ovom izrazu dubina hy nije poznata! Dubina
tek treba da se izracuna, a sa desne strane izraza treba izracunati vrednost
Ip —Ig
1—Fr
u iterativnom postupku: prvo se pretpostavi nizvodna dubina?* h[20] (indeks

funkcije f(hz) (vrednost izraza za nepoznatu dubinu hg). Resenje je

23K asnije, u narednim poglavljima ée se videti da je poéetna dubina jednaka kritiénoj
dubini, odnosno, da prilikom numerickog resavanja diferencijalne jednadine nivoa, treba
za proracdun u preseku z; uzeti dubinu koja je malo manja od kritiéne jer je nagib kanala
vedi od kritiénog,.

Z4Pretpostavljena dubina mora biti fizitki moguéa. U narednom poglavlju ée se anal-
izirati moguéi oblici linije nivoa, u zavisnosti od graniénih uslova.
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[0] oznacava nultu iteraciju), pa se izracuna vrednost funkcije f (h[QO]).

Resavanjem jednacine (8.63) do-

bija se nova vrednost za dubinu h[zl].
Pomocu te vrednosti se ponovo izra-
tuna funkcija f (h[zl]), pa nova, itera-
cija dubine h[22]. Ceo postupak se
ponavlja sve dok razlike izmedu dve
sukcesivne iteracije resenja dubine ho
ne budu manje od neke zadate greske 3 i ! <4
|h[2’i+1] o h[2@]| < €. 1 5 &4

Iterativan proracun je veoma za-
htevan, ali je pogodan za programi-
ranje. Povoljno u proracunu je sto
korisnik sam odreduje mesta gde zeli

Slika 8.22: Priblizno resavanje dife-
rencijalne jednacine linije nivoa

da izracuna dubine, pri ¢emu se mora ispostovati uslov da izmedu dva radun-
ska preseka promena nivoa bude relativno mala.

Za proracun linije nivoa, bez ra¢unara, pogodnije je da se resava inverzan
oblik jednatine (8.62), gde se za poznatu dubinu hy i Zeljenu dubinu hg
racuna mesto xg, gde se ta zeljena dubina ostvaruje:

ha — hy oo ha — hy
0,5(f(h1) + f(h2)) 27 0,5(f(h1) + f(ha))

To—X1 = + 1 (8.64)

U napisanoj varijanti resavanja diferencijalne jednacine, poznate su du-
bine h; i hg, pa samim tim i vrednosti funkcija f(h1) i f(hz), tako da se
direktno dobija mesto o gde se ostvaruje zadata dubina hs. Naravno, pos-
toji i odredeni nedostatak ovakvog pristupa: mora se taéno znat: oblik linije
nivoa koji se racuna. Trazeno hy mora biti takvo da ima fizickog smisla u
datim grani¢nim uslovima. Zbog toga je potrebno da se obavi prvo analiza
moguceg oblika linije nivoa u kanalu i da se unapred “skicira” resenje.

8.7 Oblici linije nivoa kod nejednolikog tecenja

Diferencijalna jednacina koja opisuje liniju nivoa kod blago promenljivog
tecenja (8.59), pri konstantnom protoku @ = Const. daje mogudi spektar
resenja u zavisnosti od rezima tecenja i odnosa trenutne dubine prema nor-
malnoj dubini. U nastavku ¢ée se analizirati oblici linije nivoa za razlic¢ite
uslove tecenja.
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8.7.1 Nagib linije energije jednak nagibu dna

Kada su nagibi linije energije i dna isti I = Ip, to je slucaj jedno-
likog tecenja sa normalnom dubinom h = hy = Const. Diferencijalna
jednadina (8.59) postaje:

dh

o

bez obzira na rezim tecenja i pokazuje da nema promene dubine duz kanala.

Za nagib energije koji tezi nagibu dna I — Ip dubina tezi normalnoj

dubini » — hy. Ako je Ir < Ip, tada je h > hy, a za Ig > Ip dubina je
h < hy.

0

8.7.2 Velika dubina u kanalu

Kada dubina u kanalu u prav- L Ab=lp A

cu toka raste h — 400, tada brzi-
na opada V' — 0, pa Frudov broj
Fr — 0 tezi nuli kao i nagib lini-

je energije Ir — 0. Diferencijalna Ity x|

jednatina (8.59) tada ima oblik: J \se \ Ay
dh l Z
D
dz b

Slika, 8.23: Pri velikim dubinama u
nizvodnom pravcu nivo vode tezi ka
horizontali

sto znaci da dubina ima horizontalnu

tangentu (slika 8.23).

8.7.3 Dubina jednaka kriti¢noj a razli¢ita od normalne

U poglavlju 8.4.3, definisan je kriti¢ni nagib dna kanala I'xr kao nagib pri
kome su jednake normalna i kritiéna dubina hy = hgpr (jednaéina (8.30)).
Za dubinu h = hxg i nagib dna kanala?® Ip # Ixgr Frudov broj je Fr =1
pa je:

dh Ip—-Ig Ip—Igp
de  1-Fr 0

Linija nivoa ima vertikalnu tangentu, $to znaci da dolazi do nagle promene
dubine, pa pretpostavka o blago promenljivom strujanju i hidrostatickoj
raspodeli pritisaka ne vazi. U ovoj zoni se ne moze resavati diferencijalna
jednatina (8.59), a blisko toj zoni racunski korak Az mora biti kratak.

+oo (8.65)

258luéaj kada je Ip = Ik g je sluéaj iz prethodnog poglavlja 8.7.1 gde je Ip = Ig.
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Kada linija nivoa prilazi kriti¢noj dubini, za dubine h > hxgr u toku je
miran rezim pa je imenilac u jednaé¢ini pozitivan (1 — F'r) > 0, a za dubine
h < hgpg (buran rezim) imenilac je negativan (1 — Fr) < 0.

8.7.4 Nagib dna kanala manji od kriti¢nog nagiba

Za nagib dna kanala koji je manji od kriticnog Ip < Ixgr normalna
dubina je veda od kriti¢ne hy > hggr. Analiziraju se tri mogude vrednosti
dubina: za raspone h < hxpr, za hkr < h< hyizah > hy.

1 = reil o
k T . |
1 Iy - s LB
- —— | ! -.I :
oy T —— = |i. e
- - I II I j-!"'l ras it
= 3 Fr P
."'\ -.- f
; |:_.- ; H.!q_F - I:flh‘-
1 !
By, S \'"
o el
Fle=riee oy
11 ..!- 1,' [= 3 ™
- | < 'J
[, - T b i
“3‘ . & s )
-l S WY
G ~— by |y T e L
5 P —
[==1 |Fres
[Frs1 y | A
s ; I ,
-] =) I
ki | 9 (i
- — - I"ILI'IXII

Slika 8.24: Moguéi oblici linije nivoa pri nagibu dna manjem od kriti¢nog
nagiba, odnosno pri hxr < hy

Na slici 8.24, dat je poduzni presek kanala, sa ucrtana tri mogudca opsega
nivoa vode. Za svaki od opsega se analiziraju brojilac i imenilac diferencijalne
jednacine i odreduje da li linija opada ili raste i koje su asimptotske vrednosti
dubina:

e Linija tip (I) Dubine veée od normalne dubine. Miran rezim. Lin-
iju namece visoka kota sa nizvodne strane i uticaj te kote se prostire
uzvodno. Uzvodno, dubina tezi normalnoj dubini, sa gornje strane.

e Linija tip (II) Dubine izmedu kriti¢ne i normalne. Miran rezim. Liniju
namede nizvodna strana i uticaj se prostire uzvodno. Granicéni slucaj
je kada sa nizvodne strane kota padne ispod kriti¢ne dubine - tada je
najnizvodnija kota u kanalu jednaka kritiénoj. Uzvodno, dubina tezi
normalnoj dubini, sa donje strane.
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e Linija tip (III) Dubine manje od kriti¢ne. Buran rezim u kanalu sa
malim nagibom dna. Ovaj tip linije namece neki uzvodni granic¢ni
uslov (isticanje ispod ustave, prelivanje preko praga, ... ), a uticaj tog
uslova se prostire nizvodno. Dubina nizvodno postepeno raste, ali ne
moze glatko da prede kroz kritiénu dubinu, vec ée se negde formirati

hidraulicki skok.

Slika 8.25: Moguéi oblici linije nivoa u horizontalnom kanalu (levo) i pri
negativnom nagibu dna (desno)

Ako je nagib dna kanala horizontalan I'p = 0 ili ako je kontra nagib dna
Ip < 0, normalna dubina hy je beskonacéno velika (slika 8.25). U takvom
slu¢aju linija (I) ne postoji, a ostaju moguée jedino linije (II) i (III).

8.7.4.1 Beskonac¢no dugacak prizmati¢an kanal malog nagiba

Posmatra se tok u kanalu malog nagiba dna Ip < Ixg koji se nizvodno
zavrsava jezerom. Kota vode u jezeru moze da se menja. Kako utice
promenljiva kota vode u jezeru na dubine u kanalu?

Za dati protok i geometriju, mogu se izrac¢unati kriti¢na i normalna du-
bina:

1
Fr=1 = hggr Q= EANR%3\/ Ip = hn

pri ¢emu ée se dobiti da je hy > hkRg.

Posmatraju se &etiri moguéa slu¢aja kote vode u nizvodnom jezeru (sli-
ka 8.26). Za slu¢ajeve (A), (B) i (C), resenje linije nivoa se dobija direktno
na osnovu slike 8.24. Pitanje je sta ée se dogoditi u sluéaju (D), kada je nivo
u jezeru h < hgRr?
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Slika 8.26: Linije nivoa u kanalu za razli¢ite kote vode u nizvodnom jezeru

Specifidng arcergila 2L
. |_--'-|(-".-"-| o 3 :_,-"#? i Lo B __' ':
T ——— | o
e — TR
—— e ]
S
i
]
P L)
---- - - | i
"-1 R -..-_.-'b- | 1
. e, TS ]
F—'-—_-;:) | 'H.-_-_‘- -
|
e | : g )
Ll s
i i I‘- L]
I/,{.:/""/ .r{:f/.-'_//.-'..-'f?.-’ /_ | II :
LA // .-(
bt .’-“',«/,-f r——
|.. P I . £ Fl //

Slika 8.27: Linija nivoa prikazana isprekidanom linijom ne moze da. se ostvari
ved se na kraju kanala javlja kriti¢na dubina, jer je tada minimum specifi¢ne
energije

Slededi logiku postepenog obaranja nizvodnog nivoa i1 postepenog spusta-
nja linije (IT), o¢ekivalo bi se da ée se u slu¢aju (D) formirati linija nivoa koja
uzvodno tezi normalnoj, a nizvodno se glatko spaja sa kotom u jezeru (na
slici 8.27 je takvo resenje prikazano isprekidanom linijom). Ako se pogleda
linija specificne energije (na desnoj strani slike), vidi se da bi to znaéilo
da specifiéna energija e postepeno pada niz tok (sve dok je tok u mirnom
rezimu, do kritiéne dubine hgpg), a da zatim poéinje da raste, uz promenu
rezima tecenja.

U poglavlju 8.4.4, Miran ¢ buran reZim tedenja, na osnovu analize pravaca



8.7. OBLICI LINIJE NIVOA KOD NEJEDNOLIKOG TECENJA 375

prostiranja uticaja, zaklju¢eno je da se ne moze promeniti rezim toka u okviru
jedne deonice sa konstantnim nagibom dna. Takodje, analiza diferencijalne
jednacine linije nivoa ovo potvrdjuje, jer se za dubine manje od kriti¢ne
h < hgg formira linija tip (III), a tada nivo u kanalu mora da raste u smeru
toka a ne da opada.

Na osnovu date analize linije nivoa, mogu se izvudi slededi zakljucci:

e Kriti¢na dubina?® se ostvaruje na kraju kanala u sluéaju kada je nivo
u jezeru nizi od kritiéne dubine, jer je tada u tom preseku minimalna
specifi¢na energija?’.

e Nivo vode u jezeru uti¢e na tecenje u kanalu samo ako je dubina u
jezeru veca od kriti¢ne dubine.

e Za linije (I) i (II) kota jezera uti¢e na dubine u kanalu, pa je smer
prostiranja uticaja uz fluidnu struju (jer je tok miran). Nizvodni presek
je kontrolni presek.

<3 omer (thica ja ' X =mer ticaja

- r"\"u - - - wg =] S A E # s 1 + . A X %1
s U mer provadcuns S SMeEr prorAacUng

(gresca rast=) | (gres<a opada)

Slika 8.28: Smer resavanja diferencijalne jednacine utice na greske

Poslednji zakljucak o smeru prostiranja uticaja u kanalu ujedno definise i
smer resavanja diferencijalne jednaéine linije nivoa. Ako se jednacina resava

26U stvarnosti, na samom izlazu ée se formirati takozvana twiéna dubing koja je nedto
manja od kritiéne (posebno ako nema aeracije sa donje strane), pa pritisak na dnu nije
nula nego je negativan (nije hidrostaticki raspored pritisaka u izlaznom preseku).

2TUobigajeno je da se poduzni presek kanala crta u distordovanoj razmeri, tako da na
slikama obitno izgleda kao da voda na izlazu iz kanala naglo pada, da nije kontinualna
linija nivoa.
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u smeru prostiranja uticaja, dobijaju se resenja koja konvergiraju ka regenju,
stabilna su i konzistentna (desni deo slike 8.28). Male numericke gregke, koje
se prave u svakom racunskom koraku, nemaju uticaj na finalno resenje.
Ako se zanemari fizika problema, diferencijalna jednacina se moze resavati
u oba smera. Ako se resava u smeru suprotnom od smera prostiranja uticaja,
kao §to je to pokazano na levom delu slike 8.28, proracun je nestabilan jer i
najmanja racunska greska se “pojacava” i vodi ka pogresnom resenju.

8.7.4.2 Ustava u kanalu malog nagiba dna

U kanalu sa nagibom dna manjim od kriti¢nog, tok ée teziti normalnoj
dubini preko linije (I) ili (IT). Ako je nizvodni graniéni uslov dovoljno daleko
od nekog preseka koji se posmatra, moze se slobodno pretpostaviti da je
u tom preseku normalna dubina. Ako se u takav kanal postavi ustava, sa
otvorom u dnu takvim da bude manji od kriti¢ne dubine u < hgg, pitanje
je kako e izgledati linija nivoa?
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Slika 8.29: U kanalu sa malim nagibom dna u kome je linija nivoa bila
odredena nizvodnim uslovima (linije (A), (B) ili (C)) je stavljena ustava
¢ime se formira nizvodno buran tok i hidraulicki skok (u presecima 1, 21 3)

Na slici 8.29, prikazan je deo kanala u kome bi, da nema ustave, tok bio sa
normalnom dubinom koju nameéu trenje i nagib dna. Kada se stavi ustava,
u tok se unese poremecaj koji treba savladati. Za to je potrebna dodatna
energija koju ée fluid “obezbediti” tako sto ée podiéi kotu ispred ustave,
smanjiti brzinu i smanjiti gubitak energije na trenje na uzvodnoj deonici.
Ta nova dubina ispred ustave H > hy je sada nova grani¢na dubina za
uzvodni deo kanala, te se formira linija tipa (I).
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Nizvodno od ustave se formira suzeni presek, koji je za stepen kontrakcije
mlaza manji od visine otvora ustave i, istovremeno, manji od kriti¢ne dubine
hs < higgr. Usled nametnute dubine hg, formira se buran tok sa linijom
tipa (III) i sa nizvodnim smerom prostiranja uticaja.

Jedini naéin spajanja linije (III) u burnom i nizvodne dubine u mirnom
rezimu je hidraulicki skok (poglavlje 8.5). Polozaj skoka zavisi od nizvodne
dubine, jer skok trazi mesto gde ée se spregnuti dve dubine hi A’

8.7.5 Nagib dna kanala veéi od kritiénog nagiba

U kanalu gde je nagib dna. vedi od kriti¢nog Ip > Ixgr normalna dubina
je manja od kriti¢ne hy < hggr i moguca su tri opsega dubina, u ragponima
h< hny,hy <h<hggrih>hgg.
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Slika 8.30: Moguéi oblici linije nivoa pri nagibu dna veéem od kriti¢nog
nagiba, odnosno pri hxr > hy

Na slici 8.30, dat je poduzni presek kanala sa ucrtanim mogudim lin-
ijama nivoa i sa tablicom u kojoj se porede znaci brojioca i imenioca iz
diferencijalne jednaéine (8.59):

e Linija tip (IV) Dubine veée od kritiéne. Miran rezim u kanalu sa ve-
likim nagibom. Ovaj tip linije namedée nizvodni graniéni uslov (ulivanje
u jezero sa visokom kotom, nizvodni kanal sa malim nagibom dna, niz-
vodna ustava, isl.) a uticaj ovog uslova se prostire uzvodno. Uzvodno,
linija nivoa tezi ka kriti¢noj, ali pre no $to dode do kriti¢ne dubine,
formirace se hidrauli¢ki skok.
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e Linija tip (V) Dubine izmedu kriti¢ne i normalne. Buran rezim. Lin-
iju namece uzvodna pocetna dubina i uticaji se prostiru nizvodno.
Nizvodno, dubina tezi normalnoj sa gornje strane.

e Linija tip (VI) Dubine manje od normalne. Buran rezim. Liniju
namedée neki uzvodni graniéni uslov (ustava, uzvodni kanal sa veéim
nagibom, nizvodno od praga, itd.) i uticaji se prostiru nizvodno.
Nizvodno, dubina tezi normalnoj sa donje strane.

Kako ée izgledati linija nivoa u kanalu zavisi od uzvodnih i/ili nizvodnih
grani¢nih uslova. U nastavku ée se analizirati dva karakteristi¢na slucaja:
slobodan ulazak iz jezera u kanal sa velikim nagibom i uticaj ustave na tok
u kanalu sa velikim nagibom.

8.7.5.1 Prelaz iz jezera u kanal sa nagibom veéim od kriti¢nog

Posmatra se izliv iz jezera u kanal

R‘\'- i cheo 74 max (] koji ima nagib dna veéi od kriti¢nog
) S Ip > Ikg (slika 8.31). Takav slucaj
o N je veé raden u poglavlju 8.4.4 Miran i

y_ P buran rezem tecenja, u primeru 8.4.5

(strana 355), pri ¢emu je bio zane-
maren gubitak energije na ulazu u
kanal.

Na slici 8.31, dubina u preseku
Slika 8.31: Na potetku kanala A je jednaka kriti¢noj dubini, jer je
se formira kriticna dubina, koja tada protok maksimalan?®. Analiza
nizvodno tezi normalnoj linije nivoa u primeru 8.4.5, ukazala

je na to da se nizvodno od preseka
A javljaju dubine koje su manje od kriti¢ne. Prema oznakama sa slike 8.30

formira se linija nivoa (V) koja asimptotski sa gornje strane tezi normalnoj
dubini, dubini koju namedée trenje.

Kota vode u uzvodnom jezeru se dobija iz energetske jednacine, za presek
u jezeru i za presek u tacki A:

% 1%
Ejpz=Es+AE = HJEZ"‘% =zD+hA+(1+§)ﬁ
Dubina u preseku A je kriti¢na hy = hgpg a brzina u jezeru se moze zane-

mariti, pa je pijezometarska kota u jezeru:
V2
Ilyjpz =zp +hrgr+ (1 + 5)%

28T se moze shvatiti i kao teZnja toka da sam formira dubinu na poetku kanala takvu
da se dobije minimum specifi¢ne energije e4 a maksimum protoka (). Presek A se zbog
toga i zove kontrolni presek.
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8.7.5.2 Ustava u kanalu sa nagibom dna veéim od kritiénog

U kanalu sa nagibom dna vedéim od kriti¢nog postavlja se ustava sa
otvorom u < hpy. Kako ¢e izgledati linija nivoa uzvodno i nizvodno od
ustave?

Slika 8.32: U kanalu sa velikim nagibom dna u kome je linija nivoa bila
definisana uzvodnim uslovima (linije (A), (B) ili (C)) je stavljena ustava
¢ime se formira uzvodno miran tok i hidraulicki skok (u presecima 1, 2 ili 3)

Pre postavljanja ustave uzvodni kontrolni presek namede liniju nivoa
koja tezi normalnoj dubini?? bilo sa gornje (linija (V)) ili donje strane (lin-
ija (VI)). Kada se postavi ustava (slika 8.32), formira se nizvodno suzena
dubina hs (manja od otvora ustave u zbog kontrakcije mlaza). Ta dubina
je sada nova grani¢na dubina za nizvodnu liniju nivoa, koja tezi normalnoj
dubini sa donje strane (linija (VI)).

Uzvodno od ustave ce se formirati velika dubina, veéa od hgg, koja se
racuna. iz energetske jednacéine FEy,y = Fgy, + AE. Ta uzvodna dubina ée
biti u mirnom rezimu, sa smerom prostiranja uticaja od ustave ka uzvodnom
kraju. Linija nivoa je tipa (IV) i definisana je samo do kriti¢ne dubine hgy.

Hidrauli¢ki skok se formira negde u zoni preseka 1, 2 ili 3 (slika 8.32).
Mesto skoka je tamo gde se zadovolji funkcija skoka ®(hy) = P(hy/) data

jedna¢inom (8.41) odnosno tamo gde se postigne ravnoteza sila sa uzvodne

298amo kao podsetnik: normalna dubina je ravnoteza gravitacione sile i sile trenja.
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i nizvodne strane skoka (P + I); = (P + I)y/, jednacina (8.36).

Sam postupak odredivanja
mesta skoka je skiciran na 8.33.
U kanalu se prvo odredi lini-
ja spregnutih dubina za liniju
u burnom rezimu, odnosno,
odredi se linija potrebnih du-
bina da bi se na odredenom
mestu formirao skok sa pos-
tojecom dubinom u burnom, gqjika 8.33:
uzvodnom rezimu. Tamo gde
se preseku linije spregnutih du-
bina i linija nivoa izracunata
za miran rezim (linijja (IV)),
dolazi do skoka.

Medutim, moze se desiti da se uzvodno od ustave uopste ne formira

Linija spregnutih dubina
pokazuje kolika treba da bude dubina sa niz-
vodne strane da bi se u nekom preseku formi-
rao hidrauli¢ki skok

skok. Ako je tok sa velikim Frudovim brojem, a ustava ne remeti znacéajno
tok, linija spregnutih dubina ée biti iznad linije nivoa u mirnom rezimu
(linjja (IV)). Tada ne dolazi do skoka (kaze se da je skok “odbacen”), veé
je kompletna deonica kanala u burnom rezimu. Samo lokalno, neposredno
uz ustavu, tok udara u ustavu i podize II kotu pretvarajuéi veliku brzinsku
visinu u potencijalnu energiju.

8.7.6 Linija nivoa kod promene nagiba ili hrapavosti dna

Do sada je analizirana linija nivoa u izolovanom kanalu, konstantnog
preseka i nagiba dna, u zavisnosti od uzvodnih i nizvodnih grani¢nih uslova.
Na osnovu tih analiza, moze se skicirati izgled linije nivoa u dva spojena
kanala, razli¢itih nagiba dna ili razli¢itih hrapavosti. Kada se odredi mogué
izgled linije nivoa, odreduju se i opsezi mogucih vrednosti dubina u okviru
kojih treba resavati diferencijalnu jednatinu (8.59), kao i smer proracuna.

Na slici 8.34, prikazani su svi mogudéi slucajevi spajanja dva kanala, istih
poprec¢nih preseka a razli¢itih nagiba dna. Strelicama iznad toka je pokazan
1 pravac prostiranja uticaja.

Promena nagiba dna uz zadrzavanje istih svih ostalih parametara toka
rezultuje samo u promeni normalne dubine, dok kriti¢na dubina ostaje ista.
Promenu normalne dubine u kanalu moze da izazove i promena hrapavosti
dna. Na slici 8.35, prikazana je varijanta prelaska toka iz kanala sa vetom
hrapavoséu u kanal sa manjom, pri ¢emu je ta promena toliko velika, da
dolazi i do promene rezima tecenja.
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Slika 8.34: Mogudi oblici linije nivoa pri promeni nagiba dna
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Slika 8.35: Promena rezima. tecenja usled promene hrapavosti dna kanala
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8.8 Isticanje ispod ustave

Ustava je do sada nekoliko puta spominjana kao kontrolni element, od-
nosno kontrolni presek u toku. U zavisnosti od rezima toka, pomocéu ustave
se moze uticati na uzvodne i nizvodne dubine, tako da ustava predstavlja
unutrasngt graniént usiov. Istovremeno, ustava je “lokalni elemenat” u toku
jer na tecenje kroz ustavu ne utice trenje, odnosno normalna dubina.
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Slika 8.36: Isticanje ispod ostroiviéne ustave (levo) i odgovarajuéi dijagram
specificne energije (desno) za slucajeve idealnog i realnog fluida

Ustava se standardno analizira kao ostroivicni otvor. Ostra izlazna ivica
primorava mlaz da se odvoji od ustave i da formira stabilan nizvodni suzeni
presek, tako da je koeficijent kontrakcije mlaza (odnos suzenog mlaza i otvora
ustave) relativno konstantan u sirem dijapazonu protoka. Time se postize
stabilan, ponovljiv graniéni uslov.

Na slici 8.36, prikazan je presek kroz ostroiviénu ustavu. Brzina koja se

javlja ispod same ustave (kroz otvor u) je V,, = % i ta brzina nije reprezen-
U

tativna za proracun, jer u preseku nije ispunjen uslov da je hidrostaticka ras-
podela pritiska (nije ispunjen uslov da strujnice budu paralelne i upravne na
presek). Za proratun ustave se koristi nesto nizvodnija suzena dubina hg, gde
se mlaz suzava za koeficijent kontarkcije C4, i gde su strujnice medusobno
paralelne i upravne na presek. Visina hg se dobija iz hg B = uCy B, a
koeficijent kontrakcije C4 ima vrednosti u opsegu 0, 6 ~ 0, 65.

Visina ispred ustave je H (na slici 8.36 sa Hyp je prikazana visina za
slucaj idealnog fluida a sa Hpg za slucaj realnog fluida, kada postoji gubitak
energije &) dok se obi¢no sa Hy oznacava specificna energija ispred ustave,
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zbir visine i brzinske visine. U resavanju zadataka sa ustavom c¢esto se zane-
maruje brzinska visina jer je mala u odnosu na visinu, tako da se u stvari
resavanjem dobija visina Hy.

Ako se pretpostavi idealan fluid, gubitak energije na ustavi je AFE = 0,
pa na dijagramu (desni deo slike 8.36) specifi¢ne energije e(h), moze se videti
par Hrp/hg. Do istog resenja se dolazi postavljanjem energetske jednacine:

2 2
Eyzy =FEg = H-I-M:hs-l-ﬁ
29 29
gde je pretpostavljeno horizontalno dno u zoni ustave, a suzena dubina je
za pravougaoni presek kanala hg = uC4. Resavanjem po dubini H, koja
je nepoznata, dobija se jednacina treéeg stepena. Od dva pozitivna resenja,
uzima se ona dubina H koja je u mirnom rezimu.

Zarealan fluid postoji gubitak energije AF, koji se obi¢no izrazava preko
koeficijenta £r. Suzena dubina hg ostaje ista (jer ona zavisi samo od visine
otvora ustave), a sa poveéanjem gubitaka raste uzvodna dubina H.

Ustava kontrolige te¢enje u kanalu, ona je kontrolni (regulacioni) element.
Do sada je razmatrana pretpostavka da je protok kanalom konstantan i da
ée se uzvodna dubina prilagoditi ulovima koje nametne ustava. U realnosti,
uzvodno od ustave je obi¢no kanal ili jezero koji su za red velic¢ine veéi
od dimenzija kanala i dubina nizvodno od ustave, pa se H moze smatrati
konstantnim, nezavisnim od u. Protok kanalom tada nije konstantan veé
zavisi od otvora ustave, a moze se odrediti iz energetske jednacine:

Vs (1+ &)Q3

VUZV
H+ = hs +(1+&v) 5> 59B2h%

= H=hs+
2g

gde je brzinska visina ispred ustave zanemarena. Resavanjem po protoku

dobija se:
Bhg
g(H—hg) = CyCyBu+/2g(H—h 8.66
mw s) Q@ =CaCyBu./2g(H—hs) (8.66)

U jednacini (8.66) uveden je koeficijent brzine Cy = 1/4/1+ &y, koji u
sebi nosi gubitak energije na ustavi. Za idealan fluid je Cy = 1, dok je
za realan fluid Cy < 1. Takode, u jednacini (8.66), uveden je i koeficijent
kontrakcije mlaza C4 = As/A = Bhg/Bu. Cesto se u literaturi koristi i
koeficijent protoka Cg, koji je proizvod koeficijenta kontrakeije i koeficijenta

brzine3? Cg = C4 Cy.

39K oeficijenti brzine Cy, kontrakcije Ca i protoka Cq su kari¥éeni i kod isticanja kroz
oftroiviéni otvor, upoglavlju 7.2.3.4 Prémert pisango energetske jednadine, na stranama 135

i 136.
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Primer 8.8.1

U pravougaonom horizontalnom kanalu &rine B = 1 m nalazi se ustava. Ispred
ustave je dubina vode h; = 1,5 m a ustava je podignuta za v = 0,15 m. Ako je
koeficijent kontrakcije mlaza na ustavi Cy = 0,65 i koeficijent gubitka energije na
ustavi £ = 0,1 odrediti protok kanalom i silu vode na ustavu (p = 1 kg/dm3).

Nizvodno od ustave se formira dubina hs = u C4 = 0,0975 m. Za dubine h; i
ho mozZe se postaviti energetska jednacina:

V2 V2
zp1+hi+ L =zpa+he+-2(1+8) = hi+
29 29

Q@ __,  (1+9¢’
2gh2B2 ~ ? T 2gh2B?

1,5+ 0,02265Q2 = 0,0975+5,8977Q%> = Q=0,489 m?/s

Sila na ustavu se raéuna pomodu dinamicke . e
jednac¢ine. Na zapreminu vode izmedu pre- i “R=1m
seka 1 i 2 deluju sile pritiska, inercijalne '
sile 1 sila konture. Posto su preseci bliski, ! o
trenje se moZe zanemariti, a zbog hori- I N €r+h ¢ '_l';"_-'”_-"'-’*
zontalnog dna, komponenta sile teZine u i ha Tiulia
. - £
pravcu toka je nula. 2 [ )
: F i | ! —
P, = pohp Ay = pg" 1, B ] e
1= P AL = pop T e A N
I .l
P, =0,5p9h%B = 11,04 KN ‘ -
h
Py = pghr, Ay = pg%th = 0,5pgh2B = 0,047 KN
2 2
I = pQVy = 0,159 KN I, = pQVs = 2,45 KN

Ukupna sila vode na ustavu je obrnuta sila u odnosu na silu K:

~-K=Pi+1, — P, - I, =11,04+ 0,159 — 0,047 — 2,45 =8,7 KN

Kada se u kanal sa konstantnim nagibom dna Ip, u kome se ostvaruje
tok sa normalnom dubinom i konstantnom specifiécnom energijom e = Const.
postavi ustava, ispred i iza ustave ¢e doéi do poveéanja ukupne energije.
Pitanje je odakle toku ta dodatna energija?

Pre stavljanja ustave voda je igla dubinom hpy i imala specificnu energiju
en (u primeru je to slu¢ajno u mirnom rezimu hy > hgg, isto vazi i za
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C :'.'_::a Gl Fig Hi i

L%_j r . .1:1 4 q.3~.~}

Slika 8.37: Postavljanjem ustave u tok poraste ukupna energija

buran rezim). Stavljanjem ustave dobijaju se dubine hg (funkcija otvorenosti
ustave) i odgovarajuéa Hyzy sa specifiénom energijom Eyzy (idealan fluid,
slika 8.37).

Brzina u uzvodnom preseku je posle stavljanja ustave znatno manja
Vuzv << Vy. Gubitak energije na trenje, koje je odgovorno za “trosenje”
energije u uzvodnom delu toka, smanjuje se sa kvadratom brzine, tako da je
nagib linije energije Ir skoro horizontalan. Ukupan rezultat je da sa poras-
tom dubine pada Ig pa se energija ¢uva u potencijalnoj energiji (u dubini).
Upravo je ovaj princip sustina rada hidro akumulacija.

8.9 Prelivanje preko sirokog praga

Siroki prag je pravougaona prepreka u dnu toka, &ija je duzina oko dva
do tri puta veéa od dubine na pragu a visina dovoljna da napravi naglu
promenu u toku. Prema slici 8.15, na strani 358, na $irokom pragu ce se
Javits minimum specifiéne energyje tako da je na pragu kritiéne dubina.

Kada se u tok stavi &iroki prag (slika 8.38), uzvodno se formira miran
tok. Ukupna energija u uzvodnom preseku se poveéa na racun smanjenih
gubitaka na trenje i to taman toliko da se na pragu formira kritiéna dubina
(odnosno da se savlada prepreka sa minimum specifi¢ne energije). Kada tok
prode kroz kriticnu dubinu na pragu, sa nizvodne strane e pred¢i u buran
rezim, ako to dozvole nizvodni uslovi.

Siroki prag je lokalni objekat i ratuna se pomoéu energetske jednacine.
Duzina praga je dovoljna da se na njoj formira hidrostaticki raspored priti-
saka, a nije prevelika tako da se trenje moze zanemariti. Ako se sa ho = hggr
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E=Ec=Corat (ldealan Auid)

L
L

Slika 8.38: Siroki prag (u sredini slike) sa dijagramima specifi¢ne energije za
preseke 1 i 3 (levo) i za presek 2, na pragu, gde se ostvaruje hxr (desno)

oznaci dubina na pragu, koji je visine p, za preseke 1 i 2 se moze postaviti
energetska jednacina:

V2 V2
Ey=E;+AE,_, = h1+i=p+h2+(1+§1)§ (8.67)

kao i za preseke 2 i 3 (presek na pragu i nizvodno od praga):

V2 V2
Ey=E3+AFy 3 = p+h2+§=h3+(l+§2)§ (8.68)

pri ¢emu gubici energije na uzvodnom &; i nizvodnom delu praga £2 nisu isti.
Ako se poveda visina praga sa p na p’, du-
bina na samom pragu i dalje ostaje kriti¢na, a
uzvodne i nizvodne dubine se menjaju u skla-
du sa dijagramom specifi¢ne energije (slika 8.39):
uzvodna dubina ée porasti dok ée se nizvodna,
1 PN smanjiti.
1 Kao i ustava, i prag predstavlja unutrasnji
bt granic¢ni uslov i znac¢ajno uti¢e na rezime tece-
lﬂ—l-C I:- - nja. Na slici 8.40, prikazan je slucaj postavl-
h €z by janja praga u kanal sa malim nagibom dna
Ip < Igg isanizvodnom kotom vode u jezeru
jednakom nuli. Pre postavljanjapraga, tecenje
u kanalu je bilo prema liniji (II). Postavljan-
jem praga, uzvodno se formira linija uspora (I), a nizvodno dolazi do burnog

£

Slika 8.39: Slucaj poveca-
nja visine praga sa p na p’
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toka (III). Da li ée se formirati skok (kao 8to je pokazano na slici) ili ée biti
cela nizvodna deonica u burnom rezimu, pa i izlazna dubina vise nece biti
kriti¢éna, zavisi od odnosa dubina.

Linija nivea posle stavijEania praga

| .i|'|ii.-] v a pre

f.-.*__.:;lj.v']ﬂ_i,l praga

-

- qmn

A E

Rl g

s /:{’f-';/z’;f_z:.-':-;‘:.-:z'xfx o ! gi \_J

| | A A f'?":‘{";f',f'}ff’.-/ {/?,_ L ;
b oy e i o .

1 gz "{'//i’://-ﬁ:/j’,-':{z‘,“ff Py |
: S ey,

Newid kontrelel uslov: = <= Burar tok,

>

F%‘.“-:{.H‘.‘.r A dubing: =

Slika 8.40: Siroki prag predstavlja novi (unutrasnji) kontrolni uslov, pa se
linija nivoa prilagodava u uzvodnom i nizvodnom smeru

———— “ |EZ
___--_____
Il
a 1 T
l-“—':::‘_a_. '.|."|
h B Ll
o - S
ez i, ,
A o o rr .
i ,,,z,{fﬁ.ﬂjﬁj“/jx;x,y;y. ————
Ip<lie A i T
} £ 1 W .a‘;r-‘_.-';",f_.-':_-'__'.{,-:_'-__.-'_.}’__.!;

L ..-"'{r':.-":}':;{.rf::..ff‘ >
A
o
e
1

T
'r'(.(f_," iy

Slika 8.41: Nivo vode u nizvodnom jezeru je visok pa je siroki prag potopljen:
ne dolazi do formiranja kriti¢ne dubine na pragu ni burnog rezima nizvodno

Nizvodni uslovi mogu u potpunosti da promene sliku 8.40. Ako su niz-
vodne dubine velike (kao na slici 8.41) i potope hidrauli¢ki skok u preseku 3,
nizvodni uticaj ¢e se preneti preko praga u uzvodni deo kanala. Na pragu se
vige nede ostvarivati kriti¢na dubina, veé sada prag postaje “mala“ prepreka.
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Na samom pragu dolazi do smanjenja dubine i povecanja brzine, ali to ostaje
1 domenu mirnog tecenja.

Slika 8.42: Siroki prag u kanalu sa velikim nagibom: formira se hidrauli¢ki
skok uzvodno od praga

Kako izgledaju mogucée linije nivoa kada se siroki prag postavi u kanal
sa velikim nagibom Ip > Ix g, prikazano je na slici 8.42. Tok proracuna za
ovakav sluc¢aj bi bio slededi:

e Prvo treba izra¢unati normalnu dubinu Ay i kriti¢nu dubinu hggr (du-
binu na pragu).

e Odrediti dubinu u preseku 1 iz energetske jednacine B4 = Ey +AFEq_o.
Kao resenje uzeti dubinu u mirnom rezimu h; > hgg.

e Odrediti dubinu u preseku 3 iz energetske jednac¢ine Fy = F3+ AFo_3.
Kao resenje uzeti dubinu u burnom rezimu hg < hgg.

e Izracunati liniju nivoa nizvodno od praga (VI) resavanjem diferenci-

dh Ip-—1I
jalne jednacine — = u, tako $to se sa ra¢unom kreée od hg, a
dx 1—Fr

teziti normalnoj dubini hjy sa donje strane.

e Izracunati liniju nivoa uzvodno od praga (IV). Linija je u mirnom
rezimu pa resavanje diferencijalne jednacdine poceti sa polaznom du-
binom hq, a teziti dubini 1,1 hgpg (ne sme se sa proratunom dodi do
same kritiéne dubine).
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e Izracunati liniju nivoa u uzvodnom delu kanala (V). Linija je u burnom
rezimu pa resavanje diferencijalne jednacine poceti sa dubinom jed-
nakom dubini na pocéetku kanala (verovatno je to hxg pa proracun
treba pocetisa 0,9 hgg) a teziti normalnoj dubini hy sa gornje strane.

o Mesto skoka se dobija u preseku linije spregnutih dubina za buran rezim
(A"} i linije nivoa u mirnom rezimu (IV). Linija spregnutih dubina
se dobija iz jednacine skoka @(h(yy) = @(h") (jednacina (8.41) na
strani 8.41) gde su h(yy dubine dobijene proracunom za liniju (V).

Primer 8.9.1

Kroz pravougaoni kanal irine dna b = 2 m proti¢e Q = 2,351 m3/s vode. Ako je u
kanalu prag visine p = 2/3 m i ako je lokalni koeficijent gubitka energije od preseka
na pragu do nizvodnog preseka £n = 0,1, odrediti dubinu iza praga hs pod uslovom
da nizvodni uslovi omoguéavaju nepotopljeno tecenje.

Za date podatke, prvo treba odrediti kriti¢nu dubinu. Iz uslova Fr =1 sledi:

_Q2B_ s Q% 5] 235127
Fr=sm =1 = her=ilgm={ggr 2 - 0020

Na pragu se ostvaruje kritiéna dubina, pa je energetska jednacina za preseke na
pragu i za nizvodni presek:

V2 V2 0,0775
p+hxr+ 2B =hs+ 2(1+&y) = 145=hs+
29 29 h2

Dobijena kubna jednacina moze da se redi iterativno, pri éemu treba da se dobije
dubina koja je manja od kriti¢ne. Ako se jednaéina redi po kvadratnom ¢lanu iz
imenioca, dobija se:
peh _ [_00TT5 1]

1,45 — hY 3

L
¢ijim redavanjem dubina konvergira ka: L e
i

h3 =0= 0,231 = 0,252 = 0,254 = 0,254 m -

viira

Resenje hg = 0,254 m je dobro jer je u burnom rezimu i) (-
(tacka A na dijagramu). Ako se ista kubna jednacina ' il |
napise u drugacijem obliku za resavanje iteracijama:

1 = 1,45 - 2970
3
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kao regenje ée se dobiti druga dubina (tacka B na dijagramu):
hz =0,3 = 0,589 = 1,226 = 1,398 = h3 =1,4104 = h3 =1,411m

§to je pogreino redenje jer se nalazi u mirnom reZimu!
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Dodatak A

Osnovne 1 1zvedene fizicke

B o B

veli¢ine

Tabela A.1: Sedam osnovnih veli¢ina SI sistema - ako se ne razmatra i
termodinamika, u “Mehanici fluida” se koriste samo prve tri (M, L, T)

Veli¢ina Jedinica Oznaka
(simbol jedinice)

Masa (M) kilogram kg
Duzina (L) metar m
Vreme (T) sekund 8
Temperatura kelvin K
Jaéina struje amper A
Svetlosna jadina kandela cd
Koli¢ina supstance | mol mol
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Slika A.1: Veza izmedu osnovnih i nekih izvedenih veli¢ina [18]

euipob "¢ 10z - aluepz1 obnip ‘elaynyel Boysuirslpels) sjuspnls Bz epinj ByjIueysip - JIAoUEPOId uesn(]



395

Tabela A.2: Izvedene veli¢ine koje se najcesée koristeu “Mehanici fluida” [18]

‘ Velic¢ina ‘ Oznaka ‘ Eksponenti ‘ Jedinica ‘ Napomena ‘
Sila F ML T ? | N (Newton) | kgm s
Povrsina A L? m?

Zapremina, v L3 m3

Brzina u, V LT ms +

Ugao a LY rad

Ugaona brzina w T-! g1

Frekvencija f T-1 Hz (Hertz) s+
Ubrzanje a, g LT m s 2

Gustina 2 ML kg m 3

Specificna tezina 7y ML—2T2 N m-3 kg m—2 572
Protok Q L3 T m°> s~ !

Rad, Energija

i Koligina toplote R, E | ML2T"%2 | J (Joule) N m
Snaga N ML?T3 | W (Watt) Jst
Napon, Pritisak c,p | MLt T2 | Pa (Pascal) N m—
Kinematski koef.

viskoznosti v | I m? 57!

Dinamicki koef.

viskoznosti 7 ML-tT! Pas kg m—!g!
Modul elasticnosti E ML-! T2 N m—2 kg m—! g2
Kapilarna konstanta 0 M T2 Nm* kg s~
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Dodatak B

Tabele osobina nekih fluida

Podaci u narednoj tabeli B.1 daju gustinu vode, dinamicki koeficijent viskoznosti,
povrdinski napon u kontaktu sa vazduhom, pritisak vodene pare i visinu pritiska vo-
dene pare u funkciji od temperature. Podaci su dobijeni na osnovu eksperimentalnih
merenja i ekstrapolacijom pomoéu sledeéih izraza (T je temperatura u stepenima
Celzijusa, od 0° do 100°C, p u kg/m3, 1 u Pa s, ¢ u N/m a py u kPa) [3, 8, 14].

999,8396 + 18,224944 T — 0,00792221 T2 — 55,44846 - 10~ T3 "
1+18,159725- 103 T

149,7562- 107°T* — 393,2952- 10~ 127

1+18,159725- 10 3T (B.1)
4 =2,414-107° x 10T+1515 (B.2)
o = 0,07598 — 0,0001669 T (B3)
pv = 0,60456 e2%27T (B.A)
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Tabela B.1: Osobine ¢iste vode na atmosferskom pritisku

T p Iz o PV hv

0C | Kg/m?3 Pa s N/m | kPa (aps) m
0 999,8 1,753-10_3 0,0760 0,605 0,062
1 999,9 1,698-10_3 0,0758 0,650 0,066
2 999,9 1,645-10_3 0,0756 0,698 0,071
3 | 1000,0 1,595-10_3 0,0755 0,750 0,077
4 | 1000,0 1,547-10_3 0,0753 0,805 0,082
5 | 1000,0 1,501-10_3 0,0751 0,864 0,088
6 999,9 1,457-10_3 0,0750 0,926 0,094
7 999,9 1,415-10_3 0,0748 0,992 0,101
8 999,8 1,375-10_3 0,0746 1,062 0,108
9 999,8 1,336-10_3 0,0745 1,137 0,116
10 999,7 1,300-10_3 0,0743 1,216 0,124
11 999,6 1,264-10_3 0,0741 1,300 0,133
12 999,5 1,230-10_3 0,0740 1,389 0,142
13 999,4 1,197-10_3 0,0738 1,483 0,151
14 999,2 1,166-10_3 0,0736 1,683 0,162
15 999,1 1,136-10_3 0,0735 1,689 0,172
16 998,9 1,107-10_3 0,0733 1,800 0,184
17 998,8 1,079-10_3 0,0731 1,919 0,196
18 998,6 1,052-10_3 0,0730 2,044 0,209
19 998,4 1,027-10_3 0,0728 2,176 0,222
20 998,2 1,002-10_3 0,0726 2,316 0,237
25 997,0 8,904-10_4 0,0718 3,137 0,321
30 995,7 7,972-10_4 0,0710 4,203 0,431
35 994,0 7,185-10_4 0,0701 5,570 0,572
40 992,2 6,514-10_4 0,0693 7,307 0,751
45 990,2 5,939-10_4 0,0685 9,494 0,978
50 988,0 5,442-10_4 0,0676 12,224 1,262
60 983,2 4,631-10_4 0,0660 19,753 2,050
70 977,8 4,004-10_4 0,0643 30,937 | 3,229
80 971,8 3,510-10_4 0,0626 47,104 | 4,946
90 965,3 3,113-10_4 0,0610 69,899 7,389
100 958,4 2,790-10_4 0,0593 101,325 | 10,789
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Tabela B.2: Osobine nekih fluida na atmosferskom pritisku [8, 20]

Fluid T i 7 I 2% E
0¢C kg/ m3 Pas N/m | kPa (aps) | MPa

Benzen 20 895 | 0,65:10~3 | 0,029 10,0 | 1.030

Carbon

tetrahlorid 20 | 1.588 | 0,97.1073 | 0,026 12,1 | 1.100

Etil alkohol 20 789 | 1,19.1073 | 0,023 59 | 1.060

Benzin 20 680 | 0,29-1073 55,2

Kerozin 20 808 | 1,92:1073 | 0,025 3,2

Ziva 20 | 13.550 | 1,56-103 | 0,510 | 1,5 10~* | 26.200

Morska

voda (35 ppt) | 20 | 1.025| 1,07-1073 | 0,073 2,34 | 2.300

Sveza,

voda 20 998 | 1,00-10-3 | 0,073 0,07 | 2.171

Tabela B.3: Ugao kvagenja teénosti u kontaktu sa vazduhom, na 200 C [17]

‘ Teénost ‘ Zid suda ‘ 6 ‘
Benzene 4 | Parafin oY
Teflon 469
n-Decane Teflon 320 - 409
Ziva Staklo 1280 - 148Y
Teflon 150°
n-Octane Teflon 269 - 309
n-Propanol | Polietilen 70
Parafin 220
Teflon 439
Voda Zlato 0°
Staklo 09
Platina 409
Ljudska koza | 75° - 9QY
Teflon 98Y - 112Y
Parafin 1109
Glicerin Staklo oY
Etil alkohol | Staklo 09
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Frudov broj, 198, 353 kineticka energija, 156, 301
Kosijev broj, 200 lokalni gubici, 307
Mahov broj, 200 mehanicka energija, 161, 327
Rejnoldsov broj, 189, 196 odrzanje energije, 155
Veberov broj, 199 potencijalna energija, 156, 171, 303
Dinamicka jednacina, 123, 127, 128, 142, usled pritiska, 131, 303
145, 147, 217, 294, 338 usled visine deliéa, 131, 303
dinamicka ili energetska jedn., 325 razdvajanje mehanicke i toplotne, 161
hidrauliéki skok, 154, 360 razmena sa konturom, 152, 164, 170,
isticanje na dole, 297 286, 294, 301, 326
naglo prosirenje cevi, 323 reverzibilna konverzija energije, 162
otvoreni tokovi, 338 ukupna entalpija, 159
sila na zatvara¢, 321 unutrasnja energija, 156, 168
udar mlaza u plocu, 296
uticaj profila brzina, 299 Fanning John Thomas, 233
vertikalni mlaznik, 152 Fluid
Dinamika fluida, 6, 85 bezvrtloznost, 87, 112, 132
Dubina, 337, 338, 347 definicija, 1, 9, 12
kriti¢na dubina, 349 fluidna struja, 286
normalna dubina, 344 gasovi, 3
specificna energija, 347 gustina fluida, 20
spregnute dubine, 359 homogen fluid, 9, 21, 87, 119
idealan fluid, 17, 87, 112, 130, 133,
Emisiona linija, 93 136, 161, 249, 306
Energetska jednacina, 156, 159, 160, 165, idealan gas, 41
168, 171, 172, 216, 303, 346, izotropan fluid, 9, 34, 86
386 kruto telo - fluidi, 1, 2
cevi razli¢itog precnika, 316 neprekidan fluid, &6
dinamicka ili energetska jedn., 325 nestigljiv, 23, 87
isticanje iz suda, 177 Njutnovski fluidi, 16
isticanje kroz mlaznik, 310, 318 povréinski napon, 28, 31
kratak naglavak, 178 realan fluid, 86, 133, 306
potopljeno isticanje, 309 specifiécna tezina, 22
racvanje cevi, 174, 320 stisljivost, 22, 87, 110, 119, 249, 286
Venturijevo suzenje, 312 tetnosti, 2
Energetska linija, 309, 310, 337 viskoznost, 16, 86, 88
crtanje, 317, 321 Fluidni delié, 3, 33, 86, 107
Energija Froude William, 198
entalpija, 159 Frudov broj, 198, 349, 353
gubitak energije, 163, 171, 302 Frudova sliénost, 208
gubitak na trenje, 216, 305
lokalni gubitak, 305 Gauss Johann Carl Friedrich, 106
zavisnost od Re, 229 Gausova teorema, 106

interna energija, 156, 159, 166, 171  Granic¢ni sloj, 248, 269
ireverzibilna konverzija energije, 163 debljina sloja, 253, 263
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laminaran sloj, 252, 254
Prantlov koncept, 250

tacka odvajanja, 266, 267, 269
turbulentan sloj, 252, 255

Heisenberg Werner, 229
princip neodredjenosti, 229
Hidraulicke magine, 301, 326
koeficijent korisnog dejstva, 329, 331
pumpe, 327
geodetska visina dizanja, 328
izbor, 327
snaga pumpe, 329
visina dizanja, 328
reverzibilne masine, 333
odnos snaga, 334
znacaj u sistemu, 334
turbine, 330
dimenzionisanje, 332
pad turbine, 330
snaga turbine, 331
Hidrauli¢ki radijus, 219, 339
kruzni presek, 220
otvoreni tokovi, 336
Hidrauli¢ki skok, 154, 359-362
Hidrodinamicke sile (otpori), 215, 246
otpor oblika, 246, 260
otpor trenja, 246, 247
Hidrodinamika, 3, 6, 85
Hidrostaticke sile
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horizontalna komponenta, 63
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na vert. ravnu povrs., b3, 55
ravanski - gasovi, 78
ravanski - hor. sila, 72
ravanski - ver. sila, 75
ravanski zadaci, 70
razdvajanje na komponente, 58
sabiranje komponenti, 66
sila od gasova, 77
sila potiska, 67
vertikalna komponenta, 59
Hidrostatika, 33, 85
Homogen fluid, 20, 36, 39, 87, 119, 286
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Izotropan fluid, 34, 86
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142, 147
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primeri primene jedn. odrzanja, 315
toplotne energije, 162

Jednoliko strujanje, 91, 339

Kérman Theodor, 238
vrtlozi, 272
merenje protoka, 276
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Kavitacija, 307, 314
Koeficijent
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brzine, 136, 383
Businesov, 99, 289, 299, 346
kontrakcije, 135, 136, 383
Koriolisov, 99, 164, 169, 314, 346
korisnog dejstva, 329, 331
linijskog gubitka energije, 220, 305
lokalnog gubitka energije, 306, 307,
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Materijalni delié, 86, 107
bezvrtloznost, 87, 112, 132
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devijatorski deo, 113
sferni deo, 113
brzina klizanja, 112
brzina rotacije, 112
brzina zaprem. dilatacije, 110
ugaona brzina, 111, 143
Materijalni izvod, 103, 108
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koeficijent protoka, 141
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osnovne pretpostavke, 261
raspored pritisaka
idealan fluid, 265
realan fluid, 265
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uticaj Re broja, 280 spregnuta dubina, 361
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minimum, 349
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proracun debljine, 253
rezim strujanja, 252
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apsolutni pritisak, 27, 43, 307 SI
atmosferski pritisak, 27, 44 definicija kg, 11
definicija, 24 definicija m, 10
hidrostaticki, 28 definicija s, 11
jedinica, 24 osnovne veli¢ine, 10
manometarski, 28 Sile
merenje, 44, 45 fiktivne sile, 151, 295
najmanja vrednost, 28 hidrodinamicke sile, 215
prosek normalnih napona, 127 hidrostaticka sila, 50
u mlazu vode, 135, 310, 319 inercijalne sile, 123, 147, 151, 295
vakuum, 27 konturna sila, 151, 217, 287, 294,
visina pritiska, 37, 168 326
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sila trenja uz ploéu, 258
Rad uzgona, 281, 282, 284
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Relativno mirovanje fluida Rejnoldsova sli¢nost, 212
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Reynolds Osborne, 88, 189 Rejnoldsova sliénost, 208
Rejnoldsov broj, 189, 196, 252, 271, Specifiéna energija, 347
336 Spregnute dubine, 359
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Strujnica fluidnog deliéa, 93, 108
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potro$nja energije, 232
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kvaziustaljeno strujanje, 91, 134
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nacin zapisa, 11
osnovne veli¢ine, 10
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Venturijevo suzenje, 312
Visina pritiska, 168
Viskoznost, 12, 86, 88, 143
bezdimenzionalna viskoznost, 189
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definicija, 12
dinamicki koeficijent, 15
idealan fluid, 17
jedinica mere, 16
kinematski koeficijent, 16
mehanizam viskoznosti, 17
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Rejnoldsov broj, 189
turbulentna viskoznost, 90
uticaj temperature, 18
VrtloZni trag, 271
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Zaustavni pritisak, 138, 188, 304



INDEKS 411

Indeks uradenih primera

Primer 2.2.1: Primer proraéuna sile trenja usled viskoznosti, 19
Primer 2.5.1: Promena gustine usled stigljivosti vode, 22
Primer 2.6.1: Sila usled pritiska u fluidu - Paskalov zakon, 26
Primer 2.6.2: Hidrostaticki i apsolutni pritisci, 28

Primer 2.7.1: Pritisak unutar mehura vode, 31

Primer 3.1.1: Proracun pijezometarske kote, 39

Primer 3.1.2: Zavisnost gustine vazduha od visine, 41

Primer 3.1.3: Zavisnost gustine vazduha od visine i temperature, 43

© ® N & o s W =

Primer 3.2.1: Zivin manometar sa U cevi, 49

Primer 3.3.1: Sila na dno suda, 51

—_ =
= o

. Primer 3.3.2: Sila na poklopac suda, 55
. Primer 3.3.3: Vertikalna komponenta sile, 62

[E O
w N

. Primer 3.3.4: Horizontalna komponenta sile, 64

—
>

Primer 3.3.5: Odredivanje gustine tecnosti areometrom, 68

—
ot

. Primer 3.3.6: Horizontalna sila na ustavu, 74

—
(o]

. Primer 3.3.7: Vertikalna sila na poklopac, 76

—
~

Primer 3.4.1: Pritisci u sudu koji rotira, 83

—_
o0

. Primer 4.1.1: Proracun brzine preko strujnica, 95

—_
o

. Primer 4.1.2: Proracun strujnice i trajektorije, 95

D
(o=

. Primer 4.1.3: Raspored brzina izmedu dve plo¢e, laminarno strujanje, 99

[}
—_

. Primer 4.3.1: Promena mase fluida u sudu, 105

N
[\

. Primer 4.3.2: Materijalni izvod brzine, 109

[
V)

. Primer 4.4.1: Prora¢un brzine dilatacije, 118

el
s

. Primer 4.4.2: Maseni i zapreminski protoci smese fluida, 118

]
o

. Primer 4.4.3: Jednadina odrzanja mase - provera rasporeda brzina, 120

[\
(2]

. Primer 4.5.1: Sredivanje jednacine kretanja za tacku, 128

e
-1

. Primer 4.5.2: Primer Bernulijeve jednaéine, 132

]
o0

. Primer 4.5.3: Isticanje kroz ostroiviéni otvor, 136

]
e

. Primer 4.5.4: O&troivi¢ni preliv, 142



412 INDEKS

30. Primer 4.5.5: Konstantna pijezometarska kota po preseku, 146
31. Primer 4.5.6: Businesov koeficijenat za turbulentni tok, 150
32. Primer 4.6.1: Koriolisov koeficijent za turbulentni tok, 165

33. Primer 4.6.2: Zagrevanje vode pri gubitku energije, 167

34. Primer 4.6.3: Koji je smer toka vode, 172

35. Primer 5.1.1: Primer bezdimenzionalne analize, 180

36. Primer 5.1.2: Mogudée kombinacije osnovnih veli¢ina, 181

37. Primer 5.1.3: Bezdimenzionalni pritisak, 189

38. Primer 5.1.4: Bezdimenzionalni momenat proste grede, 194
39. Primer 5.2.1: Fizicki model automobila, 203

40. Primer 5.2.2: Frudov model ustave, 209

41. Primer 5.2.3: Frudov i Rejnoldsov model, 210

42. Primer 5.2.4: Model i objekat su isti, 212

43. Primer 6.1.1: Gubitak energije u laminarnom toku, 225

44. Primer 6.1.2: Kinematski koeficijent viskoznosti, 226

45. Primer 6.1.3: Koeficijent trenja za laminarni i turbulentni rezim, 238
46. Primer 6.1.4: Koeficijent trenja za vodovodnu cev, 239

47. Primer 6.1.5: Isticanje vode iz rezervoara, 241

48. Primer 6.1.6: Poredenje kruzne i kvadratne cevi, 244

49. Primer 6.3.1: Debljina grani¢nog sloja, 255

50. Primer 6.3.2: Sila otpora oblika, 260

51. Primer 6.4.1: Sila otpora oblika - odnos sila, 268

52. Primer 6.4.2: Frekvencija vrtloga iza stuba, 274

53. Primer 6.4.3: Sila otpora na objekat, 278

54. Primer 6.4.4: Sila vode na prag, 279

55. Primer 6.4.5: Sila uzgona na rotirajuéi cilindar, 282

56. Primer 7.2.1: Jednacina kontinuiteta, 291

57. Primer 7.2.2: Sila na koleno, 299

58. Primer 7.2.3: Koriolisov koeficijenat za laminaran tok u cevi, 315

59. Primer 8.2.1: Maningov foeficijent - hrapavost, 343
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60. Primer 8.2.2: Normalna dubina, 344

61. Primer 8.4.1: Kriti¢na dubina, 349

62. Primer 8.4.2: Dijagram Q(h) za kanal, 351

63. Primer &.4.3: Kriti¢ni nagib kanala, 352

64. Primer 8.4.4: Prostiranje poremeéaja u kanalu, 354
65. Primer 8.4.5: Prelaz jezero - kanal, 355

66. Primer 8.5.1: Funkcija skoka, 361

67. Primer 8.5.2: Hidraulicki skok, 362

68. Primer 8.8.1: Isticanje ispod ustave, 384

69. Primer 8.9.1: Siroki prag, 389



