InZenjerska hidrologija

PRIMENA VEROVATNOCE |
STATISTIKE U HIDROLOGUI

Karakter hidroloskih procesa

Hidroloski procesi odvijaju se u prostoru i vremenu
o delom predvidivo (deterministicki)

o delom nepredvidivo (slucajno, stohasticki)
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Karakter hidroloskih procesa

Hidroloski procesi odvijaju se u prostoru i vremenu
o delom predvidivo (deterministicki)

o delom nepredvidivo (slucajno, stohasticki)
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Karakter hidroloskih procesa

Protoci kao vremenske serije

e izrazena meduzavisnost podataka (autokorelacija)

o redosled podataka je bitan
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Karakter hidroloskih procesa

Cisto slu¢ajan proces: jedan podatak osmatranja ne zavisi od
prethodnih ili narednih osmatranja

¢ redosled podataka nije bitan

e pogodno za ekstremne hidroloske pojave (velike/male vode)

Maksimalni godi$nji protoci
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Karakter hidroloSkih procesa

SloZeni proces:
o deterministi¢cke komponente (trend, skokovi, periodi¢nost)

o slucajne komponente (opisivanje meduzavisnosti i ¢isto slucajna

komponenta)
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Hidroloski nizovi
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Hidroloski nizovi

Prikupljeni hidroloski podaci ¢ine uzorak iz nepoznate populacije

Qmax,god (m3/s)

Zapadna Morava / Milo¢aj 1955-2010
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o Uzorak je podskup populacije eoTim LN obim
ooy . k == lacij
o Zakljucivanje o populaciji na osnovu uzorka o LR
N

o Reprezentativan uzorak?

e Prost slucajni uzorak: onaj u kome su elementi nezavisni i isto rasporedeni
(slu¢ajnost i homogenost uzorka); tada je analiza najjednostavnija
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Osnovni pojmovi iz verovatnoce

Teorija verovatnoce
o matematicka disciplina koja se bavi izu¢avanjem slucajnih pojava
o slucajne pojave su empirijski fenomeni ¢iji ishodi nisu uvek strogo
definisani (neizvesni su)

Eksperiment ili opit

o stvarni ili zamisljeni eksperiment ¢iji je rezultat NEIZVESAN (pojava
poplava, pojava suse, pojava jake kise)

o ako se eksperiment ponavlja mnogo puta pod istim uslovima, pojavljuje se
odredena zakonomernost u ishodima

e verovatnoca - kvantitativna mera kojom se procenjuje moguénost/
nemogucnost nastupanja ishoda

Osnovni pojmovi iz verovatnoce

Ishodi ili realizacije

o rezultati eksperimenta
Skup svih moguc¢ih ishoda

e svi moguci rezultati eksperimenta
Slucajni dogadaj

e podskup skupa svih mogucéih ishoda
Slu¢ajna promenljiva

o velicina koja se ponasa po nekom zakonu verovatnoce, tj. uzima vrednosti
iz skupa svih mogucih ishoda sa nekom verovatno¢om




Osnovni pojmovi

Primer:
e Protok kao slucajna promenljiva X

o Skup svih moguéih ishoda: 0 < X < o

Skup svih mogucih ishoda

Osnovni pojmovi

Primer:
e Protok kao slucajna promenljiva X
o Skup svih moguéih ishoda: 0 < X <

o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 m3/s

Jedan ishod
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Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao sluc¢ajna promenljiva X
o Skup svih moguéih ishoda: 0 < X < o
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 m3/s

o Slucajni dogadaj:
X>20m3/s

Dogadaj X > 20
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Osnovni pojmovi
Primer:
o Visina kiSe kao sluc¢ajna promenljiva X
o Skup svih moguéih ishoda: 0 < X <
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 m3/s
o Slucajni dogadaj:
X>20mm3/s, X< 10 m3/s
Dogadaj X <10
I T T T T T T > x
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Osnovni pojmovi

Primer:
o Visina kiSe kao sluc¢ajna promenljiva X
o Skup svih moguéih ishoda: 0 < X < o
o Ishodi ili realizacije (osmatranja): X = 52 m3/s

o Slucajni dogadaj:
X>20m3/s, X<10m3/s,30 <X <60 m3/s

Dogadaj 30 < X < 60

> X

Osnovni pojmovi

Slu¢ajne promenljive:

o prekidne ili diskretne: skup svih mogucih ishoda = skup celih brojeva

= broj dana u godini sa kiSom ve¢om od 10 mm
= broj dana u godini sa temperaturom ispod 0°C

= broj talasa velikih voda u godini sa maksimalnim protokom ve¢im od neke

vrednosti

o neprekidne ili kontinualne: skup svih moguéih ishoda = skup realnih

brojeva
= protok
= visina kiSe

= nivo vode (vodostaj, ako se ne menja kota nule vodomera)

= zapremine talasa velikih voda
* nivo podzemnih voda
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Raspodela verovatnode

Ishodi ili realizacije i dogadaji se deSavaju sa odredenom
verovatno¢om, prema RASPODELI VEROVATNOCE

Raspodela verovatnoce za diskretnu slu¢ajnu promenljivu

x:(xl 2 X J
Pr P, Ps
p; =P{X =x}

Pr+ P+ P+ =2p =1

Raspodela verovatnode

Primer raspodele diskretne slucajne promenljive:

P G
o bacanje nov¢iéa X:

0.5 0.5

1 2 3 4 5 6
o bacanje kocke X:

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)

o 5 6 7 8 9 10

e ocena na ispitu X

0.30 0.10 0.18 0.25 0.12 0.05
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Raspodela verovatnode

Graficki prikaz raspodele diskretne slucajne promenljive

e primer: ocena na ispitu
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Raspodela verovatnode

BROJ DANA U JUNU
SA PADAVINAMA > 10 mm
Novi Sad - Petrovaradin

Primer raspodele diskretne slucajne Godina [Broj dana] Godina

Broj dana
promenljive T 0
1963 1 1978 2
o Verovatnoca da nece biti nijednog kiSnog dana: 194 | 4 [ 1979 | 3
P 1965 2 1980 4
PiX=0}=0 1966 1 1981 5
, , 3 L. . . v . 1967 5 1982 8
e Verovatnoca da Ce se javiti 2 ili manje kiSnih 198 | 1 | 1083 | 3
dana u zadatom mesecu: T T
P{X<2} =P{X=0} +P{X=1} +P{X=2} = 1970 | 1 [ 1086 | 1
=0+0.23+027=0.50 T
o Verovatnoéa da ée se javiti 5 ili vise ki$nih dana e
u zadatom mesecu: o
0.27
P{X>5}=1-P{X<4} = 025 023 023
=1-(P{X=0} +P{X=1} +..+P{X=4})= .
=1-(0+023+027+0.23+0.10)=1-083=0.17 § »
2 01 0.10
0.05 0.03
o 0.00 . 0.00
0 1 2 3 4 5 ' 6 7

broj dana sa P > 10
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Raspodela verovatnode

Raspodela verovatnoce za
kontinualnu slucajnu promenljivu

o funkcija gustine verovatnoce f{x)
T f(u)du=1
o funkcija raspodele verovatnoce F(x)

F(X)=P{X <x}= f f(u)du

-0

f(x)

F)

FX)|— — —

F(X)=P{X <X}

Raspodela verovatnode

Verovatnoce dogadaja za kontinualnu sluc¢ajnu promenljivu

f()

P{X <x} = F(X)

f(x)

PIX>x}=1-P{X<x}=1-F(X)

F(x)
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Raspodela verovatnode

Verovatnoce dogadaja za
kontinualnu slucajnu promenljivu

P{x;<X<x,} =
=1-P{X<x}-PX>x,}=
=1-P{X>x,} -P{X<x.} =
= P{X <xp} - P{X <xq}

= F(x;) - F(x,)

F(xy)

F(x)

f(x)

P{x <X <X} =F(xp) - F(x)

F()

X1

if

/E Fxy) - F(x))

X

: X
X2

Raspodela verovatnode

Primer raspodele verovatnoce za
kontinualnu sluc¢ajnu promenljivu:

o eksponencijalna raspodela:
f(x)=e*, x>0

F(x)=P{X <x} :f f (u)du =fe’“du =—e™ : =1-e*
0 0

P{X<l}=F()=1-e' =1-0.368 = 0.632

P{l<X <2}=FQ2)-F()=1-e? -1+e' =
=0.368 — 0.135 =0.233

P2<X <3}=FB)-FQ)=1-e" -1+e? =
=0.135 - 0.050 = 0.085

P{X>3}=1-F(3)=1-1+e~ =0.050

P{X <1} +P{1< X <2} +P{2< X <3} +P{X >3} =
=0.632 + 0.233 + 0.085 + 0.050 =1.000

f(x)

F(x)

0.8 4

0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.9 4
0.8 4
0.7 4
0.6 4
0.5 4
0.4 4
0.3 4
0.2 4
0.1 4
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Raspodela verovatnode

Graficko predstavljanje raspodele kontinualne slucajne promenljive

o Histogram = dijagram frekvencija
= podela na klase: priblizan broj klasa K = 5 log n

visina kise (mm)
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Raspodela verovatnoce

Primer za kontinualnu slucajnu promenljivu: maksimalni godi$nji

protoci na Savi kod Sremske Mitrovice - raspodela iz uzorka
e n=84;broj klasa: K=5log 84 = 9.6, usvajase K= 10

apsolutne frekvencije n;

Klasa Klasa Frekv. Kumul. frekv. F; =
od do n; n;
2600 3000 4 4
3000 3400 10 14
3400 3800 16 30
3800 4200 17 47
4200 4600 12 59
4600 5000 11 70
5000 5400 7 77
5400 5800 4 81
5800 6200 1 82
6200 6600 2 84

frekvencije
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70 —o—kumul. frekv.
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Raspodela verovatnode

Primer: maksimalni godi$nji protoci na Savi kod Sremske Mitrovice -
raspodela iz uzorka

relativne frekvencije n;*

Klasa Klasa Rel. frekv. Kumul. rel. frekv. 1
od do n*=n/n F*=F;/n
09 4 | ===rel. frekv.
2600 | 3000 0.048 0.048 os | | —etumi el ok
3000 3400 0.119 0.167 07
3400 3800 0.190 0.357 o Dvﬁ
3800 4200 0.202 0.560 §
205
4200 4600 0.143 0.702 2 04
4600 | 5000 | 0.131 0.833 B v
5000 | 5400 | 0.083 0.917 090 0202
p p 02 011 0.143 0,131 ——
400 800 0.048 0.964 4 - d
0.1 10.048 0.048 0.012 0.024
5800 6200 0.012 0.976 0 ! | L 1 0
6200 6600 0.024 1 2600 3000 3400 3800 4200 4600 5000 5400 5800 6200 6600
X

1

09
08
07
06
0.5
04
03
02
0.1

Raspodela verovatnoce

Primer: maksimalni godi$nji protoci na Savi kod Sremske Mitrovice -
raspodela iz uzorka

gustina raspodele f* = n* /Ax

Klasa Klasa Gustina Kumul. rel. frekv. 1.E-03 4

od do fi*=n*/Ax | F*=F/n 9E-04 |

2600 3000 | 1.19E-04 0.048 8.E-04

3000 3400 | 2.98E-04 0.167 7.E-04

3400 3800 | 4.76E-04 0.357 % 6.6-04 1

3800 4200 | 5.06E-04 0.560 @ 5E-04 |

4200 4600 | 3.57E-04 0.702 f,f 4E-04

4600 5000 | 3.27E-04 0.833 3 3E04

5000 5400 2.08E-04 0.917 2E-04 4

5400 5800 | 1.19E-04 0.964 1.6-04

5800 6200 2.98E-05 0.976 0-E+002500 3500 34‘00 35‘00 42‘00 45b0 5600 5460 5800 6200 €600
6200 6600 | 5.95E-05 1 %
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Osobine raspodela verovatnoce

Momenti raspodele

e momenti oko koordinatnog pocetka

W, = Txr f (x)dx

—0

o momenti oko sredine

i, = [Ox—p)" f (0dx

—0

Osobine raspodela verovatnoce

Mere centralne tendencije f(x)

e srednja vrednost
= teZiSte gustine raspodele:

wy=p= [x f)dx

—0

= iz uzorka:
1 n
X=—>" fee)
nia
o medijana (Me)

F(Me)= | f()dx= | F(0dx=0.5
—o0 Me

e mod (Mo) - maksimum gustine

12.10.2015
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Osobine raspodela verovatnoce

Mere odstupanja od srednje vrednosti

o disperzija (varijansa):

Hy =0 = J(x=? f (0dx

—0

= iz uzorka:

f(x)

malo ¢

veliko o

Osobine raspodela verovatnoce

Asimetrija raspodele

e tre¢i momenat:

iy = J - (0

—0

= Kkoeficijent asimetrije:

c, =B
c
= iz uzorka:

B S UV
T TR IR

f(x)

simetri¢na raspodela

Cs=0

f
n X
srednja vrednost = medijana = mod

f(x)

pozitivna negativna
asimetrija Mo asimetrija
C>0 Cs<0
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Osobine raspodela verovatnoce

Kvantili

o Kvantil = inverzna funkcija raspodele verovatnoce

e Medijana = kvantil za p = 0.5

FOO

Me = x5 = F'(0.5) p
o Kvartili
X025 = F1(0.25) 0 X
Xp
X075 = F 1(0.75)
[} ’
Osobine raspodela verovatnodée
Primer: Sava - Sremska Mitrovica
gustina raspodele f* = n;*/Ax
1E-03
9.E-04 4 :
broj
8.E-04 podataka 84
7E-04 1 srednja
é 6.E-04 vrednost 4193
o
o
% 5E-04 4
sandardna | g1
£ 4E-04 evijacija
g y
2E-04 ey
104 [ = R P
asimetrije
0.E+00 +
2600 3000 3400 3800 4200 4600 5000 5400 5800 6200 6600
X
X—S5 X  X+S
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Osobine raspodela verovatnoce

Primer: Sava - Sremska Mitrovica

1

0.9
038 A
0.7 A

encije

= 05

rel. frek

0.3 1
0.2 1

0.1

relativne frekvencije n;*

1

==rel. frekv.

—e—kumul. rel. frekv.

0.6

0.4 A

gp 0.2¢2
0.11 0.143 0,431

0.083

10.048 0.048

—|_|0Ag12 0.024

- 0.9
- 08
F 0.7
- 0.6
- 05
- 04
- 0.3
F02
F 0.1

0 0
2600 3000 3400| 3800 #200 4600|5000 5400 5800 6200 6600

X
Xo25 Me=Xy5 Xo.75

broj

podataka 84

rednost | 4193
Xozs 3578
Xo5 = Me 4046
Xo7s 4812
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