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Predgovor

ili

Uspomeni na Miodraga Radojkovi�a
Pred vama se nalazi kǌi�ica malog obima ali veoma znaqajna. Ona
kompletira jedan kurs, kurs Raqunske hidraulike, i to univerzitet-
ski, koji je pokriven pisanim materijalom, kǌigom, Teqeǌe u cevima
(1996), i belexkama, Otvoreni tokovi, (1995. i 1997.) i Stru-
jaǌe u poroznoj sredini (1995. i 1999.), sa zajedniqkim glavnim
naslovom Raqunska hidraulika. Zbirka zadataka ne zameǌuje ono
xto je napisano u kǌizi i belexkama, nego se nadovezuje na to. Zbog
toga i nema vixe od 150 strana.

Kurs Raqunske hidraulike je jedinstven, verovatno dosta subjekti-
van, ali ne samo nas qetvoro, nego i naxih prethodnika na ovom poǉu,
u prvom redu pokojnog profesora Miodraga Radojkovi�a. Gledaju�i
ga sa kakvom lako�om i samopouzdaǌem obrazla�e ono xto je uradio
pred gromadama poput Majka Abota (Michael B. Abbott) i �ana Kan�a
(Jean Cunge), i mi smo se ohrabrili da zakoraqimo u ovu oblast i damo
svoj skromni doprinos. Zbog toga, ovu kǌigu ǌemu i posve�ujemo.

Svi zadaci izuzev jednog bili su na ispitima. Izabrani su sa ide-
jom da ilustruju primenu Hidraulike u rexavaǌu raznovrsnih prak-
tiqnih zadataka iz Hidrotehnike. Nisu problemski, kao xto su to
zadaci iz Mehanike fluida, ali zahtevaju znaǌe i razumevaǌe prob-
lematike koja se obra�uje. Izlazak Zbirke kasni nekoliko godina, a
za kaxǌeǌe je najvixe kriv prvi autor, jer je kao iskǉuqivo svoju
obavezu prihvatio izdavaǌe materijala predavaǌa, bilo u obliku
kǌige, bilo u obliku bele�aka.

Ne znam koliko �e ovu kǌigu koristiti in�eǌeri iz prakse. Straha
da �e ih obeshrabriti sve xto u svom imenu ima req Hidraulika, i
jox uz to i raqunska, nikada se nisam oslobodio. Svaki komentar, kri-
tika ili sugestija, ǉudi iz prakse, studenata ili kolega, podjednako
su dobro doxli.

Uzeo sam tu slobodu da se sam potpixem u predgovoru ovog zajed-
niqkog dela zbog toga xto se sa ovom generacijom navrxava deset god-
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ina od uvo�eǌa ovog va�nog predmeta u redovnu nastavu. U drugaqi-
jim uslovima od ovih, ovo bi bila prilika da se napravi pauza, ode
na selo ili negde drugde, a predmet prepusti nekom drugom da ga taj
(ili ta) daǉe unapredi. Ovako, odgovornost da to ostane na dostignu-
tom nivou ostaje moja, a to u ovim uslovima nije lako. Oblast koju
predmet pokriva je jedna od najdinamiqnijih u in�eǌerstvu, i svaka
stagnacija je neprihvatǉiva.

Veoma sam zahvalan recenzentima, profesoru Dr Bo�idaru Ba-
tini�u i Dr Duxanu Prodanovi�u, koji su pa�ǉivo proqitali tekst
i dali puno korisnih primedbi, od kojih sam ve�inu prihvatio. Jox
nexto bi se verovatno moglo popraviti, i spreman sam da to i uqinim
u narednom izdaǌu.

Svaki ispitni rok ima tri zadatka, ali zadaci nisu razvrstani
po rokovima nego po tematskim celinama. U tematskoj celini 1, koja
se odnosi na teqeǌe u cevima, ima 16 zadataka, u tematskoj celini 2,
otvoreni tokovi, ima 12 zadataka, koliko i u tre�oj celini, strujaǌe
vode u poroznoj sredini.

Beograd, maja 1999. godine Marko V. Iveti�



Zadatak 1

9. septembar 1993./1

Tri cilindriqna rezervoara A, B i C, preqnika DA = 4m, DB = 3 m i
DC = 4m, me�usobno su povezana cevima, kao na skici. Karakteristike
cevi i zatvaraqa date su u tabeli:

cev du�ina [m] preqnik [m] λ ξulaz ξzatv ξizl

A−B 10 0.3 0.026 0.5 20 1.0
B − C 10 0.3 0.026 0.5 – 1.0
C −A 15 0.3 0.026 0.5 – 1.0

U poqetnom trenutku nivoi u rezervoarima iznose ΠA = 10 m,
ΠB = 8mi ΠC = 8m. Matematiqkim modelom kvazi-ustaǉenog teqeǌa
odrediti promenu nivoa u rezervoaru C kroz vreme.

Rexeǌe:
Povrxine popreqnih preseka rezervoara su AA = AC = 12.57 m2, AB =
7.07 m2, a cevi Acevi = 0.0707 m2.
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Matematiqki model
Na skici su oznaqeni usvojeni pozitivni smerovi proticaja. Uko-
liko se proraqunom dobije negativna vrednost proticaja to znaqi da
je teqeǌe u suprotnom pravcu od prvobitno usvojenog.

Za teqeǌe kroz cevi A − B, A − C i C − B potrebno je napisati
Bernulijeve jednaqine, tako je za cev A−B:

ΠA = ΠB + (Σξ + λ
L

D
)

Q2
AB

2gA2
cevi

(1.1)

Ili u obliku datom u izrazu (2.9) u kǌizi (Iveti�, 1996):

ΠA −ΠB = rABQAB |QAB | (1.2)

gde je

rAB =
8λeffL

π2gD5
= 228.1 λeff = λ +

D

L
Σξ = 0.671 (1.3)

Sliqno se mo�e napisati i za ostale cevi. Izrazi za proticaje
glase:

QAB = SGN1(ΠA −ΠB)

√
| ΠA −ΠB |

228.1
(1.4)

QAC = SGN(ΠA −ΠC)

√
| ΠA −ΠC |

28.6
(1.5)

QCB = SGN(ΠC −ΠB)

√
| ΠC −ΠB |

24.1
(1.6)

Za rezervoare A, B i C je potrebno napisati jednaqine kontinu-
iteta:

dΠA

dt
=

1
AA

(−QAB −QAC) (1.7)

1SGN(X) = 1 ako je X ≥ 0, i SGN(X) = −1 ako je X < 0
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dΠB

dt
=

1
AB

(QAB + QCB) (1.8)

dΠC

dt
=

1
AC

(QAC −QCB) (1.9)

Numeriqki model
Jednaqina kontinuiteta aproksimira se Ojlerovom metodom:

Πn+1
A = Πn

A +
∆t

AA
(−Qn

AB −Qn
AC) (1.10)

Πn+1
B = Πn

B +
∆t

AB
(Qn

AB + Qn
CB) (1.11)

Πn+1
C = Πn

C +
∆t

AC
(Qn

AC −Qn
CB) (1.12)

Rezultati
t ΠA ΠB ΠC QAB QAC QCB

[s] [m] [m] [m] [m3/s] [m3/s] [m3/s]
0 10.00 8.00 8.00 0.094 0.265 0.000
5 9.86 8.07 8.11 0.089 0.248 0.040
10 9.72 8.16 8.19 0.083 0.232 0.036
15 9.60 8.24 8.27 0.077 0.216 0.032
20 9.48 8.32 8.34 0.071 0.200 0.029
25 9.37 8.39 8.41 0.066 0.184 0.027
30 9.27 8.46 8.47 0.060 0.168 0.024
35 9.18 8.51 8.53 0.054 0.152 0.022
40 9.10 8.57 8.58 0.048 0.135 0.020
45 9.03 8.62 8.62 0.043 0.119 0.017
50 8.96 8.66 8.66 0.037 0.103 0.015
55 8.91 8.70 8.70 0.031 0.086 0.013
60 8.86 8.73 8.73 0.024 0.069 0.010
65 8.83 8.75 8.75 0.018 0.051 0.007
70 8.80 8.77 8.77 0.011 0.032 0.005
75 8.78 8.78 8.78 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0

* * *
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Koliko je opravdano koristiti model kvaziustaǉenog teqeǌa za
rexavaǌe ovog zadatka mo�e se proveriti primenom nekih gotovih
rexeǌa.

Kao prvo, kod modela kvaziustaǉenog teqeǌa pretpostavǉa se tre-
nutno uspostavǉaǌe ustaǉenog teqeǌa vode u cevi, dok bi se uzimaǌem
u obzir inercije vode (matematiqki model krutog udara) dobilo da je
karakteristiqno vreme T0 za cev AC

ToAC =

√
2DLAC

g∆ΠACλ
= 2.86s

a za cev AB To,AB = 0.675 s, odnosno, da je vreme uspostavǉaǌa ustale-
jnog teqeǌa, t99% = 2.646To za cev AC je 7.6 s, a za cev AB je 1.8 s.
(Voditi raquna da se pri proraqunu To, koristi λeff = λ + D

L

∑
ξ).

Kao drugo, pod uticajem treǌa amplitude oscilovaǌa vode u cevi
izme�u dva rezervoara se priguxuju, pa prva ekstremna vrednost am-
plitude oscilacija nivoa u rezervoaru C ne mo�e da pre�e vrednost

(ZC)m+1 ≤
λef

AC

D

Acevi

AC
= 0.03m

odnosno za cev AB i rezervoar B, vrednost od 0.005 m, xto oqigledno
vodi zakǉuqku o opravdanosti korix�eǌa matematiqkog modela kvazi-
ustaǉenog teqeǌa u ovom sluqaju.



Zadatak 2

24. oktobar 1993./1

Rezervoar B (horizontalne povrxine 10 m2) puni se vodom iz rezer-
voara A (velike povrxine i konstantnog nivoa ΠA = 100 m) kroz cev
du�ine 100 m, preqnika D = 0.2m(koeficijent treǌa λ = 0.022). Zat-
varaqem Z, proticaj se odr�ava pribli�no konstantnim. Korekcije
polo�aja zatvaraqa obavǉaju se svakih 60 s.

Vrednost regulisanog proticaja usvojiti tako da bude bliska mak-
simalnoj za koju je mogu�a regulacija u celom opsegu nivoa u rezer-
voaru B od 95 m do 97 m.

Za promenu nivoa vode u rezervoaru B sraqunati odstupaǌa usvo-
jenog proticaja od konstantnog, promenu nivoa i polo�aje zatvaraqa
qije karakteristike su date u tabeli

Stepen otvorenosti 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Koef. lok. gub. ξZ 3000. 1000. 200. 70. 35. 15. 7. 3.

Stepen otvorenosti shvatiti kao indikaciju polo�aja zapornog or-
gana zatvaraqa izme�u potpuno zatvorenog (0.0) i potpuno otvorenog
(1.0). Izme�u zadatih vrednosti u tabeli pretpostaviti linearnu
promenu. Primeniti matematiqki model kvazi-ustaǉenog teqeǌa.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Bernulijeva jednaqina od rezervoara A do B:

ΠA = ΠB +
(

ξul + λ
L

D
+ ξZ + 1

)
V 2

2g
(2.1)

Jednaqina kontinuiteta za rezervoar B:

dΠB

dt
=

Q

AB
(2.2)

Numeriqki model
Bernulijeva jednaqina

Qn+1 = Ac

√
2g(ΠA −Πn+1

B )
ξul + λ L

D + ξn+1
z + 1

(2.3)

Za diskretizaciju jednaqine kontinuiteta koristi�e se Ojlerova metoda.

Πn+1
B = Πn

B +
Qn

AB
∆t (2.4)

Poqetni uslov je ΠB(t = 0) = 95m.

Odre�ivaǌe vrednosti regulisanog proticaja
Tokom vremena nivo u rezervoaru B �e se pove�avati, pa �e, za odr�a-
vaǌe konstantnog proticaja u cevi, zatvaraq Z morati postepeno da
se otvara. Za ΠB = 97 m uzima se da je zatvaraq otvoren (najvixe
xto mo�e, prema podacima iz tabele), τ = 0.7, qemu odgovara ξZ = 3.
U posmatranom intervalu nivoa, regulisani proticaj ne mo�e biti
ve�i od proticaja koji se dobije za nivo ΠB = 97.0 m(i skoro potpuno
otvoreni zatvaraq). Iz jednaqine (2.1) sledi:

3 =
(

0.5 + 0.022
100
0.2

+ 3 + 1
)

V 2

2g

V = 1.97m/s −→ Q = 0.0612m3/s

Dobijena vrednost od 0.0612 m3/s predstavǉa maksimalnu vrednost
proticaja, koja se mo�e odr�avati konstantnom tokom promene nivoa
u rezervoaru B, sa usvojenim zatvaraqem.

Usvaja se da je regulisani proticaj QR = 0.060 m3/s. Vremenski
korak integracije jednaqine kontinuiteta od ∆t = 1min, odre�en je
zahtevom korekcije polo�aja zatvaraqa.
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Rezultati
U poqetnom trenutku proticaj 0.060 m3/s dobija se ako je zatvaraq
otvoren 50.8%, odnosno ako je koeficijent ξz = 14.4. Posle 60 s nivo
u rezervoaru poraste za 0.36 m (usvajaju�i da je tokom 60 s proticaj
konstantan). Zbog promeǌenog nivoa u rezervoaru B nova vrednost
proticaja u tom trenutku padne na 0.0578 m3/s. Da bi se pri nivou
u B od 95.36 m obezbedio proticaj od 0.060 m3/s zatvaraq mora da
se otvori na 53.2% qemu odgovara ξz = 12.45. Rezultati proraquna
prikazani su u slede�oj tabeli.

Vreme [s] ΠB [m] Q [m3/s] ξZ [−] ∆ΠB [m] AZ/A0 [%]
0.0 95.00 0.0600 14.37 0.36 50.8

60 95.36 0.0578
0.0600 12.45 0.36 53.2

120 95.72 0.0576
0.0600 10.51 0.36 55.6

180 96.08 0.0574
0.0600 8.58 0.36 58.0

240 96.44 0.0572
0.0600 6.64 0.36 60.9

300 96.80 0.0569
0.0600 4.7 0.36 65.75

360 97.16 0.0565
0.0600

Diskretnim manevrima zatvaraqa (svakih 60 s promena polo�aja
zatvaraqa) proticaj se odr�ava izme�u 57.8 i 60.0 l/s tokom xest min-
uta (360 s).

Unutar intervala od 60 s proticaj se meǌa zbog smaǌeǌa denivelacije
(ΠA − ΠB). Promena proticaja nije linearna, ali se u ovom sluqaju
ne pravi znaqajna grexka ako se pretpostavi da je tako (maksimalna
grexka u raqunaǌu promene nivoa u rezervoaru B, u posledǌem in-
tervalu, iznosi 0.5·(60-56.5)/60·100 =2.9 %, odnosno oko 1 cm).

Ovo je veoma idealizovan oblik regulacije koji, pored mereǌa pro-
ticaja i pore�eǌa sa zadatom vrednosti, zahteva i mereǌe nivoa u
rezervoaru B i poznavaǌe karakteristika zatvaraqa da bi se pri-
menom Bernulijeve jednaqine mogao predvideti polo�aj zatvaraqa koji
obezbe�uje zadati proticaj. Napomene o realnim oblicima regulacije
mogu se na�i u u
beniku (Iveti�, 1996).



Zadatak 3

16. jul 1992/1

Cev du�ine 400 m, preqnika D = 0.3 m, spaja dva cilindriqna rezer-
voara R1 i R2, horizontalnih povrxina A1 = 20 m2 i A2 = 5 m2. Osa
cevi se nalazi na koti 1.00 m, a dno rezervoara na koti 0.00 m. Pret-
postavǉa se da je koeficijent treǌa pribli�no konstantan i jednak
λ =0.02.

Na polovini cevi nalazi se pumpa, qije se karakteristike mogu
aproksimirati slede�om relacijom:

HP = H0 + A ·Q2 + B ·Q (3.1)

gde je, H0 = 15 m, A = −250s2/m5, B = −5s/m2.

U poqetnom trenutku, kada se pumpa ukǉuquje, nivoi u rezervoarima
su isti i iznose 5.00 m. Matematiqkim modelom kvazi-ustaǉenog
teqeǌa odrediti promene nivoa u rezervoarima sve do trenutka kada
se pumpa iskǉuqi, xto �e se desiti kada visinska razlika izme�u
nivoa u rezervoarima dostigne 15 m. Na rezervoarima nema nikakvih
drugih prikǉuqaka osim pomenute cevi.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Lokalni gubici energije i brzinske visine ne�e se uzimati eksplic-
itno, jer se radi o tzv. dugaqkoj cevi

L/D = 400/0.3 = 1333 > 1000

Bernulijeva jednaqina od rezervoara R1 do rezervoara R2:

Π1 −Π2 + (H0 + AQ2 + BQ) = r12Q|Q| (3.2)

gde je r12 = λ
L

D

1
2g A2

c

= 271.9s2m−5.

Jednaqine kontinuiteta za rezervoare R1 i R2:

dΠ1

dt
= − Q

A1

dΠ2

dt
=

Q

A2
(3.3)

Numeriqki model
Jednaqina (3.1) je nelinearna, pa je jedan od naqina da se rexi - lin-
earizacija i iterativno pribli�avaǌe taqnom rexeǌu. Koristi se
metoda ǋutn-Rafsona na svakom vremenskom nivou za trenutne vred-
nosti pijezometarskih kota Π1 i Π2.

Q(k+1) =
Π1 −Π2 + r12Q

(k)|Q(k)|+ (H0 −A(Q(k))2)
2r12|Q(k)| − (2AQ(k) + B)

(3.4)

gde (k) i (k + 1), oznaqavaju redne brojeve iteracija.
Jednaqine (3.2) diskretizuju se nekom pribli�nom metodom. Ovde

se koristi leap-frog metoda:

Πn+1
1 −Πn−1

1

2∆t
= −Qn

A1

Πn+1
2 −Πn−1

2

2∆t
=

Qn

A2
(3.5)

dok se na prvom koraku koristi modifikovana Ojlerova metoda:

Π1
1 −Π0

1

∆t
= −Q0 + Q∗

2A1

Π1
2 −Π0

2

∆t
=

Q0 + Q∗

2A2
(3.6)

gde n − 1, n i n + 1, oznaqavaju vremenske nivoe kod integracije jed-
naqina kontinuiteta, a Q∗ predstavǉa ocenu proticaja na vremenskom
nivou ∆t, do koje se doxlo primenom Ojlerove metode prvog reda taq-
nosti.
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Rezultati
U poqetnom trenutku, za Π1 − Π2 = 0, proticaj se dobija iterativno,
pretpostavǉaju�i vrednost u nultoj iteraciji Q(0) = 1m/s·D

2π
4 = 0.070

m3

s , rexavaǌem jednaqine:

Q(1) =
0 + 271.9× 0.0702 + 15 + 250× 0.0702

2× 271.9× 0.070 + 500× 0.070 + 5
= 0.225

m3

s

Q(2) =
41.42
239.8

= 0.173
m3

s

Q(3) =
30.62
185.58

= 0.165
m3

s

Q(4) =
29.21
177.23

= 0.165
m3

s
Pribli�no rexeǌe se vrlo brzo pribli�ava taqnom, tako da nije

potrebno vixe od tri iteracije na jednom vremenskom nivou.
To se vidi i na prilo�enoj skici na kojoj su pored karakteristike

pumpe nacrtane karakteristike cevovoda (∆Ec = Π2 − Π1 + r12Q|Q|) u
nekoliko vremenskih preseka, tako da se mo�e pratiti pomeraǌe radne
taqke (od ukǉuqivaǌa do prestanka rada pumpe).

Vremenski korak integracije, ∆t = 20 s, odre�uje se iz uslova do-
voǉne taqnosti integracije, sa jedne strane, kao i ekonomiqnosti pro-
raquna, sa druge strane. U trenutku t = 120 s promeǌen je vremenski
korak na ∆t = 40 s.
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t [s] Π1[m] Π2 [m] Q [m3/s]
0 5.00 5.00 0.165
20 4.84∗ 5.66∗ 0.160 Modifikovana

Ojlerova metoda
40 4.68 6.28 0.156
60 4.53 6.91 0.151
80 4.38 7.49 0.146
100 4.24 8.08 0.141
120 4.10 8.62 0.137 Promena vremen-

skog koraka
160 3.83 9.68 0.128
200 3.59 10.67 0.118
240 3.36 11.57 0.109
280 3.15 12.41 0.100
320 2.96 13.17 0.091
360 2.79 13.87 0.082
400 2.63 14.48 0.073
440 2.50 15.04 0.064
480 2.37 15.50 0.055
520 2.28 15.92 0.046
560 2.19 16.24 0.038
600 2.13 16.53 0.030
640 2.07 16.72 0.022
680 2.04 16.88 0.013
720 2.02 16.93 0.009
760 2.00 17.02 0.000

Promena nivoa u rezervoarima R1 i R2, i promena proticaja u cevi
koja spaja ta dva rezervoara dati su na slede�im dijagramima
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Zadatak 4

31. januar 1991/1

Na jednom kraju horizontalne cevi preqnika D = 400 mm, du�ine
500 m, nalazi se rezervoar velike zapremine (nivo konstantan, ΠR =
10 m), a na drugom zatvaraq, koji je u poqetnom trenutku zatvoren
(proticaj kroz cev je jednak nuli). Kota cevi je ZC = 0.0 m.

Zatvaraq se naglo otvara i ostaje delimiqno otvoren. Odrediti
kako i za koje vreme se uspostavǉa ustaǉeno teqeǌe.

Napomene za proraqun: Zanemaruju se elastiqna svojstva flu-
ida i zidova cevi. Koristi se matematiqki model krutog udara. Na
uzvodnoj strani cevi pijezometarska kota je konstantna i pribli�no
jednaka ΠR. Nizvodno od zatvaraqa Π kota tako�e je konstantna i jed-
naka ZC = 0.0 m, dok uzvodno od zatvaraqa ona zavisi od proticaja
i gubitka na zatvaraqu. Koeficijent lokalnog gubitka na delimiqno
otvorenom zatvaraqu, ξZ = 10, i koeficijent treǌa, λ = 0.025, kon-
stantni su za sve proticaje.

18



ZADATAK 4. 31. JANUAR 1991/1 19

Matematiqki model
Za proraqun se koristi matematiqki model krutog udara. Dinamiqka
jednaqina za masu fluida u cevi od rezervoara do preseka ispred zat-
varaqa glasi:

dQ

dt
=

gAc

L
(ΠR −ΠZ)− 2λ

D3π
Q|Q| (4.1)

Ako se u prethodnom izrazu ΠZ izrazi kao:

ΠZ = ZC + ξZ
Q|Q|
2gA2

c

(4.2)

dobija se dinamiqka jednaqina gde je uraqunat i gubitak na zat-
varaqu, a koji je uraqunat u treǌe preko λef

dQ

dt
=

gAc

L
(ΠR − ZC)− 2λef

D3π
Q|Q| (4.3)

Povrxina popreqnog preseka cevi je Ac = 0.126m2, a efektivni ko-
eficijent treǌa λef = λ + ξZ

D
L = 0.033.

Karakteristiqno vreme za ubrzavaǌe stuba teqnosti samo pod uti-
cajem sile pritiska jednako je

T0 =

√
2DL

g∆Πλef
=

√
2× 0.4× 500

9.81× 10× 0.033
= 11.1s (4.4)

a proticaj u ustaǉenom teqeǌu

Q∞ = T0
gAc

L
∆Π = 0.274

m3

s
(4.5)

Numeriqki model
Za pribli�no rexavaǌe obiqne diferencijalne jednaqine primeni�e
se Ojlerova metoda:

Qn+1 = Qn +
gAc

L
(ΠR − ZC)∆t− 2λeff

D3π
Qn|Qn|∆t (4.6)

Iz analize stabilnosti vidi se da je Ojlerova metoda stabilna
ako je ∆t < T0, me�utim, zbog taqnosti mora se raqunati sa znatno
kra�im vremenskim korakom. U tabeli koja sledi prikazani su rezul-
tati proraquna proticaja za tri vrednosti vremenskog priraxtaja,
∆t = 1, 2 i 4 s. Promena proticaja u cevi dobijena sa vremenskim
korakom ∆t = 1s prikazana je i grafiqki.
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Q∞ = 0.274m3/s

Rezultati
t Q (∆t =1 s) Q (∆t =2 s) Q (∆t = 4 s)
0 0.000 0.000 0.000
1 0.025
2 0.049 0.049
3 0.073
4 0.096 0.097 0.099
5 0.118
6 0.138 0.140
7 0.156
8 0.173 0.177 0.184
9 0.188
10 0.201 0.205
11 0.212
12 0.222 0.227 0.238
13 0.230
14 0.238 0.242
15 0.244
16 0.249 0.253 0.262
17 0.253
18 0.257 0.260
19 0.260
20 0.262 0.265 0.271
21 0.264
22 0.266 0.268
23 0.267
24 0.269 0.270 0.273
25 0.270
26 0.270 0.272
27 0.271
28 0.272 0.272 0.274
29 0.272
30 0.272 0.273



Zadatak 5

1. juli 1994./1

Dva rezervoara A i B, spaja cev preqnika D = 1.2 m, du�ine L =
200 m. Koeficijent lokalnog gubitka energije na ulazu u cev iznosi
ξul = 0.5, koeficijent treǌa λ = 0.015. Na polovini cevi se nalazi
zatvaraq, qiji koeficijent lokalnog gubitka u posmatranom trenutku
iznosi ξz = 3.0.

U rezervoar A, qija je horizontalna povrxina jednaka 2400 m2,
dotiqe voda sa periodiqno promenǉivim proticajem (vidi dijagram).
Iz rezervoara B, qija je horizontalna povrxina jednaka 600 m2, pumpe
zahvataju vodu pri konstantnom proticaju QP = 3 m3/s.

U poqetnom trenutku, za t =0, nivo u crpnom bazenu (rezervoar
B) iznosi Z0 =8.00 m. Odrediti poqetni nivo u rezervoaru A, kao i
promenu nivoa u rezervoarima A i B, tokom jednog ciklusa promene
proticaja. Nivo u rezervoaru B ne sme da pre�e Zmax = 9.00 m, niti da
padne ispod Zmin = 5.00 m, dok za nivoe u rezervoaru A nema nikakvih
ograniqeǌa. Ukoliko je to neophodno, odrediti potrebne manevre zat-
varaqem i odgovaraju�e koeficijente lokalnog gubitka. (Koeficijent
lokalnog gubitka zatvaraqa kre�e se u granicama od 0.2 do ∞.)

Rexeǌe:

Matematiqki model
Koristi se matematiqki model kvazi-ustaǉenog teqeǌa, gde se pret-
postavǉa da se proticaj u cevi uspostavǉa trenutno, a prati se prom-
ena nivoa vode u rezervoarima. Period kroz koji se prati ponaxaǌe
sistema mnogo je du�i od karakteristiqnog vremena modela hidrauliqkog
udara (period oscilacija 4L/a ≈ 0.8 s). Kod matematiqkog modela kru-
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tog udara perioda oscilovaǌa je znaqajno du�a

T = 2π

√
LAAAB

gA(AA + AB)
= 584s,

ali maksimalna amplituda oscilacija iznosi samo

max zB =
D

λeff

A

AB
= 0.05m

Karakteristiqno vreme ubrzavaǌa stuba teqnosti u ovom sluqaju je

T0 ≈ 23 s

Raqunaǌe sa vremenskim koracima koje zahtevaju matematiqki modeli
hidrauliqkog udara (∆t ≈ 0.1 s) i krutog udara (∆t ≤ T0 ≈ 20 s) ne bi
bilo ekonomiqno, a mogu�e odstupaǌe od taqnijeg rexeǌa je maǌe od
0.05m za rezervoar B, dok je za rezervoar A maǌe od 0.01 m.

Povrxina rezervoara A je 4 puta ve�a od povrxine rezervoara B,
za koliko su i oscilacije nivoa (koje se dobijaju matematiqkim mode-
lom krutog udara) u rezervoaru A maǌe nego u rezervoaru B. Poxto
posmatranom trenutku (kada dolazi do promene doticaja) prethodi 1
sat rada sa konstantnim doticajem, mo�e se pretpostaviti da je u cevi
uspostavǉeno ustaǉeno teqeǌe, odnosno

dQAB

dt
= 0 ⇒ d(ΠA −ΠB

dt
= 0
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Poxto je

dΠA

dt
=

Q(t)−QAB

AA

dΠB

dt
=

QAB −QP

AA
⇒

d(ΠA −ΠB)
dt

=
Q(t)−QAB

AA
− QAB −QP

AB
= 0

odakle se dobija da je QAB ≈ 2.8m3/s. Pijezometarska kota u rezer-
voaru A je jednaka

ΠA = 8.0 + 7.0
2.82

19.62 · 1.132
= 10.19 m

Promene nivoa u rezervoarima odre�uju se iz jednaqina kontinu-
iteta

dΠA

dt
=

1
AA

(Q(t)−QAB)
dΠB

dt
=

1
AB

(QAB −QP ) (5.1)

Numeriqki model
Odgovaraju�i numeriqki model, zasnovan na Ojlerovoj metodi, glasi

Πn+1
A = Πn

A +
Q(t)n −Qn

AB

AA
∆t Πn+1

B = Πn
B +

Qn
AB −QP

AB
∆t (5.2)

Proraqun je ura�en sa vremenskim priraxtajem ∆t = 10 min.

Napomena: Moglo se, tako�e, pretpostaviti da sva voda koju zah-
vataju pumpe polazi iz rezervoara A, tj. da je Q0

AB = 3.0 m3/s. Takva
pretpostavka bi se korigovala tokom prvih nekoliko koraka, ali bi se
razlikovao poqetni nivo u rezervoaru A i bio bi Π0

A = 10.51 m. Kako
za nivo u rezervoaru A nema nikavih ograniqeǌa, proraqun bi mogao
i da krene sa takvom pretpostavkom. Ojlerova metoda integracije jed-
naqina kontinuiteta je dovoǉno dobra, jer proticaj jeste konstantan u
celom vremenskom intervalu, bax kao xto se pretpostavǉa u Ojlerovoj
metodi.
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Rezultati
t Q(t) ΠA ΠB QAB ξZ

[min] [m3/s] [m] [m] [m3/s] [-]
0 2 10.19 8.00 2.80 3.0
10 2 9.99 7.80 2.80
20 2 9.79 7.60 2.80
30 2 9.59 7.40 2.80
40 2 9.39 7.20 2.80
50 2 9.19 7.00 2.80
60 2 8.99 6.80 2.80
60 6
70 6 9.79 6.60 3.38 3.0
80 6 10.44 6.98 3.52
90 6 11.06 7.50 3.57
100 6 11.67 8.07 3.59
110 6 12.27 8.66 3.60 3.0
110 6 3.09 5.5
120 6 12.99 8.750 3.35 5.5
120 2 3.19 6.5
130 2 12.69 8.94 2.99 6.5
140 2 12.44 8.94 2.89
150 2 12.22 8.83 2.84
160 2 12.01 8.67 2.82
170 2 11.81 8.49 2.81
180 2 11.61 8.30 2.81 6.5
190 2 11.41 8.11 2.80
200 2 11.21 7.91 2.80
240 2 10.41 7.11 2.80 6.5

U prethodnoj tabeli trenutne promene proticaja Q(t) i polo�aja
zatvaraqa prikazane su ponavǉaǌem oznake za vremenski trenutak i
ispisivaǌem novih vrednosti za one veliqine koje na tu promenu reaguju.

Grafiqki prikaz promene nivoa u rezervoarima i promene proti-
caja u cevi dat je na dijgramima.

U trenutku t = 110 min, a posle toga u t = 120 min, proticaj je
korigovan (koeficijent lokalnog gubitka na zatvaraqu pove�an je sa
ξz = 3.0, prvo na ξz = 5.5, a posle na ξz = 6.5), da se ne dozvoli da nivo u
rezervoaru B pre�e 9.0 m. Na dijagramu se mogu videti nagle promene
proticaja sa 3.60 na 3.09, odnosno, sa 3.35 na 3.19, koje odgovaraju
promenama polo�aja zatvaraqa.
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Zadatak 6

2. juli 1995./1

Na slici je prikazan bunar (B) u kojem se nalazi ure�aj za mereǌe
nivoa. Bunar je preqnika 0.8m i spojen je sa vodotokom (R) preko cevi
du�ine 120 m, preqnika 150 mm i koeficijenta treǌa λ = 0.03. Odred-
iti vreme za koje se u bunaru uspostavǉa pribli�no isti nivo (raz-
lika nivoa maǌa od 0.02 m) kao u vodotoku. Kao merodavnu promenu
uzeti nagli pad nivoa u vodotku za 0.2 m.

Rexeǌe
Zadatak se mo�e rexiti primenom matematiqkog modela krutog udara,
a opravdanost korix�eǌa ovog modela objasni�e se u daǉem tekstu.

Matematiqki model
Na skici su date oznake pojedinih veliqina, kao i usvojeni pozitivan
smer teqeǌa vode.
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Dinamiqka jednaqina za fluid u cevi:

dQ

dt
=

gAc

L
(ΠR −ΠB)− 2λ

d3π
Q|Q| (6.1)

Jednaqina kontinuiteta za bunar B:

dΠB

dt
=

Q

AB
zb = ΠB −ΠR (6.2)

Promenǉiva zb predstavǉa odstupaǌe nivoa ΠB od ravnote�nog
koji je u ovom sluqaju jednak ΠR.

Parametri
Povrxine popreqnog preseka cevi Ac i bunara AB su:

Ac =
0.152π

4
= 0.01767 m2 AB = 0.5026 m2

Perioda oscilovaǌa vode u cevi je:

T = 2π

√
LAB

gAc
= 117 s

Analitiqko rexeǌe
Za preliminarnu procenu tra�enog vremena ”umireǌa” oscilacija
koristi se analitiqko rexeǌe. Kompletno analitiqko rexeǌe ne
postoji, ali se na osnovu poznavaǌa jedne ekstremne vrednosti mo�e
odrediti naredna (strane 75 i 78, Iveti�, 1996). Tako�e, mo�e se
odrediti ekstremna vrednost nivoa u mernom bunaru, min zB. To je
konaqna veliqina bez obzira koliko veliko bilo poqetno odstupaǌe
od ravnote�nog nivoa.

min zB =
D

λ

Ac

AB
= −0.176 m,

Prethodno rexeǌe ne iskǉuquje pojavu oscilacija amplitude ve�e od
dozvoǉenog odstupaǌa (0.02 m), pa se mora koristiti matematiqki
model krutog udara.
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Iz analitiqkog rexeǌa, na osnovu jednakosti F (φm) = F (−φm+1,
gde je F (φ) = (1 + φ)e−φ, i poqetnog nivoa zB,0 = 0.2 m, mo�e se dobiti
vrednost prvog minimuma

zm = zb
AB

Ac
= 5.69m φm =

λzm

d
= 1.14

F (φm) = 0.684 = F (−φm+1)

−φm+1 = −0.639 zb = −0.112m

Na osnovu ovoga se zakǉuquje da se nivo u bunaru ne�e odmah umir-
iti. Na isti naqin dobili bi se i naredni maksimum zb = 0.078m,
pa naredni minimum, zb = −0.060, +0.049, −0.041, +0.036, −0.032 i tako
daǉe.

Zadatak se mo�e ovako rexavati dok se ne dobije da je zb < 0.02 m.
Ako se ima u vidu da je rastojaǌe izme�u dva maksimuma pribli�no
120 s, na osnovu podataka dobijenih iz analitiqkog rexeǌa mo�e se
zakǉuqiti da se radi o jednom jako loxem mernom sistemu, kome treba
vixe od 10 minuta da bi se oscilacije umirile.

Za one koji vixe vole da raqunaju, sledi nastavak.

Numeriqki model
Za numeriqku integraciju jenaqina (6.1) i (6.2) koristi se Ojlerova
metoda.

zn+1
b = zn

b +
Qn

Ab
∆t (6.3)

Qn+1 = Qn − C1(zn
b + zn+1

b )− C2Q
n|Qn| (6.4)

gde je C1 = gAc/L × 0.5 × ∆t = 0.00361, a C2 = 2λ/(d3π) × ∆t = 28.3.
Vremenski korak ∆t = 5 s usvojen je tako bude maǌi od T/20 = 120/20,
a maǌi je i od karakteristiqnog vremena

T0 =

√
2DL

g∆Πλ
=

√
2 · 0.15 · 120

9.81 · 0.2 · 0.03
= 24.7 s

Rezultati
U narednoj tabeli dati su rezultati proraquna primenom modela kru-
tog udara, odakle se prime�uje da postoji odstupaǌe od analitiqkog
rexeǌa. Mo�e se pokazati da se odstupaǌe smaǌuje smaǌivaǌem vre-
menskog koraka.

Proraqun nije ra�en do zadovoǉeǌa uslova zadatka, jer bi to za-
htevalo suvixe koraka, a i nepotrebno je.



ZADATAK 6. 2. JULI 1995./1 29

t[s] zb [m] Q[l/s]
0 0.0 0
5 0.200 -1.444

10 0.186 -2.777
15 0.158 -3.802
20 0.120 -4.397
25 0.076 -4.558
30 0.031 -4.355
35 -0.012 -3.886
40 -0.051 -3.232
45 -0.083 -2.452
50 -0.107 -1.595
55 -0.123 -0.693
60 -0.130 0.233
65 -0.128 1.162
70 -0.116 2.006
75 -0.096 2.658
80 -0.070 3.056
– · · · · · ·
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Zadatak 7

27. januar 1993./1

Nivo u akumulaciji se meri u bunaru preqnika D = 1 m, koji je preko
cevi preqnika d =0.1 m, du�ine 40 m, koeficijenta treǌa λ = 0.025,
spojen sa akumulacijom. U akumulaciji se nivo naglo pove�a sa Π1 =
10.0 m na 10.1 m, i daǉe se ne meǌa.

Za koje vreme �e se nivo u bunaru Π2 izjednaqiti sa nivoom u
akumulaciji (dozvoǉeno odstupaǌe je 0.02 m)? Model kvazi-ustaǉenog
teqeǌa ili krutog udara?

Rexeǌe:
Kao i u prethodnom zadatku tra�i se vreme posle kog �e nivo u bunaru
oscilovati oko ravnote�nog polo�aja sa odstupaǌem maǌim od 0.02 m.

Proticaj u cevi oznaqi�e se sa Q12 i usvaja se da je pozitivan
smer teqeǌa od 1 ka 2. Da bi se pokazalo koji je model odgovaraju�i u
ovom sluqaju zadatak �e se rexiti primenom i modela kvazi-ustaǉenog
teqeǌa i modela krutog udara (mada se i u ovom sluqaju mo�e pokuxati
prvo sa analitiqkim rexeǌem).
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Numeriqki model kvazi-ustaǉenog teqeǌa
Iz Bernulijeve jednaqine za cev od preseka 1 do preseka 2

Π1 = Π2 + R12Q12|Q12| (7.1)

dobija se izraz za proticaj:

Qn
12 = SGN(Πn

1 −Πn
2 )

√
|Πn

1 −Πn
2 |

R12

gde je

SGN(Π1 −Π2) =
{

1 Π1 > Π2

−1 Π1 < Π2

a izraz

R12 = (Σξ + λ
L

D
)

1
2gA2

c

Iz jednaqine kontinuiteta za bunar 2:

dΠ2

dt
=

Q12

A2
(7.2)

dolazi se do izraza

Πn+1
2 = Πn

2 + Qn
12∆t

1
A2

Numeriqki model krutog udara
Aproksimacijom dinamiqke jednaqine za fluid u cevi

dQ

dt
=

gAc

L
(Π1 −Π2)−

2λ

πd3
Q12|Q12| (7.3)

dolazi se do numeriqkog modela

Qn+1
12 = Qn

12 + ∆t
gAc

L
(Π1 −Πn

2 )−∆t
2λ

πd3
Qn

12 | Qn
12 |

Jednaqina kontinuiteta za bunar 2 koristi se u istom obliku kao u
modelu kvaziustaǉenog teqeǌa:

Πn+1
2 = Πn

2 + Qn
12∆t

1
A2

Perioda oscilovaǌa je

T = 2π

√
L

gAc( 1
A1

+ 1
A2

)
= 127 s
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Vremenski korak se dobija iz uslova taqnosti ∆t < T/20, pa je usvojeno
∆t = 5 s. Tako�e, zadovoǉeno je i da je

∆t < T0 =

√
2DL

g∆Πλef
=

√
2 · 0.1 · 40

9.81 · 0.1 · 0.029
= 16.8 s

Rezultati
Nivo u akumulaciji se naglo pove�a na 10.10 m, xto odgovara koti
Π1 u poqetnom trenutku. Model kvazi-ustaǉenog teqeǌa podrazumeva
trenutno uspostavǉaǌe proticaja, pa je poqetni proticaj Q12 = 0.0032
m3/s. Kod modela krutog udara proticaj u poqetnom trenutku je 0, i
postepeno se pove�ava, jer ovaj model uzima u obzir i inerciju vode.

Model kvaziustaǉenog toka Model krutog udara
t[s] Π1[m] Π2[m] Q12[l/s] Π1[m] Π2[m] Q12[l/s]
0 10.10 10.0000 3.244 10.10 10.0000 0.000
5 10.10 10.0207 2.890 10.10 10.0000 0.960
10 10.10 10.0391 2.531 10.10 10.0061 1.788
15 10.10 10.0552 2.171 10.10 10.0175 2.325
20 10.10 10.0690 1.805 10.10 10.0323 2.545
25 10.10 10.0805 1.431 10.10 10.0485 2.523
30 10.10 10.0896 1.044 10.10 10.0646 2.356
35 10.10 10.0963 0.625 10.10 10.0796 2.110
40 10.10 10.1003 -0.166 10.10 10.0930 1.822
45 10.10 10.0992 0.289 10.10 10.1047 1.513
50 10.10 10.1010 -0.332 10.10 10.1143 1.194
55 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1219 0.870
60 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.1274 0.547
65 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1309 0.226
70 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.1324 -0.089
75 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1318 -0.393
80 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.1293 -0.662
85 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1251 -0.868
90 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.1195 -0.995
95 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1132 -1.043
100 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.1066 -1.020
105 10.10 10.0989 0.335 10.10 10.1001 -0.937
110 10.10 10.1010 -0.335 10.10 10.0889 -0.811

Primenom modela kvazi-ustaǉenog teqeǌa potrebno vreme da se
nivo u bunaru izjednaqi sa nivoom u akumulaciji, s odstupaǌem man-
jim od ±0.02 m je 35 s, dok se primenom modela krutog udara (koji je
taqniji) dobija 90 s. Oqigledno je da se u ovom sluqaju model kvazi-
ustaǉenog teqeǌa ne mo�e primeniti, jer predstavǉa suvixe grubu
aproksimaciju staǌa teqeǌa.
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Zadatak 8

30. septembar 1994./1

Na polovini cevi (D = 1.0 m, L = 200 m, λ = 0.017), koja spaja dva
cilindriqna rezervoara (DR = 4.0 m), nalazi se zatvaraq, koji je u
poqetnom trenutku zatvoren. Nivo vode u rezervoaru A je 20.0 m, a u
rezervoaru B je 10 m.

Zatvaraq se otvara u dva koraka: za 0 < t < 200 s, ξZ = 20, dok je
za t > 200 s, ξZ = 5. Matematiqkim modelom krutog udara odrediti
maksimalni nivo u rezervoaru B

Rexeǌe:

Vremenski korak integracije
Perioda oscilovaǌa vode u cevi izme�u dva rezervoara

T = 2π

√
LAAAB

gAc(AA + AB)
= 80.2 s

35
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Vremenski interval od 200 s, za koji va�i ista otvorenost zatvaraqa
(ξz = 20) je 2.5 puta du�i od periode oscilovaǌa T . To znaqi da
�e prvi lokalni maksimum nivoa u rezervoaru B, koji se ostvari po
otvaraǌu zatvaraqa, biti najve�i tokom celog opisanog manevra zat-
varaqem. Ponovno otvaraǌe zatvaraqa, tj. promena na ξz = 5, uticalo
bi samo ako bi zatvaraq promenio otvorenost pre dostizaǌa prvog
lokalnog maksimuma nivoa u rezervoaru B, xto ovde nije sluqaj.

Usvaja se matematiqki model krutog udara sa vremenskim korakom
integracije ∆t = 4 s (≈ T/20). Mora se proveriti i da li je zadovoǉen
uslov da je ∆t < T0. Karakteristiqno vreme T0 je

T0 =

√
2DL

g∆Πλef
=

√
2 · 1 · 200

9.81 · 10 · 0.1245
= 5.7s

tako da je ∆t < T0.

Matematiqki i numeriqki model
Za pribli�nu integraciju jednaqina kontinuiteta i dinamiqke jedna-
qine koristi�e se Ojlerova metoda.

dΠA

dt
= −Q12

AA
=⇒ (8.1)

Πn+1
A = Πn

A −
Q12

AA
∆t

dΠB

dt
=

Q12

AB
(8.2)

Πn+1
B = Πn

B +
Q12

AB
∆t

dQ12

dt
=

gAc

L
(ΠA −ΠB)− 2λ

D3π
Q12|Q12| (8.3)

Qn+1
12 = Qn

12 +
gAc

L

(
Πn

A + Πn+1
A

2
−

Πn
B + Πn+1

B

2

)
∆t− 2λ

D3π
Qn

12|Qn
12|∆t
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Rezulatati

t [s] Q [m3/s] ΠA [m] ΠB [m]
0 0.000 20.00 10.00
4 1.540 19.51 10.49
8 2.207 18.81 11.19
12 1.897 18.20 11.80
16 1.788 17.63 12.37
20 1.626 17.11 12.88
24 1.473 16.65 13.35
28 1.320 16.23 13.77
32 1.167 15.85 14.15
36 1.016 15.53 14.47
40 0.865 15.25 14.75
44 0.716 15.03 14.97
48 0.568 14.85 15.15
52 0.423 14.71 15.29
56 0.280 14.62 15.38
60 0.140 14.58 15.42
64 0.004 14.58 15.42
68 -0.127 14.61 15.38
· · ·
100 -0.083 15.26 14.74
104 -0.001 15.27 14.74
108 0.083 15.24 14.76
112 0.154 15.19 14.81
· · ·
144 -0.005 14.81 15.19
148 -0.065 14.83 15.17
152 -0.117 14.86 15.14

Dvostruko kra�im korakom integracije, ∆t =2 s, dobija se taqnije
rexeǌe, umesto ΠB,max = 15.42 m, dobija se 15.45 m. Jox taqnije
rexeǌe dobilo bi se korix�eǌem neke taqnije metode od Ojlerove,
ili daǉim smaǌivaǌem koraka integracije. Za ovaj sluqaj, kada se
zatvaraq ne pomera, mo�e se dobiti i taqno, tj. analitiqko, rexeǌe
za maksimalni nivo (dok se trenutak kada �e se to desiti ne mo�e
odrediti).

Analitiqko rexeǌe
Poxto je u poqetnom trenutku odstupaǌe nivoa od ravnote�nog polo�aja
z1 = 5 m, naredna ekstremna vrednost se dobija iz proraquna koji
sledi.
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zm =
A1

Ac
(z1)m = 16 · 5 = 80 Φm = 0.125

80
1

= 10 F (Φm) ≈ 0.0

Φm+1 = −1.0 ⇒ (z1)m+1 =
1.0

0.125 · 16
= 0.5m

Taqno rexeǌe glasi ΠB,max = 15.5 m.



Zadatak 9

24.septembar 1995./1

Rezervoari R1, R2 i R3 povezani su cevima kao na skici. U poqetnom
trenutku zatvaraq na cevi izme�u rezervoara R1 i R2 je zatvoren, a
nivoi u rezervoarima su Z1 =110 m, Z2 = Z3 = 100 m. Povrxine
rezervoara su: A1 = 10m2, A2 = A3 = 4m2.

Odrediti sopstvene periode oscilovaǌa za obe cevi. Matematiqkim
modelom krutog udara odrediti promene nivoa u rezervoarima koje se
javǉaju nakon naglog otvaraǌa zatvaraqa u prvih 50 sekundi. Lokalne
gubitke na ulazima i izlazima iz cevi, kao i na potpuno otvorenom
zatvaraqu zanemariti.

Rexeǌe

Sopstvene periode oscilovaǌa
Za vodu u cevi izme�u rezervoara 1 i 2, qiji je presek, Acevi =0.196 m2,
perioda oscilovaǌa je jednaka

T12 = 2π

√
L

gAcevi(1/A1 + 1/A2)
= 242s

39
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a za vodu u cevi izme�u rezervoara 2 i 3

T23 = 111s

Usvaja se vremenski korak za integraciju jednaqina kontinuiteta i
dinaliqkih jednaqina, ∆t = 5s (≈ T23/20)

Numeriqki model
Jednaqine kontinuiteta za rezervoare R1, R2 i R3, mogu se napisati
u diskretizovanom obliku:

Zn+1
1 − Zn

1

∆t
= −Qn

12

A1
(9.1)

Zn+1
2 − Zn

2

∆t
=

Qn
12 −Qn

23

A2
(9.2)

Zn+1
3 − Zn

3

∆t
=

Qn
23

A3
(9.3)

Dinamiqke jednaqine za cevi 1-2 i 2-3, mogu se napisati u diskretizo-
vanom obliku:

Qn+1
12 −Qn

12

∆t
=

gAc

L12

(
Zn+1

1 + Zn
1

2
− Zn+1

2 + Zn
2

2

)
− 2λ

πD3
Qn

12|Qn
12| (9.4)

Qn+1
23 −Qn

23

∆t
=

gAc

L23

(
Zn+1

2 + Zn
2

2
− Zn+1

3 + Zn
3

2

)
− 2λ

πD3
Qn

23|Qn
23| (9.5)

Rezultati
Redosled raqunaǌa odgovara redosledu jednaqina.

t [s] Z1 [m] Z2 [m] Z3 [m] Q12[m3/s] Q23[m3/s]
0 110.00 100.00 100.00 0.000 0.000
5 110.00 100.00 100.00 0.096 0.000

10 109.95 100.12 100.00 0.188 0.002
15 109.86 100.35 100.00 0.267 0.009
20 109.73 100.67 100.01 0.329 0.025
25 109.57 101.05 100.04 0.372 0.051
30 109.38 101.45 100.10 0.398 0.088
35 109.18 101.84 100.21 0.411 0.133
40 108.97 102.19 100.38 0.414 0.181
45 108.76 102.48 100.61 0.411 0.227
50 108.55 102.71 100.89 itd. itd.
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Novo ravnote�no staǌe odgovara nivou 105.56 m, u sva tri rezervoara,
ali do ǌega �e do�i tek posle nekoliko perioda oscilacija. Ovde se
ne mo�e koristiti model kvazi-ustaǉenog teqeǌa jer je maksimalno
odstupaǌe od ravnote�nog polo�aja nivoa u rezervoaru (2) jednako

max z2 =
D

λ

Ac

A2
=

0.5
0.015

0.196
4

= 1.63 m.



Zadatak 10

25. januar 1992./1

Na slici je prikazan cevovod du�ine 1000 m, preqnika D = 0.5 m, sa
vazduxnim kazanom za zaxtitu od hidrauliqkog udara.

Primenom matematiqkog modela krutog udara sraqunati promene
proticaja kroz cev tokom prvih 15 s nakon iskǉuqeǌa pumpe.

Podaci za raqun. Koeficijent treǌa je konstantan i iznosi
λ =0.015. U trenutku iskǉuqeǌa pumpe proticaj je iznosio QP0 =
0.3 m3/s.

Za vazduh pod pritiskom va�i jednaqina staǌa gasa, pabs·Vn
a =konst,

gde je politropska konstanta n= 1.2. Koeficijent lokalnog gubitka na
spoju vazduxnog kazana i cevovoda (preqnik priguxivaqa d = 0.15 m)
iznosi 2.5 i isti je za oba smera teqeǌa. U poqetnom trenutku pret-
postaviti da se nepovratni zatvaraq iza pumpe trenutno zatvara i da
QP0 dolazi iz vazduxnog kazana.

42
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Rexeǌe

Poqetno staǌe
Brzina u poqetnom trenutku je

V0 =
Q0

Ac
=

0.30
0.1963

= 1.53
m
s

a gubitak energije u ustaǉenom staǌu od preseka 1 do rezervoara R je

∆E = λ
L

D

V 2
0

2g
= 3.57m

Tako je pijezometarska kota u komori ΠV K jednaka pijezometarskoj
koti u cevi u preseku 1: ΠV K = Π1 = 150 + ∆E = 153.57 mnm. Rel-
ativni pritisak vazduha u komori je (pa)0 = ρg(153.57 − 110) = 427.4
kPa, dok je apsolutni (pa)abs = 527.4 kPa, tako da je pabs · V1.2

a = 858.
Iskǉuqeǌe pumpe iz pogona mo�e se prikazati slede�im mate-

matiqkim relacijama:

t = 0 QP = Q0 QK = 0 Π1,0 = ΠV K,0

t > 0 QP = 0 QK = −Q1 Π1 6= ΠV K

(QK je pozitivno kada voda ulazi u vazduxnu komoru)

Diskretizacija jednaqina
Za proraqun teqeǌa vode u cevi od preseka 1 do rezervoara R ko-
risti�e se matematiqki model krutog udara. Zbog postojaǌa vazduxne
komore na uzvodnom kraju cevi moraju se uvesti jox i dodatne jedna-
qine.

Kompletan matematiqki, kao i numeriqki model mogu se prikazati
u slede�em obliku, pri qemu redosled jednaqina odgovara redosledu
raqunaǌa:
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dQ

dt
=

gAc

L
(Π1 −ΠR)− λ

2DAc
Q|Q| (10.1)

Qn+1 = Qn +
(

gA

L
∆Πn − rQn|Qn|

)
∆t

Π1 −ΠV K = ξK
QK |QK |
2gApr

(10.2)

∆Π = Π1 −ΠV K = 408 ·QK |QK |
dHL

dt
=

QK

AK
(10.3)

Hn+1
L = Hn

L +
Qn

K + Qn+1
K

2AK
∆t

dVa

dt
= −QK (10.4)

Vn+1
a = Vn

a −
Qn

K + Qn+1
K

2
∆t

pabs · (Va)1.2 = const (10.5)

pn+1
a =

const
(Vn+1)1.2

− 100

ΠV K = HL +
pa

ρg
(10.6)

Πn+1
V K = Hn+1

L +
pn+1

a

ρg

Ve�ina korix�enih oznaka u modelu je prikazana na skici, dok
su jox Apr povrxina popreqnog preseka priguxivaqa, AK povrxina
popreqnog preseka komore, pabs apsolutni pritisak vazduha u komori,
pa relativni pritisak vazduha u komori.

Proraqun neustaǉenog teqeǌa
Vremenski priraxtaj je jednak ∆t = 1 s.

t > 0 (Trenutak neposredno posle ispada pumpe iz pogona)

Q
(0)
K = −Q0 = −0.3

m3

s

(10.1) → Π(0)
1 = 153.57− 408 · 0.3 · 0.3 = 116.85 m

∆Π(0) = 116.85− 150.00 = −33.15 m
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t = 1s ∆t = 1s

(10.2) ⇒ Q(1) = −Q
(1)
K = 0.3+(0.001926 ·(−33.15)−0.0764 ·0.32) ·1 = 0.229

m3

s

(10.3) ⇒ H
(1)
L = 110.00− 0.3 + 0.229

1.5 · 2
· 1 = 109.82 m

(10.4) ⇒ V(1)
a = V(0)

a +
0.3 + 0.229

2
· 1 = 1.7645 m3

(10.5) ⇒ p(1)
a =

858
1.76451.2

− 100. = 334 kPa

(10.6) ⇒ Π(1)
V K = 109.82 +

334
9.81

= 143.87 m

Π(1) = 143.87− 408 · 0.2292 = 122.47 m

∆Π(1) = 122.47− 150.00 = −27.53 m

t = 2s

Q(2) = −Q
(2)
K = 0.229− 0.057 = 0.172

m3

s

(H(2)
L = 109.82− 0.229 + 0.172

1.5 · 2
· 1 = 109.69 m

V(2)
a = 1.7645 + 0.2005 = 1.965 m3

p(2)
a =

858.

1.9651.2
− 100. = 281.5 kPa

Π(2)
V K = 109.69 +

281.5
9.81

= 138.39 m

Π(2) = 138.39− 408 · 0.1722 = 126.32 m

∆Π(2) = 126.32− 150.00 = −23.68 m
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t Qn Hn
L Vn

a pn
a Πn

V K Πn
1 ∆Πn Qn+1

s m3/s m m3 kPa m m m m3/s
0 0.300 110.00 1.500 427.4 153.57 116.85 -33.15 0.229
1 0.229 109.82 1.764 334.0 143.87 122.47 -27.53 0.172
2 0.172 109.69 1.965 281.5 138.39 126.32 -23.68 0.124
3 0.124 109.59 2.113 249.6 135.04 128.77 -31.23 0.082
4 0.082 109.52 2.216 230.2 132.99 130.25 -19.75 0.043
5 0.043 109.48 2.279 219.4 131.84 131.09 -18.91 0.006
6 0.006 109.46 2.304 215.2 131.40 131.39 -18.61 -0.030
7 -0.030 109.47 2.292 217.1 131.60 131.97 -18.03 -0.065
8 -0.065 109.50 2.244 225.2 132.46 134.18 -15.82 -0.095
9 -0.095 109.55 2.164 239.8 134.00 137.68 -12.32 -0.118
10 -0.118 109.62 2.057 261.0 136.22 141.90 -8.10 -0.133
11 -0.133 109.70 1.932 289.4 139.21 146.43 -3.57 -0.139
12 -0.139 109.79 1.796 324.9 142.91 150.75 0.79 -0.136
13 -0.136 109.88 1.659 367.6 147.35 154.90 4.90 -0.125
14 -0.125 109.97 1.529 415.7 152.34 158.71 8.71 -0.107
15 -0.107 110.05 1.413 466.7 157.62 162.29 12.29 -0.082
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Zadatak 11

2. februar 1994/1

Tunel, du�ine 6000 m, preqnika DT = 3 m, koeficijenta treǌa λ = 0.01,
vodi od akumulacije do cilindriqnog vodostana preqnika DV = 10 m.
Nizvodno od vodostana, na relativno kratkom rastojaǌu, nalaze se
meraq proticaja i turbina. U jednakim vremenskim intervalima reg-
istrovani su nivoi u vodostanu (relativno u odnosu na nivo u akumu-
laciji) i proticaji kroz turbinu.

t [s] 0 12 24 36 48 60
ZV [m] 0.0 -1.11 -3.17 -4.96 -6.52 -7.86

Qturb[m3/s] 0.0 14.59 14.75 14.88 15.00 15.11

Na osnovu registrovanih veliqina rekonstruisati proticaje kroz
tunel.

Preqnik priguxivaqa na vodostanu je Dpr = 1.5 m. Ako je to
mogu�e, na osnovu datih podataka proceni koeficijent lokalnog gu-
bitka na priguxivaqu.

48
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Rexeǌe:
Proticaji kroz tunel mogu se rekonstruisati na osnovu izmerenih
proticaja kroz turbinu i promena nivoa vode u vodostanu primenom
jednaqine kontinuiteta. Posao nije jednoznaqan zbog malog broja po-
dataka1, velikog uticaja tipa i taqnosti numeriqke metode kojom se
aproksimira jednaqina kontinuiteta

dzV

dt
=

QT −Qturb

AV
(11.1)

Jedan od naqina da se formira numeriqki model je i implicitna
metoda Krank-Nikolson (rezultati u koloni 1)

zn+1
V − zn

V

∆t
=

Qn+1
T + Qn

T −Qn+1
turb −Qn

turb

AV
(11.2)

U principu, mogu�a je i drugaqija interpretacija rezultata mereǌa.
Ako se koristi metoda leap frog

zn+2
V − zn

V

2∆t
=

Qn+1
T −Qn+1

turb

AV
(11.3)

dobijaju se rezultati u koloni (2).
t zV Qturb QT (1) QT (2)

[s] [m] [m3/s] [m3/s] [m3/s]
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00
12 -1.11 14.59 0.06 4.22
24 -3.17 14.75 2.31 2.15
36 -4.96 14.88 3.89 3.92
48 -6.52 15.00 5.57 5.51
60 -7.86 15.11 7.00 **

1U osmatranom periodu dexavaju se znaqajne promene nivoa i proticaja u
tunelu. Sa druge strane zbog potrebe da se zadatak uradi u predvi�enom roku
zadatak se radi sa ovakvim brojem podataka.
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Na osnovu dobijenih rezultata u ovom sluqaju ne treba suditi o
ovoj metodi zbog malog broja taqaka. Vrednost u trenutku t = 12 s od
4.22 m3/s oqigledno nema smisla, jer se ne mo�e oqekivati od matem-
atiqkog modela krutog udara da daje tako skokovitu promenu, dok vred-
nost u t = 60 s nije mogla biti sraqunata. Preostale vrednosti su
potpuno korektne, xto nije veliko iznena�eǌe jer su i metoda Krank-
Nikolsona i leap-frog formalno drugog reda taqnosti. Kao veoma ko-
risna ve�ba preporuquje se primena Ojlerove metode, koja je prvog
reda taqnosti, i pore�eǌe sa rezultatima iz tabele. Ojlerova metoda
tako�e ne mo�e dati vrednosti u t = 60 s, a tako�e vrednost u t = 0
nema nikavog smisla.

Mo�da je ova zbrka oko nedovoǉnog broja taqaka i uticaja metode
koja se koristi na vrednosti proticaja, dovoǉna da nas obexrabri da
odemo i korak daǉe pokuxavaju�i da procenimo vrednost koeficijenta
lokalnog gubitka na priguxivaqu. U praksi bi to svakako bio sluqaj,
dok u zadatku, nastavǉamo.

Znaju�i vrednosti proticaja kroz tunel u jednakim vremenskim in-
tervalima, primenom dinamiqke jednaqine za vodu u tunelu mo�e se
odrediti vrednost razlike pijezometarskih kota na uzvodnom i nizvod-
nom kraju tunela. Pijezometarska kota na uzvodnom kraju tunela je
konstatna (nivo u vodostanu se meri u odnosu na ǌu), dok je na nizvod-
nom kraju ni�a od kote nivoa u vodostanu za gubitak energije kroz
priguxivaq ξpr

QV |QV |
A2

pr2g . Matematiqki model glasi

dQT

dt
=

gAT

L
(Πjez −Π2)−

2λ

D3π
QT |QT | (11.4)

I ovde se rezultati mogu znaqajno razlikovati u zavisnosti od metode
koja se koristi, a kako je implicitna metoda kod jednaqine kontinu-
iteta dala najprihvatǉivije rezultate i ovde se koristi neka vari-
janta te metode

Qn+1
T −Qn

T

∆t
=

gAT

L
(Πjez − Π̃2)−

2λ

D3π
Qn+1

T |Qn
T | (11.5)

gde je

Π̃2 =
Πn+1

2 + Πn
2

2
karakteristiqna, ili (uslovno reqeno) sredǌa vrednost u intervalu
(tn, tn+1)). Kao karakteristiqne vrednosti dobijeno je

interval [s] Π̃2[m] z̃V [m] QV [m3/s] V 2
pr/2g [m] ξp

0 – 12 -0.43
12 – 24 -16.22
24 – 36 -11.41 -4.06 11.7 2.23 3.3
36 – 48 -12.15 -5.74 10.2 1.70 3.8
48 – 60 -10.38 -7.19 8.8 1.26 2.5
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Opet se mo�emo uveriti da mehaniqko preraqunavaǌe Π̃2 u vred-
nosti pijezometarske kote na krajevima intervala mo�e dovesti do
neoqekivanih rezultata pa �emo oprezno iskoristiti samo tri posled-
ǌe vrednosti, za koje koristimo reprezentativne vrednosti za prot-
icaje QV , 11.7, 10.2 i 8.8 m3/s, i vrednosti nivoa u vodostanu z̃V ,
-4.06, -5.74 i -7.19 m, odakle dobijamo vrednosti za ξPR, 3.3, 3.8 i 2.5.
Raspon u kome se kre�u dobijene vrednosti je relativno velik, pa se
ne mo�e re�i da su rezultati dovoǉno reprezentativni.



Zadatak 12

10.novembar 1991./1

Dva rezervoara, A i B, velike horizontalne povrxine, povezana su
horizontalnom cevi du�ine L = 3000 m, preqnika D = 0.4 m, koefici-
jenta treǌa λ = 0.015. Nivo u rezervoaru A iznosi ΠA = 110.00 m, u
rezervoaru B, ΠB = 105.00 m, a kota te�ixta popreqnog preseka cevi
iznosi ZC = 100.00 m. U poqetnom trenutku, zatvaraq kod rezervoara
A, koji je bio zatvoren, naglo se otvara. Pretpostaviti da se lokalni
gubici na ulazu u cev i na potpuno otvorenom zatvaraqu mogu zane-
mariti.

Matematiqkim modelom hidrauliqkog udara odrediti promenu pro-
ticaja i pijezometarske kote na polovini cevi, tokom prvih 15 s. Brz-
ina propagacije talasa kroz cev je a = 1000 m/s.
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Rexeǌe:

Matematiqki model
Primeni�e se matematiqki model hidrauliqkog (elastiqnog) udara.
Za rexavaǌe �e se koristiti metoda karakteristika.

Jednaqine koje va�e du� karakteristika:

±dΠ
dt

+
a

Ag

dQ

dt
+ λa

Q|Q|
2gDA2

= 0 (12.1)

Jednaqine karakteristika:

dx

dt
= ±a (12.2)

Poqetni uslov
Π(x, 0) = 105m Q(x, 0) = 0

Graniqni uslovi

Π(0, t) = 110m Π(L, t) = 105m

Numeriqki model
Da bi se pristupilo numeriqkom rexavaǌu matematiqkog modela, mora
se izvrxiti disretizacija prostornog i vremenskog domena.

Za rexeǌe zadatka dovoǉno je podeliti cevovod na dve deonice,
sa presecima 1, 2 i 3, koji su naznaqeni na skici, pri qemu je ∆x =
1500 m. Vremenski korak se bira da je ∆t = ∆x/a = 1.5s, tako da
karakteristike prolaze kroz qvorove raqunske mre�e.
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Numeriqke jednaqine za proraqun zavisno promenǉivih veliqina
u preseku 2 izvex�e se postupno, dok �e se za graniqne preseke dati
samo krajǌi izrazi.

Presek 2 Du� pozitivne karakteristike C+ od (1, n) do (2, n + 1)
diskretizacija diferencijalne jednaqine se mo�e obaviti na slede�i
naqin:

Πn+1
2 −Πn

1

∆t
+ B

Qn+1
2 −Qn

1

∆t
+ MQn

1 |Qn
1 | = 0 (12.3)

Du� negativne karakteristike C− od (3, n) do (2, n + 1):

−Πn+1
2 −Πn

3

∆t
+ B

Qn+1
2 −Qn

3

∆t
+ MQn

3 |Qn
3 | = 0 (12.4)

Prethodne dve jednaqine svode se na

Πn+1
2 = CP −BQn

2 (12.5)

Πn+1
2 = CM + BQn

2 (12.6)

gde je
CM = Πn

i+1 −BQn
i+1 + MQn

i+1|Qn
i+1|

CP = Πn
i−1 + BQn

i−1 −MQn
i−1|Qn

i−1|

B =
a

gA
M =

λ∆x

2gDA2

Tako su pijezometarska kota i proticaj u preseku 2 u trenutku n+1

Πn+1
2 =

CP + CM

2
(12.7)

Qn+1
2 =

CP −Πn+1
2

B
(12.8)

Presek 1 Kombinovano sa graniqnim uslovom u preseku 1 (poznata
pijezometarska kota), dolazi se do slede�ih relacija:

Πn+1
1 = ΠA = 110.00m (12.9)

Qn+1
1 =

ΠA − CM

B
(12.10)

Presek 3
Πn+1

3 = ΠB = 105.00m (12.11)

Qn+1
3 =

CP −ΠB

B
(12.12)
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Rezultati
Proraqun u narednoj tabeli ura�en je za ∆t = 0.5s, odnosno ∆x = 500m.
Najdu�i vremenski korak sa kojim se mo�e raditi je ∆t = 1.5s, za koji
je ∆x = 1500m, a odgovaraju�i rezultati koji bi se dobili raqunom
sa takvim vremenskim priraxtajem poklapaju se sa vrednostima oz-
naqenim zvezdicama.

t Π1 Q1 Π2 Q2 Π3 Q3

[s] [m] [m3/s] [m] [m3/s] [m] [m3/s]
0.0∗ 110.00 0.0000 105.00 0.0000 105.00 0.0000
0.5 110.00 0.0000 105.00 0.0000 105.00 0.0000
1.0 110.00 0.0000 105.00 0.0000 105.00 0.0000
1.5∗ 110.00 0.0062 105.00 0.0000 105.00 0.0000
2.0 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0000
2.5 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0000
3.0∗ 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0000
3.5 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0123
4.0 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0123
4.5∗ 110.00 0.0062 110.00 0.0062 105.00 0.0123
5.0 110.00 0.0062 105.02 0.0123 105.00 0.0123
5.5 110.00 0.0062 105.02 0.0123 105.00 0.0123
6.0∗ 110.00 0.0061 105.02 0.0123 105.00 0.0123
6.5 110.00 0.0184 105.02 0.0123 105.00 0.0123
7.0 110.00 0.0184 105.02 0.0123 105.00 0.0123
7.5∗ 110.00 0.0184 105.02 0.0123 105.00 0.0123
8.0 110.00 0.0184 109.96 0.0183 105.00 0.0123
8.5 110.00 0.0183 109.96 0.0183 105.00 0.0123
9.0∗ 110.00 0.0183 109.96 0.0183 105.00 0.0122
9.5 110.00 0.0183 109.96 0.0183 105.00 0.0244
10.0 110.00 0.0183 109.96 0.0183 105.00 0.0244
10.5∗ 110.00 0.0183 109.96 0.0183 105.00 0.0244
11.0 110.00 0.0183 105.06 0.0243 105.00 0.0244
11.5 110.00 0.0182 105.06 0.0243 105.00 0.0243
12.0∗ 110.00 0.0182 105.06 0.0243 105.00 0.0243
12.5 110.00 0.0302 105.06 0.0243 105.00 0.0243
13.0 110.00 0.0301 105.06 0.0243 105.00 0.0242
13.5∗ 110.00 0.0301 105.06 0.0242 105.00 0.0242
14.0 110.00 0.0301 109.90 0.0301 105.00 0.0242
14.5 110.00 0.0301 109.90 0.0301 105.00 0.0242
15.0∗ 110.00 0.0301 109.90 0.0301 105.00 0.0242

Promene pijezometarske kote i proticaja tokom prvih 15 s u pre-
seku 2 prikazani su na slede�im graficima.

Po sireǌu oscilacija ostvari�e se proticaj od Q∞ = 0.1173m3/s,
a vreme za koje �e se to ostvariti mo�e se proceniti matematiqkim
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modelom krutog udara

T0 =
LQ∞

gA∆Π
= 57s → t99% = 2.646T0 ≈ 151s.



Zadatak 13

26. avgust 1991./1

Rezervoare (I) i (II) spaja cev du�ine 3 km, preqnika D = 0.3 m i
koeficijenta treǌa λ = 0.02. Na ulazu u rezervoar (II) nalazi se
delimiqno otvoren zatvaraq, qiji poqetni gubitak energije iznosi
ξZ = 100.

U trenutku kada su nivoi u rezervoarima ΠI = 100 mnm i ΠII = 90
mnm, zatvaraq se naglo otvara (ceo manevar traje 1 s) i novi koefi-
cijent lokalnog gubitka energije iznosi ξZ = 50.

Odrediti minimalne i maksimalne pijezometarske kote na cevovodu,
kao i novi proticaj koji se uspostavǉa za novi polo�aj zatvaraqa u
ustaǉenom teqeǌu.

Rexeǌe:

Poqetno staǌe i novo ustaǉeno staǌe
Za poqetno staǌe mo�e se napisati Bernulijeva jednaqina:

ΠI = ΠII +
(

λ
L

D
+ ξZ

)
V 2

0

2g
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odakle se dobija brzina V0 = 0.809 m/s, odnosno, brzinska visina
V 2

0 /2g = 0.033 m i gubitak energije na zatvaraqu, ∆EZ0 = 3.30 m, za
vrednost koeficijenta lokalnog gubitka ξZ0 = 100.Lokalni gubici na
izlazu iz rezervoara i ulazu, kao i brzinska visina, zanemarǉivi su
u odnosu na gubitak energije na treǌe i na zatvaraqu.

Novo ustaǉeno staǌe se dobija za vrednost koeficijenta lokalnog
gubitka ξZ1 = 50:

V1 = 0.886 m/s, brzinska visina V 2
1 /2g = 0.040 m, i ∆EZ1 = 2.0 m.

Pijezometarske linije za poqetno staǌe Π0 i novo ustaǉeno staǌe
Π1 prikazane su na slede�oj skici

Matematiqki model
Ako bi se koristili modeli kvazi ustaǉenog teqeǌa i krutog udara,
linije Π0 i Π1 predstavǉaju maksimalne, odnosno, minimalne pije-
zometarske kote kod promene polo�aja zatvaraqa. Po modelu kvaz-
iustaǉenog teqeǌa novo ustaǉeno staǌe uspostavǉa se trenutno. Po
modelu krutog udara proticaj se pribli�ava onom koji odgovara novom
ustaǉenom staǌu sa doǌe strane, a teorijski ga dosti�e za beskonaqno
vreme. Zato nagib linije nivoa ne mo�e biti strmiji od onoga koji
odgovara novom ustaǉenom staǌu (izuzev usled numeriqke grexke).

Stvarne promene, se dakle mogu dobiti samo primenom modela hidrauli-
qkog udara

±g

a

dΠ
dt

+
dV

dt
+ λ

V |V |
2D

= 0
dx

dt
= ±a (13.1)

gde je poqetni uslov

V (x, 0) = V0 Π(x, 0)se linearno meǌa

a graniqni uslovi

Π(0, t) = 100 Π(L, t) = 90 + ξz
V 2(L, t)

2g
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Numeriqki model
Da bi se promena polo�aja zatvaraqa mogla pratiti na odgovaraju�i
naqin, cev treba podeliti na najmaǌe tri deonice ∆x = 1000 m, tako
da je vremenski korak ∆t = 1 s. U numeriqkom modelu treba raqunati
vrednosti u presecima 1 (ulaz u cev), 2 i 3 (preseci na cevi) i 4
(presek na nizvodnom kraju cevi neposredno uzvodno od zatvaraqa.

U presecima 1 i 4 treba uzeti u obzir odgovaraju�e graniqne
uslove.

presek 1:

Πn+1
1 = 100.00

Qn+1
1 =

100− CM

B

preseci 2 i 3:

Πn+1
i =

CP + CM

2

Qn+1
i =

Πn+1
i − CM

B

presek 4:

Πn+1
4 = CP −Qn+1

4 B

Πn+1
4 − 90 = ξZ

(Qn+1
4 )2

A22g

gde je:
CP = Πn

i−1 + BQn
i−1 −MQn

i−1|Qn
i−1|

CM = Πn
i+1 −BQn

i+1 + MQn
i+1|Qn

i+1|

B =
a

gA
= 1442 M =

λ∆x

2gDA2
= 680

Rezultati
Raqunato je sa vremenskim korakom ∆t = 0.2 s, a izdvojeni su podaci
na razmaku od ∆t′ = 1 s, i u presecima na rastojaǌu ∆x = 1000 m.



ZADATAK 13. 26. AVGUST 1991./1 60

t Π1 Q1 Π2 Q2 Π3 Q3 Π4 Q4

[s] [m] [l/s] [m] [l/s] [m] [l/s] [m] [l/s]
0 100 57.2 97.78 57.2 95.53 57.2 93.30 57.2
1 100 57.2 97.78 57.2 95.53 57.3 91.74 58.2
2 100 57.2 97.78 57.2 94.03 58.2 91.74 58.3
3 100 57.4 96.30 58.2 94.03 58.2 91.74 58.2
4 100 59.0 96.30 58.2 94.01 58.2 91.74 58.2
5 100 59.1 97.51 59.1 94.01 58.3 91.74 58.2
6 100 59.1 97.69 59.1 95.36 59.1 91.75 58.2
7 100 59.1 97.68 59.0 95.36 59.2 91.83 59.9
8 100 59.0 97.68 59.0 94.20 59.7 91.84 59.8
9 100 59.3 96.55 59.7 94.20 59.8 91.84 59.8
10 100 60.2 96.55 59.7 94.19 59.7 91.83 59.7
11 100 60.4 97.60 60.4 94.19 59.8 91.84 59.6
12 100 60.3 97.60 60.3 95.22 60.3 91.85 59.6
13 100 60.3 97.61 60.3 95.22 60.3 91.90 60.9

Proticaj u novom ustaǉenom teqeǌu, Q1 = 62.6 l/s, nije dostignut
ni posle 13 sekundi. Kako se proticaj meǌa daǉe, i kakve su promene
pijezometarske kote prikazano je na slede�im dijagramima.
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Zadatak 14

11.jun 1995./1

Na kraju cevovoda koji spaja dva rezervoara (nivoi Π1 = 100 m, Π2 =
96 m, kota cevovoda ZT = 80 m), nalazi se zatvaraq delimiqno otvoren
(ξz = 25). Cevovod qine dve cevi slede�ih karakteristika: cev I: L1 =
2000 m, a1 = 1000 m/s, D1 = 200 mm, λ1 = 0.028; cev II: L2 = 1000 m,
a2 = 500 m/s, D2 = 200 mm, λ2 = 0.022.

Zatvaraq se naglo pritvori, tako da koeficijent lokalnog gubitka
postaje ξ1 = 100, i tako ostaje. Sraqunati promene pritiska, pije-
zometarske kote i proticaja u preseku uzvodno od zatvaraqa tokom
prve 4 sekunde.
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Rexeǌe:

Ustaǉeno teqeǌe
U poqetnom trenutku pretpostavǉa se ustaǉeno teqeǌe u cevovodu, i
poqetni proticaj se dobija iz Bernulijeve jednaqine

100.00 = 96.00 +
v2

2g

(
λ1

L1

D
+ λ2

L1

D
+ ξz

)
(14.1)

v0 = 0.434
m

s
Q0 = 0.0136

m3

s

Matematiqki model hidrauliqkog udara
Matematiqki model hidrauliqkog udara ve� je prikazan u prethod-
nom zadatku. Ovde �e se samo definisati graniqni uslovi karakter-
istiqni za ovaj zadatak.

Π(0, t) = 100 Π(L, t) = 96 + ξz
v2
3

2g

Parametri
Pre nego xto se krene u proraqun parametara, moraju se definisati
prostorni i vremenski korak. Zbog razliqite brzine propagacije ta-
lasa pritiska za cev I i II, usvajaǌem istog prostornog koraka za obe
cevi dobija se razliqiti vremenski korak (xto nije zgodno za pro-
raqun). Zato se u ovom sluqaju usvaja fiksan vremenski korak ∆t = 2s.
Prostorni korak ∆x se tako dobija razliqit za cevi I i II:

∆x1 = a1∆t = 2000m ∆x2 = 1000m

Parametri B i M su dakle

BI =
a1

g A
= 3246 BII = 1623

MI =
λ1∆x1

2gDA2
= 14474 MII = 5686

∆t = 2s ∆x1 = a1∆t = 2000m

∆x2 = 1000m
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Numeriqki model hidrauliqkog udara

Presek 1

Presek 1 predstavǉa graniqni presek, pa se u ǌemu kombinuje jed-
naqina koja va�i du� negativne karakteristike od taqke (2, n) do taqke
(1, n + 1) i jednaqina kojom je definisan graniqni uslov na uzvodnom
kraju

Πn+1
1 = 100m (14.2)

Qn+1
1 =

Πn+1
1 − CM2

BI
(14.3)

gde je
CM2 = Πn

2 −BIQ
n
2 + MIQ

n
2 |Qn

2 |

Presek 2

Voditi raquna da presek 2 predstavǉa graniqni presek izme�u cevi
razliqitih karakteristika, xto znaqi da su parametri u jednaqinama
pozitivne i negativne karakteristike (koje se seku u tom preseku) ra-
zliqiti.

Qn+1
2 =

CP1 − CM3

BI + BII
(14.4)

Πn+1
2 = CP2 −BIQ

n+1
2 (14.5)

CP1 = Πn
1 + BIQ

n
1 −MIQ

n
1 |Qn

1 |

CM3 = Πn
3 −BIIQ

n
3 + MIIQ

n
3 |Qn

3 |

Presek 3

Jednaqina koja va�i du� pozitivne karakteristike od taqke (2, n) do
taqke (3, n+1) kombinuje se sa napred definisanim graniqnim uslovom
na nizvodnom kraju:

Πn+1
3 = CP2 −BIIQ

n+1
3 (14.6)

Πn+1
3 = 96.00 + ξz

Qn+1
3 |Qn+1

3 |
2gA2

(14.7)
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Rezultati

t < 0 t = 0 t = 2 s t = 4 s
CP2 [m] 118.33 118.34 117.08
Π3 [m] 96.25 96.90 96.90 96.81
Q3[m3/s] 0.0136 0.0132 0.0132 0.0125
CP1 [m] 141.47 138.79
CM3 [m] 75.23 76.46
Π2 [m] 97.31 97.31 97.24
Q2[m3/s] 0.0136 0.0136 0.0128
CM2 [m] 55.84 55.83
Π1 [m] 100.00 100.00 100.00
Q1[m3/s] 0.0136 0.0136 0.0136



Zadatak 15

1. septembar 1996./1

Na slici je prikazan cevovod du�ine 2× 500 m, sastavǉen od dve cevi,
preqnika D1 = 0.4 m i D2 = 0.3 m, brzine prostiraǌa poreme�aja a1 =
a2 = 1000 m/s. Na nizvodnom kraju cevi nalazi se zatvaraq delimiqno
zatvoren, tako da poqetni proticaj kroz cevovod iznosi Q0 = 0.007
m3/s. Kota nivoa vode u rezervoaru se ne meǌa i iznosi ΠR = 100 mnm,
a kota izlaznog preseka na zatvaraqu je Zzatv = 90 mnm.

Zatvaraq se trenutno zatvara u trenutku t = 0s. Uz pretpostavku o
zanemarǉivom treǌu sraqunati poqetni koeficijent lokalnog gubitka
na zatvaraqu, kao i proticaje i pijezometarske kote u presecima A, B
i C, u vremenskim trenucima: 0 s; 0.5 s; 1.0 s; 1.5 s; 2.0 s i 2.5 s.

Rexeǌe:

Poqetno staǌe i parametri modela
U poqetnom trenutku proticaj iznosi 0.007 m3/s. Pijezometarske kote
u odgovaraju�im presecima A, B i C iste su, jer se pretpostavǉa da
je treǌe zanemarǉivo.

Koeficijent lokalnog gubitka na zatvaraqu je ξZ ≈ 20000.
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Parametri numeriqkog modela su za cev 1, B1 = 811, a za cev 2,
B2 = 1442.

Numeriqki model
Kako se matematiqki model i graniqni uslovi mogu prikazati na sliqan
naqin kao u prethodnom zadatku to se ovde ne�e ponavǉati iste relacije.

Ono xto je karakteristiqno u ovom zadatku je da je u preseku B
spoj dve cevi razliqitih karakteristika, te da se pri proraqunu zav-
isno promenǉivih veliqina (proticaja i pijezometarskih kota) u ovom
preseku mora voditi raquna o razliqitim parametrima B1 i B2 (u jed-
naqinama du� pozitivne i negativne karakteristike).

Numeriqki model sa graniqnim uslovima mo�e se prikazati na
slede�i naqin:

Presek A:

Πn+1
A = 100

CMB = Πn
B −B1Q

n
B

Qn+1
A =

1
B1

(100− CMB) (15.1)

Presek B:

CPA = 100 + B1Q
n
A

CMC = ΠC

Qn+1
B =

CPA − CMC

B1 + B2
Πn+1

B = CPA −B1Q
n+1
B (15.2)

Presek C:

Qn+1
C = 0.0

CPB = Πn
B + B2Q

n
B

Πn+1
C = CPB (15.3)

Rezultati
Poxto je zatvaraǌe trenutno i praktiqno se odigrava u poqetnom
trenutku, sledi da �e se i promena pijezometarske kote u preseku C
ostvariti u istom trenutku, pa je zato za t = 0 za ΠC odmah upisana
ta novosraqunata vrednost.
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t ΠA CM QA CP CM QB ΠB QC ΠC

[s] [m] [m] [l/s] [m] [m] [l/s] [m] [l/s] [m]
0 100. 94.32 7.00 105.68 89.91 7.00 100.00 0.0 110.09

0.5 100. 94.32 7.00 105.68 110.09 -1.96 107.27 0.0 110.09
1.0 100. 108.86 -10.92 105.68 110.09 -1.96 107.27 0.0 104.44
1.5 100. 108.86 -10.92 91.14 104.44 -5.90 95.93 0.0 104.44
2.0 100. 100.71 -0.88 91.14 104.44 -5.90 95.93 0.0 87.42
2.5 100. 100.71 -0.88 99.29 87.42 5.27 95.01 0.0 87.42
3.0 100. 90.74 11.42 99.29 87.42 5.27 95.01 0.0 102.61
3.5 100. 90.74 11.42 109.26 102.61 2.95 106.87 0.0 102.61



Zadatak 16

(nije ispitni zadatak)

Na slici je prikazan podu�ni profil cevovoda, du�ine L = 4000 m,
preqnika D = 250 mm, od bunarske pumpe do rezervoara.

Matematiqkim modelom krutog udara proceniti ekstremne vred-
nosti pritisaka u preseku nizvodno od klapne (1− 1), koji se javǉaju
nakon ispada pumpe iz pogona.

Rexeǌe:
Pretpostavǉa se trenutna (vrlo brza) promena proticaja iza pumpe.

69



ZADATAK 16. (NIJE ISPITNI ZADATAK) 70

U preseku (1), nizvodno od klapne, Π kota bi sa vrednosti

Π1 = 110 + λ
L

D

V 2

2g
= 131.14 (16.1)

pala za vrednost

∆Π = −a∆V

g
= 120m

na
Π1 = 131.14− 120 = 11.14m

Me�utim jasno je da se to ne mo�e desiti zbog polo�aja preseka 1
(z1 = 75 m) i uslova da u toj taqki pritisak ne mo�e pasti ispod pri-
tiska vodene pare 0.02 bara (praktiqno blisko apsolutnom vakuumu).
Zbog toga se oqekuje da �e do�i do pojave kaviteta ispuǌenog vodenom
parom neposredno nizvodno od klapne koja �e se sama zatvoriti qim
prestane teqeǌe vode.

Pijezometarska kota u preseku 1 postaje jednaka Π1 = 75 − 10 = 65
m i na fluidnu struju, koja zbog inercije ostaje u kretaǌu, poqiǌe da
deluje sila pritiska i sila te�ine. Kavitet se pove�ava (veliqina xE

oznaqava pomeraǌe granice vodenog stuba) sve dok je brzina vodenog
stuba ve�a od nule.

Kad brzina postane negativna kavitet poqiǌe da se smaǌuje, a nes-
taje kada xE postane nula. Do procene pove�aǌa pritiska dolazi se
primenom jednaqine �ukovskog sa brzinom vodenog stuba u trenutku
nestanka kaviteta.

Matematiqki model
Za usvojeni model krutog udara dinamiqka jednaqina glasi

dV

dt
=

g

L
(Π1 −ΠR)− λ

2D
V | V | (16.2)
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Numeriqki model
V n+1 − V n

∆t
= − 9.81

4000.
(65.− 110.)− 0.036V n+1 | V n | (16.3)

Usvojen je vremenski korak ∆t = 2 s.

V n+1 =
V n − 0.22

1 + 0.072 | V n |

xn+1
E = xn

E +
V n + V n+1

2
∆t

t [s] 0 2 4 6 ... 16 18 20
V [m/s] 1.20 0.902 0.64 0.401 ... -0.670 -0.849 -1.008
xE [m] 0 2.1 3.64 4.68 ... 3.22 1.70 -0.16

Kavitet nestaje posle 20 s. Brzina u trenutku nestanka kaviteta je
oko 1 m/s. Pove�aǌe pijezometarske kote u preseku 1 u istom trenutku
je

∆Π = −a

g
∆V =

1000 · 1.0
9.81

= 101.9m

a odgovaraju�i pritisak

p1

ρg
= 91.9m → p1 = 9.02 · 105Pa

U odnosu na pritisak u ustaǉenom teqeǌu p1,0 = ρg(131.14 − 75) =
5.51 · 105Pa, pove�aǌe iznosi 3.5 · 105Pa.



Zadatak 17

31. januar 1991./2

U dva popreqna preseka prizmatiqnog kanala pravougaonog popreqnog
preseka (xirina dna B = 5m) na rastojaǌu ∆L = 500m, u ustaǉenom
teqeǌu, izmerene su kote nivoa Z1 = 102.31m i Z2 = 101.75m, i kote dna
Zd1 = 100.00m i Zd2 = 99.75m. Proticaj nije izmeren.

Odrediti granice u kojima se mo�e na�i proticaj, ako se zna
da Maningov koeficijent hrapavosti n mo�e imati vrednosti izme�u
0.012 i 0.014 m−1/3s.

Rexeǌe
Nagib dna kanala iznosi ID = 0.05 %, a dubine u presecima 1 i 2 su
h1 = 2.31m i h2 = 2.00m.

Analizom jednaqine nejednolikog teqeǌa, dolazi se do xest mogu�ih
oblika linije nivoa za Id > 0, xto je i prikazano na slede�oj skici.
Sa skice je jasno da sluqaju koji se razmatra, gde je h1 > h2, odgo-
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varaju i linija II i linija V .
Na osnovu datih podataka ne mo�e se direktno zakǉuqiti o kakvom

se re�imu teqeǌa radi. Zato �e se prvo pretpostaviti da oblik lin-
ije nivoa odgovara liniji II, odnosno da je req o burnom re�imu. U
tom sluqaju maksimalni proticaj koji bi mogao da se ostvari dobio
bi se ako bi bilo h2 = hn (u svakom drugom sluqaju bi h2 bilo ve�e
od normalne dubine, xto se vidi sa skice, pa bi odgovaraju�i prot-
icaj bio maǌi). Za n = 0.012 m−1/3s dobija se proticaj 20 m3/s. Ako
se proveri Frudov broj u preseku 2, dobija se vrednost maǌa od je-
dinice, xto govori da je poqetna pretpostavka o burnom re�imu u
kanalu pogrexna, te da je odgovaraju�i oblik linije broj (V ).

U sluqaju mirnog re�ima teqeǌa maksimalni proticaj bi se dobio
za h2 = hkr. Iz uslova Fr = 1 dobija se Q = 44.3m3/s.

Ovom proticaju i Maningovom koeficijentu hrapavosti n = 0.012m−1/3/s
odgovara normalna dubina hn = 3.65m. Rexavaǌem jednaqine nejedno-
likog teqeǌa

dh

dx
=

Id − Ie

1− Fr

polaze�i od preseka 2, dobija se dubina h
′

1 = 2.87m, xto je ve�e od
2.31 m, xto znaqi da je proticaj sigurno maǌi.

Daǉe se bira Q (maǌe od 44.3 m3/s), tako da se rexavaǌem jed-
naqine nejednolikog teqeǌa u prizmatiqnim kanalima, dobije da je
h1 ≈ 2.31m.

Za n = 0.012m−1/3s dobija se Q ≈ 30m3/s, dok se za n = 0.014m−1/3s
dobija Q ≈ 26.4m3/s, pa se zakǉuquje

26.4
m3

s
≤ Q ≤ 30

m3

s



Zadatak 18

10.novembar 1991./2

Na nizvodnom kraju pravougaonog kanala, xirine dna b = 5m, du�ine
L = 100m, nalazi se ustava kojom se odr�ava nivo u granicama od
104.70 do 104.90 m.

U kojim granicama se kre�e proticaj, a u kojim otvor ustave, ako
se zna slede�e:

Kota nivoa u uzvodnom jezeru je nepromenǉiva i jednaka
je 105.00 m. Kota dna kanala na ulazu je 100.30 m, a na
izlazu je 100.00 m. Koeficijent lokalnog gubitka na ulazu
je ξul = 0.3, a na ustavi ξust = 0.1. Isticaǌe je nepotopǉeno.
Koeficijent kontrakcije kod isticaǌa ispod ustave je CA =
0.7, a Maningov koeficijent hrapavosti obloge kanala je
n = 0.015m−1/3s.
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Rexeǌe
Da se u kanalu ostvaruje buran re�im teqeǌa, na ulazu u kanal bi
se formirala kritiqna dubina od 2.848 m, xto odgovara proticaju od
oko 75 m3/s. Kako se iz Xezi-Maningove jednaqine (za Ie = Id) dobija
normalna dubina ve�a od kritiqne, to se mo�e zakǉuqiti da je u celom
kanalu re�im miran.

Posmatra se prvo sluqaj kada je nivo ispred ustave 104.7 m. Zbog
relativno male du�ine kanala za prvu ocenu proticaja zanemari�e
se gubitak na treǌe i iz Bernulijeve jednaqine za preseke u jezeru i
uzvodno od ustave:

105.00 = 104.70 +
Q2

2gB2(4.7)2
(1 + ξul) (18.1)

dobija se Q ≈ 50m3/s.
Uzimaǌem u obzir treǌa i rexavaǌem jednaqine nejednolikog teqeǌa

u prizmatiqnim kanalima, za graniqni uslov h(100) = 4.7m i za ra-
zliqite proticaje (u oblasti oko 50 m3/s) dobija se rexeǌe. Odgo-
varaju�i proticaj u ovom sluqaju je 45 m3/s i predstavǉa Qmax, a
linija nivoa prikazana je u slede�oj tabeli

x [m] 0 20 40 60 80 100
dubina [m] 4.422 4.477 4.533 4.589 4.644 4.700
nivo [m] 104.722 104.717 104.713 104.709 104.704 104.700

Sliqno se za nivo 104.90 dobije raqunato iz Bernulijeve jedna-
qine sa zanemarenim treǌem, Q ≈ 30m3/s, odnosno, odgovaraju�e Q =
27m3/s = Qmin.

Linija nivoa u ovom sluqaju je

x [m] 0 20 40 60 80 100
dubina [m] 4.607 4.665 4.724 4.783 4.841 4.900
nivo [m] 104.907 104.905 104.904 104.903 104.901 104.900

Isticaǌe ispod ustave

Bernulijeva jednaqina za presek (uzv) ispred ustave i presek (s) vena
contracta

H +
V 2

2g
= hs + (1 + ξust)

Q2

2gB2h2
s

(18.2)

Q = 45m3/s H +
V 2

2g
= 104.887m

hs = 1.094m −→ u =
hs

0.7
= 1.56m
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Odnosno,

Q = 27m3/s H +
V 2

2g
= 104.962m

hs = 0.613m −→ u =
hs

0.7
= 0.88m



Zadatak 19

24.septembar 1995./2

Posmatra se deonica pravougaonog, neprizmatiqnog kanala qiji su
osnova i podu�ni presek dati na skici, a kote dna i xirine kanala u
karakteristiqnim presecima u tabeli

Presek 1 2 3 4
Kota dna [m] 0.5 -0.1 0.0 0.0
xirina [m] 5.5 6.0 4.0 5.0

Matematiqkim modelom za ustaǉeno teqeǌe u integralnom obliku,
za zadato ∆x, odrediti kotu nivoa u popreqnom preseku (1), za prot-
icaj Q = 20 m3/s i nivo u preseku (4) Z4 = 2.0 m. Pretpostaviti da
je koeficijent tangencijalnog napona konstantan na celoj deonici i
jednak, Cτ = 0.004, kao i da uslovi uzvodno od preseka (1) ne utiqu na
teqeǌe na posmatranoj deonici.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Koristi�e se energetska jednaqina oblika

d

dx

(
V 2

2g
+ Z

)
+

1
2g

Cτ
V 2

R
= 0 (19.1)

uz graniqni uslov Z4(x = 270m) = 2.0m.

Numeriqki model
Numeriqki model I reda taqnosti je oblika

Zk +
V 2

k

2g
= Zk+1 +

V 2
k+1

2g
+ Cτ

V 2
k+1

2gRk+1
∆x (19.2)

gde se veliqine na desnoj strani mogu sraqunati eksplicitno.
U preseku (4) je mirno teqeǌe, jer je Fr < 1.0, tako da proraqun

mo�e da ide od preseka (4) uzvodno. Odre�ivaǌe nivoa u uzvodnom
preseku, Z3:

E4 = Z4 +
V 2

4

2g
= 2.0 + 0.20 = 2.20m

∆E3−4 = Cτ
V 2

4

2gR4
∆x34 = 0.04m E3 = E4 + ∆E3−4

Iz jednaqine
E3 = 2.24m

odnosno,

(Zd3 + h3) +
(

20
B3h3

)2 1
2g

= 2.24m

odre�uje se dubina, h3 = 1.88m, i nivo, Z3 = 1.88m.
Na isti naqin dobijaju se energije, E2 = 2.39m i E1 = 2.42m, du-

bine, h2 = 2.39m i h1 = 1.68m i nivoi, Z2 = 2.29m i Z1 = 2.18m.

Isti zadatak se mo�e rexiti i metodom drugog reda taqnosti

Zk +
V 2

k

2g
= Zk+1 +

V 2
k+1

2g
+

1
2

(
Cτ

V 2
k+1

2gRk+1
+ Cτ

V 2
k

2gRk

)
∆x (19.3)

i tada bi rezultat bio:

Preseci 1 2 3 4
Energija 2.45 2.39 2.30 2.20

Nivo 2.22 2.29 1.98 2.00
Dubina 1.72 2.39 1.98 2.00
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Ovo je svakako taqnije rexeǌe, ali zahteva nexto vixe raqunaǌa.
Prava prednost ove metode mo�e se videti kada se proraqun uradi sa
nexto maǌim vremenskim korakom, recimo sa ∆x = 25m.



Zadatak 20

4. septembar 1995./2

Posmatra se deonica pravougaonog, neprizmatiqnog kanala izme�u
dva popreqna preseka (i) i (i + 1). Staǌe relevantnih veliqina u
trenutku tn prikazano je na skici. Na deonici [xi, xi+1] pretpostaviti
linearnu promenu svih veliqina.

Sraqunati sile koje deluju na masu fluida izme�u preseka, kao i
promenu koliqine kretaǌa te mase u intervalu [tn, tn +∆t], gde je ∆t =
20s, do koje dovedu impulsi sraqunatih sila. (Poglavǉe 2, sekcija
2.2, Bele�aka ”Otvoreni tokovi”).

Rexeǌe:

Ulazne veliqine
preseci B [m] h [m] A[m2] V [m/s]
i 3.0 2.0 6.0 2.67
i + 1 3.5 2.4 8.4 1.43
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Sile koje deluju na masu fluida izme�u preseka i i i+1

I koje dovode do promene koliqine kretaǌa mase vode na posmatranoj
deonici.

• Inercijalne sile (proticaj koliqine kretaǌa kroz povrxinu
koja ograniqava kontrolnu zapreminu)

I = [(ρv2A)i − (ρv2A)i+1] = 103[2.672 · 6.0− 1.432 · 8.4] = 25.5kN

• Sile pritiska u pravcu toka

– Sile pritiska u presecima i i i + 1

P1 = ρg[(S1)i − (S1)i+1] = 103 · 9.81(1 · 6− 1.2 · 8.4) = −40.0kN

– Sila pritiska na konturu, usled neprizmatiqnosti kanala

P2 = ρg[S2] = ρgh∆b
h

2
= 103 · 9.81 · 2.2 · 0.5 · 2.2

2
= 11.9kN

gde je h = 0.5 · (hi + hi+1) = 2.20m

• Komponenta sile te�ine u pravcu toka

Gx = G sinα = ρgA∆x
∆zd

∆x
= 103 · 9.81 · 7.2 · 200

0.5
200

= 35.1kN

• Sila treǌa

T = −τO∆x = −ρ
1
2
CτV

2
O∆x

gde se za:
O =

1
2
[Oi + Oi+1] = 7.65m

V =
1
2
[Vi + Vi+1] = 2.05m

dobija:
T = −20.0kN
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Promena koliqine kretaǌa mase
fluida izme�u preseka i i i + 1 u intervalu ∆t = 20s:

(I+P1+P2+G sinα+T )∆t = (25.5−40.0+11.9+35.1−20.0)·20 = 250·103kg
m

s

Ako masa fluida na deonici izme�u preseka (i) i (i + 1), iznosi:

m = ρA∆x = 1000. · 7.2 · 200. = 1.44 · 106kg

onda je oqekivana promena brzine u posmatranom intervalu jednaka:

∆V =
250 · 103

1.44 · 106
= 0.174

m

s



Zadatak 21

26. avgust 1991./2

1 U prizmatiqnom xirokom pravougaonom kanalu, xirine 12 m, du�ine
10 km, sa nagibom dna Id = 0.008, hrapavox�u obloge n = 0.012 m−1/3s,
dolazi do neustaǉenog strujaǌa. Na uzvodnom kraju kanala proticaj
se meǌa po slede�em zakonu

vreme [s] 0.0 600 1200 1800 3000
proticaj [m3/s] 20.0 25.0 20.0 20.0 20.0

Izme�u zadatih taqaka pretpostavǉa se linearna promena proti-
caja. Koristiti model kinematiqkog talasa, tj. jednaqinu kontinu-
iteta i pretpostavku o jednoznaqnoj vezi proticaja i dubine u pre-
seku. Numeriqki model izvesti iz jednaqine kontinuiteta u slede�em
obliku:

∂h

∂t
+ c

∂h

∂x
= 0 (21.1)

gde je c ≈ 1.5V0, brzina prostiraǌa talasa, a V0 brzina vode pri pro-
ticaju 20 m3/s.

Sraqunati promenu proticaja i dubine u najnizvodnijem preseku
kanala (x = 10 km).

Za proraqun koristiti kombinaciju parametara za koju se smatra
da daje najboǉe rezultate:

• ∆x = 1000m, ∆t = 200s,

• ∆x = 2000m, ∆t = 200s,

• ∆x = 2000m, ∆t = 300s,

1Zadatak nije identiqan onom koji je bio na ispitu.
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Rexeǌe

Poqetni uslov
Poqetni proticaj je 20 m3/s. Dubina u celom kanalu je konstantna i
jednaka normalnoj dubini. Iz Chezy-Manning-ove jednaqine (Ie = Id),
uz pretpostavku xirokog pravougaonog kanala dobija se

hpoc = (
Qn

B
√

Id

)3/5 = 0.407m

Numeriqki model

hn+1
k − hn

k

∆t
+ c

hn
k − hn

k−1

∆x
= 0 (21.2)

Izabrana numeriqka xema je eksplicitna, tj dubina na narednom
vremenskom nivou se dobija direktno iz jednaqine

hn+1
k = hn

k −
c∆t

∆x
(hn

k − hn
k−1) (21.3)

Ovde se po uslovu zadatka usvaja da je brzina prostiraǌa talasa
c konstantna. (U opxtem sluqaju nije konstanta i mora se u svakom
koraku preraqunavati).

Brzina propagacije talasa c je

c ≈ 1.5V0 = 1.5
20

0.407 · 12
= 6.142m/s

Usvojena numeriqka xema je stabilna samo ako je zadovoǉen slede�i
uslov:

Cr = c
∆t

∆x
≤ 1
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Za prvu kombinaciju parametara ∆x i ∆t dobijeno je Cr1 = 1.23, za
drugu Cr2 = 0.614 i za tre�u Cr3 = 0.921.

Usvojena je tre�a kombinacija ∆x = 2000m i ∆t = 300s (zadovoǉava
uslov stabilnosti, a Cr je najbli�i jedinici).

I druga kombinacija zadovoǉava uslov stabilnosti. Na osnovu
datih podataka ne mo�e se re�i koja je od ove dve kombinacije bli�a
prirodi, ali se zasigurno zna da kombinacija 3 daje rexeǌe koje je
bli�e analitiqkom reseǌu jednaqine (21.1).

Rezultati proraquna
U narednoj tabeli prikazani su rezultati proraquna (proticaji su u
m3/s, a dubine u m).

t[s] Q0 h0 Q2km h2km Q4km h4km ... Q10km h10km

0 20.00 0.407 20.00 0.407 20.00 0.407 ... 20.00 0.407
300 22.50 0.437 20.00 0.407 20.00 0.407 ... 20.00 0.407
600 25.00 0.465 22.30 0.435 20.00 0.407 ... 20.00 0.407
900 22.50 0.437 24.78 0.463 22.11 0.432 ... 20.00 0.407
1200 20.00 0.407 22.68 0.439 24.57 0.461 ... 20.00 0.407
1500 20.00 0.407 20.21 0.410 22.82 0.441 ... 20.00 0.407
1800 20.00 0.407 20.02 0.407 20.41 0.412 ... 21.65 0.427
2100 20.00 0.407 20.00 0.407 20.05 0.408 ... 23.95 0.454
2400 20.00 0.407 20.00 0.407 20.00 0.407 ... 23.11 0.444
2700 20.00 0.407 20.00 0.407 20.00 0.407 ... 20.97 0.419
3000 20.00 0.407 20.00 0.407 20.00 0.407 ... 20.21 0.410

Promene proticaja i dubina u najnizvodnijem preseku prikazane su na
slede�im dijagramima.



Zadatak 22

1. septembar 1996./2

Posmatra se deonica xirokog pravougaonog kanala (du�ina L = 500
m, xirina B = 10 m, Maningov koeficijent hrapavosti n = 0.013 m−1/3

s) konstantnog nagiba dna Id = 0.01. Na ulaznom preseku u deonicu
registrovan je trougaoni hidrogram

Vreme [s] 0 150 300
Proticaj [m3/s] 5 20 5

U izlaznom preseku registrovana je samo maksimalna vrednost pro-
ticaja Qmax

out = 15 m3/s.
Na osnovu datih podataka odrediti raqunske parametre metode

Cunge Maskingam (odnosno, ako je ∆x = 100 m, odrediti koliko treba
da bude ∆t) koji daju najboǉe slagaǌe sraqunatih i opa�enih vred-
nosti. Izme�u vrednosti datih u tabeli pretpostaviti linearnu
promenu proticaja.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Veza izme�u proticaja i dubine je jednoznaqna i izra�ava se preko
Xezi-Maningove jenaqine za Ie = Id, koja za xiroko pravougaono ko-
rito glasi

Q =
1
n

Bh5/3
√

Id (22.1)

Jednaqina kontinuiteta se svodi na

∂Q

∂t
+ c

∂Q

∂x
= 0 (22.2)

Brzina propagacije talasa c = dQ/dA i za xiroko pravougaono
korito iznosi 1.67V (voditi raquna da se brzina V meǌa u vremenu i
du� kanala).

Numeriqka xema
Proticaj u narednom vremenskom trenutku u taqki i + 1 dobija se iz
slede�eg izraza

Qn+1
i+1 = C1Q

n
i + C2Q

n+1
j + C3Q

n
i+1 (22.3)

gde su koeficijenti C1, C2 i C3:

C1 =
1 + Cr −D

1 + Cr + D
C2 =

−1 + Cr + D

1 + Cr + D
C3 =

1− Cr + D

1 + Cr + D

D =
Q

BIdc∆x
= 0.0855

Courant-ov broj dobija se iz izraza

Cr = c
∆t

∆x
= 0.877

Poqetni uslov
Za proticaj Q = 5m3/s dubina u kanalu se dobija iz Qezy-Manning-ove
formule (Ie = Id), h = 0.194m.

Rezultati proraquna
Vreme je u slede�oj tabeli izra�eno u sekundama, a proticaj u m3/s.
Prikazan je svaki drugi vremenski korak za usvojeno ∆t = 15s.
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n t Q0 Q100 Q200 Q300 Q400 Q500

0 0 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00
2 30 8.00 6.19 4.87 5.02 5.00 5.00
4 60 11.00 9.39 7.52 5.66 4.82 5.04
6 90 14.00 12.58 10.99 9.12 6.98 5.26
8 120 17.00 15.71 14.31 12.76 10.95 8.76
10 150 20.00 18.80 17.53 16.17 14.67 12.96
12 180 17.00 18.21 19.33 19.02 18.01 16.67
14 210 14.00 15.30 16.52 17.68 18.74 18.93
16 240 11.00 12.42 13.73 14.95 16.10 17.20
18 270 8.00 9.59 11.00 12.29 13.50 14.65
20 300 5.00 6.85 8.38 9.74 11.00 12.19

U modifikovanoj jednaqini Kan�-Maskingam (Cunge-Muskingam) metode

∂Q

∂t
+ c

∂Q

∂x
−D′ ∂

2Q

∂x2
= 0 (22.4)

ulogu koeficijenta difuzije ima qlan

D′ =
[(

θ − 1
2

)
Cr

(
1
2
−Ψ

)]
c ·∆x (22.5)

gde je θ = (1−D)/2, a Ψ = 1/2. Uslov stabilnosti je da

0 ≤ θ ≤ 1/2, odnosno, 0 ≤ D ≤ 1

Formalno, uslovǉava se izbor ∆x, dok ∆t treba samo da zadovoǉi
uslov da koeficijenti C1, C2 i C3 budu pozitivni.

Provera da li je bilo opravdano koristiti metodu kinematiqkog
talasa uradi�e se proceǌivaǌem veliqina zanemarenih qlanova u di-
namiqkoj jednaqini. Koriste se podaci za preseke na poqetku kanala
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i na rastojaǌu x = 300m (∆x = 300m), kao i veliqine u istom preseku
u razmaku od 50 sekundi (∆t = 50s)sa dijagrama proticaja.

∂h

∂x
≈ 0.294− 0.194

300.
=

1
3000

� 1
100

1
g

∂V

∂t
≈ 3.40− 2.58

9.81 · 50.
= 1.67 · 10−3 <

1
100

∂

∂x

(
V 2

2g

)
≈ 3.42 − 2.582

300. · 19.62
= 0.83 · 10−3 1

3000
<

1
100



Zadatak 23

27. januar 1993./2

Na slici je prikazan nizvodni deo pravougaonog kanala, xirine dna
B = 3m i konstantnog nagiba dna, Id = 0.2 %. Maningov koefici-
jent hrapavosti iznosi n = 0.012m−1/3s. Sa uzvodne strane konstantno
dotiqe 20 m3/s.

U poqetnom trenutku, u ustaǉenom teqeǌu, dubina na kraju kanala
iznosi 4.0 m. U vrlo kratkom vremenu (jedan vremenski priraxtaj)
dubina padne na 3.5 m. Odrediti promenu proticaja, u preseku na
100 m uzvodno, i dubine, u preseku na 200 m uzvodno. Koristiti
matematiqki model difuzionog talasa i numeriqki model na smaknu-
toj mre�i. Pretpostaviti da je proticaj na rastojaǌu 900 m uzvodno,
konstantan.
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Rexeǌe

Matematiqki model difuzionog talasa
Jednaqina kontinuiteta

∂h

∂t
+

1
B

∂Q

∂x
= 0 (23.1)

Dinamiqka jednaqina, u kojoj je zanemaren qlan
∂

∂x

(
Q2

A

)
∂Q

∂t
+ gA(

∂h

∂x
− Id) +

n2g

AR4/3
Q | Q |= 0 (23.2)

U poqetnom trenutku pretpostavǉa se da je teqeǌe ustaǉeno i da
je

• Q(x, 0) = 20m3/s
Linija nivoa u ustaǉenom staǌu dobija se rexavaǌem dinamiqke

jednaqine koja se, ako se iskoristi da je ∂Q/∂t = 0 svodi na

dh

dx
= Id −

n2gQ2

A2R4/3
= f(h) (23.3)

Za dobijaǌe pribli�nog rexeǌa mo�e se koristiti Ojlerova metoda,
pri qemu je, zbog uspostavǉenog mirnog re�ima smer proraquna -
uzvodno.

hk = hk+1 − f(hk)∆x ∆x = 100m

Graniqni uslovi su:
• na nizvodnom kraju nagla promena nivoa ∆h = 0.5m
• na uzvodnom kraju konstantan doticaj Q10 = 20m3/s

Numeriqki model
Koristi se smaknuta mre�a, xto znaqi da se proticaji i dubine ne
raqunaju u istim presecima.

Jednaqina kontinuiteta

hn+1
k − hn

k

∆t
+

1
B

Qn
k+1 −Qn

k−1

2∆x
= 0 → hn+1

k (23.4)

Dinamiqka jednaqina

Qn+1
k+1 −Qn

k+1

∆t
+gA

n+1
(
hn+1

k+2 − hn+1
k

2∆x
−Id)+

n2g

A
n+1

(R
4/3

)n+1
Qn

k+1 | Qn
k+1 |= 0 → Qn+1

k+1

(23.5)
gde je

A
n+1

= B
1
2
(hn+1

k+2 + hn+1
k )
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R
n+1

=
A

n+1

B + hn+1
k+2 + hn+1

k

Poxto je numeriqka xema eksplicitna da bi bila stabilna potrebno
je da bude zadovoǉen uslov stabilnosti

c
∆t

∆x
≤ 1

gde je c = v+
√

gh brzina propagacije poreme�aja. Za zadato ∆x = 200m,
vremenski korak ∆t mora biti

∆t ≤ ∆x

(v +
√

gh)max
=

200
20
12 +

√
9.81 ∗ 4

= 12.6s

Usvojen je vremenski korak ∆t = 10s

Rezultati
U tabeli su date vrednosti proraquna do 100 s a na graficima su date
promene proticaja u preseku 2 (Q2) i dubine u preseku 3 (h3) do 200
s.

t [s] Q10 h9 Q8 h7 Q6 h5 Q4 h3 Q2 h1

0 20.0 2.84 20.00 3.09 20.00 3.37 20.00 3.68 20.00 4.0
10 20.0 2.84 20.00 3.09 20.00 3.37 20.00 3.68 22.57 3.5
20 20.0 2.84 20.00 3.09 20.00 3.37 20.22 3.63 24.75 3.5
30 20.0 2.84 20.00 3.09 20.01 3.37 20.77 3.56 26.38 3.5
40 20.0 2.84 20.00 3.09 20.08 3.36 21.68 3.47 27.37 3.5
50 20.0 2.84 20.00 3.09 20.26 3.33 22.82 3.37 27.77 3.5
60 20.0 2.84 20.03 3.09 20.60 3.29 24.04 3.29 27.70 3.5
70 20.0 2.84 20.09 3.08 21.12 3.23 25.15 3.23 27.31 3.5
80 20.0 2.84 20.20 3.06 21.81 3.16 25.98 3.19 26.77 3.5
90 20.0 2.84 20.41 3.03 22.61 3.09 26.44 3.18 26.19 3.5
100 20.0 2.83 20.71 3.00 23.43 3.03 26.54 3.18 25.67 3.5
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Zadatak 24

9. septembar 1993./2

Posmatra se deonica pravougaonog kanala xirine 3 m, du�ine 200 m,
izme�u dve ustave A i B. Dno kanala je horizontalno, a dubina vode
je pribli�no konstantna na celoj du�ini i jednaka 6 m. U poqetnom
trenutku otvori obe ustave su isti (e = 0.4m), a teqeǌe je ustaǉeno.
Koeficijenti kontrakcije mlaza za obe ustave su jednaki (CA = 0.7).
Isticaǌe ispod nizvodne ustave je nepotopǉeno, a koeficijent brzine
je jednak (CA

V = 0.97). Isticaǌe ispod uzvodne ustave je potopǉeno.
Pretpostaviti da je pijezometarska kota u su�enom preseku fluidne
struje nizvodno od ustave jednaka koti nivoa vode u kanalu, a da je
koeficijent brzine jednak (CB

V = 0.95).
Odrediti proticaj u poqetnom trenutku, kao i nivo ispred uzvodne

ustave, koji u daǉim razmatraǌima ostaje nepromeǌen.
Uzvodna ustava se postepeno podigne na 0.60 m za 20 s. Sraqunati

promenu nivoa i proticaja u preseku uzvodno od ustave B tokom prvih
50 s.
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Rexeǌe:

Poqetno staǌe - Ustaǉeno teqeǌe
Ako se sa hB obele�i dubina neposredno uzvodno od ustave B, a sa hsB

dubinu u su�enom preseku iza ustave B, iz jednaqine isticaǌa ispod
ustave mo�e se sraqunati proticaj u poqetnom trenutku

Q0 = CB
v CAeb

√
2g(hB − hsB) = 8.63m3/s

Brzina vode na posmatranoj deonici u poqetnom trenutku iznosi:

v0 = 0.48m/s

Nivo uzvodno od ustave A mo�e se dobiti iz jednaqine

Q0 = CA
v CAeb

√
2g(H0 − hA) → H0 = 11.96m

Neustaǉeno teqeǌe

Taqka B1

Kako se poreme�aj izaziva na uzvodnom kraju kanala, karakteristika
koja odvaja neporeme�enu zonu od poreme�ene, je (A−B1).

tB1 =
LAB

v0 +
√

gh0

=
200

0.48 + 7.67
= 24.5s

Taqka A1

Posle 20 sekundi otvorenost uzvodne ustave se pove�ala na eA1 = 0.6m.
Proticaj u istom trenutku u preseku neposredno nizvodno od ustave
odgovara proticaju u taqki A1 prikazanoj na skici. Iz graniqnog
uslova dobija se relacija

QA1 = 0.95 · 0.7 · 3 · 0.6
√

2 · 9.81(11.96− hA1)
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Ovo je jedna jednaqina sa dve nepoznate QA1 i hA1. Druga jednaqina
se dobija iz uslova, I− = const, koja va�i du� negativne karakteris-
tike. Karakteritika polazi iz neporeme�ene zone (voditi raquna da
je treǌe zanemareno), pa se dobija:

I− = v0 − 2
√

gh0 = −14.86 =
QA1

hA1b
− 2
√

ghA1

hA1 = 6.16m QA1 = 12.76m3/s vA1 = 0.69m/s

Taqka B2

Iz taqke A1 polazi pozitivna karakteristika koja nosi nizvodno in-
formaciju o poreme�aju (promeni proticaja i dubine u uzvodnom pre-
seku) i sti�e do nizvodnog kraja za

tB2 = 20 +
LAB

vA1 +
√

ghA1
= 43.6s

Du� ove karakteristike va�i

I+ = vA1 + 2
√

ghA1 = 16.24 =
QB2

hB2b
+ 2
√

ghB2

Poxto se taqka B2 nalazi na nizvodnoj granici koristi se i jednaqina
isticaǌa ispod ustave B

QB2 = 0.97 · 0.7 · 3 · 0.4
√

2 · 9.81(hB2 − 0.28)

odakle se dobijaju dubina i proticaj u taqki B2, u trenutku t = 43.6s.

hB2 = 6.34m QB2 = 8.88m3/s
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Na nizvodnom kraju, u preseku neposredno ispred ustave B, posle
43.6 s dubina i proticaj neko vreme (oko 20 sekundi) ostaju isti kao u
taqki B2, odnosno, dok poreme�aj koji putuje iz taqke (B1) ne stigne
odbijen od uzvodne granice (A) do ustave (B).

Promene nivoa i proticaja neposredno uzvodno od ustave (B) prikazani
su na dijagramu.



Zadatak 25

11. jun 1995./2

Posmatra se deonica pravougaonog kanala, xirine B = 6m, du�ine
L = 200m. Na nizvodnom kraju kanala nalazi se ustava delimiqno
otvorena (otvor ustave e0 = 0.3 m, koeficijent kontrakcije CA = 0.68,
koeficijent brzine CV = 0.96), a na uzvodnom kraju je definisan kon-
stantan doticaj (Q0). Dno kanala je horizontalno, a dubina vode je
pribli�no konstantna na celoj du�ini i jednaka h0 = 6m. Odrediti
proticaj u poqetnom trenutku.

Otvor ustave se ravnomerno meǌa do e = 0.15 m, za 20 s, posle qega
ostaje nepromeǌen. Odrediti promene proticaja i dubine u preseku
uzvodno od ustave tokom prvih 60 s.

Rexeǌe

Poqetno staǌe - Ustaǉeno teqeǌe
Proticaj u poqetnom trenutku dobija se iz jednaqine isticaǌa ispod
ustave

Q0 = CACV e0B
√

2g
√

h0 − CAe0
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Q0 = 5.20
√

6.0− 0.204 = 12.53m3/s

Brzina fluida i brzina putovaǌa informacija u ustaǉenom toku
su

v0 = 0.348m/s
√

gh0 = 7.67m/s

Neustaǉeno teqeǌe

Poxto se promena u tok unosi sa nizvodne strane prvo se crta
negativna karakteristika A0 − A1, koja predstavǉa granicu izme�u
neporeme�ene zone i zone prostog talasa. Polo�aj taqke A1 dobija se
na osnovu poznatog nagiba ove karakteristike (v0 −

√
gh0):

tA1 =
200

|0.348− 7.67|
= 27.3s

Posle 20 s otvorenost ustave se smaǌi na 0.15 m. Vrednosti brzine
(proticaja) i dubine u taqki B0 dobi�e se rexavaǌem jednaqine isti-
caǌa ispod ustave i jednaqine koja va�i du� pozitivne karakteristike
koja u taqku B0 sti�e iz neporeme�ene zone.

tB0 = 20s

vB0 + 2
√

ghB0 = v0 + 2
√

gh0 = I+
0 = 15.69m/s
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Veliqina I+
0 predstavǉa vrednost Rimanove invarijante za razma-

tranu karakteristiku.

QB0 = 2.60
√

hB0 − 0.102

Iterativnim postupkom, poqevxi od h
(0)
B0
≈ 6.0m, dobija se

QB0 = 6.386m3/s hB0 = 6.136m

vB0 = 0.174m/s
√

ghB0 = 7.76m/s

Iz taqke B0 polazi samo negativna karakteristika i du� ǌe je vred-
nost invarijante

I−B0
= 0.174− 2 · 7.76 = −15.35m/s

Dubina i brzina u taqki B1 do koje sti�e karakteristika iz B0

dobija se kombinacijom jednaqine du� te karakteristike i uzvodnog
graniqnog uslova (ponati proticaj, Q0, u tom preseku)

tB1 = 20 +
200

|0.174− 7.76|
= 46.4s

QB1 = 12.53m3/s

vB1 − 2
√

ghB1 = −15.35

hB1 = 6.27m vB1 = 0.33m/s

Iz taqke B1 kre�e daǉe pozitivna karakteristika du� koje je vrednost
invarijante jednaka

I+
B1

= 0.33 + 2 · 7.84 = 16.01m/s

Polo�aj taqke A2 dobija se iz

tA2 = 27.3 +
200

0.35 + 7.67
= 52.2s

Poxto do taqke A2 sti�e karakteristika iz neporeme�ene zone, kao i
do taqke B0, a otvorenost ustave je 0.15 m, to su brzina i proticaj
isti kao i za taqku B0.

Polo�aj taqke B2 dobija se iz

tB2 = 46.4 +
200

0.33 + 7.84
= 70.9s

a proticaj i dubina iz

QB2 = 2.60
√

hB2 − 0.102

vB2 + 2
√

ghB2 = 16.01

hB2 = 6.39m QB2 = 6.52m3/s
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Zadatak 26

2. februar 1994/2

U tri preseka prizmatiqnog pravougaonog kanala (b = 8m, Id = 0.001,
Cτ = 0.003) poznate su vrednosti dubine i brzine u trenutku t0. Preseci
su na me�usobnom rastojaǌu 100 m, a teqeǌe je u pozitivnom smeru x
ose.

x[m] 0. 100. 200.
h [m] 2.00 2.09 2.29

v [m/s] 0.65 0.60 0.45

Metodom karakteristika bez interpolacija odrediti staǌe (du-
binu, brzinu, polo�aj i vremenski trenutak) u dve taqke u kojima se
seku karakteristike. Da li je teqeǌe ustaǉeno i jednoliko?

Rexeǌe:
Teqeǌe u kanalu nije jednoliko xto se mo�e zakǉuqiti iz tabele sa
ulaznim podacima o brzinama i dubinama.

Na dijagramu su prikazane pozitivne i negativne karakteristike
koje polaze iz preseka A, B i C, i odre�uju polo�aje taqaka D i E.
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Taqke A, B i C su sa poznatim vrednostima, a u taqkama D i E treba
odrediti staǌe.

Matematiqki model
Karakteristiqan oblik jednaqina neustaǉenog teqeǌa u prizmatiqnom
kanalu glasi (

∂

∂t
+ (v ± c)

∂

∂x

)
(v ± 2c) + M = 0 (26.1)

gde M oznaqava doprinos treǌa i nagiba dna kanala

M =
1
2
Cτ

v2

R
− gId

Ove dve jednaqine se svode na ekvivalentan sistem od qetiri jed-
naqine. Slede�e dve

d(V ± 2c)
dt

+ M = 0 (26.2)

koje va�e du� linija
dx

dt
= v ± c (26.3)

gde je c =
√

gh brzina prostiraǌa poreme�aja posmatrano u odnosu
na fluid koji se kre�e, dok je v ± c brzina prostiraǌa poreme�aja u
odnosu na dno.

Za odre�ivaǌe polo�aja taqke D u ravni x-t koristi se aproksi-
macija jednaqine karakteristike prvog reda, koriste�i poznate vred-
nosti u taqkama A i B

xD − xA

tD − tA
≈ vA + cA

xD − xB

tD − tB
≈ vB − cB

odakle se dobija tD = 11.1 s, i xD =56.4 m. Na isti naqin dobija se
polo�aj taqke E, tE ı 10.6 s, i xE ı 154.5 m.
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Brzina i dubina u taqki D odre�uju se iz aproksimacije dinamiqke
jednaqine u karakteristiqnom obliku

vD + 2
√

ghD = vA + 2
√

ghA − (tD − tA)MA

vD − 2
√

ghD = vB − 2
√

ghB − (tD − tB)MB

gde je samo qlan M aproksimiran sa taqnox�u prvog reda, dok je
ostatak taqan. Izrazi na levoj strani predstavǉaju tzv. Rimanove
kvazi-invarijante.

vD + 2
√

ghD = 9.61m/s

vD − 2
√

ghD = −8.35m/s

odakle se dobije vDı 0.63 m/s, i hD ı 2.06 m.
Kada bi bilo M ≈ 0, onda bi izrazi na levoj strani bile invari-

jante, a brzina i dubina u taqki D bile bi,

vD = 0.53m/s hD = 2.05m

Grexka kod odre�ivaǌa brzine je znaqajna, pa qlan M u ovom sluqaju
ne bi trebalo zanemariti. Prvi red taqnosti aproksimacije qlanova
MA i MB je sasvim dovoǉan, xto je i razumǉivo, jer je MA ı -0.00933
m/s2.

Vrednosti brzine i dubine u taqki E,

vE = 0.41m/s hE = 2.22m

dobijaju se na isti naqin, koriste�i vrednosti u taqkama B i C.
Iako nemamo podatke o brzinama i dubinama u istim presecima, a

u razliqitim vremnskim trenucima, mo�emo zakǉuqiti da je teqeǌe
neustaǉeno, jer su brzine u taqkama D i E, maǌe od brzina u taqkama
A, B i C, dakle, dolazi do usporavaǌa toka. Raqunaǌem staǌa u taqki
F , (nalazi se u preseku karakteristika koje polaze iz taqaka D i E)
doxli bi do nedvosmislene potvrde da je teqeǌe neustaǉeno.



Zadatak 27

2.juli 1995./2

U pravougaonom kanalu, xirine dna 6 m, nagiba dna 0.2 %, koeficijent
tangencijalnog napona Cτ = 0.004, u vremenskom trenutku t0, poznate
su dubine i proticaji u tri preseka na me�usobnom rastojaǌu, ∆x =
50 m.

Presek 1 2 3
Q [m3/s] 2.3 1.5 1.4
h [m] 2.2 2.0 1.9

Odrediti presek i vremenski nivo u kojima se mo�e odrediti du-
bina i proticaj metodom karakteristika bez interpolacija. Upored-
iti rexeǌa (dubinu i proticaj) dobijena metodama koje se zasnivaju
na trapeznom pravilu i na eksplicitnoj metodi.

Rexeǌe
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Za bilo koju od 3 taqke (A, B, C) prikazane na skici, mo�e se
odrediti staǌe na osnovu poznatih veliqina u taqkama 1, 2 i 3. U
nastavku se postupak ilustruje samo za taqku C.

Za proraqun dubina i brzina u taqki C koristi�e se poznate veli-
qine u taqkama 1 i 3

Presek Qi hi vi

√
ghi Ri Ii −Mi

i [m3/s] [m] [m/s] [m/s] [m] [m/s] [m/s2]
1 2.3 2.2 0.174 4.65 1.27 9.47 0.0194
3 1.4 1.9 0.123 4.32 1.16 -8.56 0.0194

Eksplicitna metoda

Polo�aj taqke C

dobija se u preseku pozitivne karakteristike 1−C i negativne karak-
teristike 3− C. Prelaskom na konaqne priraxtaje dobija se

xC − x1

∆tC
= v1 +

√
gh1

xC − x3

∆tC
= v3 −

√
gh3

x1 = 0 x3 = 100m

xC = 4.82∆t

xC = 100− 4.24∆t

xC = 53.5m ∆tC = 11.08s

Brzina i dubina u taqki C

dobija se rexavaǌem jednaqina koje va�e du� karakteristika 1− C i
3− C

vc + 2
√

ghc = (I+)1 + ∆t(−M1)

vc − 2
√

ghc = (I−)3 + ∆t(−M3)

Dobija se kao rexeǌe

vc = 0.47m/s hc = 2.07m

Trapezno pravilo
U ovom sluqaju, za numeriqku integraciju qlana (−M), koji pred-
stavǉa uticaj nagiba dna i treǌa, koristi se trapezno pravilo
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Polo�aj taqke
xC

∆t
=

v1 + vC

2
+

1
2
(
√

gh1 +
√

ghC)

xC − 100
∆t

=
v3 + vC

2
− 1

2
(
√

gh3 +
√

ghC)

Kao rexeǌe se dobija

∆tC = 11.06s xC = 55.3m

Vrednosti u taqki C se ipak ne�e znaqajnije promeniti, jer je
vrednost ∆t(−MC) = 0.21, xto je praktiqno isto kao i u taqkama 1 i
3.



Zadatak 28

septembar 1992./2

U pravougaonom kanalu, xirine b = 5 m, na delu sa pribli�no hori-
zontalnim dnom, izmerene su dubine ispred i iza hidrauliqkog skoka,
h1 = 0.5 m,i h2 = 2.0 m. Pod pretpostavkom da je hidrauliqki skok
stabilan odrediti proticaj.

Nekakvim manevrom na nizvodnom kraju kanala, nizvodna dubina se
pove�a za 0.2 m, dok brzina i dubina u uzvodnom preseku ostaju iste.

Odrediti:

• Kojom brzinom se pomera hidrauliqki skok,

• proticaj u pokretnom koordinatnom sistemu, i

• brzinu u odnosu na dno u nizvodnom preseku.

Rexeǌe

Stabilan hidrauliqki skok

Jednaqina kontinuiteta
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ρv1h1b = ρv2h2b (28.1)

Dinamiqka jednaqina

1
2
ρgh2

1b + ρh1bv
2
1 =

1
2
ρgh2

2b + ρh2bv
2
2 (28.2)

Zamenom jednaqine kontinuiteta u dinamiqku dobija se

v2
1 = gh2

h1 + h2

2h1
→ v1 = 7.00m/s

v2 = 1.75m/s

Proticaj kanalom je

Q = v1h1b = 7.0 · 0.5 · 5.0 = 17.5m3/s

Pokretan hidrauliqki skok
Uvodi se pokretan koordinatni sistem koji se kre�e brzinom c u is-
tom smeru kao i hidrauliqki skok. U takvom sistemu skok miruje,
pa se mogu primeniti jednaqine za ustaǉeno teqeǌe (kontinuiteta i
dinamiqka u integralnom obliku). Voditi raquna da su vrednosti
brzina drugaqije u novom koordinatnom sistemu.

Jednaqina kontinuiteta

ρ(v1 + c)h1b = ρ(v2 + c)h2b (28.3)

Dinamiqka jednaqina

1
2
ρgh2

1b + ρh1b(v1 + c)2 =
1
2
ρgh2

2b + ρh2b(v2 + c)2 (28.4)

Iz prethodne dve jednaqine uzimaju�i u obzir da su brzina i du-
bina u preseku 1 ostale nepromeǌene, a dubina u preseku (2), h2 = 2.2m
dobija se:
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1. brzina kojom se pomera hidrauliqki skok (smer je suprotan
smeru teqeǌa)

c = 0.634m/s

2. proticaj u pokretnom koordinatnom sistemu

Q = (v1 + c)h1b = (7 + 0.634) · 0.5 · 5.0 = 19.085m3/s

3. brzina u odnosu na dno u nizvodnom preseku je

v2 = 1.10m/s



Zadatak 29

9. septembar 1993./3

Na skici je prikazan deo oblasti strujaǌa u kojoj se voda ponaxa
kao idealni fluid. Vrednosti potencijala brzine date su u taqkama
kvadratne mre�e, na me�usobnom rastojaǌu ∆x1 = ∆x2 = 0.5 m. Dimen-
zija potencijala brzine je [m2/s].

Odrediti obe komponente brzine i pritisak u taqki A. Visina
taqke A iznosi 90 m iznad referentne ravni, a ukupna energija po
jedinici te�ine iznosi 100 m.

Napomena: Postoje qetiri mogu�a polo�aja taqke A koji su na
skici obele�eni krsti�ima i slovima a, b, v, g.

.

i j j = 3 j = 4 j = 5
i = 7 60.0 62.0 63.5
i = 6 54.0 57.0 59.5
i = 5 50.0 53.0 56.5
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Rexeǌe:
Veze izme�u funkcije potencijala Φ i komponenata brzine date su
slede�im relacijama:

u1 = − ∂Φ
∂x1

u2 = − ∂Φ
∂x2

(29.1)

Navedeni izvodi mogu se aproksimirati na slede�i naqin

u1 ≈ −
1
2
[(Φ2 + Φ4)− (Φ1 + Φ3)]

1
∆x1

(29.2)

u2 ≈ −
1
2
[(Φ1 + Φ2)− (Φ3 + Φ4)]

1
∆x2

(29.3)

Ukupna brzina je

V =
√

u2
1 + u2

2

Pritisak u taqki A je jednak

p = ρg(E − z − V 2

2g
)

Rezultati za qetiri razliqita polo�aja taqke A prikazani su
tabelarno

a b c d
u1 [m/s] -5 -4 -6 -6
u2 [m/s] -11 -9 -8 -6
V [m/s] 12.08 9.85 10.00 8.49
p/ρg [m] 2.56 5.06 4.90 6.33
p [kPa] 25.11 49.64 48.07 62.10



Zadatak 30

24.septembar 1995./3

Na slici je shematski prikazana homogena i izotropna izdan pod pri-
tiskom (transmisivnost T = 5×10−3m2/s), koja je sa zapadne i istoqne
strane ograniqena nepropusnom granicom. Na delu severne granice
nalazi se konstantan nivo, ΠSev = 90.0m, a na ju�noj, ΠJug = 100.0m.
Veliqina poǉa je 100m× 100m.

Metodom sukcesivnih nadrelaksacija odrediti nivoe vode u svim
poǉima izdani u kojima dolazi do promene tokom prve iteracije, ako se
poxtuje redosled raqunaǌa koji je dat na skici. Kao poqetnu vrednost
za pijezometarske kote u svim poǉima uzeti kotu koja odgovara nivou
na ju�noj granici izdani, ΠJug = 100m. (Koeficijent nadrelaksacije
treba da je maǌi od 1.45).

Rexeǌe

Numeriqki model
Strujni domen je podeǉen na 25 elementarnih zapremina. Svaku za-
preminu i ograniqavaju qetiri elementarne zapremine j = 1, 4. Jed-
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naqina kontinuiteta za el. zapreminu i glasi

4∑
j=1

Qij = −Qvi (30.1)

gde su Qij proticaji kroz povrxine koje odvajaju elementarnu zapreminu
i od susednih, a Qvi proticaj koji dotiqe ili otiqe iz i u vertikalnom
pravcu (u ovom zadatku Qvi = 0).

Primenom Darsijevog zakona dolazi se do konaqnog oblika jedna-
qine (kojih ima onoliko koliko ima elementarnih zapremina):

4∑
j=1

aijΠi −
4∑

j=1

aijΠj = Qvi (30.2)

gde su koeficijenti aij

aij =
2TiTj

Ti + Tj

Dobijeni sistem jednaqina (nepoznate pijezometarske kote Π) re-
xava se pribli�no primenom metode sukcesivnih nadrelaksacija

Π(1)
i = Π(0)

i + ω

(∑4
j=1 aijΠ

(m)
j∑4

j=1 aij

−Π(0)
i

)
(30.3)

Koeficijenti aij su jednaki:

• T , za kontakt dve elementarne zapremine

• 2T , za kontakt elementarne zapremine i reke (odnosno elemen-
tarne zapremine sa konstantnom pijezometarskom kotom)

• 0, za kontakt elementarne zapremine i nepropusne granice

Koeficijent nadrelaksacije ω = 1.40.
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Rezultati proraquna
Vrednosti pijezometarskih kota posle prve iteracije u svim poǉima
su

** ** ** 90.00 90.00 90.00 **
** (1) 100.00 (2) 100.00 94.40 92.83 90.49 **
** (6) 100.00 100.00 98.04 96.80 94.07 **
** 100.00 100.00 99.31 98.64 96.60 **
** 100.00 100.00 99.76 99.44 98.15 **
** 100.00 100.00 99.93 99.82 99.29 **
** 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 **

Za poǉe u kome je vrednost posle prve iteracije 92.83, ta vrednost
je dobijena na slede�i naqin

100 + 1.4
(

94.40 + 2 · 90 + 100 + 100
5

− 100
)

= 92.83

Za poǉe u kome je vrednost posle prve iteracije 94.07, ta vrednost
je dobijena na slede�i naqin

100 + 1.4
(

96.80 + 90.49 + 0 + 100
3

− 100
)

= 94.07

itd.



Zadatak 31

20. septembar 1992./3

Deo izdani pod pritiskom pored reke izdeǉen je na kontrolne zaprem-
ine dimenzija 10m × 10m (vidi skicu). Iz bunara qiji je radijus
rb = 0.2m, crpi se Qb = 0.01m3/s u ustaǉenom re�imu. Izdan je
izotropna ali nije homogena. Prvi red elementarnih zapremina, pored
reke, ima transmisivnost T1 = 0.01m2/s, drugi red, T2 = 0.005m2/s, a
tre�i, qetvrti i peti, T3 = 0.002m2/s.

Metodom sukcesivnih nadrelaksacija sraqunati vrednosti pijezo-
metarskih kota u dve iteracije, za qetiri elementarne zapremine, od
bunara do reke. U prvoj iteraciji sraqunati sve vrednosti pije-
zometarskih kota neophodnih za raqunaǌe tra�enih pijezometarskih
kota u drugoj iteraciji.
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Rexeǌe:

Numeriqki model

Πk+1
i = Πk

i + ω

(∑4
j=1 aijΠ

(m)
j −Qvi∑4

j=1 aij

−Πk
i

)
(31.1)

Koeficijenti aij su jednaki:

aij =
2TiTj

α1Ti + α2Tj

Koeficijenti α1 i α2 zavise od tipa elementarne zapremine (i), za koju
se pixe jednaqina, i od susedne, (j). Ako su obe zapremine obiqne,
onda je α1 = α2 = 1, Ako je bunar u zapremini (i), onda je:

α1 = 1 α2 = (4/π)ln(∆x/2rb)

Ako je bunar u poǉu (j) tada je

α1 = (4/π)ln(∆x/2rb) α2 = 1

Za poǉe i koje se graniqi sa rekom:

aiR = 2Ti

Komponenta vertikalnog bilansa, Qvi, jednaka je nuli za sve zapremine
izuzev za onu u kojoj se nalazi bunar. Numeracija poǉa prikazana je
na slede�oj skici

Usvojen je koeficijent nadrelaksacije ω = 1.40.

Rezultati
U nultoj iteraciji za sve konaqne zapremine pretpostavǉena je ista
vrednost pijezometarske kote Πi = Πreke = 100.0.
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i ai1 ai2 ai3 ai4 Πi(0) Πi(1) Πi(2)
1 0.0100 0.0200 0.0100 0.0067 100.00 100.00 100.00
2 0.0100 0.0200 0.0100 0.0067 100.00 100.00 100.00
3 0.0100 0.0200 0.0100 0.0067 100.00 100.00 100.00
4 0.0050 0.0067 0.0050 0.0029 100.00 100.00 100.00
5 0.0050 0.0067 0.0050 0.0029 100.00 100.00 100.00
6 0.0050 0.0067 0.0050 0.0029 100.00 100.00 100.00
7 0.0020 0.0029 0.0020 0.0020 100.00 100.00 100.00
8 0.0020 0.0029 0.0020 0.0020 100.00 100.00 98.59
9 0.0020 0.0029 0.0020 0.0020 100.00 100.00 99.33
10 0.0020 0.0020 0.0008 0.0020 100.00 100.00 99.28
11 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 100.00 95.54 96.07
12 0.0008 0.0020 0.0020 0.0020 100.00 99.28
13 0.0020 0.0020 0.0020 0.0020 100.00 100.00
14 0.0020 0.0008 0.0020 0.0020 100.00 99.28
15 0.0020 0.0020 0.0020 0.0020 100.00 99.49



Zadatak 32

11. jun 1995./3

Na skici je prikazan deo oblasti strujaǌa za sluqaj filtracije is-
pod priboja1. Porozna sredina je homogena i izotropna (koeficijent
filtracije, K = 10−4m/s), a priboj je predstavǉen nepropusnom mem-
branom (puna linija debǉine δ = 0.3m, Kδ = ∞) i slabije propusnom
membranom (u produ�etku ispod priboja, Km = 2× 10−6m/s), debǉine
0.3m.

Metodom sukcesivnih nadrelaksacija odrediti vrednosti u nacr-
tanim poǉima posle dve iteracije. Kao poqetne vrednosti predpostaviti
da je u svim konaqnim zapreminama sa leve strane priboja pijezometarska
kota jednaka Πuzv = 101m, a sa desne strane, Πniz = 96m.

1Radi se o vrlo gruboj aproksimaciji oblasti strujaǌa, koja je neophodna
da bi se zadatak mogao rexiti na ispitu. Za realne sluqajeve mre�a mora da
bude mnogo gux�a.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Req je o ustaǉenom ravanskom strujaǌu vode u poroznoj sredini (u
vertikalnoj ravni). Koristi�e se matematiqki model u integralnoj
formi (kombinacija jednaqine kontinuiteta i Darsijevog zakona) koji
se primeǌuje na elementarnu zapreminu i dimenzija ∆x × ∆x × 1m′.
U konaqnom obliku matematiqki model se za svaku elementarnu za-
preminu svodi na oblik

4∑
j=1

aijΠi −
4∑

j=1

aijΠj = 0 (32.1)

gde indeks i predstavǉa osnovnu numeraciju poǉa, kao na osnovnoj
skici (vidi zadatak 30, 24.09.1995), a indeks j lokalnu numeraciju
poǉa koja okru�uju poǉe i

aij =
2KiKj

α1Ki + α2Kj

Koeficijenti α1 i α2 jednaki su:

• ako su poǉe (i) i poǉe (j) obiqna poǉa

α1 = 1 α2 = 1

• ako je poǉe (i) obiqno, a u poǉu (j), na granici prema poǉu (i),
je membrana

α1 = (2δm/∆x)(Ki/Km − 1) + 1 α2 = 1

• ako je u poǉu i membrana, a poǉe j obiqno

α1 = 1 α2 = (2δm/∆x)(Ki/Km − 1) + 1

Graniqni uslovi. Za poǉe koje se graniqi sa rekom, aij = 2Ki. Za
poǉe koje se graniqi sa nepropusnom granicom, aij = 0.

Numeriqki model
Kako jednaqina oblika (32.1) ima onoliko koliko i elementarnih za-
premina, ukupno 16, problem se svodi na rexavaǌe sistema od 16 al-
gebarskih jednaqina sa 16 nepoznatih pijezometarskih kota.

Sistem jednaqina rexi�e se iterativno, primenom metode sukce-
sivnih nadrelaksacija:

Π(k+1)
i = Π(k)

i + ω

(∑4
j=1 aijΠ

(m)
j∑4

j=1 aij

−Π(k)
i

)
(32.2)
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Usvojeni koeficijent nadrelaksacije je ω = 1.45.

Rezultati

i ai1 ai2 ai3 ai4 Π(0)
i Π(1)

i Π(2)
i

1 K 2 K K K 101.00 101.00 101.00
2 K 2 K 0 K 101.00 101.00 101.00
3 K K K K 101.00 101.00 101.00
4 K K 0 K 101.00 101.00 101.00
5 K K K K 101.00 101.00 101.00
6 K K 0 K 101.00 101.00 100.87
7 0 2 K K K 96.00 96.00 96.10
8 K 2 K K K 96.00 96.00 96.06
9 K K K K 101.00 101.00 99.97

10 K K 0.12K K 101.00 100.72 99.20
11 0.12K K K K 96.00 96.26 96.76
12 K K K K 96.00 96.10 96.50
13 K K K 0 101.00 101.00 99.27
14 K K K 0 101.00 98.45 98.66
15 K K K 0 96.00 97.31 97.39
16 K K K 0 96.00 96.68 96.61



Zadatak 33

9. februar 1996./3

Posmatra se popreqni presek kroz braǌeno podruqje (kota terena ni�a
od nivoa vode u neposrednoj blizini, recimo, jedan polder u zemǉi
Holandiji). Za date podatke o poroznoj sredini (debǉina H = 8m,
koeficijent filtracije k = 31̇0−4m/s), slabije propusnom povlatnom
sloju (debǉina sloja 4m, koeficijent filtracije Kps = 0.21̇0−6m/s) i
nivoe vode date na skici, proceniti koliqinu vode (po metru du�nom)
koja prodire u braǌeno podruqje.

Pijezometarska kota u braǌenom podruqju odgovara koti terena,
ΠKT = KT = −10m. Koliqinu vode koja prodire kroz nasipe zanemar-
iti. (Sugerixe se korix�eǌe metode konaqnih zapremina sa podelom
izdani na najmaǌe 5 konaqnih zapremina.)
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Rexeǌe:

Numeriqki model
Izdan se deli na konaqne zapremine, kao xto je prikazano na slede�oj
skici

Jednaqina kontinuiteta za konaqnu zapreminu i kojoj su susedne
i− 1 i i + 1

Qi−1,i + Qi+1,i = Qizl
i (33.1)

Primenom dinamiqke jednaqine dobija se

T
Πi−1 −Πi

∆x
· 1m′ + T

Πi+1 −Πi

∆x
· 1m′ = kps

Πi −ΠKT

lps
∆x · 1m′ (33.2)

gde je T transmisivnost T = kH.
Ako se uvede veliqina λ:

λ2 = T
lps

kps

prethodna jednaqina se svodi na

Πi−1 + Πi+1 − (2 +
∆x2

λ2
)Πi + ΠKT

∆x2

λ2
= 0 (33.3)

Jednaqina ima ukupno 5 i rexavaju se pribli�no. Iterativna
formula za izraqunavaǌe je

Π(k+1)
i =

1
2 + ∆x2

λ2

(Πk+1
i−1 + Π(k)

i+1 + ΠKT
∆x2

λ2

xto mo�e da se svede na

Π(k+1)
i = Π(k)

i +
εk

2 + ∆x2

λ2

(33.4)
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gde je

εk = Π(k+1)
i−1 + Π(k)

i+1 − (2 +
∆x2

λ2
)Π(k)

i + ΠKT
∆x2

λ2

Treba voditi raquna o graniqnim kontrolnim zapreminama i = 1 i
i = 5, za koje va�i slede�a iterativna formula

Π(k+1)
i = Π(k)

i +
εk

3 + ∆x2

λ2

(33.5)

gde je za i = 1

εk = 2ΠA + Π(k)
i+1 − (3 +

∆x2

λ2
)Π(k)

i + ΠKT
∆x2

λ2

a za i = 5

εk = Π(k+1)
i−1 + 2ΠB − (3 +

∆x2

λ2
)Π(k)

i + ΠKT
∆x2

λ2

Ovo je zato xto su i jedna i druga granica na rastojaǌu ∆x/2 od
centra kontrolne zapremine, pa je

QA,1 = T
ΠA −Π1

∆x/2
Q5,B = T

Π5 −ΠB

∆x/2
(33.6)

Rezultati

i Π(0)
i Π(1)

i Π(2)
i Π(3)

i · · · Π(9)
i Π(10)

i Π(11)
i

1 -2.5 -1.428 -1.498 -1.622 · · · -2.009 -2.030 -2.034
2 -2.5 -2.722 -3.120 -3.477 · · · -4.406 -4.444 -4.451
3 -2.5 -3.308 -3.974 -4.761 · · · -5.678 -5.712 -5.719
4 -2.5 -3.573 -4.953 -5.504 · · · -6.074 -6.095 -6.099
5 -2.5 -4.880 -5.310 -5.482 · · · -5.659 -5.666 -5.667

Usvaja se rexeǌe dobijeno u jedanaestoj iteraciji kao dovoǉno
taqno, jer je

ε = |max(Π(11)
i −Π(10)

i )| < 1.5cm

Koliqina vode koja prodire u braǌeno podruqje iznosi

Qizl =
5∑

i=1

Qizl
i = kps

∆x

lps

5∑
i=1

(Πi −ΠKT ) = 0.13 l/s/m′



ZADATAK 33. 9. FEBRUAR 1996./3 125



Zadatak 34

1. septembar 1996./3

Na slici je prikazan vertikalan presek homogene i izotropne porozne
sredine sa slobodnom povrxinom (koeficijent filtracije K = 0.0005m/s,
specifiqna izdaxnost SY = 0.25) sa konstantnim nivoom na granici.
U poqetnom trenutku nivoi vode na granici i u poroznoj sredini su
isti. Na povrxinu terena poqiǌe da se dovodi 50l/m2 dnevno, a nivoi
na granicama ostaju konstantni.

Sraqunati promenu nivoa podzemne vode u karakteristiqnim taqkama
do t = 10 dana. Poroznu sredinu podeliti na 6 delova po�ednake
du�ine, a priraxtaj po vremenu odabrati tako da proraqun po ek-
splicitnoj metodi bude stabilan. Problem linearizovati uz aproksi-
maciju da je T ≈ T0 = KM0, gde je M0 debǉina izdani u poqetnom
trenutku.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Neustaǉeno linijsko strujaǌe podzemne vode mo�e se predstaviti slede�om
diferencijalnom jednaqinom

SY
∂Π
∂t

= T
∂2Π
∂x2

− qv (34.1)

Poqetni uslov je u ovom sluqaju Π(x, 0) = 6.0m.
Graniqni uslovi su Π(0, t) = Π(300, t) = 6.0m.

Numeriqki model

Zamenom izvoda konaqnim priraxtajima u matematiqkom modelu
dobija se numeriqki model

Πn+1
j = Πn

j +
a∆t

∆x2

(
Πn

j+1 − 2Πn
j + Πn

j−1

)
+

∆t

SY
qV (34.2)

gde je a = T/SY .
Usvaja se prostorni korak ∆x = 50m.
Poxto je primeǌena numeriqka xema eksplicitna, potrebno zado-

voǉiti uslov stabilnosti

∆t <
∆x2

2a

Najve�i vremenski korak sa kojim se mo�e u�i u proraqun je ∆t =
1.2 dana. Ovde je usvojen korak ∆t = 1 dan.
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Rezultati
U narednoj tabeli pijezometarske kote su u metrima.

t [dan] Π1 Π2 Π3 Π4 Π5 Π6 Π7

0 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
1 6.00 6.20 6.20 6.20 6.20 6.20 6.00
2 6.00 6.32 6.40 6.40 6.40 6.32 6.00
3 6.00 6.42 6.57 6.60 6.57 6.42 6.00
4 6.00 6.51 6.72 6.77 6.72 6.51 6.00
5 6.00 6.58 6.85 6.93 6.85 6.58 6.00
6 6.00 6.65 6.97 7.06 6.97 6.65 6.00
7 6.00 6.71 7.05 7.19 7.05 6.71 6.00
8 6.00 6.76 7.17 7.27 7.17 6.76 6.00
9 6.00 6.81 7.24 7.35 7.24 6.81 6.00
10 6.00 6.85 7.31 7.46 7.31 6.85 6.00



Zadatak 35

2. februar 1994/3

Na jednoj granici izdani sa slobodnom povrxinom dolazi do nagle
promene pijezometarske kote za ∆H = 1.0 m. Poqetna pijezometarska
kota u celoj oblasti strujaǌa iznosi 0.00 m. Sredǌa vrednost trans-
misivnosti iznosi T = 5×10−3m2/s, a specifi�cna izdaxnost SY = 0.20.

Koriste�i linijski matematiqki model i eksplicitnu numeriqku
xemu, proceniti vreme do kojeg se mo�e zadr�ati povixeni nivo u
kanalu, a da ne do�e do pove�aǌa pijezometarske kote preko 0.2m, u
preseku udaǉenom 15m od kanala. Druga granica oblasti strujaǌa je
praktiqno u beskonaqnosti. Usvojiti ∆x = 5m, i odgovaraju�i vre-
menski priraxtaj ∆t, kojim je zadovoǉen uslov stabilnosti eksplic-
itne metode.

Rexeǌe

Matematiqki model
Zadatak �e se razmatrati kao linijski.

Matematiqki model neustaǉenog linijskog strujaǌa podzemne vode
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glasi

SY
∂Π
∂t

= T
∂2Π
∂x2

(35.1)

Poqetni uslov je u ovom sluqaju Π(x, 0) = 0.0m.
Graniqni uslovi su Π(0, t) = 1.0m, a Π(∞, t) = 0.0m.

Numeriqki model
Koristi�e se ekplicitan numeriqki model oblika

Πn+1
j = Πn

j +
∆t

∆x2

T

SY

(
Πn

j+1 − 2Πn
j + Πn

j−1

)
(35.2)

Uslov stabilnosti numeriqkog modela je

∆t

∆x2

T

SY
≤ 1

2

xto za ∆x = 5 m daje maksimalni korak od ∆t ı 500 s. Proraqun
je me�utim ura�en sa nexto maǌim korakom, ∆t ı 180 s, zbog ve�e
taqnosti (Abbott, 1989).

Rezultati numeriqke simulacije
U narednoj tabeli vreme t je dato u minutama, a rastojaǌe x u metrima.

t x ı0 x ı 5 x ı 10 x ı 15 x ı 20 x ı 25 x ı 30 x ı 35
0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3 1.0 0.180 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
6 1.0 0.295 0.032 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
9 1.0 0.375 0.074 0.006 0.0 0.0 0.0 0.0
12 1.0 0.433 0.116 0.017 0.001 0.0 0.0 0.0
15 1.0 0.478 0.155 0.032 0.004 0.0 0.0 0.0
... ... ... ...
39 1.0 0.650 0.364 0.173 0.069 0.023 0.006 0.001
42 1.0 0.662 0.382 0.189 0.080 0.028 0.008 0.002
45 1.0 0.672 0.397 0.204 0.090 0.034 0.011 0.003

Analitiqko rexeǌe
Za ovako postavǉen sluqaj strujaǌa (poqetne i graniqne uslove) pos-
toji analitiqko rexeǌe jednaqine matematiqkog modela.

Ako se sa Π obele�i pijezometarska kota u preseku na rastojaǌu
x od obale, Π1 vrednost pijezometarske kote u poqetnom trenutku u
poroznoj sredini i kanalu i Π2 nova vrednost pijezometarske kote u
kanalu, tada amalitiqko rexeǌe glasi:
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Π(x, t) = Π1 + (Π2 −Π1)erfc(λ)

gde je λ = x1/(2
√

at). Parametar a naziva se pijezoprovodǉivost i
jednak je a = T/SY . Funkcija erfc(λ), takozvana ”complementary error
function” tabelarno je data.

λ 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.50
erfc(λ) 1.00 0.72 0.48 0.29 0.16 0.03

Ako se tra�i vreme za koje �e nivo u preseku x1 = 15m da poraste za
0.2 m, iz analitiqkog rexeǌa se dobija da je erfc(λ) ı 0.2. Iz tablice
se dobija da je λ = 0.915, odnosno t = 2687s ≈ 45 min, xto pokazuje da
je rexeǌe dobijeno numeriqki dosta dobro.



Zadatak 36

28. avgust 1992./3

U tabeli su dati rezultati probnog crpǉeǌa konstantnim proticajem
(QP = 50l/s), iz jednog vertikalnog bunara (preqnika 1 m) pobijenog
u izdan pod pritiskom. Depresije registrovane u pijezometarskoj
buxotini, koja je udaǉena 45 m od bunara date su u slede�oj tabeli

Vreme [h] 1 2 4 6 8 10 12
Depresija [m] 0.55 1.12 1.64 2.00 2.19 2.37 2.53

Odrediti reprezentativnu transmisivnost i specifiqnu izdax-
nost izdani. Odrediti depresiju u bunaru i u posmatranom pije-
zometru posle 3 meseca crpǉeǌa proticajem QP /2. Poqetno staǌe je:
t = 0, S = 0.0. Izdan je beskonaqna, strujaǌe ostaje pod pritiskom.

Rexeǌe:

Matematiqki model
Polazi se od jednaqine za osnosimetriqno neustaǉeno teqeǌe u po-
larnim koordinatama

∂2s

∂R2
+

1
R

∂s

∂R
=

SY

T

∂s

∂t
(36.1)

Uvo�eǌem smene

u =
R2

4at

pri qemu je a = T/SY , jednaqina se svodi na oblik za koji postoji
analitiqko rexeǌe:

s =
Qb

4πT
W (u) (36.2)
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Prethodni izraz se jox naziva i Tajsovim rexeǌem. Veliqina
W (u) je funkcija bunara, koja se u blizini bunara (u → 0) svodi na
slede�i izraz

W (u) = ln(1/u)− 0.5772

Reprezentativna transmisivnost i specifiqna izdax-
nost
Promena depresije u vremenu u pijezometarskoj buxotini prikazana
je na slede�oj slici (vreme je u logaritamskoj razmeri).

U semi-logaritamskoj razmeri, i za male vrednost promenǉive u,
Tajsovo rexeǌe predstavǉa pravu liniju. Taqke (t, s) dobijene meren-
jem trebalo bi da budu na jednoj pravoj koja je i prikazana na prethod-
noj slici.

Nagib prave odre�uje se direktno sa grafika, a koriste�i bilo
koje dve taqke na pravoj:

tanα =
∆s

∆(ln t)
= 0.75m

Na osnovu analitiqkog rexeǌa nagib prave je jednak

tanα =
Qb

4πT

Tako se iz nagiba dobija reprezentativna vrednost transmisivnosti:

T =
Q

4π tanα
=

0.050
4 · 3.14 · 0.75

= 0.0053
m2

s

Poznavaǌem transmisivnosti T i vrednosti (t, s) bilo koje taqke A na
pravoj mo�e se dobiti vrednost specifiqne izdaxnosti iz slede�eg



ZADATAK 36. 28. AVGUST 1992./3 134

izraza

SA =
Qb

4πT
(− ln

R2SY

4Tt
− 0.5772)

gde je R = 45m, SA = 2.19m, tA = 8sati = 28800s. Specifiqna izdaxnost
izdani je

SY = 0.0092

Depresija u bunaru i pijezometru posle tri meseca
Ako se iz bunara crpi Qb = 25l/s vode, depresija u bunaru (R = rb) i
pijezometru (R = 45m) se dobija iz slede�eg izraza:

s =
0.025

4 · 3.14 · 0.0053

(
− ln(

R2 · 0.0092
4 · t · 0.0053

)
− 0.5772)

Za
t = 3meseca = 3 · 30 · 24 · 3600 = 6.998 · 108s

Depresija u bunaru je
sb = 8.27m

a depresija u pijezometarskoj buxotini

spij = 4.89m



Zadatak 37

10.novembar 1991./3

Na skici (a) prikazana je dvodimenzionalna oblast strujaǌa koja je
izdeǉena na kvadrate dimenzija 10 m × 10m. Upisane vrednosti oz-
naqavaju koncentraciju neke materije u centrima elementarnih za-
premina u trenutku t = t0. Skica (b) prikazuje istu oblast u trenutku
t = 250s.

Sraqunati vrednosti koncentracija u poǉima oznaqenima sa (•),1
eksplicitnim numeriqkim modelom. Brzine strujaǌa fluida su uni-
formne u celom strujnom poǉu, u1 = 0.20cm/s i u2 = 0.0, a koeficijenti
disperzije su D1 = 0.2m2/s i D2 = 0.05m2/s.

a) t ı 0 s

0 0 0 0 0
70 70 50 0 0
100 100 70 0 0
70 70 50 0 0
0 0 0 0 0

b) t ı 250 s

* * * * *
* • • • *
* • • • *
* • • • *
* * * * *

Rexeǌe

Matematiqki model
Matematiqki model transporta u ravni (x1, x2) neke materije qija je
koncentracija C

∂C

∂t
+ u1

∂C

∂x1
+ u2

∂C

∂x2
= D1

∂2C

∂x2
1

+ D2
∂2C

∂x2
2

(37.1)

1Na ispitu je trebalo sraqunati tri vrednosti
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Numeriqki model
Odgovaraju�i numeriqki model do koga se dolazi diskretizacijom
matematiqkog modela na kvadratnoj mre�i (∆x1 = ∆x2 = ∆x), i to,
konvektivnih qlanova razlikama unazad (zato xto je Pe = ∆xv1/D1 =
10 > 2), a difuzionih qlanova centralnim razlikama, glasi

Cn+1
i − Cn

i

∆t
+u1

Cn
i − Cn

W (i)

∆x1
= D1

Cn
E(i) + Cn

W (i) − 2Cn
i

∆x2
1

+D2

Cn
N(i) + Cn

S(i) − 2Cn
i

∆x2
2
(37.2)

Odnosno

Cn+1
i = Cn

i −0.05(Cn
i −Cn

W (i))+0.5(Cn
E(i)+Cn

W (i)−2Cn
i )+0.125(Cn

N(i)+Cn
S(i)−2Cn

i )

Rezultati

a) t ı 0 s

0 0 0 0 0
70 70 50 0 0
100 100 70 0 0
70 70 50 0 0
0 0 0 0 0

b) t ı 250 s

* * * * *
* 55 32.25 27.5 *
* 77.5 46.5 38.5 *
* 55 32.25 27.5 *
* * * * *



Zadatak 38

27. januar 1993./3

Cev promenǉivog popreqnog preseka (na du�ini od 5 m, povrxina
popreqnog preseka cevi se linearno pove�a sa 0.5m2, u preseku 1, na
1.0m2, u preseku 6), ispuǌena je poroznim materijalom, kroz koji pro-
tiqe voda sa konstantnim proticajem Q = 2× 10−4m3/s.

U trenutku t0, umesto qiste vode, kroz presek 1 poqiǌe da prolazi
zaga�ena voda u kojoj se nalazi C0 rastvorenih materija. Ako se zna
da je koeficijent disperzije jednak D = 0.5 × 10−3m2/s, a efektivna
poroznost nef = 0.2, odrediti trenutak kada �e koncentracija zagad-
jeǌa u izlaznom preseku pre�i 0.3C0.

Zadatak razmatrati kao linijski. Usvojiti raqunski korak ∆x =
1.0m.

Rexeǌe

Matematiqki model
Linijski model transporta materije u poznatom strujnom poǉu mo�e
se predstaviti slede�im izrazom, koji predstavǉa jednaqinu odr�aǌa
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mase materije koja se transportuje:

∂C

∂t
+ v

∂C

∂x
= D

∂2C

∂x2
(38.1)

gde je C koncentracija materije, u stvarna, sredǌa brzina kretaǌa
fluida u izabranom preseku (v = Q/Anef), a D koeficijent disperzije.

Da bi se moglo pristupiti rexavaǌu ove parcijalne diferenci-
jalne jednaqine moraju se definisati poqetni i graniqni uslovi.

Poqetni uslov u ovom sluqaju je:

C(x, 0) = 0

Graniqni uslov na uzvodnoj granici:

C(0, t) = C0

a na nizvodnoj granici:

∂C

∂x
(x = 5m, 0) = 0

Numeriqki model
Prvo �e se izvrxiti diskretizacija prostornog i vremenskog domena.
Ako se usvoji raqunski korak ∆x = 1m, vremenski korak mora da se
izabere tako da budu zadovoǉeni uslovi stabilnosti (poxto �e se
raqunati sa eksplicitnom numeriqkom xemom):

∆t ≤ ∆x2

2D
=

12

2× 0.5× 10−3
= 1000s

∆t ≤ 2D

v2
max

=
2× 0.5× 10−3

[(2× 10−4/0.5)/0.2]2
= 250s

Usvaja se ∆t = 250s.
Poxto je Peclet-ov broj

Pe =
∆xv

D
= 4

ve�i od 2, dominantna je konvekcija, pa se pri diskretizaciji konvek-
tivnog qlana koriste razlike unazad.

Cn+1
i − Cn

i

∆t
= −vi + vi−1

2
Cn

i − Cn
i−1

∆x
+

D

∆x2
(Cn

i−1 − 2Cn
i + Cn

i+1) (38.2)
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Rezultati
i 1 2 3 4 5 6

A [m2] 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
v [10−3m/s] 2.00 1.67 1.43 1.25 1.11 1.00

t [s] C/C0

0 1.000 0 0 0 0 0
250 1.000 0.583 0 0 0 0
500 1.000 0.753 0.340 0 0 0
750 1.000 0.846 0.539 0.198 0 0
1000 1.000 0.897 0.675 0.372 0.116 0
1250 1.000 0.929 0.767 0.517 0.251 0.067
1500 1.000 0.950 0.830 0.629 0.383 0.166
1750 1.000 0.964 0.875 0.716 0.500 0.272
2000 1.000 0.974 0.907 0.782 0.597 0.371
2250 1.000 0.981 0.931 0.832 0.677 0.457
2500 1.000 0.986 0.948 0.870 0.740 0.528

Linearnom interpolacijom dobija se da posle 1820 s u izlaznom
preseku koncentracija zaga�eǌa prelazi 0.3C0.



Zadatak 39

31. januar 1991./3

Vodotok A i vodotok B su na me�usobnom rastojaǌu od 300m. Oni
su hidrauliqki povezani preko izdani pod pritiskom, kao na skici.
Izdan je pribli�no konstantne debǉine, homogena i izotropna (koefi-
cijent filtracije K = 0.2 × 10−3m/s, efektivna poroznost, nef = 0.1,
koeficijent disperzije D = 0.4× 10−3m2/s). Nivoi u vodotocima se u
du�im vremenskim intervalima odr�avaju konstantnim: ZA = 103m i
ZB = 100m.

U jednom trenutku poqne se ispuxtati zaga�ena materija u vodotok
A i kroz du�e vreme se odr�ava nepromeǌena koncentracija zagad-
juju�e materije C0 = 5g/m3. Proceniti kakav �e biti raspored kon-
centracija posle 3 meseca.

Napomene za proraqun: Koristiti linijski model za transport i
eksplicitnu numeriqku xemu. Oblast strujaǌa podeliti na 6 deonica
i raditi sa maksimalnim dozvoǉenim vremenskim korakom.
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Rexeǌe

Brzina vode u poroznoj sredini
Zbog razlike u nivoima u vodotocima, postoji strujaǌe vode od A ka
B, tako da Darsijeva brzina, ili specifiqni proticaj, iznosi:

v = K
∆Π
L

= 0.2× 10−3 3
300

= 2× 10−6 m

s

Proseqna brzina kojom se voda i zaga�eǌe kre�u kroz poroznu sredinu
je ve�a i jednaka

vl =
v

nef
= 20× 10−6 m

s
.

Matematiqki model transporta
∂C

∂t
+ vl

∂C

∂x
−D

∂2C

∂x2
= 0 (39.1)

Da bi se problem mogao rexiti potrebno je definisati i

• poqetni uslov: C(x, 0) = 0.0

• graniqni uslov na uzvodnoj granici: C(0, t) = C0

• graniqni uslov na nizvodnom kraju:
∂C

∂x
(x = 300m, t) = 0

Numeriqki model
Koristi�e se eksplicitna numeriqka xema konaqnih razlika:

Cn+1
j − Cn

j

∆t
+ vl

Cn
j+1 − Cn

j−1

2∆x
−D

Cn
j+1 − 2Cn

j + Cn
j−1

∆x2
= 0 (39.2)

Ako se oblast strujaǌa deli na xest deonica, tada je ∆x = 50m.
Vremenski korak je ograniqen uslovima stabilnosti:
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∆t ≤ ∆t1 =
∆x2

2D
= 3.125× 106s = 36dana

∆t ≤ ∆t2 =
2D

v2
lin

= 2.0× 106s = 23dana

Pored gorǌa dva kriterijuma za stabilnost metode treba prover-
iti lokalni Rejnoldsov (ili Pekleov) broj, koji treba da bude maǌi
od 2 da bi se mogla koristiti centralna aproksimacija konvektivnog
qlana:

20× 10−6 m
s · 50m

0.4× 10−3 m2

s

= 2.5 > 2

Kako je Rejnoldsov broj ve�i od 2, numeriqki model treba mod-
ifikovati, tj umesto centralne razlike koristiti razliku unazad),
tako da je

Cn+1
j = Cn

j −A1(Cn
j − Cn

j−1) + A2(Cn
j+1 − 2Cn

j + Cn
j−1) (39.3)

A1 =
∆tvl

∆x
= 0.5184 A2 =

∆tD

∆x2
= 0.2074

Rezultati
Proraqun je sproveden sa koracima ∆x = 50m i ∆t = 0.5meseci

vreme Koncentracija [g/m3]
[meseci] A 1 2 3 4 5 B

0.0 5.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.5 5.00 3.63 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.0 5.00 3.87 2.63 0.00 0.00 0.00 0.00
1.5 5.00 4.43 2.98 1.91 0.00 0.00 0.00
2.0 5.00 4.47 3.81 2.29 1.39 0.00 0.00
2.5 5.00 4.72 3.97 3.21 1.75 1.01 0.00
3.0 5.00 4.77 4.36 3.46 2.66 1.34 0.73

Raspored koncentracija zaga�eǌa u izdani posle 1, 2 i 3 meseca
prikazani su grafiqki na slede�em dijagramu
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Zadatak 40

2. juli 1995./3

Na slici je prikazan povlatni (polupropusni) sloj, debǉine 2m, ko-
eficijenta filtracije Kz = 10−6m/s, efektivne poroznosti nef = 0.1,
iznad jedne izdani. Prikazana je situacija kada je doxlo do izlivaǌa
toksiqne materije na povrxini terena.

Odrediti karakteristiqna vremena za koje �e toksiqna materija
dospeti do izdani: a) t50, vreme za koje �e 50 % poqetne koncentracije
dospeti do izdani, i b) t5, vreme za koje �e 5 % poqetne koncentracije
dospeti do izdani. Disperzivnost povlatnog sloja iznosi 10 m. Kod
numeriqkog rexavaǌa koristiti metodu konaqnih zapremina, a put
koji prelazi zaga�eǌe podeliti na najmaǌe 5 deonica. U fiktivnim
taqkama raqunske mre�e, (0) i (6), koje se nalaze van polupropusnog
sloja koncentracija toksiqne materije se ne meǌa, C0 = 1.0 i C6 = 0.0,
a kao merodavnu posmatrati koncentraciju u zapremini (5). Koefi-
cijent filtracije izdani daleko je ve�i od koeficijenta filtracije
povlatnog sloja.
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Rexeǌe

Matematiqki model
Ovde se problem mo�e razmatrati kao linijski u vertikalnom pravcu.
Matematiqki model se mo�e napisati u obliku

∂C

∂t
+ vl

∂C

∂z
−Dz

∂2C

∂z2
= 0 (40.1)

Poqetni uslov je C(z, 0) = 0
Graniqni uslov na uzvodnom kraju C(100m, t) = C0,
a na nizvodnom kraju je ∂C/∂x(98m, t) = 0

Darsijeva brzina je u ovom sluqaju

v = −Kz
99.0− 100.5

2.0
= 0.75 · 10−6m/s

Sredǌa brzina kretaǌa vode je

vl =
v

nef
= 7.5 · 10−6m/s

Koeficijent disperzije

Dz = Lvl = 75 · 10−6m2/s

Vreme putovaǌa t50 odgovara vremenu za koje bi zaga�eǌe proxlo
kada ne bi bilo disperzije

t50 =
∆L

vl
=

2
7.5

106s ≈ 74qasa

Numeriqki model
Pekleov broj je

Pe =
∣∣∣∣ v̄∆z

Dz

∣∣∣∣ = 0.04 < 2

xto znaqi da je ovde dominantna disperzija, pa se pri diskretizaciji
za konvektivni qlan primeǌuju centralne razlike.

Cn+1
j − Cn

j

∆t
+ v̄

Cn
j+1 − Cn

j−1

2∆z
−Dz

Cn
j+1 − 2Cn

j + Cn
j−1

∆z2
= 0 (40.2)

Diskretizacija po prostoru, ∆z = 0.4m, prema postavci zadatka.
Vremenski korak

∆t = 1000s < ∆t1 =
0.42

2 · 75 · 10−6
= 1067s

Drugo ograniqeǌe za vremenski korak, ∆t2 ≤ 2Dz/v2
l , zahteva da vre-

menski korak bude kra�i od 10670 sekundi.
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Graniqni uslovi
Konvekcija. Kod metode konaqnih zapremina, konvekcija se raquna
na isti naqin kao i za bilo koju drugu konaqnu zapreminu, izlaz iz
zapremine maǌe ulaz. Na skici su naznaqene zapremine na granici
(1) i (5), a deo proticaja kroz povrxinu elementarne zapremine, koji
odgovara graniqnom uslovu, uokviren je.

Za elementarnu zapreminu (1),
izlaz - ulaz:

V1+1/2
C1 + C2

2
− V0+1/2

C0 + C1

2

a za elementarnu zapreminu (5):

V5+1/2
C5 + C6

2
− V4+1/2

C4 + C5

2

Za ovaj sluqaj sve brzine su iste i jed-
nake Vl.

Disperzija. Kod elementarnih zapremina na granici razlikuje se
rastojaǌe u odnosu na koje se posmatra gradijent koncentracije kod
raqunaǌa proticaja usled disperzije.
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Za elementarnu zapreminu (1),
izlaz - ulaz:(

−DZ
C2 − C1

∆z

)
−
(
−DZ

C1 − C0

∆z/2

)
a za elementarnu zapreminu (5):(

−DZ
C6 − C5

∆z/2

)
−
(
−DZ

C5 − C4

∆z

)

t[s] C0 C1 C2 C3 C4 C5 (C6)
0 1.000 0 0 0 0 0 0

1000 1.000 0.480 0 0 0 0 0
2000 1.000 0.509 0.230 0 0 0 0
3000 1.000 0.616 0.258 0.110 0 0 0
4000 1.000 0.636 0.362 0.130 0.053 0 0
5000 1.000 0.685 0.387 0.206 0.066 0.025 0
6000 1.000 0.699 0.447 0.228 0.114 0.033 0
7000 1.000 – – – – 0.057 0

Vreme za koje �e 5 % koncentracije toksiqne materije dospeti u
izdan iznosi t5 ≈ 2 qasa.


