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UVODNE NAPOMENE

Ova knjiga se mo∙ze shvatiti kao nastavak Prve knjige ,,Mehanike °ui-
da", koja je nazvana ,,OSNOVE". Brojevi delova i poglavlja se nastav-
ljaju, pa ova knjiga po∙cinje sa sedmim delom, odnosno Poglavljem 71.
U tekstu ¶ce se ∙cesto pozivati na izlaganja iz Prve knjige.

Kako je ova knjiga usmerena ka osnovnim prakti∙cnim zadacima iz
Hidraulike, ona nosi naslov ,,UVODENJE U HIDRAULIKU". Re∙c ,,Hi-
draulika" je slo∙zenica od gr∙ckih re∙ci koje zna∙ce ,,voda" i ,,cev" i pod tim
pojmom se kod nas podrazumeva ,,Primenjena hidromehanika", upravo
znanja koja omogu¶cavaju re∙savanje prakti∙cnih zadataka iz te∙cenja vode.
Na to i navodi naslov koji podse¶ca da se pa∙znja posve¶cuje vodi u cevi
(a mo∙ze i u kanalu i reci), a to su i prvi zadaci kojima se Hidraulika
bavila. (Napominje se da se ponegde u svetu pod pojmom ,,hidraulika"
podrazumeva ono ∙sto mi zovemo ,,hidrotehnika".)

Sve do ovoga veka ,,Hidraulika" se uglavnom razvijala odvojeno
od ,,Hidromehanike". Tehni∙cka praksa morala je da re∙sava zadatke iz
te∙cenja vode u cevima, kanalima i rekama, tu se razvijala ,,Hidraulika",
sre¹divanjem iskustvenih saznanja iz kojih su proizlazili obrasci (for-
mule) za ra∙cunanje (za odre¹divanje potrebnih dimenzija) hidrotehni∙ckih
objekata i sistema. ,,Hidromehanika" se bavila prete∙zno onim ∙sto se
moglo lepo matemati∙cki uobli∙citi, a to se odnosilo na tzv. ,,idealnu
te∙cnost" (zanemarenje otpora, gubitaka energije), a to je bilo, na ∙zalost,
veoma malo primenjeno u tehni∙ckoj praksi. Jasno je da se praksa nije
mirila sa ,,nemo¶ci" nekakve ,,∙ciste nauke" i da se oslanjala na iskustva,
pa makar, i ne bila obja∙snjiva ,,∙cistom teorijom", jer se moralo gra-
diti. Tek u novije vreme do∙slo se do spoja izme¹du ,,Hidromehanike" i
,,Hidraulike", jer se ,,Hidromehanika" pomirila sa time da se do re∙senja
mo∙ze do¶ci uz primenu hidromehani∙ckih zakonitosti u koje se unose i em-
pirijski podaci, dok je u ,,Hidrauliku" prodrlo shvatanje da se iskustveni
podaci ne mogu davati kao gotove ∙cinjenice, bez nastojanja za teorij-
skim obrazlo∙zenjem.
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Ova knjiga treba da uvede ∙citaoca u ,,Hidrauliku", tako barem
njen naslov ka∙ze; a to zna∙ci da ¶ce se razmatrati ona saznanja koja
omogu¶cavaju re∙savanje jednostavnih prakti∙cnih zadataka, a koja mogu
postati i sastavni deo slo∙zenijih zadataka. U naslovu je re∙c ,,uvo¹de-
nje" sa ∙cime se ∙zelelo re¶ci da je to du∙zi proces saznavanja, a da to nije
nekakav ,,Uvod" koji ukratko daje gotova pravila za re∙savanje zadataka.
Po∙sto ova knjiga sledi prethodnu knjigu, koja izla∙ze teorijske stavove
iz ,,Mehanike °uida", postavlja se pitanje povezivanja te dve knjige,
podse¶caju¶ci se malo pre re∙cenog o spoju ,,Hidromehanike" i ,,Hidrauli-
ke". Autor je shvatio da postoje tri mogu¶cnosti:

{ Prva mogu¶cnost je zahtev da ovu (Drugu) knjigu koristi samo onaj
koji je prou∙cio Prvu knjigu. To bi za autora bilo najlak∙se, ali bi to
mo∙zda odbilo mnoge ∙citaoce, jer je bliska pomisao da se do re∙sava-
nja prakti∙cnih zadataka mo∙ze do¶ci i sa skromnijim obimom teorije.

{ Druga mogu¶cnost je da se napi∙se posebna knjiga (Uvo¹denje u hi-
drauliku) bez ikakvog povezivanja na ne∙sto prethodno, i u kojoj
bi se u teorijske stavove ulazilo samo onoliko koliko je neophodno
da se omogu¶ci re∙savanje jednostavnih prakti∙cnih zadataka. To bi
onda mo∙zda dovelo do zabune o nepotrebnosti Prve knjige.

{ Tre¶ca mogu¶cnost je ona koja je prihva¶cena { ona je nekakav kom-
promis izme¹du prve dve i otklanja primedbe koje su uz njih stav-
ljene. Ova knjiga je napisana tako da se bez prou∙cavanja Prve
knjige mogu ∙citati neki njeni delovi, a neki delovi mogu se ra-
zumeti samo kori∙s¶cenjem saznanja ste∙cenih prou∙cavanjem Prve
knjige, na koja se izlaganja u ovoj knjizi pozivaju. Ti delovi koji
se oslanjaju na Prvu knjigu su ili cela poglavlja, ili celi odeljci
u nekim poglavljima, kao i dodaci i primedbe uz neke odeljke.
Naslovi tih delova su uokvireni, a to su:

a) cela Poglavlja 84, 85, 93 do 99 i 103,
b) celi Odeljci II u Poglavlju 101, V (u 106) i III (u 107),

c) Dodaci uz Poglavlje 81, uz Odeljak II Poglavlja 102 i uz
Odeljak II Poglavlja 104,

d) Dodatak i Primedba na kraju Poglavlja 92,
e) Primedbe uz Poglavlja 71, 91, 102, te uz Odeljke III (u 101),

II (u 104) i II (u 105).
Mora se priznati da se do mogu¶cnosti za re∙savanje jednostavnih

prakti∙cnih zadataka mo∙ze do¶ci na osnovu jedna∙cina koje se pi∙su uz

viii
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prethodno pojednostavljenje uslova (za jednostavne zadatke), bez ula-
∙zenja u slo∙zene jedna∙cine za op∙ste uslove. Uostalom, u knjigama sa
naslovom ,,Hidraulika" tako se redovno i postupa. Tako je postupljeno
i ovde ako ∙citalac izostavi pomenute delove koji zahtevaju znanja iz
Prve knjige. Naime, treba priznati da je opravdana ∙zelja da se ∙sto
pre oseti prakti∙cna korist od onoga ∙sto se obi∙cno zove ,,teorija", i toj
∙zelji je ovde i zadovoljeno. Ne mo∙ze se odbaciti nastavni postupak koji
omogu¶cava da se ∙sto pre rade jednostavni prakti∙cni zadaci, jer taj rad
ohrabruje, sti∙ce se utisak da se ne u∙ci uzalud. I nastavni programi su
tako ∙cesto usmereni.

Me¹dutim, takvo shvatanje ne bi smelo da ∙citaoca potpuno odvrati
od delova knjige koje bi mogao izostaviti, da odbaci ∙zelju za produblja-
vanjem teorijskih saznanja. Veoma verovatno i ne¶ce, jer ¶ce re∙savanje
samih jednostavnih zadataka pokazati nedovoljnost i ograni∙cenost pret-
hodne teorijske spreme ste∙cene samo poznavanjem delova knjige kru-
pnije ∙stampanih, pa ¶ce podsticati da se teorija dopunjava i produbljuje,
a na to ga navodi i celina knjige. Ne treba smetnuti sa uma da ¶ce se ja-
viti i kriti∙cki duh, koji ¶ce navesti na razmi∙sljanje o svim ograni∙cenjima,
uslovljavanjima i pojednostavljenjima, koja su dovela do zakonitosti
namenjenih jednostavnim zadacima, gde se dosta prima ,,na poverenje"
i gde se prihvataju preporuke bez dubljeg obrazlo∙zenja.

Opravdana je nada da ¶ce kori∙s¶cenje ove knjige, pogotovo uz kori∙s¶ce-
nje i Prve knjige, dovesti do po∙zeljnog preklapanja teorije i prakse. To je,
naime, op∙sta pojava, a ovde ¶ce se ispoljiti u uvo¹denju u re∙savanje hi-
drauli∙ckih zadataka. U razmatranjima u svim oblastima koja imaju za
krajnji cilj re∙savanje prakti∙cnih zadataka prihvatljivo je da prva teorij-
ska saznanja omogu¶ce re∙savanje jednostavnih prakti∙cnih zadataka, gde
neminovno dolazi do spoznaje o nedovoljnosti teorijskih znanja da bi
se re∙savali slo∙zeniji zadaci, a susretanje sa slo∙zenijim zadacima tra∙zi jo∙s
vi∙se teorije, da bi se sa njom pre∙slo na jo∙s slo∙zenije zadatake. I dokle to
tako treba da ide? Sve dok bude ∙zelja, potreba i mogu¶cnosti, a i sposob-
nosti onoga koji se time bavi. Mo∙ze se re¶ci da ne mora produbljavanje
teorijskih znanja biti samo razlog za ∙zeljom za re∙savanje slo∙zenijih za-
dataka, jer posedovanje ve¶ceg teorijskog znanja zna∙ci pouzdanije re∙sava-
nje jednostavnih zadataka, uno∙senje sigurnosti da se nije pre∙sla granica
dokle va∙ze pojednostavljenja uslova za re∙savanje takvih zadataka.

Namera je da ova knjiga poslu∙zi i prihvatanju navedenih shvatanja.
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SPISAK OZNAKA

Navode se one oznake koje se koriste u vi∙se poglavlja, a nije se
smatralo za potrebno da se navode i oznake upotrebljene samo jednom
prilikom, jer je neposredno protuma∙ceno ∙sta ozna∙cavaju. Uz oznaku su
stavljeni brojevi izraza (jedna∙cina) gde se uvodi u razmatranje u Prvoj,
odnosno u ovoj { Drugoj knjizi.

A povr∙sina (14{3) (71{1)
B ∙sirina slobodne povr∙sine te∙cnosti (92{14)
D pre∙cnik cevi kru∙znog preseka (64{6) (91{23)
DY=Dt materijalni izvod veli∙cine Y (21{3) (81{11)
Def deformacioni rad po jedinici mase (85{14)
def deformacioni rad u jedinici vremena (27{7) (85{6)
CA koe¯cijent kontrakcije (su∙zenja) (102{7)
CQ koe¯cijent proticaja (103{9)
Cv koe¯cijent brzine (103{6)
C¿ koe¯cijent tangencijalnog napona (91{18)
E ukupna energija po jedinici te∙zine (83{8)
e speci¯∙cna energija (92{32)
Fr Frudov broj (62{3) (92{20)
fi zapreminska sila, po jedinici mase (28{1) (81{5)
G sila te∙zine (28{6) (71{11)
g gravitaciono ubrzanje (28{4) (71{1)
h dubina vode u kanalu (91{11)
h polovina rastojanja izme¹du plo∙ca (93{1)
I moment inercije (72{12)
I inercijalna sila (33{8) (82{4)
K sila kojom ∙cvrsta granica deluje na °uid (82{1)
Kij koe¯cijent korelacije (54{12) (98{32)
Ko bezdimenzionalni konturni uslovi (62{11) (101{2)
k apsolutna hrapavost (91{25)
ko dimenzionalni konturni uslovi (62{10) (106{47)

x
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L dimenzija du∙zine (12{1) (91{34)
Mot motorni rad po jedinici mase (35{16) (85{14)
mot motorni rad u jedinici vremena (27{7) (85{6)
n Maningov koe¯cijent hrapavosti (91{32)
~n ort spoljne normale (14{7) (71{11)
O okva∙seni obim (91{3)
P sila pritiska (25{1) (71{11)
p pritisak (sferni deo napona) (26{2) (71{1)
Q proticaj (23{2) (81{2)
R hidrauli∙cki radijus (91{9)
Re Rejnoldsov broj (62{1) (93{57)
T dimenzija vremena (12{1) (91{34)
t vreme (14{1) (81{11)
ui brzina (u pravcu xi) (21{1) (81{2)
ui brzina osrednjena kroz vreme (52{15) (81{5)
u0i °uktuacija brzine (52{15) (81{5)
V zapremina (14{2) (71{1)
v srednja (prose∙cna) brzina za presek (81{3)
We Veberov broj (62{4) (106{51)
X horizontalna koordinatna osovina (71{2)
xi koordinatna osovina (14{1) (81{1)
Ydis funkcija disipacije (41{14) (85{12)
y rastojanje od sredi∙sne ravni (93{12)
y rastojanje od sredi∙sta cevi (93{45)
Z vertikalna koordinatna osovina (28{6) (71{1)
° speci¯∙cna te∙zina (71{1)
±k kinemati∙cki koe¯cijent povr∙sinskog napona (62{14) (106{47)
¸ koe¯cijent trenja u kru∙znoj cevi (91{22)
¹ dinami∙cki koe¯cijent viskoznosti (41{4) (85{12)
º kinemati∙cki koe¯cijent viskoznosti (62{12) (85{29)
» koe¯cijent lokalnog gubitka (101{1)
¦ pijezometarska kota (71{7)
½ gustina (18{1) (71{1)
¾ij napon (25{1) (84{1)
¾d
ij devijatorski deo napona (26{1) (85{5)
¾t
ij ,,napon" turbulencije (53{13) (84{13)
¿ napon trenja izme¹du ∙cvrste granice i °uida (91{3)

xi
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deo sedmi

HIDROSTATIKA
ILI MIROVANJE FLUIDA
KONSTANTNE GUSTINE,
POD UTICAJEM TE∙ZINE
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71
OSNOVNI POJMOVI I OSNOVNA

JEDNA∙CINA HIDROSTATIKE

Pretpostavlja se:

a) gustina °uida je konstantna (½ = const),

b) od zapreminskih sila deluje samo te∙zina, koja po jedinici mase
iznosi g = gravitaciono ubrzanje, dok se po jedinici zapremine
izra∙zava sa ½g = ° = speci¯∙cna te∙zina (° = const, zbog ½ = const
i g = const),

c) od napona deluje samo sferni deo { pritisak p, koji u jednoj ta∙cki
ima istu vrednost za sve pravce, i na svaku povr∙sinu deluje u prav-
cu normale na nju; tangencijalni (smi∙cu¶ci) naponi, koji su posledi-
ca trenja izme¹du pojedinih deli¶ca, ne deluju pri mirovanju °uida.

Za prethodne pretpostavke napisa¶ce se jedna∙cina ravnote∙ze za ver-
tikalne sile koje deluju na zapreminu °uida dV = dAZ dZ (slika 71{1)

ve
rti

ka
la

Z
dZ

pdAZ

ZdA  dZγ

dAZp+      dZ  p
Z

Slika 71{1 Sile na elementarnu zapreminu °uida
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u elementarnom paralelopipedu ∙ciji je jedan par grani∙cnih povr∙sina ho-
rizontalan (one iznose dAZ):

p dAZ ¡
Ã
p+

@p

@Z
dZ

!
dAZ ¡ ° dV = 0

S obzirom da je dAZ dZ = dV , prethodno se svodi na:

@p

@Z
+ ° = 0 (71{1)

Ako bi se napisala jedna∙cina ravnote∙ze za bilo koji horizontalni
pravac X, ona bi dovela do:

@p

@X
= 0 (71{2)

jer u tom pravcu deluju samo me¹dusobno jednake sile pritiska na nas-
pramne grani∙cne povr∙sinice paralelopipeda. Kako jeX proizvoljni hori-
zontalni pravac, (71{2) zna∙ci da se pritisak ne menja u jednoj horizon-
talnoj ravni tj. da zavisi samo od visinskog polo∙zaja ta∙cke, pa se (71{1)
mo∙ze napisati i sa totalnim izvodom:

dp

dZ
+ ° = 0 ili

dp

°
+ dZ = 0 (71{3)

iz ∙cega se, integrisanjem, dobija

p
° + Z = const

osnovna jedna∙cina hidrostatike
(71{4)

Odstranjenjem konstante, kori∙s¶cenjem uslova u ta∙cki dobija se:

p0 ¡ p

°
= Z ¡ Z0 (71{5)

Jedna∙cina (71{4) ili (71{5) mo∙ze se iskazati pravilom: Pritisak u
jednoj neprekidnoj °uidnoj sredini konstantne gustine, pod dejstvom
te∙zine, zavisi samo od visinskog polo∙zaja { smanjenje pritiska je sraz-
merno porastu visine.

3
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Jedna∙cina (71{5) napisana je sa visinskim razlikama i razlikama
pritisaka, pa zna∙ci da primena te jedna∙cine (a to zna∙ci re∙savanje svih
hidrostati∙ckih zadataka) dozvoljava slobodan izbor nulte kote (nultog
visinskog polo∙zaja) od koje ¶ce se ra∙cunati sve kote (za nju ¶ce bitiZ = 0),
kao i slobodan izbor nultog pritiska. Ne mora se pritisak izra∙zavati u
apsolutnom iznosu (ne mora se kao nulti pritisak uzeti apsolutni pri-
tisak jednak nuli), niti se za polo∙zajnu kotu mora uzimati apsolutna
geodetska kota.

Izbor nulte kote, tj. odre¹divanje visinskog polo∙zaja gde ¶ce se ona
postaviti potpuno je proizvoljan. Treba samo obratiti pa∙znju tokom
re∙savanja jednog istog zadatka da se slu∙cajno ,,zabunom" ne promeni
nulta kota. Za pritisak se uzima:

p|{z}h
pritisak

i
= paps|{z}"

apsolutni
pritisak

#
¡ patm| {z }"

atmosferski
pritisak

# (71{6)

Dakle, za pritisak p se, u prakti∙cnim hidrostati∙ckim razmatranjima,
uzima razlika izmedu apsolutnog (barometarskog) pritiska i atmosfer-
skog pritiska. Pritisak p, prema (71{6), je ,,manometarski pritisak" {
toliko ¶ce pokazati manometar, kada na njegov merni ure¹daj sa jedne
strane deluje pritisak koji se meri, a sa druge strane deluje atmosferski
(tako se obi∙cno pritisak i meri). Sre¶ce se i naziv ,,hidrostati∙cki pritisak",
jer se njime izra∙zava onaj pritisak koji daje te∙cnost. Sa prakti∙cnog sta-
novi∙sta ovakvo odre¹divanje pritiska je veoma pogodno, jer on odre¹duje
optere¶cenje ∙cvrstih granica koje ome¹duju °uidnu masu (to su zidovi
suda, cevi, brane i sl.), po∙sto sa druge strane tih zidova deluje atmo-
sferski pritisak. Dok je apsolutni pritisak uvek pozitivan, pritisak p,
prema (71{6), mo∙ze da bude i negativan (tada je apsolutni pritisak
manji od atmosferskog), a to zna∙ci da unutra∙snji pritisak te∙zi da uvu∙ce
unutra zidove suda (spoljne povr∙sine zidova su u slobodnoj atmosferi),
a ne te∙zi da pro∙siri sud.

U sudu (slika 71{2) i u nizu sa sudom spojenih cevi nivo te∙cnosti je
na istoj koti { to je pijezometarska kota (oznaka ¦), a priklju∙cne cevi
se nazivaju ,,pijezometarske cevi" (,,pijezometar" se mo∙ze prevesti sa:
,,mera∙c pritiska"). Da bi se prethodno ostvarilo nivo u cevima mora da

4
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Z=0    nulta kota

Z Z Z  +       =   +       =   +       = itd.
p p p
γ γ γ

1
1

Π1

2
2

Π2 Π3

3
3

γ

1

Π1 Z 1

p2

2

Π2

Z 2

3

Π3

Z 3

Z3

3

2Z

1Z

4

Π4 Π

Z 4

Z 4

4

M-II

M-1
Z

Z

1p 
 =

0

γ
p4

γ
p3 γ

p
visina koja

izra`ava
pritisak

pijezometarska
kota

manometri M-1 i M-2
prikazuju    , odnosno p p

polo`ajna
kota

Slika 71{2 O∙cigledni prikaz jedna∙cine hidrostatike (71{8), ¦ = const

bude slobodan, pod atmosferskim pritiskom. Nadalje, kapilarni uticaji
moraju da budu zanemarljivi, ∙sto se posti∙ze izbegavanjem cevi sa suvi∙se
malenim unutra∙snjim presekom.

Izjedna∙cenja ispod slike 71{2 napisana su na osnovu jedna∙cine
(71{4), a ona ukazuju da se za pijezometarsku kotu mo∙ze napisati:

¦|{z}"
pijezometarska

kota

#
= Z|{z}"

polo∙zajna
kota

#
+ p=°|{z}"

visina koja
izra∙zava pritisak

# (71{7)

I pritisak je izra∙zen odgovaraju¶com visinom { to je visina koja izra-
∙zava pritisak (p=°) { ona je koli∙cnik izme¹du pritiska i speci¯∙cne te∙zine.
Ta visina mo∙ze se nazvati ,,pijezometarska visina", ali se nastojalo da se

5
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takav naziv izbegne, odnosno da se pridev ,,pijezometarska" ve∙ze samo
za pijezometarske kote.

Sa uvedenom pijezometarskom kotom ¦, prema (71{7), osnovna
jedna∙cina hidrostatike (71{4) mo∙ze se napisati veoma prosto:

¦ = const

pijezometarska kota je konstantna za
jednu neprekidnu masu °uida konstantne
gustine u mirovanju pod dejstvom te∙zine

(71{8)

Na slici 71{2 o∙cigledna je zakonitost koju izra∙zava prethodno napi-
sana jedna∙cina (71{8).

Kada je pijezometarska kota ¦ iznad polo∙zajne Z, pritisak je poziti-
van. Kada je ¦ ispod Z, pritisak je negativan (apsolutni pritisak manji
je od atmosferskog).

¤ ¤ ¤
Na slici 71{3 prikazan je primer gde je te∙cnost iz otvorenog suda

usisana u uronjenu cev, jer je apsolutni pritisak vazduha, zatvorenog u
cevi, iznad te∙cnosti, manji od atmosferskog pritiska.

Za te∙cnost u sudu i cevi jedinstvena pijezometarska kota je na nivou
u sudu pa osnovna jedna∙cina hidrostatike (71{5) daje:

pte∙c(C)

°te∙c
+H = 0 (71{9)

Ovo je izjedna∙cenje pijezometarskih kota za deli¶c u nivou (C) i za
sud, uz napomenu da je za nultu kotu uzet nivo u sudu. Napominje
se da je pritisak u (C) izra∙zen kako je uslovljeno sa (71{6), pa se za
apsolutni pritisak u (C), a to je ujedno i apsolutni pritisak vazduha u
cevi, dobija, ako se uz to koristi i prethodna jedna∙cina:

paps;vazd = paps;te∙c(C) = patm ¡ pte∙c(C) = patm ¡ °te∙cH

Ako se iznad te∙cnosti isi∙se sav vazduh, apsolutni pritisak je jednak
nuli, pa za taj slu∙caj prethodna jedna∙cina daje:

patm = °te∙cH (71{10)

6

DRAFT verzija 2001.



vazduh
C

p

p

p (C)

H

-
aps,vazd aps,te~

te~γ Hatm

te~nost sud

Π

1

2

Z=0

Slika 71{3 Za ta∙cku (1) pritisak je pozitivan, jer se nalazi ispod pije-
zometarske kote; za ta∙cku (2) pritisak je negativan (apsolutni pritisak manji
od atmosferskog), jer je ta∙cka iznad pijezometarske kote

Visina izdizanja H ne mo∙ze biti ve¶ca od patm=°te∙c, jer apsolutni
pritisak ne mo∙ze da se spusti ni∙ze od nule. Jedna∙cina (71{10) pokazuje
da se atmosferski pritisak mo∙ze izmeriti visinom te∙cnosti. Tako se on
prvobitno i merio, a za te∙cnost je uzimana ∙ziva. Za normalne vrednosti
atmosferskog pritiska visina ∙zivinog stuba je oko 76 cm. Vodeni stub bi,
me¹dutim, bio 10m. Sve do nedavno atmosferski pritisak se i izra∙zavao
milimetrima ∙zivinog stuba, i kada se pritisak merio neposredno.

¤ ¤ ¤
Ravnote∙zom sila za elementarnu zapreminu °uida dV = dAZ dZ,

prikazanu na sl. 71{1, do∙slo se do osnovne jedna∙cine hidrostatike (71{4),

7
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odnosno (71{5). Mo∙ze se napisati i ravnote∙za sila na kona∙cnu za-
preminu °uida (sl. 71{4a):

Z

A
p (¡~n) dA

| {z }
~P

+~G = 0 (71{11)

gde je p pritisak, ~n je ort spoljne normale na zatvorenu povr∙sinu A,
koja ograni∙cava zapreminu V , pa je prvi ∙clan ukupna sila ~P pritiska na
povr∙sinu A (pritisak deluje smerom unutra∙snje normale, ∙ciji je ort ¡~n,

jer je uobi∙cajeno da je +~n ort spoljne normale), ~G je te∙zina °uida u
zapremini V .

Π Π

G

P dP=pdA

n

V

V

γVP=

a) b)

Π

Slika 71{4 a) Te∙zina °uida u zapremini V u ravnote∙zi je sa silom pritiska P
na celu zatvorenu povr∙sinu A, koja ograni∙cava zapreminu; b) Sila potiska P
na plivaju¶ce telo jednaka je te∙zini °V istisnute te∙cnosti

Jedna∙cina (71{11) kazuje da ukupna sila pritiska ~P i te∙zina ~G stoje
u ravnote∙zi, a to zna∙ci da deluju suprotnim smerom, a iste su apsolutne
vrednosti. Kako u mirovanju zbir momenata svih deluju¶cih sila mora
da bude jednak nuli, obe sile deluju po istom pravcu, koji prolazi kroz
te∙zi∙ste zapremine.

Ako se zamisli da je umesto zapremine °uida neko ∙cvrsto telo,
u∙cvr∙s¶ceno na odre¹denom polo∙zaju, onda je sila pritiska te∙cnosti na
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njega, koja se obi∙cno naziva ,,potisak", jednaka te∙zini istisnute te∙cnosti
(te∙zini °uida u toj zapremini), koja bi odr∙zavala ravnote∙zu sa silama
pritiska, koje su iste, bio u toj zapremini °uid, ili neko drugo telo { sli-
ka 71{4a.

Na sl. 71{4b, prikazano je plivaju¶ce telo. Po istom rasu¹divanju kao
i malo pre, sila pritiska te∙cnosti je i ovde jednaka te∙zini zapremine
istisnute te∙cnosti.

PRIMEDBA

Jedna∙cine ravnote∙ze (71{4) i (71{11) izvedene su neposredno za
uslove hidrostatike. U Poglavlju 35 iste jedna∙cine su dobijene kao po-
sebni slu∙cajevi dinami∙cke jedna∙cine (za najjednostavnije uslove) { to
su jedna∙cine (35{6) i (35{9).

9
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72

HIDROSTATI∙CKE SILE NA
∙CVRSTE GRANI∙CNE POVR∙SINE

I

HORIZONTALNA I VERTIKALNA
KOMPONENTA HIDROSTATI∙CKE SILE

Da bi se odredila horizontalna komponenta sile pritisaka na neku
povr∙sinu, kao prvo ¶ce se razmatrati ta komponenta na elementarni
deo povr∙sine. Iz slike 72{1 mo∙ze se zaklju∙citi da je komponenta dPX
sile dP na elementarnu povr∙sinu dA jednaka sili dP na projekciju dAX

te povr∙sine u ravni normalno postavljenoj na X-pravac (za taj pravac
se odre¹duje komponenta sile). Do navedenog zaklju∙cka se dolazi iz
ravnote∙ze sila koje u X-pravcu deluju na masu °uida izme¹du povr∙si-
na dA i dAX i povr∙sine koju obrazuju izvodnice kojima se kontura povr-
∙sine dA projektuje u odgovaraju¶cu konturu u dAX . Na tu masu deluje
(u X-pravcu) sila dP (dAX) koja se mora uravnote∙ziti sa silom jedna-
kom dPX(dA), ali suprotno usmerenom od sile nacrtane na slici 72{1.

Iz slike 72{1 moglo bi se zaklju∙citi da se radi o ravanskom proble-
mu (u ravni X;Z). Me¹dutim, tako je ura¹deno da crte∙z bude prost,
a treba objasniti da je povr∙sina dA proizvoljnog oblika i proizvoljno
orijentisana, tako da je sila dP , kada se uop∙steno razmatra, odre¹dena
sa tri komponente, jer je i povr∙sina odre¹dena sa tri projekcije. Ali, sve
∙sto ¶ce se re¶ci za jednu horizontalnu komponentu va∙zi i za drugu { upravo
va∙zi za proizvoljno orijentisanu horizontalnu komponentu.

Kod horizontalne komponente isti je pritisak p i na elementarnu po-
vr∙sinu dA i na njenu odgovaraju¶cu projekciju dAX , bez obzira gde se
ravan za projektovanje smestila, jer su uvek dA i odgovaraju¶ca projek-
cija dAX na istoj koti, pa su izlo∙zene istom pritisku.

Ovaj zaklju∙cak dozvoljava da se sve elementarne povr∙sine projektuju
na istu vertikalnu ravan { slika 72{2 { i na njoj se dobija projekcija AX

cele povr∙sine A. Prime¶cuje se da na sl. 72{2 u projekciju nije u∙sao
donji deo povr∙sine, jer se horizontalne sile na levu i desnu stranu tog

10
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dP dA( )X

dP dA   dP dA( ) = ( )X X

dP dAX ( )

dAdA
X

X

Slika 72{1 Horizontalna komponenta dPX sile na elementarnu
povr∙sinu dA jednaka je sili dP na projekciju dAX

dela povr∙sine me¹dusobno potiru. Drugim re∙cima, ne ulaze u projekciju
one povr∙sine koje se me¹dusobno preklapaju. Po∙sto je svaka elementarna
komponenta dPX jednaka sili na odgovaraju¶cu projekciju dAX onda je i
komponenta PX za celu povr∙sinu A jednaka sili na njenu projekciju AX

{ vidi sliku 72{2, gde je napisano:

PX(A) = P (AX) (72{1)

Iz prethodnog se mo∙ze iskazati pravilo: Horizontalna komponenta
hidrostati∙cke sile na proizvoljnu povr∙sinu jednaka je sili na projekciju te
povr∙sine u ravni normalnoj na pravac za koji se komponenta odreduje.

P A( )X P AX ( )

A X

X

P(A ) = P (A)X X

Slika 72{2 Horizontalna komponenta PX na povr∙sinu A
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Kao zadatak se stoga postavlja odre¹divanje sile na vertikalnu ravnu
povr∙sinu (∙sto ¶ce se raspravljati kasnije, pod II), jer ona odre¹duje i ho-
rizontalnu komponentu sile na proizvoljno zakrivljenu povr∙sinu.

¤ ¤ ¤

Za vertikalnu komponentu elementarne sile pritiska, p ne zna∙ci i
pritisak na projekciju dAZ elementarne povr∙sine dA ako se sve pro-
jektuje na istu ravan, gde bi se dobila projekcija cele povr∙sine, jer bi
ta ravan bila horizontalna pa bi pritisak na nju bio svuda isti, bez
obzira na polo∙zaj pojedinih elementarnih povr∙sina. Ovo zna∙ci da se
ovde (kod vertikalne komponente) ne mo∙ze jednostavno uzeti sila na
projekciju (kako se to moglo kod horizontalne komponente), nego treba
tra∙ziti drugi, i odgovaraju¶ci, na∙cin za odre¹divanje vertikalne kompo-
nente hidrostati∙cke sile.

Postupi¶ce se na slede¶ci na∙cin. Svaka od elementarnih komponena-
ta dPZ, mo∙ze se prikazati { slika 72{3 { te∙zinom odgovaraju¶ce elemen-
tarne zapremine °uida:

dPZ = p dAZ = °
p

°
dAZ = ° dV (72{2)

Treba uo∙citi da je za zapreminu dV merodavna visinska razlika izme-
¹du pijezometarske kote i polo∙zajne kote na povr∙sini dA, koja iznosi p=°.

Integrisanjem (72{2) dobija se:

PZ = °V (72{3)

kako je i napisano i na slici 72{3 gde je odgovaraju¶ca zapremina i
obele∙zena. Treba skrenuti pa∙znju da se radi o zapremini te∙cnosti izme¹du
povr∙sine i ravni pijezometarske kote, jer je u takvoj zapremini visina iz-
nad pojedine elementarne povr∙sine onolika kolika je visina koja izra∙zava
pritisak na tom mestu.

Na isti na∙cin kao na slici 72{3 do∙slo bi se do vertikalne komponente
hidrostati∙cke sile u bilo kom primeru. Slika 72{4 prikazuje ∙cetiri ka-
rakteristi∙cna slu∙caja, od kojih je prvi ponovljen sa slike 72{3. Sila PZ
prikazana je uvek zapreminom V , bolje re∙ceno te∙zinom °V te zapre-
mine. Kako postoji jednakost izme¹du sile i odgovaraju¶ce te∙zine i za
pojedine delove povr∙sine, sve do elementarnih, mo∙ze se zaklju∙citi da
sila PZ prolazi kroz te∙zi∙ste zapremine V .
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Slika 72{3 Vertikalna komponenta PZ hidrostati∙cke sile jednaka je te∙zini
°V koja se mo∙ze smestiti u zapreminu V

Prethodna razmatranja dovode do pravila: Vertikalna komponenta
kojom °uid deluje na povr∙sinu jednaka je te∙zini °uida koja se mo∙ze
smestiti u zapreminu izmedu povr∙sine i njene projekcije u ravni pije-
zometarske kote (u ravni gde je pritisak ravan nuli). Sila prolazi kroz
te∙zi∙ste navedene zapremine. Smer sile zavisi od toga da li °uid pri-
tiskuje grani∙cnu povr∙sinu ili je povla∙ci, odnosno da li vlada pritisak ili
potpritisak (da li je pijezometarska kota iznad ili ispod povr∙sine).

Nije suvi∙sno da se naglasi da se radi o te∙zini koja se mo∙ze smestiti
(tako je re∙ceno), u odre¹denu zapreminu, ∙sto ne zna∙ci da ta zapremina
mora biti i ispunjena °uidom.

¤ ¤ ¤
Hidrostati∙cka sila na zatvorenu povr∙sinu, prikazana je i obja∙snjena

ranije { slika 71{4a { mo∙ze se dobiti i prema prethodno izra∙zenom
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A
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PZ

PZ
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PZ

PZ γ V

Π Π

Π Π

Slika 72{4 Vertikalna komponenta hidrostati∙cke sile izra∙zava se odgo-
varaju¶com te∙zinom odgovaraju¶ce zapremine V

pravilu za vertikalnu komponentu hidrostati∙cke sile. Treba samo po-
smatrati odvojeno sile na gornji i donji deo povr∙sine, kako je prikazano
na slici 72{5.
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Slika 72{5 Sila potiska P na potopljeno telo kao sadejstvo vertikalnih
komponenti sila na gornju i donju povr∙sinu tela

Za celu zatvorenu povr∙sinu horizontalna komponenta je nula, pa je
vertikalna komponenta ujedno i ukupna sila.

¤ ¤ ¤

Poznavanje horizontalne komponente (jedne ili dve) prema onome
∙sto se izla∙ze u produ∙zetku (u Odeljku II) i poznavanje vertikalne kompo-
nente omogu¶cava, njihovim slaganjem u rezultantu, odre¹divanje ukupne
hidrostati∙cke sile.

Korisno je primetiti da za povr∙sinu koja je deo lopte ukupna sila
mora da prolazi kroz sredi∙ste lopte, jer sve elementarne sile (∙ciji je
rezultanta zbir) prolaze kroz sredi∙ste lopte, jer je pritisak uvek usmeren
u pravcu normale na povr∙sinu.

¤ ¤ ¤

Treba skrenuti pa∙znju da se sva izlaganja odnose na potpuno pro-
izvoljne povr∙sine, iako su na slikama 72{1 do 72{5 povr∙sine prikazane
linijama, pa bi se moglo pomisliti da se radi o ravanskim zadacima.
Me¹dutim, to je tako ra¹deno da bi crte∙zi bili pregledniji i jasniji { a ve¶c
je u po∙cetku izlaganja, uz obja∙snjenje slike 72{1 skrenuta pa∙znja na to.
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Zadacima, za koje se uslovljava da su ravanski bi¶ce kasnije posve¶ceno
posebno izlaganje, u Odeljku III.

II

HIDROSTATI∙CKE SILE NA RAVNE POVR∙SINE

Na horizontalnu ravnu povr∙sinu pritisak p = const, pa je sila:

P = pA (72{4)

koja deluje u te∙zi∙stu povr∙sine.
Za vertikalnu povr∙sinu A, kroz ∙cije te∙zi∙ste prolazi vertikalna oso-

vina Z i horizontalna Y , sila ¶ce delovati u horizontalnom X-pravcu {
slika 72{6.

Z

dP=pdA

P X

A

Y

Z

Z

ZP

YP

dA

P

dP

ΠΠ

napadna
ta~ka
sile

O

p

Slika 72{6 Uz obja∙snjenje sile na ravnu vertikalnu povr∙sinu

Elementarna sila dP je jednaka:

dP = p dA = (p0 ¡ °Z)dA (72{5)

pa je sila P na celu povr∙sinu A

P =
Z

A
(p0 ¡ °Z)dA = p0A¡ °

Z

A
ZdA
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Kako je drugi ∙clan dobijenog rezultata stati∙cki momenat povr∙sine A,
i to za te∙zi∙snu osovinu (Y osovina povu∙cena je kroz te∙zi∙ste), on mora
da bude jednak nuli pa ostaje:

P = p0A (72{6)

Ovo se mo∙ze izre¶ci pravilom: Hidrostati∙cka sila na vertikalnu povr∙si-
nu jednaka je proizvodu iz povr∙sine i pritiska u te∙zi∙stu. (Kasnije ¶ce se
pokazati da ovo va∙zi za svaku ravnu povr∙sinu, a ne samo za vertikalnu).

Napadna ta∙cka dobi¶ce se primenom stava da je momenat rezultante
(sile P ) jednak zbiru momenata komponenata (beskona∙cnom broju
beskona∙cno malenih sila dP ), tj. integralu. Za momente u odnosu na
osovinu Y { vidi sliku 72{6 { uz kori∙s¶cenje (72{5) mo∙ze se napisati:

P ZP =
Z

P
Z dP =

Z

A
Z(p0¡ °Z)dA = p0

Z

A
Z dA¡ °

Z
Z2dA (72{7)

Prvi ∙clan je jednak nuli { to je opet stati∙cki te∙zi∙sni momenat, dok
je drugi integral te∙zi∙sni momenat inercije povr∙sine (momenat inercije
povr∙sine A u odnosu na Y -osovinu, stoga ¶ce se ozna∙citi sa IY Y ), pa se
na osnovu prethodne jedna∙cine (72{7) mo∙ze napisati:

ZP = ¡°IY Y
P

= ¡ IY Y
Ap0=°

(72{8)

Iz ove jedna∙cine se mo∙ze zaklju∙citi da je napadna ta∙cka sile ispod
te∙zi∙sta (ZP < 0) kada je pritisak u te∙zi∙stu (p0) pozitivan, tj. kada
je pijezometarska kota iznad te∙zi∙sta. Ovo je razumljivo i bez ikakvog
izvo¹denja, jer bi sila P delovala u te∙zi∙stu povr∙sine samo onda kada
bi pritisak bio isti po celoj povr∙sini (tako je samo kod horizontalnih
povr∙sina). Me¹dutim, pritisak raste sa dubinom i to rezultantu ,,odvla∙ci"
na dole od te∙zi∙sta.

Na slici 72{7 nacrtani su slu∙cajevi sa pijezometarskom kotom iznad
i ispod te∙zi∙sta. U drugom slu∙caju °uid u te∙zi∙stu povr∙sine ne pritiskuje,
nego povla∙ci povr∙sinu, i stoga sila P deluje iznad te∙zi∙sta.

Napadna ta∙cka sile, uop∙steno uzev∙si, odre¹dena je ne samo sa ZP ,
nego jo∙s i sa YP { slika 72{6. YP se odre¹duje primenom momentne
jedna∙cine oko Z-osovine: izjedna∙cuje se opet momenat rezultante P i
integral momenata elementarnih sila. Tako se dobija:
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te`i{te
P

P
te`i{te

Π

Π

Slika 72{7 Polo∙zaj napadne ta∙cke sile na vertikalnu povr∙sinu u odnosu
na te∙zi∙ste: za pritiskuju¶cu silu (levo) i za povla∙ce¶cu silu (desno)

YP = ¡°IY Z
P

= ¡ IY Z
Ap0=°

(72{9)

Ovde je IY Z centrifugalni momenat povr∙sine A u odnosu na te∙zi∙sne
osovine Y i Z, odre¹den integralom:

IY Z =
Z

A
XZdA (72{10)

Za simetri∙cne povr∙sine u odnosu na Z ili Y osovinu, centrifugalni
momenat je jednak nuli, pa je tada YP = 0, ∙sto zna∙ci da je napadna
ta∙cka na istoj vertikalnoj liniji na kojoj je i te∙zi∙ste.

¤ ¤ ¤
Posmatra se hidrostati∙cka sila P na kosu ravnu povr∙sinu postavlje-

nu da sa horizontalnom ravni zatvara ugao ® { slika 72{8. Odnos
sile P i njene komponente PX je isti kao i odnos povr∙sine A, i njene
projekcije AX na ravan normalnu na pravac komponente:

P

PX
=

A

AX

=
1

sin®
(72{11)
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PX
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PZ

L ZZ

AX

T = te`i{te povr{i
N = napadna ta~ka sile

Y X

YP

XP

P
napadna

ta~ka

T T

N

Π

L
P

Slika 72{8 Uz obja∙snjenje sile na kosu ravnu povr∙sinu

Prema (72{1) komponenta PX je jednaka sili na projekciju AX tj.
sili na vertikalnu povr∙sinu, a ona je, shodno (72{6), jednaka:

PX = p0AX (72{12)

Ovo omogu¶cava zamenu za PX u (72{11), uz napomenu da je priti-
sak p0 u te∙zi∙stu povr∙sine A jednak pritisku u te∙zi∙stu povr∙sine AX (jer su
oba te∙zi∙sta na istoj polo∙zajnoj koti). Navedenom zamenom dobija se:

P|{z}"
hidrostati∙cka sila
na ravnu povr∙sinu

#
= p0|{z}"

pritisak
u te∙zi∙stu

#
A|{z}h

povr∙sina
i

(72{13)

Ova jedna∙cina va∙zi za svaku ravnu povr∙sinu. Prvobitno je kod (72{6)
napisana uz obja∙snjenje da je namenjena vertikalnoj povr∙sini, a sada je
njena primena pro∙sirena na bilo kakvu ravnu povr∙sinu, a tako je tamo
i bilo najavljeno.

Iz napisanoga se uvi¹da da je za ravnu povr∙sinu dovoljno odrediti
ili silu na projekciju prema (72{12), ili sa (72{13) silu na povr∙sinu, a
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samim tim i vertikalna komponenta PZ je odre¹dena:

PZ = P cos® ili PZ = PX
1

tg®
(72{14)

Pravci delovanja komponenti PZ i PX seku se na samoj povr∙sini pa
kroz tu ta∙cku mora prolaziti i rezultanta PZ . Tako je i prikazano na
slici 72{8. Ovo zna∙ci da je:

ZP
sin®

=
XP

cos®
= LP (72{15)

gde ZP , XP i LP odre¹duju polo∙zaj sila PZ , PX i P .
Da je prethodni navod ta∙can dokazuje se primenom jedna∙cine za

momente sila PZ i PX u odnosu na te∙zi∙snu osu Y, a ti momenti moraju
se me¹dusobno uravnote∙ziti tj. mora da bude:

PZZP = PXXP (72{16)

Ako je (72{15) zaista ta∙cno, prethodni izraz se mo∙ze napisati sa:

PZLP sin® = PXLP cos® (72{17)

Iz ovoga se dobija:
PZ
PX

=
1

tg®
(72{18)

a to je zaista ispravno { ve¶c je napisano sa (72{14).
ZP je odre¹deno sa (72{8) za projekciju AX , za koju ¶ce se momenat

inercije ozna∙citi sa IY Y (AX):

ZP =
IY Y (AX)

AX p0=°
(72{19)

Poznavanjem ZP poznato je odmah i LP { prema (72{15), ali se LP
mo∙ze na¶ci i neposredno preko same povr∙sine A i njenog momenta iner-
cije, ako se izjedna∙ci zbir momenata svih elementarnih sila dP i rezul-
tante P :

LP =
IY Y (A)

Ap0=°
(72{20)

Pomeranje napadne ta∙cke sile u pravcu Y , tj. YP , na¶ci ¶ce se za
projekciju AX , prema (72{9), a isti rezultat ¶ce se dobiti i za povr∙sinu A
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sa IY L (centrifugalni momenat za osovine Y i L, ova druga le∙zi na samoj
povr∙sini):

YP =
IY Z(AX)

AXp0=°
=
IY L(A)

Ap0=°
(72{21)

Korisno je opet skrenuti pa∙znju da su svi pomenuti momenti te∙zi∙sni,
jer osovine Z; Y i L prolaze kroz te∙zi∙ste povr∙sine A.

¤ ¤ ¤

Odre¹divanje sile na ravnu povr∙sinu mo∙ze da se pojavi kao sastavni
deo zadatka odre¹divanja sile na zakrivljenu povr∙sinu A ako ona i ravna
povr∙sina A» (normalna na pravac ») ∙cine zatvorenu povr∙sinu koja ome-
¹duje zapreminu °uida V , ∙cija je te∙zina G = °V { slika 72{9, levi crte∙z.
Re∙savanje zadatka mo∙ze znatno da olak∙sa slede¶ce rasu¹divanje: Posma-
trana masa u zapremini V preko povr∙sine A prima silu P» od preostale
°uidne mase, pa tu silu, uz dodavanje sopstvene te∙zine °uidaG, predaje
povr∙sini A, tj. na nju deluje silom P :

~P = ~P» + ~G (72{22)

Pξ

PG

GAξ

Aξ

A

P

A

Pξ

V

V

Π Π

Pξ

P

-G

Pξ

P
G

Slika 72{9 Sili P» na ravnu povr∙sinu A» dodaje se (levo), odnosno odu-
zima (desno) te∙zina G °uida, pa se dobija sila P na zakrivljenu povr∙sinu A
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Na∙celno na isti na∙cin se mo∙ze re∙siti zadatak gde zakrivljena povr∙si-
na A, na koju se tra∙zi sila, i ravna povr∙sina A» zatvaraju zapreminu koja
je van °uidne mase (nedostaje). Ovde se nedostaju¶ca te∙zina oduzima,

tj. ovde je ~P = ~P» ¡ ~G { vidi desni crte∙z na slici 72{9.

III

RAVANSKI ZADACI

Ravanski zadatak prou∙cava se samo u jednoj ravni, a u svim ravni-
ma paralelnim sa njom stanje je potpuno isto. U zadacima statike °u-
ida pod dejstvom te∙zine ravan prou∙cavanja je vertikalna { to je ravan
crte∙za na slici 72{10. Tu je povr∙sina A na koju se tra∙zi sila prikazana
linijom (ta linija je presek povr∙sine A sa ravni u kojoj se prou∙cavanje
obavlja). U vertikalnoj ravni normalnoj na ravan prou∙cavanja projek-
cija povr∙sine A (na koju se tra∙zi sila) je pravougaonik. Povr∙sina se
pru∙za du∙zinom L u pravcu normalnom na crte∙z.

ΩZ

TZ

dX

dPX dZ

PXTX
ΩX

A

PZ

p 
γ

p 
γ

1:1

L

p 
γ

ΠZ Z X

dΩX

dPZ

dΩZ

dPX = pdAX = pLdZ = °L
p

°
dZ = °LdX PX = °LX

dPZ = pdAZ = pLdX = °L
p

°
dX = °LdZ PZ = °LZ

Slika 72{10 Za ravanski zadatak sile i raspored optere¶cenja srazmerni su
sa odgovaraju¶cim povr∙sinama na crte∙zu (TX , TZ = te∙zi∙sta povr∙sina X , Z)
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Razlika izme¹du prikazivanja ravanskog zadatka i prikaza uz ranija
razlaganja je u tom ∙sto se kod ravanskog zadatka povr∙sina potpuno
prikazuje jednom linijom, a nadalje ¶ce se koristiti i mogu¶cnost ta∙cnog
rasporeda hidrostati∙ckog optere¶cenja, pa i polo∙zaja sila, dok je ranije
(kako je obja∙snjeno svojevremeno) prikaz povr∙sina, optere¶cenja i sila
bio simboli∙can.

Na slici 72{10 napisane su elementarne komponente dPX i dPZ ,
a potom i njihovi integrali, tj. PX i PZ. Sile su predstavljene odgo-
varaju¶cim povr∙sinama (X , Z), a srazmernost uklju∙cuje i celokupan
raspored optere¶cenja. Prema tome sile PX i PZ prolaze kroz te∙zi∙sta
povr∙sina X i Z (vidi sliku 72{10). Nije na odmet upozoriti da se
ovde ne radi o te∙zi∙stu povr∙sine na koju se sila tra∙zi, nego o te∙zi∙stu
povr∙sina koje prikazuju optere¶cenje.

Korisno je uputstvo za re∙savanje prakti∙cnih zadataka, gde je povr-
∙sina A na koju se tra∙zi sila pritisaka deo omota∙ca kru∙znog cilindra,
upravo gde tu povr∙sinu predstavlja kru∙zni luk. Za taj slu∙caj pravac
delovanja sile P mora da prolazi kroz centar kruga.

Ako se radi o ravanskom zadatku na kosu povr∙sinu { slika 72{11 {
kod njega se mo∙ze nacrtati optere¶cenje po komponentama ili odmah
rezultuju¶ce.

p 
γ

TX1:1

ΩX

PX

P

PZ

α

( - )ctg H H2 1 α

TZ
H1

H1

T

P
H2

α

Ω

H2

ΩZ

(
-

)

  sin
H

H2
1α

Π Z

H 2

H1

Slika 72{11 Ravanski zadatak na kosu povr∙sinu; re∙sen je sa komponen-
tama (levo) i neposredno sa rezultantom (desno)
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IV

SILE PRITISKA GASA
NA ZIDOVE ZATVORENOG SUDA

Razmatraju se sile kojima gas deluje na povr∙sine suda u kome je
zatvoren. Mo∙ze da bude ceo sud ispunjen gasom, ili se gas pod pritiskom
nalazi iznad te∙cnosti. Speci¯∙cna te∙zina gasa je veoma malena (u odnosu
na speci¯∙cnu te∙zinu te∙cnosti), pa je uticaj sile te∙zine gasa na promenu
pritiska zanemarljiv (ako je sloj gasa ograni∙cene visine). Tada se mo∙ze
uzeti za celu zapreminu gasa koji miruje u zatvorenom sudu:

p = const (72{23)

Kao primer data je slika 72{12.
Prihvatanje stava o konstantnom pritisku u celoj zapremini gasa u

zatvorenom sudu dovodi do pravila: Komponenta za bilo koji pravac
sile kojom gas deluje na povr∙sinu suda u kome je zatvoren jednaka je
sili na projekciju povr∙sine, normalnu na pravac za koji se komponenta
odreduje, prolazi kroz te∙zi∙ste te projekcije (sl. 72{13). Ovo pravilo se
obja∙snjava zanemarenjem te∙zine, pa va∙zi uvek da je komponenta sile
jednaka sili na projekciju (∙sto je ranije, kod te∙skih °uida, va∙zilo samo
za horizontalnu komponentu), a prolazak sile kroz te∙zi∙ste projekcije
name¶ce svuda isti pritisak.

ZC
vazduh za vazduh

p p =  = constC

p Z = (  - )Π γ
za vodu

pC
γ

p
γv o d a

Π Π

p 
γ

Z

C

Slika 72{12 Pritisak na bo∙cni zid suda ispunjenog delimi∙cno vodom; iznad
nje je vazduh pod pritiskom
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A

P p A= ξP

gas p

ξ

A ξ

Slika 72{13 Sila P pritiska gasa na povr∙sinu A je jednaka sili na pro-
jekciju A» normalnu na pravac », bez obzira da li je pravac horizontalan,
vertikalan ili kos

Zanemarenje te∙zine uslovilo je konstantan pritisak, a ovaj zna∙ci i
konstantnu gustinu (jer postoji zavisnost izme¹du pritiska i gustine), pa
tako sti∙sljivost nije do∙sla do izra∙zaja { pri re∙savanju jednog odre¹denog
zadatka, za jedno odre¹deno stanje mirovanja gasa zatvorenog u sudu.
To je trebalo naglasiti, radi otklanjanja svake zabune, jer ista masa
gasa i u istom sudu mo∙ze ispoljiti sti∙sljivost, i posle nekog procesa
do¶ci pod drugi pritisak, a on name¶ce drugu gustinu { ovo se mo∙ze
posti¶ci, na primer, dosipanjem, ili isticanjem te∙cnosti (gas je iznad
te∙cnosti). Mo∙ze se posti¶ci i grejanjem, odnosno hla¹denjem. Ako se
u tok procesa ne ulazi, nego se razmatra novo ravnote∙zno stanje (posle
zavr∙setka procesa) opet je za novo stanje pritisak konstantan (neka
druga konstanta).

¤ ¤ ¤
Ako se razmatra sloj gasa velike visine, uticaj te∙zine se ne mo∙ze za-

nemariti. Na primer, za odre¹divanje atmosferskog pritiska u zavisnosti
od visine, te∙zina se mora uzeti u obzir, jer ga ona i stvara. Pritisak se
menja sa visinom, a sa njime i gustina, tu sti∙sljivost dolazi do izra∙zaja,
pa ne va∙ze zakonitosti izvedene u ovom poglavlju.
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deo osmi

OSNOVE ZA PROU∙CAVANJE
USTALJENIH TE∙CENJA

UPOREDUJU¶CI STANJA U DVA
POPRE∙CNA PRESEKA TOKA
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81
PRETPOSTAVKE I USLOVI

I. Prou∙cava¶ce se zadaci gde celokupno razmatrano strujanje pro-
lazi kroz odre¹denu povr∙sinu, koja se mo∙ze postaviti normalno na pravac
strujanja. To je struja (ili tok) koja prolazi kroz svoj popre∙cni pre-
sek. Postavlja se uslov da je strujanje kroz popre∙cni presek, odabran
za razmatranje, pravolinijsko i paralelno, ∙sto i omogu¶cava postavljanje
popre∙cnog preseka normalno na pravac strujanja. Ako se u struji mo∙ze
postaviti dva, ili vi∙se, popre∙cnih preseka, barem pribli∙zno prema nave-
denom uslovu, stvara se mogu¶cnost prou∙cavanja na osnovu uporedenja
stanja u dva popre∙cna preseka, uz pogodnost ∙sto se u pojedinom pre-
seku stanje lako odredi, jer je strujanje veoma jednostavno. Treba do-
dati da uslov za popre∙cni presek struje ne mora biti ispunjen du∙z cele
struje { dovoljno je da se prona¹de dovoljan broj takvih preseka, ∙sto ¶ce
omogu¶cavati upore¹divanje stanja u njima. Na slici 81{1 to je pokazano,

presek (a)
popre~ni

a

c

b

Slika 81{1 Struja kroz popre∙cne preseke (a) i (b) prolazi uz ispunjavanje
uslova pravolinijskog paralelnog strujanja, dok taj uslov nije ispunjen u (c),
gde je strujanje krivolinijsko, a uz donji zid povratno
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gde se uo∙cavaju dva popre∙cna preseka struje { (a) i (b) { sa ispunjenim
uslovom o pravolinijskom paralelnom strujanju, dok to ne ispunjava
presek (c) izme¹du njih. Pravolinijsko i paralelno strujanje dopu∙sta da
se uvedu veli∙cine koje se odnose na presek, a ne na pojedine ta∙cke pre-
seka (kako se to posti∙ze razjasni¶ce se kasnije { pod III i IV) ∙cime se
prou∙cavanja znatno olak∙savaju.

Kao struje razmatraju se prakti∙cni zadaci strujanja u cevima, kana-
lima, rekama (i sli∙cnim provodnicima), gde se lako pronalaze popre∙cni
preseci sa paralelnim i pravolinijskim strujanjem, upravo barem sa pri-
bli∙zno takvim stanjem. Dobar deo prakti∙cnih hidrauli∙ckih zadataka
svodi se na upore¹divanja stanja u popre∙cnim presecima.

II. Prou∙cava¶ce se samo struje nesti∙sljivog °uida (gustina ½ = const)
i uz delovanje te∙zine, kao jedine zapreminske sile. To su uslovi uzeti u
Hidrostatici, i tamo, na po∙cetku Poglavlja 71, obja∙snjeni. Tre¶ci tamo-
∙snji uslov, naveden pod (c), o nedelovanju tangencijalnih napona, ne
mo∙ze se sada prihvatiti kao ostvarljiv i pri kretanju, dok je opravdan pri
mirovanju °uida. Naime, kod kretanja °uida neminovno je delovanje
napona trenja izme¹du deli¶ca °uida. Me¹dutim, mo∙ze se razmatrati uz
izostavljanja tangencijalnih napona, upravo uz izostavljanje celog de-
vijatorskog dela napona, pa ¶ce se dobiti re∙senje za ,,idealan °uid". Ta
re∙senja se naknadno popravljaju, da bi odgovarala stvarnom stanju
stvari { takav postupak je odoma¶cen u hidrauli∙ckim razmatranjima,
gde se procenjuje zbirni uticaj (za celu masu izme¹du dva popre∙cna pre-
seka struje) onoga ∙sto unosi devijatorski deo napona (on unosi trenje
unutar °uida i izme¹du °uida i ∙cvrste granice).

,,Idealan" °uid ponegde se naziva ,,savr∙sen". Umesto naziva ,,idea-
lan" pogodniji bi bio naziv ,,idealizovan", jer °uid nije zapravo idealan,
nego se tako zami∙slja, on se idealizuje, prikazuje se savr∙senijim nego ∙sto
jeste.

III. Posledica pretpostavljenog paralelnog strujanja je hidrostati∙cki
zakon rasporeda pritiska po popre∙cnom preseku struje, tj. za sve deli¶ce
istog popre∙cnog preseka pijezometarska kota je ista, ona se odnosi na ceo
presek. Podse¶ca se da je pijezometarska kota uvedena izrazom (71{7).
Ako se sa x1 ozna∙ci pravac strujanja (normalno na popre∙cni presek), a
sa x2 bilo koji pravac u ravni popre∙cnog preseka (sl. 81{2), prethodno
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se pi∙se:
@(Z + p=°)

@x2
=

@¦

@x2
= 0 (81{1)

Prihvatanje hidrostati∙ckog rasporeda pritiska opravdava se time ∙sto
su brzine normalno usmerene na popre∙cni presek, pa u ravni toga pre-
seka nema komponente brzine, pa nema ni ubrzanja, pa se sile uravno-
te∙zuju kao u hidrostatici.

Π Π

Π Π I Π II ΠIII

za presek

2x

2x

Zvertikala

x1

x1

po
pr

ec
ni

pr
es

ek

za jedan

presek
poprecni

I

II

III

Slika 81{2 Pijezometarska kota za ceo jedan popre∙cni presek struje je
ista; gornji crte∙z odnosi se na struju pod pritiskom (cev), a donji na struju
sa slobodnom povr∙sinom (kanal)

Korisno je naglasiti da se (81{1) ne ostvaruje, iako su brzine nor-
malno usmerene na presek, ako je strujanje krivolinijsko { primeri na
slici 81{3. Tada se pijezometarska kota pove¶cava ka spolja∙snjoj strani
krivine, jer postoji ubrzanje u pravcu normalnom na strujanje (jer brzi-
na menja pravac) iako u tom pravcu u posmatranoj ta∙cki nema kompo-
nente brzine. Uno∙senje ovoga ubrzanja remeti hidrostati∙cku raspodelu
pritisaka.
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Π

Π

Π

Πsp

un

I

I

II
Π III

n

Π III
d

nivo 

dno

ΠΠ II II
n d=

U krivini cevi
pijezometarska kota za ceo

unutrasnjoj strani krivine kota
presek nije ista. Na

je niza nego na spoljnoj.

Pijezometarska kota nije ista za ceo 
presek I (ni za III), usled zakrivljenog strujanja
dok je za ceo presek II priblizno ista (tu je 
strujanje priblizno pravolinijsko i paralelno). III

Slika 81{3 Promene pijezometarske kote po preseku gde je strujanje

zakrivljeno
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IV. Brzina u je po celom popre∙cnom preseku struje normalno usme-
rena na presek pa se mo∙ze napisati:

Q =
Z

A
u dA = vA

proticaj kroz popre∙cni presek struje

(81{2)

v = 1
A

Z

A
u dA

srednja (prose∙cna) brzina za presek

(81{3)

Srednja brzina v (data je posebna oznaka da se ne bi nadalje stalno
pisalo usr) odre¹duje proticaj Q (Q = protekla zapremina kroz presek u
jedinici vremena), a vezana je za popre∙cni presek i upore¹duju se srednje
brzine du∙z struje, od preseka do preseka.

V. Raspravlja¶ce se samo ustaljena strujanja { kako je nagla∙seno
stavljanjem u sam naslov ovoga (Osmog) dela knjige. Ovo zna∙ci da
se lokalne vrednosti (vrednosti u mestu) ne menjaju tokom vremena.
Ustaljeno stanje u struji zna∙ci da utvr¹deno stanje u presecima, i
upore¹denje stanja za preseke, va∙zi za sve vremenske trenutke, a to
znatno olak∙sava prou∙cavanje. Na primer, srednja brzina i pijezome-
tarska kota, ili bilo koja veli∙cina, za odre¹deni presek ne menjaju se kroz
vreme.

VI. Na∙cela o nepromenljivosti mase i neprekidnosti (kontinuitetu)
°uida primenjena na struju dovode do zaklju∙cka da proticaji kroz dva
popre∙cna preseka moraju biti jednaki. Masa °uida koja u odre¹denom
trenutku zauzima zapreminu izme¹du popre∙cnih preseka (I) i (II) struje {
slika 81{4 { ostaje nepromenjena i uvek ¶ce potpuno ispunjavati prostor
koji zauzima (,,ne prekida se"). Stoga su jednake zapremine dVI i dVII,
koju posmatrana masa za vreme dt napusti, odnosno osvoji (°uid je
konstantne gustine, pa jednakost masa zna∙ci i jednakost zapremina,
a ustaljenost ne dopu∙sta promenu zapremine izme¹du preseka). Kako
je dVI = QIdt, a dVII = QIIdt, jednakost zapremine dVI i dVII zna∙ci
jednakost proticaja pa se dobija:
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dVIIdVI

t dt+t dt+

Q

t t

AI

I

AII

dV   Q dtII II=dV   Q dtI I=

dV   dVI II= ( )  = ( )vA vAI IIQ QI  II=

II

Slika 81{4 Nepromenljivost mase i neprekidnost °uida zna∙ce jednakost za
vreme dt napu∙stene zapremine dVI i istovremeno osvojene zapremine dVII;
iz toga proizilazi jednakost proticaja u oba preseka

QI = QII

(vA)I = (vA)II

jedna∙cina nepromenljivosti mase ili
jedna∙cina neprekidnosti (kontinuiteta)

(81{4)

Jedna∙cina se mo∙ze primeniti na bilo koja dva preseka struje.
Za ra∙cvanje (razdvajanje ili spajanje) struja, jedna∙cina neprekidno-

sti se iskazuje izjedna∙cenjem zbira razdvojenih proticaja i zajedni∙ckog
proticaja. Dat je primer za spajanje { slika 81{5.

Q =Q +QIII I II
Q II

Q
I

Slika 81{5 Nepromenljivost mase i neprekidnost °uida uslovljavaju iz-
jedna∙cenje proticaja: zbir proticaja u obe sastavnice jednak je proticaju
posle spajanja
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VII. Izme¹du dva popre∙cna preseka struje, struja je ograni∙cena omo-
ta∙cem. Za uslovljeno ustaljeno strujanje ni on se ne menja kroz vreme.
Ako je omota∙c ∙cvrsta nepokretna grani∙cna povr∙sina, onda izme¹du njega
i struje nema izmene energije (nema rada, jer se on ne kre¶ce). Tako
je kod te∙cenja pod pritiskom { u cevima, na primer. Neuzimanje me-
hani∙cke energije od strane omota∙ca ne zna∙ci da se mehani∙cka energija
ne gubi { ona se unutar cele struje trenjem izme¹du deli¶ca preobra¶ca u
drugu vrstu energije, u toplotu. Kod kanala omota∙c je delimi∙cno ∙cvrsta
grani∙cna povr∙sina (dno i bokovi), a delimi∙cno je slobodna povr∙sina
te∙cnosti. Sile trenja izme¹du vazduha i te∙cnosti po njenoj slobodnoj
povr∙sini su zanemarljive u odnosu na sile trenja izme¹du ∙cvrste granice
i °uida. Zanemaruje se i izmena energije po slobodnoj povr∙sini, jer
je bezna∙cajna u odnosu na gubitke mehani∙cke energije unutar struje.
Takva upro∙stavanja su opravdana, a znatno olak∙savaju prou∙cavanja
struja sa slobodnom povr∙sinom.

Posebnu vrstu zadataka ∙cine oni zadaci gde se pokretnim ∙cvrstim
omota∙cem obavlja prenos energije izme¹du °uida i omota∙ca. Na taj
na∙cin, radom omota∙ca predaje se energija struji izme¹du dva popre∙cna
preseka, ili se energija oduzima { tako se dovedena energija koristi za
pokretanje °uida (pumpe, ventilatori), ili se energija °uida koristi za
kretanje ∙cvrste granice (turbine, vetrenja∙ce).

DODATAK

U nastavku ¶ce se prethodni uslovi tuma∙citi sa stanovi∙sta op∙stih za-
konitosti izlaganih u Prvoj knjizi.

Uslov o paralelnom i pravolinijskom strujanju kroz popre∙cni presek
struje, naveden pod (I), ako je strujanje turbulentno, odnosi se na osred-
njene brzine, ∙sto zna∙ci da u ravni popre∙cnog preseka mogu da le∙ze samo
°uktuiraju¶ce brzine.

Uslovi, opisani pod (II) o konstantnosti gustine i o delovanju te∙zine
kao jedine zapreminske sile ne ostvaruju se samo u izuzetnim zadacima
kretanja te∙cnosti (koje onda treba posebno prou∙cavati).

Uslov (III) o paralelnom i pravolinijskom stanju, normalno upravlje-
nom na popre∙cni presek, prema ranijim navodima, ima za posledicu istu
pijezometarsku kotu za sve deli¶ce u istom preseku. To je otprilike tako,
a nije potpuno ta∙cno kod turbulentnog strujanja, iako je osrednjeno
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strujanje pravolinijsko i paralelno. To se vidi iz slede¶ceg razmatranja.
Za pravac 2 uze¶ce se pravac normalan na strujanje, tj. osa 2 le∙zi u ravni
popre∙cnog preseka struje. U jedna∙cini (53{12), napisanoj za pravac 2
(tj. j = 2), ulaze:

u2 = 0; f2 = ¡g@Z=@x2;
@

@x1

(u0iu
0
2) = 0

Drugi navod izra∙zava zapreminsku silu (te∙zinu), prema (28{6). Tre¶ci
navod je napisan na osnovu uslova pravolinijskog i paralelnog strujanja,
gde se u blizini popre∙cnog preseka ne menjaju turbulentne karakteri-
stike toka, jer se presek ne menja (ili se menja zanemarljivo). Ovde je
pravac 1 pravac strujanja. Kori∙s¶cenjem napisana tri navoda u jedna∙ci-
ni (53{12) dobija se:

0 = ¡½g @Z
@x2

¡ @p

@x2

+
@

@x2

(¡½u02u02) +
@

@x3

(¡½u03u02)

Uvr∙stavanjem osrednjene pijezometarske kote ¦, koja je jednaka
Z + p=½g, prethodna jedna∙cina se svodi na:

g
@¦

@x2
+

@

@x2
(u02u

0
2) +

@

@x3
(u03u

0
2) = 0 (81{5)

Uz pretpostavku da je strujanje i ravansko { u ravni (1; 2), pretho-
dno postaje:

@

@x2

Ã
¦ +

u02u
0
2

g

!
= 0 (81{6)

Prethodne jedna∙cine ukazuju da °uktuacije brzina remete istovet-
nost pijezometarske kote po popre∙cnom preseku, ali se mo∙ze odmah
nagovestiti da je to zanemarljivo (a o tome ¶ce, uz odgovaraju¶ce do-
kaze, biti re∙ci u narednim poglavljima), pa se mo∙ze kao prihvatljiva
aproksimacija uzeti da je osrednjena pijezometarska kota ista za ceo
presek.

Druga veli∙cina vezana za popre∙cni presek je srednja brzina v, uve-
dena u (IV) i odre¹dena sa (81{3). Na nju, pa onda ni na proticaj Q,
dat sa (81{2), kao ni na jedna∙cinu (81{4), ne uti∙cu °uktuiraju¶ce brzine,
jer se osrednjavanjem me¹dusobno potire uticaj momentalnih kolebanja.
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To je razlo∙zeno jedna∙cinom (52{13), gde je tamo∙snje usr sada zamenje-
no sa v. Prema tome, kod turbulentnog strujanja brzina v za presek
je srednja brzina od kroz vreme ve¶c osrednjenih lokalnih brzina (za
pojedine ta∙cke):

v =
1

A

Z

A
udA (81{7)

Treba dodati da uvo¹denje srednje brzine zahteva i uvid u neravno-
mernost brzine po preseku, koji se mo∙ze izraziti sa:

¯ =

R
A u

2dA

v2A
(81{8)

® =

R
A u

3dA

v3A
(81{9)

Brojitelji u prethodnim izrazima su ,,statisti∙cki momenti" drugoga,
odnosno tre¶cega reda. Koe¯cijenti ¯ i ® imaju primenu tamo gde se
pojavljuje kvadrat ili kub brzine. Kako se ovi koe¯cijenti odnose na
presek, oni se vi∙se razlikuju od jedinice ako je neravnomernost brzine
po preseku ve¶ca. Ako nisu mnogo razli∙citi od jedinice, mogu se upo-
trebljavati v2A, odnosno v3A, umesto integrisanja kvadrata, odnosno
kuba brzine, po preseku, ∙sto znatno pojednostavljuje prou∙cavanje.

Kod turbulentnog strujanja u prethodnim izrazima treba uzimati
osrednjene brzine u pojedinim ta∙ckama, pa ¶ce ¯ i ® izra∙zavati nerav-
nomernost osrednjenih brzina:

¯ =

R
A u

2dA
v2A

® =

R
A u

3dA
v3A

9
>>>>=
>>>>;

(81{10)

Ako se vodi ra∙cuna o °uktuacijama brzina u izrazima sa kvadrati-
ma i kubovima brzina, posle osrednjavanja ostaju i izvesni ∙clanovi sa
°uktuacijama, ∙sto se vidi iz pravila o osrednjavanju (52{3) i (52{5).
Me¹dutim, ti uticaji °uktuacija obi∙cno bi manje menjali rezultat, nego
∙sto mo∙ze da iznosi neminovna gre∙ska u proceni uticaja osrednjenih ve-
li∙cina.
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Uslov ustaljenosti, napisan pod (V), treba kod turbulentnih stru-
janja shvatiti kao ustaljenost osrednjenih vrednosti ∙sto je ranije razja-
∙snjeno i jedna∙cinom (52{11) izra∙zeno.

¤ ¤ ¤

Nadalje se dodaje razmatranje o pijezometarskoj koti u popre∙cnom
preseku zakrivljene struje, jer ¶ce to dovesti do korisnih prakti∙cnih za-
klju∙caka.

U ta∙cki zakrivljene strujnice osa 1 se postavlja u pravcu brzine, pa
je u2 = u3 = 0, osa 2 se postavlja tako da elementarni deo strujnice dx1

le∙zi u ravni (1, 2) u kojoj je crte∙z na slici 81{6. U pravcu 2 nema brzine,
ali ima ubrzanja (jer brzina menja pravac), dok u pravcu 3 nema ni
brzine ni ubrzanja. Ovo zna∙ci da je osa 2 postavljena u pravcu normale
(unutra∙snje), a osa 3 u pravcu binormale na posmatranu strujnicu u
posmatranoj ta∙cki. Mo∙ze se napisati:

u1 = u; u2 = u3 = 0;
@u3

@x1
= 0;

@u2

@x1
6= 0

pa se iz op∙steg izraza za ubrzanje (21{4) dobijaju ubrzanja za posma-
trani slu∙caj

Du1
Dt = @u1

@t + u1
@u1
@x1

= @u1
@t + @

@x1

µ
u2

1
2

¶

Du2
Dt = @u2

@t + u1
@u2
@x1

Du3
Dt = @u3

@t

9
>>>>>>>=
>>>>>>>;

(81{11)

Prva jedna∙cina ve¶c je ranije napisana sa (35{10), gde se tako¹de
napisalo ubrzanje za pravac strujanja.

Za ustaljeno strujanje, a takvo se nadalje uslovljava, otpadaju prvi
∙clanovi (lokalna ubrzanja) u prethodnim izrazima.

Ubrzanje u pravcu normale mo∙ze se izraziti u pogodnom obliku ako
se iskoristi slika 81{6, gde se iz sli∙cnosti trouglova mo∙ze napisati:

tg± =

@u2
@x1

dx1

u1 + @u1
@x1

dx1

=
dx1

r
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1

δ

δI0
u(I)

2

1u  (0)

dx1
2u

x1

o
odx1

1u  (I)

1 dx1
u
x1

o
o

r

Slika 81{6 Deli¶c je iz polo∙zaja (0) stigao u (I) pri ∙cemu se brzina promenila, sa

u(0) = u1(0) na u(I)

gde je r = polupre∙cnik zakrivljenja. Dodatni ∙clan uz u1 je zanemarljiv
(u odnosu na u1) pa se iz prethodnog pi∙se:

@u2

@x1
=
u1

r
(81{12)

∙sto uvr∙steno u drugu jedna∙cinu u (81{11), a za ustaljeno strujanje, daje:

ubrzanje u pravcu normale = u1
@u2

@x1
=
u2

r
(81{13)

jer je u1 = u. Ovaj izraz poznat je iz Mehanike materijalne ta∙cke kao
,,centrifugalno ubrzanje".

Za pravac binormale nema ubrzanja za ustaljeno strujanje, ∙sto je
uo∙cljivo iz tre¶ce jedna∙cine u (81{11).

Primeni¶ce se jedna∙cina (35{5). Ona za j = 2 (pravac normale), na
osnovu (81{13) i za ustaljeno strujanje, daje:

u2

r
= ¡g @

@x2

Ã
Z +

p

°

!
= ¡g @¦

@x2
(81{14)
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a za pravac binormale dobija se

@¦

@x3

= 0 (81{15)

jer u pravcu 3 nema ubrzanja, kako je malo pre zaklju∙ceno.
Primenjena jedna∙cina va∙zi za idealan °uid, ali ¶ce dovesti do upo-

trebljivih zaklju∙caka, jer je uticaj devijatorskog dela napona zanemar-
ljiv u odnosu na napisano. Ako pak nije tako, onda je uticaj krivine
neznatan.

Jedna∙cina (81{14) deljenjem sa g daje:

@¦

@x2

= ¡u
2

gr
(81{16)

∙sto zna∙ci da pijezometarska kota opada ka unutra∙snjoj strani krivine
(osovina 2 { vidi sl. 81{6 { usmerena je ka centru krivine). Tako je
ve¶c najavljeno i prikazano slikom 81{3. Ono ∙sto izra∙zavaju jedna∙ci-
ne (81{15) i (81{16) uo∙cljivo je na slici 81{7 gde se prikazuje struja-
nje u kanalu, u krivini. Du∙z prave paralelne sa osom 3 (sa binorma-
lom) raspored pritiska je hidrostati∙cki, dok to ne va∙zi za pravac 2 (za
pravac normale). Pijezometarska kota je ujedno i kota nivoa za slo-
bodnu povr∙sinu, pa se promena pijezometarske kote u pravcu normale
mora ispoljiti time ∙sto linija nivoa vode u popre∙cnom preseku nije ho-
rizontalna.

Na kraju, mo∙ze se primetiti da izraze za pijezometarsku kotu
(81{15) i (81{16) treba prihvatiti kao osrednjenu pijezometarsku kotu,
koja je ustaljena, jer se ustaljenost tako i shvata ako je strujanje tur-
bulentno.

Izraz (81{16) mo∙ze se iskoristiti za procenu razlike izme¹du maksi-
malne i minimalne pijezometarske kote u istom preseku (prva je na
spoljnoj, a druga na unutra∙snjoj strani krivine). Ako se kao aproksi-
macija prihvati da je brzina u po celom preseku pribli∙zno ista (jednaka
srednjoj brzini v) i ako se za polupre∙cnik zakrivljenja uzme konstantna
prose∙cna vrednost r, integraljenjem (81{16) po x2, uz ∙sirinu preseka
jednaku d (mereno po x2 od spoljne do unutra∙snje strane preseka), do-
bija se:

¦SP ¡ ¦UN =
v2d

gr
(81{17)
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Slika 81{7 Pijezometarska kota nije ista za ceo presek u krivini; ne menja se

samo za deli¶ce sme∙stene du∙z binormale (paralelne sa osom 3)

To se mo∙ze primeniti na donji crte∙z na sl. 81{3, a onda d ozna∙cava
pre∙cnik cevi, a r polupre∙cnik zakrivljenja osovine cevi. Na slici 81{7 za
veli∙cinu d treba shvatiti ∙sirinu kanala.
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82

DINAMI∙CKA JEDNA∙CINA ILI
JEDNA∙CINA O KOLI∙CINI KRETANJA

Na masu koja u odre¹denom vremenskom trenutku zauzima pro-
stor V izme¹du popre∙cnih preseka struje (I) i (II) { slika 82{1 { primeni¶ce
se stav:

2
64
prira∙staj koli∙cine kretanja

posmatrane mase
u jedinici vremena

3
75 =

"
rezultanta sila koje
na tu masu deluju

#
(82{1)

Sile koje na nazna∙cenu masu deluju su:

1. zapreminska sila = te∙zina = G = °V (° = speci¯∙cna te∙zina),

2. povr∙sinska sila kojom ∙cvrsta granica deluje na °uid = K,

3. povr∙sinske sile na popre∙cne preseke struje: PI i PII.

Povr∙sinske sile moraju se uzeti po celoj zatvorenoj grani∙cnoj povr-
∙sini koju zatvara zapremina V { to je i obuhva¶ceno silama pod 2 i 3.

Sile PI i PII, deluju u popre∙cnim presecima struje, kroz koje se uslov-
ljava pravolinijsko i paralelno strujanje (∙sto ima za posledicu hidrosta-
ti∙cki raspored pritisaka po preseku (razja∙snjeno u Poglavlju 81, pod I
i III), pa se sile PI i PII odre¹duju po na∙celima hidrostatike.

Posmatrana masa, koja u trenutku t zauzima prostor izme¹du pre-
seka I i II struje, uz pretpostavku ravnomerno raspore¹dene brzine po
celom preseku (srednja brzina vI, odnosno vII), za vreme dt pomerila
se kako pokazuje slika 82{1. Zapremina koju je ta masa napustila uz
presek I za vreme dt, mora da bude jednaka zapremini koju ista masa
kroz isto vreme osvaja uz presek II, jer je masa nepromenljiva, a gusti-
na konstantna. Shodno razja∙snjenom uz sliku 81{4, navedena zapremi-
na iznosi Qdt, pa nju ispunjava masa ½Qdt (masa = gustina £ zapre-
mina).
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Slika 82{1 Sile koje deluju na masu °uida izme¹du preseka I i II; u sredini
donjeg dela slike zatvoreni poligon predstavlja postignutu ravnote∙zu sila

Koli∙cina kretanja je proizvod iz mase i brzine, pa treba uo∙citi da se
elementarni deo ½Qdt od posmatrane mase (koja u trenutku tI zauzima
prostor izme¹du preseka I i II), sa brzinom vI, oduzima, dok se dodaje
isti toliki elementarni deo mase, ali sa brzinom vII. Odatle prira∙staj
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koli∙cine kretanja posmatrane mase za vreme dt iznosi:

¡
smanjeno (¡)

z }| {
½Qdt| {z }h
masa

i
~vI|{z}h

brzina
i

| {z }h
koli∙cina kretanja

i

+

pove¶cano (+)
z }| {
½Qdt ~vII = ½Qdt( ~vII ¡ ~vI)

pa se deljenjem sa dt dobija
2
64
prira∙staj koli∙cine kretanja mase

izme¹du preseka I i II,
u jedinici vremena

3
75 = ½Q( ~vII ¡ ~vI) (82{2)

Uz prethodno treba naglasiti da izvo¹denje va∙zi za pretpostavljenu
ustaljenost struje { navedeno u Poglavlju 81, pod V, pa se promene
koli∙cine kretanja unutar mase ne izra∙zavaju u zbirnom iznosu (za celu
posmatranu masu), jer jedno mesto napusti deli¶c sa odre¹denom brzinom
i njega zameni drugi sa istom masom i istom brzinom (brzina se na
mestu ne menja, jer je strujanje ustaljeno), pa iako svaki deli¶c ponaosob
mo∙ze da menja koli∙cinu kretanja, ona se zbirno (za celu posmatranu
masu) ne menja, izuzimaju¶ci samo elementarne zapremine uz grani∙cne
preseke, gde nema zamene deli¶ca iz sastava posmatrane mase, a te
promene izra∙zava (82{2).

Prema po∙cetnom stavu (82{1), izraz (82{2) mora da bude jednak
rezultanti svih deluju¶cih sila:

½Q( ~vII ¡ ~vI)| {z }2
6666664

prira∙staj
koli∙cine
kretanja;
u jedinici
vremena

3
7777775

= ~G
|{z}2

6664

zapre-
minska
sila =
te∙zina

3
7775

+ ~K
|{z}
po

omota∙cu

+ ~PI + ~PII| {z }
po

popre∙cnim
presecima

| {z }h
povr∙sinske sile

i

dinami∙cka jedna∙cina
za zapreminu izme¹du preseka I i II struje

(82{3)
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Prira∙staju koli∙cine kretanja, u jedinici vremena, izra∙zenom sa (82{2)
promeni¶ce se znak, i to ¶ce se prihvatiti formalno kao sila { tzv. ,,¯ktivna
inercijalna sila", pa se po∙cetni stav mo∙ze shvatiti kao uslov ,,ravnote∙ze
sila" (primenjuju se pravila statike), gde pored stvarno deluju¶cih sila
dolazi i:

~I
|{z}"

inercijalna
,,sila"

#
= ¡ ½Q( ~vII ¡ ~vI)| {z }2
64

smanjenje
koli∙cine kretanja

u jedinici vremena

3
75

(82{4)

Ova sila se mo∙ze rastaviti na komponente, po presecima, tj.:

~II = ½Q~vI

~III = ½Q(¡ ~vII)
(82{5)

Na slici 82{1 prikazane su, za jedan primer, sve deluju¶ce sile, uklju-
∙civ∙si i odgovaraju¶ce komponente inercijalne ,,sile". Zbir svih sila ∙cini
nulu, jer stoje ,,u ravnote∙zi", ∙sto je na slici prikazano zatvorenim poli-
gonom sila, a ∙sto se na osnovu jedna∙cina (82{3), (82{4), (82{5) izra∙za-
va sa:

~II + ~III + ~G+ ~K + ~PI + ~PII = 0 (82{6)

Sve sile ne mogu biti unapred poznate. Jedna od njih se tra∙zi na
osnovu svih ostalih koje su poznate. Obi∙cno se tra∙zi sila ~K kojom
∙cvrsta granica deluje na °uid (sve sile u prethodnoj jedna∙cini, pa i

sila ~K, su sile koje deluju na posmatranu masu °uida). Tako je pozna-

ta i sila ¡ ~K, upravo sila koju prima ∙cvrsta granica (optere¶cenje). Za
odre¹divanje ove sile moraju se poznavati pijezometarske kote u preseci-
ma I i II, ∙cime su poznate sile ~PI i ~PII, i uz to mora biti zadat proticaj,
pa se znaju i sile ~II i ~III. Sila te∙zine poznata je ∙cim je odre¹dena masa
na koju sile deluju. Druga vrsta zadatka je sa poznatom silom ~K i po-
znatim proticajem, kao i poznatom jednom od sila pritiska (~PI ili ~PII)
pa se tra∙zi druga. Odre¹divanje nepoznate sile i njene napadne ta∙cke
obavlja se na uobi∙cajeni na∙cin statike: izjedna∙cavanjem sila, odnosno
uravnote∙zenjem momenata.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta, kao uputstvo za re∙savanje zadataka, mo∙ze
se dati slede¶ce:
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1. Sila pritiska na grani∙cni popre∙cni presek odre¹duje se po hidro-
stati∙ckim na∙celima izlo∙zenim u Poglavlju 72. Treba se podsetiti da
je ona jednaka povr∙sini pomno∙zenoj sa pritiskom u njenom te∙zi∙stu,
da deluje unutra (ka posmatranoj masi) ako je pijezometarska
kota iznad te∙zi∙sta, a suprotnim smerom ako je ova kota ispod
te∙zi∙sta. Napadna ta∙cka nije u te∙zi∙stu preseka (izuzev∙si presek u
horizontalnoj ravni), ali u nizu zadataka rastojanje izme¹du te∙zi∙sta
preseka i napadne ta∙cke sile pritiska je bezna∙cajno po prakti∙cne
posledice, mada treba proveriti da li je zaista tako.

2. Komponenta inercijalne ,,sile" za bilo koji presek deluje uvek ka
masi (unutra) i u te∙zi∙stu preseka (jer se zanemaruje neravnomer-
nost brzine po preseku). Unutra∙snji smer delovanja je posledica
dodavanja (u jedinici vremena) koli∙cine kretanja ½Q~v tamo gde
posmatrana masa dobija novu zapreminu, a oduzimanja tamo
gde se zapremina napu∙sta. Odgovaraju¶ce komponente inercijal-
ne ,,sile" su suprotno usmerene, pa stoga komponenta ima smer
brzine na preseku gde masa napu∙sta zapreminu, a suprotan smer
tamo gde je osvaja { u oba slu∙caja to je smer unutra, ka masi.

¤ ¤ ¤

Na isti na∙cin mo∙ze se posmatrati masa u ∙ciju grani∙cnu povr∙sinu ulaze
i vi∙se od dva popre∙cna preseka struje. Merodavno je samo da je °uid
prese∙cen (radi izdvajanja mase koja se posmatra) po povr∙sinama koje
imaju osobine popre∙cnog preseka (pravolinijsko i paralelno strujanje
normalno na presek), jer to omogu¶cava pisanje sila pritiska i inercijalnih
,,sila" kako je izlo∙zeno { svaki presek ¶ce imati po jednu silu pritiska i
po jednu inercijalnu { na slici 82{2 je dat primer gde su tri grani∙cna
preseka struje.

Omota∙c struje ne mora biti ∙cvrsta granica, ve¶c mo∙ze da bude i
granica izme¹du te∙cnosti i vazduha. Kod otvorenih tokova, jedan deo
omota∙ca je ∙cvrsta granica (dno i bokovi provodnika te∙cnosti { na primer
kanala), a drugi je slobodna povr∙sina te∙cnosti gde je omota∙c struje
grani∙cna povr∙sina izme¹du vode i vazduha. Kod takvih zadataka ra∙cuna
se da sila ~K deluje samo izme¹du te∙cnosti i ∙cvrste granice, a u odnosu
na tu silu, sila trenja izme¹du te∙cnosti i vazduha je zanemarljiva. Ovo
se mo∙ze objasniti lakom pokretljivo∙s¶cu vazduha, neuporedivo lak∙som
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Slika 82{2 Sile na zapreminu izme¹du preseka (I), (II) i (III) { za primer
ra∙cvanja struje

nego kod vode, jer je gustina vazduha skoro 1000 puta manja od gustine
vode, pa sila koja je za vodu zanemarljiva mo∙ze da pokre¶ce tanak sloj
vazduha uz povr∙sinu vode.

¤ ¤ ¤

U nastavku bi¶ce izlo∙zena tri primera primene jedna∙cine.

PRIMERI

Prvi primer. Na slici 82{3 prikazan je prvi primer uz prethodna
razmatranja. Tra∙zi se sila kojom struja napada mlaznik (omota∙c zarub-
ljene kupe) uz poznate vrednosti za proticaj Q, gustinu ½, pre∙cnik D
cevi i pre∙cnik d otvora mlaznika, i pritisak pI u preseku (I). Ovaj pritisak
je isti za sve deli¶ce na preseku (I) jer je presek u horizontalnoj ravni.
Uz ovaj zadatak treba primetiti da pritisak pI ne mo∙ze biti nezavisan
od proticaja, a ta veza ¶ce se utvrditi u narednom poglavlju (83) kada ¶ce
se izlaganja osvrnuti ponovo na ovaj primer. Prema tome, postavljeni
zadatak je neodre¹den, nere∙siv, bez dopunskih saznanja veze izme¹du
pritiska pI i proticaja Q, pa napisano re∙senje pretpostavlja poznavanje
te veze, za sada nepoznate, uz obe¶canje da ¶ce se ta veza kasnije dati.
Da ne bi ostali u razo∙caranju za mogu¶cnosti primene jedna∙cine (82{6),

46

DRAFT verzija 2001.



I II

K

G

I I

Q

I

I I

II
III

H IP

G

K K

mlaznik

fluid

-K

mlaznik

fluid

Ravnoteza sila koje deluju
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(I) i (II)
D

d

Slika 82{3 Uz prvi primer { sila na mlaznik (omota∙c izme¹du preseka I i II)

da¶ce se malo kasnije dva primera gde se ne tra∙ze nikakva dopunska
saznanja za primenu te jedna∙cine.

Re∙ceno je da je pritisak pI isti za ceo presek (I), pa je onda sila
pritiska:

PI = pIAI = pI
D2¼

4

Sila pritiska u preseku (II) je jednaka nuli, tj.:

PII = 0

jer je pritisak pII isti u celom preseku (presek je tako¹de horizontalan),
a on mora biti jednak nuli na obimu preseka, gde je mlaz oslobo¹den
pritiska. Naime, pijezometarska kota za ceo presek je ista, a onda je
pritisak isti, po∙sto je ista polo∙zajna kota za sve ta∙cke u preseku. Kom-
ponente inercijalne ,,sile" u presecima su:

II = ½QvI III = ½QvII
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gde su vI i vII brzine:

vI =
Q

1
4¼D

2
vII =

Q
1
4¼d

2

Te∙zina te∙cnosti u zarubljenoj kupi, izme¹du preseka (I) i (II) iznosi:

G = °
D2¼

4

H

3

Ã
1 +

d

D
+

d2

D2

!

° = speci¯∙cna te∙zina.
Prema tome, izostavljanjem sile PII, ,,ravnote∙za sila" (u koje su

uklju∙cene inercijalne) za posmatranu masu { izme¹du (I) i (II) daje:

¡II ¡ PI +G+ III +K = 0

∙sto je i prikazano na sl. 82{3. ¡K je sila kojom ∙cvrsta granica (omota∙c)
deluje na °uid.

Jedna∙cina ravnote∙ze omogu¶cava odre¹divanje sile K ako su ostale
poznate, a to pretpostavlja i poznavanje pritiska u preseku (I), ∙sto do-
sada∙snja saznanja ne omogu¶cavaju { na to pitanje bi¶ce odgovoreno u
primeru narednog poglavlja.

Drugi primer. Ovde se razmatra { sl. 82{4 { udar horizontalnog
mlaza te∙cnosti u kru∙znu plo∙cu postavljenu normalno na mlaz. Dolazna
brzina mlaza, u preseku (0), je v0, a proticaj Q. Posle udara mlaz na-
pu∙sta plo∙cu brzinama paralelnim sa plo∙com. Tra∙zi se sila kojom mlaz
udara u plo∙cu (odnosno sila kojom se plo∙ca odupire mlazu).

Uravnote∙zi¶ce se sile, u pravcu dolaznog mlaza (to je normala na
plo∙cu), koje deluju na masu te∙cnosti izme¹du preseka (0) dolaznog mlaza
i preseka (C) kroz koji mlaz napu∙sta plo∙cu. Presek (C) je cilindri∙cna
povr∙sina koja prati obim plo∙ce (obim kruga). Bitna je pretpostavka
da struja napu∙sta plo∙cu brzinama paralelnim sa plo∙com, jer to znatno
pojednostavljuje zadatak, po∙sto u ravnote∙zu sila za posmatrani pravac
(normalan na plo∙cu) ne ulaze onda komponente inercijalne 'sile' na
presecima napu∙stanja plo∙ce. U sile u posmatranom pravcu, po∙sto je on
horizontalan, ne ulazi ni te∙zina posmatrane mase te∙cnosti. Ne ulazi
ni trenje izme¹du plo∙ce i te∙cnosti. Trenje izme¹du mlaza i vazduha se
zanemaruje. Smatra se da u preseku (0) ne deluje sila pritiska, jer

48

DRAFT verzija 2001.



I   Qv0 0= ρ

v0I0

0

0

K

C

C

C

C

Slika 82{4 Uz drugi primer { sila (K) kojom se plo∙ca odupire udaru
mlaza

pritiska po obimu mlaza nema (mlaz je slobodan), a u mlazu nevelikoga
preseka mogu se onda o∙cekivati zanemarljivi pritisci. U ravnote∙zu sila u
posmatranom horizontalnom pravcu ulaze, shodno prethodnim obrazlo-
∙zenjima, samo komponenta inercijalne ,,sile" u preseku i sila K kojom
plo∙ca deluje na °uid:

K = I0 = ½Qv0

Ovo je horizontalno upravljena sila, normalna na plo∙cu, i deluje u
pravcu osovine dolaza¶ceg mlaza. Nema komponente u drugom pravcu
kojom mlaz deluje na plo∙cu (ili plo∙ca na mlaz) { ovo je ta∙cno jer sila
trenja deluje u vertikalnom pravcu.

¤ ¤ ¤

Posmatranjem dela struje izme¹du njenih preseka, kao celine, i pri-
menom jedna∙cine u ovom poglavlju, mogu¶ce je, kao ∙sto prethodni pri-
meri pokazuju, dobiti ukupnu silu na ∙cvrstu granicu (u posmatranim
primerima silu na mlaznik, odnosno plo∙cu), ali ne i raspored pritisaka,
odnosno napone po granici. Za taj raspored bi se moralo ulaziti u ra-
spored brzine i napona po celoj zapremini, ∙sto izlo∙zena jedna∙cina ne
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omogu¶cava. Uz ovo treba dodati da re∙senje navedene sile tra∙zi pozna-
vanje svih ostalih sila koje ulaze u jedna∙cinu, uklju∙civ∙si i inercijalne.

Druga vrsta zadataka pretpostavlja poznavanje svih sila izuzev sile
pritiska u jednom preseku, a ona se onda odre¹duje. Re∙savanje ovakvih
zadataka zahteva poznavanje sile K, upravo raspored napona po gra-
ni∙cnoj povr∙sini, ∙sto je samo u izuzetnim slu∙cajevima poznato. Jedan
od takvih zadataka je slede¶ci primer.

Tre¶ci primer. Tra∙zi se sila pritiska PI u preseku (I) cevi { sli-
ka 82{5 { pri proticaju Q (brzina v = Q=A, gde je A presek struje u
cevi). Gustina °uida je ½. Posmatra se masa sme∙stena u sudu i cevi do
preseka (I) i postavlja ravnote∙za sila u pravcu osovine cevi (ozna∙cena
kao x-pravac):

Gx ¡Kx ¡ II ¡ PI = 0 (a)

Gx = komponenta te∙zine °uida u x-pravcu, II = ½Qv = ½Av2. Kx je
komponenta sile kojom u x-pravcu ∙cvrsta granica deluje na °uid. Ako

x

Π

Πo

I

I

I

H

G xK x

I

I

I   + P

v
2g

2

poprecni
presek

Slika 82{5 Uz tre¶ci primer { odre¹divanje sile PI pritiska u preseku I pri

brzini v
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se zanemare tangencijalni naponi (trenje) po unutra∙snjoj povr∙sini cevi
i po spoljnoj za deo cevi koji je uguran u sud, sila Kx je sila kojom
zidovi suda deluju na °uid, u x-pravcu.

Re∙senje zadatka omogu¶cava (i to treba naglasiti) okolnost ∙sto je cev
ugurana u sud, pa je njen ulaz dovoljno daleko od zidova suda da se uz
zidove ne oseti strujanje, uz njih je stanje kao da °uid miruje. Za cev
zatvorenu po preseku (I), a za stanje mirovanja ostvaruje se:

Gx ¡Kx = °AH (b)

Desna strana jedna∙cine je sila pritiska na povr∙sinu A (presek cevi)
∙cije je te∙zi∙ste za visinu H ni∙ze od nivoa u sudu.

Re∙ceno je da se sila Kx ne¶ce menjati ni kada °uid pote∙ce, a ne¶ce
ni te∙zina, pa je Gx ¡Kx isto u jedna∙cinama (a) i (b), a to zna∙ci da se
u (a) mo∙ze Gx ¡Kx zameniti sa °AH, pa se dobija:

PI = °AH ¡ ½Av2

Pritisak pI u preseku se dobija delenjem sile PI sa A, a pijezometar-
ska kota je vi∙sa od te∙zi∙sta preseka za pI=°:

pI

°
= H ¡ v2

g

∙sto zna∙ci da je pijezometarska kota ¦I za presek (I) ni∙za od nivoa u
rezervoaru za v2=g.

Zadatak se ne bi mogao re∙siti da cev nije ugurana u rezervoar, jer
onda pritisci na bo∙cni zid rezervoara uz ulaz cevi ne bi bili isti pri
mirovanju i te∙cenju (a nema mogu¶cnosti da se postupcima koji se sada
izla∙zu odredi kako bi se promenili).

U zadatku se mogla zadati pijezometarska kota ¦I i onda bi se mo-
gla odrediti brzina v, odnosno proticaj Q = vA (razume se za poznati
nivo u sudu).
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83

JEDNA∙CINA MEHANI∙CKE ENERGIJE

Opet ¶ce se uzeti u razmatranje masa izme¹du dva popre∙cna preseka
struje koja za vreme dt napusti uz presek (I) elementarnu zapremi-
nu Qdt, da bi istu toliku zapreminu istovremeno osvojila uz presek (II),
∙sto je ve¶c prikazano na slikama 81{4 i 82{1, a sada opet, sa drugom
namenom, na slici 83{1. Sada ¶ce se na istu masu primeniti stav:

2
64

prira∙staj
kineti∙cke energije
posmatrane mase

3
75 =

2
64

rad sila na toj masi; umanjen
za energiju koja iz mehani∙cke

pre¹de u neku drugu vrstu energije

3
75

(83{1)
Istim rasu¹divanjem kojim se u Poglavlju 82 odredio prira∙staj koli-

∙cine kretanja posmatrane mase (dobilo se ½Qdt( ~vII ¡ ~vI)) ovde ¶ce se
dobiti za prira∙staj kineti∙cke energije ½Qdt(v2

II ¡ v2
I )=2, jer je kineti∙cka

energija skalarna veli∙cina i proizvod mase i polovine kvadrata brzine, a
koli∙cina kretanja je vektorska veli∙cina i proizvod mase i brzine, pa je
odgovaraju¶ca zamena v2=2 za ~v, ∙sto je i ura¹deno. Pregledno napisano
to izgleda ovako:

¡

smanjeno (¡)
z }| {

½Qdt| {z }h
masa

i

v2
I

2

| {z }"
kineti∙cka
energija

#

+

pove¶cano (+)
z }| {

½Qdt
v2
II

2
= ½Qdt(

v2
II

2
¡ v2

I

2
)

| {z }2
6664

prira∙staj
kineti∙cke energije
posmatrane mase

za vreme dt

3
7775

(83{2)

I ova jedna∙cina, kao i dinami∙cka jedna∙cina (82{3), va∙zi samo za
ustaljeno strujanje, ∙cime se promene energije svode samo na promenu
uz grani∙cne preseke.
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2
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t
dt+
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III

rad te`ine

prira{taj

  j

kin te i~ke energi e

t dt
+

G

sila pritiska P
p

A
I

I o
I

=

p
A v dt  p

Qdt

I o
I

I

I o
=

rad sile PII
p QdtII

o

rad sile pritiska
Slika 83{1 Uz izvo¹denje jedna∙cine energije

Na posmatranu masu deluju sile: te∙zina G, povr∙sinske sile PI i PII

(po presecima struje) iK (po omota∙cu), kako je u prethodnom izlaganju
i prikazano { slika 82{1.

Rezultat rada sile te∙zine na celu posmatranu masu mo∙ze se izraziti
radom koji je jednak radu preme∙stanja zapremine Qdt (te∙zine °Qdt,
sa ° = ½g je ozna∙cena speci¯∙cna te∙zina), sa Z0

I na Z0
II. Navedene kote

odnose se na te∙zi∙sta preseka. Mo∙ze se napisati:

2
64

rad sile te∙zine na
posmatranu masu

za vreme dt

3
75 = °Qdt(Z0

I ¡ Z0
II) (83{3)

Uz prethodno korisno ¶ce do¶ci slede¶ce razja∙snjenje: ne preme∙sta se
za vreme dt ista zapremina sa polo∙zaja Z0

I na Z0
II. Iako se rad obavlja

na svim deli¶cima i svi se pomeraju (izuzetak jedino ∙cine horizontalna
pomeranja gde rada te∙zine nema), rezulatat toga rada za masu kao
celinu obra∙cunski se svodi na oduzimanje elementarne te∙zine °Qdt uz
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presek (I) (na koti Z0
I ), a dodavanje iste tolike te∙zine na koti Z0

II.
Povr∙sinske sile PI i PII, kako je u Poglavlju 82 obja∙snjeno, odre¹duju

se po na∙celima hidrostatike (pritisak u te∙zi∙stu pomno∙zen povr∙sinom).
Za vreme dt pomeranje preseka iznosi vIdt, odnosno vIIdt (to je brzina
pomno∙zena sa vremenom, a pretpostavlja se po celom preseku ista brzi-
na, jednaka srednjoj brzini). Sa navedenim pomeranjima treba mno∙ziti
odgovaraju¶ce sile pritiska, pa ¶ce se dobiti rad, pri ∙cemu treba voditi
ra∙cuna da su sile i pomeranja u istom smeru kod preseka (I), a suprotnog
smera kod preseka (II). Sve navedeno dovodi do izraza za rad sila PI

i PII kroz vreme dt:
h
sila PI

i

z }| {
p0

I|{z}"
pritisak
u te∙zi∙stu

#
AI|{z}"

povr∙sina
preseka

#

h
pomeranje

i

z }| {
vI|{z}h

brzina
i

dt|{z}h
vreme

i
¡p0

IIAIIvIIdt = (p0
I ¡ p0

II)Qdt

(83{4)
U prethodnom je iskori∙s¶cena jedna∙cina nepromenljivosti mase

(81{4) tj:
Q = vIAI = vIIAII

Od sila na posmatranu masu preostala je jo∙s sila K, ali njome spolj-
na ∙cvrsta granica ne mo∙ze da obavlja rad, jer je ta granica nepokretna,
∙sto je ve¶c obja∙snjeno u Poglavlju 81, pod VII. Ako je jedan deo grani∙cne
povr∙sine struje slobodna povr∙sina vode, zanemarljiva je izmena energije
izme¹du vode i vazduha { ovo je tako¹de ve¶c re∙ceno u navedenom odeljku.
Naime, u odnosu na gubitak energije unutar struje (o tome ¶ce biti re∙ci
u nastavku), zanemarljiva je energija kojom voda pokre¶ce tanak sloj
vazduha, ∙cija je gustina skoro 1000 puta manja od gustine vode. Dakle,
rad sile K na posmatranu masu jednak je nuli, odnosno zanemarljiv,
tako da je sa (83{3) i (83{4) obuhva¶cen rad svih sila.

Iako elementarne povr∙sinske sile (usled stvorenog naponskog stanja)
deluju po celoj posmatranoj masi, njihova rezultanta se svodi na sile
po grani∙cnoj povr∙sini posmatrane mase, tj. po popre∙cnim presecima i
omota∙cu, a to je obuhva¶ceno. Sa ovim bi se razmatranje rada sila i
zavr∙silo, i on bi se izjedna∙cavao sa prira∙stajem kineti∙cke energije, kada
bi celokupan rad povr∙sinskih sila ostao u okviru mehani∙cke energije,
ali tako nije. Izvestan deo rada povr∙sinskih sila ne ostaje u okviru
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mehani∙cke energije, nego njime mehani∙cka energija nepovratno prelazi
u drugu vrstu energije { u toplotnu, i taj rad je za mehani∙cku energiju
izgubljen. Stoga se on oduzima od bilansa mehani∙cke energije i izra∙zava
se sa EizgG, gde je G te∙zina koja se posmatra, pa je EI¡II

izg = iznos (za
posmatrani deo struje, od preseka I do II) energije, koja se po jedinici
te∙zine, gubi za mehani∙cku energiju, kroz rad povr∙sinskih sila. To je rad
napona trenja izme¹du deli¶ca °uida.

Izrazi (83{2) do (83{4) odnose se na energiju, odnosno rad izvr∙sen
za vreme dt, pa za isto vreme treba obra∙cunati i izgubljenu energiju.
Te∙zina koja kroz vreme dt prolazi iznosi °Qdt, pa (83{2) do (83{4)
treba dodati:

Eizg°Qdt (83{5)

Sada se mo∙ze napisati jedna∙cina za izre∙ceno sa (83{1), koriste-
¶ci izraze (83{2), (83{3), (83{4) i (83{5), po∙sto se prethodno podele
sa °Qdt. Dobija se:

v2
II

2g
¡ v2

I

2g
| {z }2

64
prira∙staj
kineti∙cke
energije

3
75

= (Z0
I ¡ Z0

II) +

Ã
p0

I

°
¡ p0

II

°

!
¡ EI¡II

izg

| {z }"
rad sila umanjen za prelaz iz

mehani∙cke u drugu vrstu energije

#

| {z }
po jedinici te∙zine

(83{6)

Umesto Z0 +p0=° (gde su veli∙cine vezane za te∙zi∙ste preseka) pogod-
nije je uzeti ¦ { to je pijezometarska kota koja se odnosi na ceo presek.
Kori∙s¶cenjem toga jedna∙cina (83{6) se preina∙cuje u:

v2
II

2g ¡
v2

I
2g = ¦I ¡ ¦II ¡EI¡II

izg (83{7)

Rad se mo∙ze shvatiti kao smanjenje potencijalne energije, a ona je
mogu¶cnost za obavljanje rada, jer ostvareni rad zna∙ci iskori∙s¶cenje te
mogu¶cnosti za onoliko koliko on obavi. Ako se jedinica te∙zine nalazi na
koti Z, ona ima mogu¶cnost da obavi rad Z (ima potencijalnu energiju)
i taj rad ¶ce obaviti (iskoristi¶ce se mogu¶cnost) ako se ta jedinica te∙zine
spusti na Z = 0. Rad po jedinici te∙zine, shodno jedna∙cini (83{6) iznosi
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Z0
I ¡Z0

II i za toliko je smanjena potencijalna energija. Isto se pojavljuje
i kod rada sila pritiska: on je (p0=°)I ¡ (p0=°)II, ∙sto zna∙ci da se p=°
mo∙ze prihvatiti kao potencijalna energija, opet po jedinici te∙zine, ali
zbog delovanja pritiska. Za sada, na osnovu prethodnog, treba ¦, kao
zbir Z + p=°, shvatiti kao zdru∙zenu potencijalnu energiju usled te∙zine
i pritiska. Treba napomenuti da je ta potencijalna energija izra∙zena u
odnosu na nultu kotu i nulti pritisak, jer je mogu¶cnost za obavljanje
rada spu∙stanja do Z = 0, i smanjenja pritiska do p = 0.

Uvo¹denje pojma potencijalne energije u iznetom smislu dozvoljava
iskazivanje zbira ¦ + v2=2g na slede¶ci na∙cin:

E

|{z}"
ukupna
energija

#

= ¦
|{z}"

potencijalna
energija

#

+
v2

2g|{z}"
kineti∙cka
energija

#

| {z }
po jedinici te∙zine

(83{8)

Jedna∙cina (83{7) se sada tuma∙ci na slede¶ci na∙cin:

Ã
¦ +

v2

2g

!

I| {z }
EI

¡
Ã
¦ +

v2

2g

!

II| {z }
EII| {z }h

smanjenje mehani∙cke energije
i

= EI¡II
izg| {z }2

64
pre∙slo iz meha-
ni∙cke u drugu
vrstu energije

3
75

| {z }
po jedinici te∙zine

(83{9)

Ako se zamisli °uid kod koga nema otu¹denja mehani∙cke energije
(,,idealan °uid"), za njega ¶ce prethodna jedna∙cina izra∙zavati nepro-
menljivost mehani∙cke energije struje:

Ã
¦ +

v2

2g

!

I

=

Ã
¦ +

v2

2g

!

II

; tj. EI = EII (83{10)

∙sto va∙zi za bilo koja dva preseka pa se du∙z struje ostvaruje nepromen-
ljivost ukupne energije

¦ +
v2

2g
= E = const (83{11)
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U (83{8) uvedena ukupna energija po jedinici te∙zine, ozna∙cena sa E,
ima dimenziju du∙zine. U produ∙zetku ¶ce se pokazati da se i ona mo∙ze
prikazati visinom, upravo kotom, kao ∙sto je to mogu¶ce za potencijalnu
energiju, jer nju prikazuje pijezometarska kota ¦.

¤ ¤ ¤
Slika 83{2 prikazuje savijenu cev∙cicu uronjenu u struju tako da se

jedan njen krak postavi u pravac brzine pa je brzina upravljena nor-
malno na otvor na po∙cetku toga kraka. Ta cev se naziva Pito-cev
(PITOT). Cev ¶ce se ispuniti vodom do odre¹dene visine: u drugom
tako¹de otvorenom kraku uspostavi¶ce se nivo ¦C. To je u stvari pijezo-
metarska kota za celokupnu masu koja miruje u uronjenoj cev∙cici, pa i
za njen otvor ozna∙cen sa (C). Uz tu cev∙cicu pridodata je i jedna cev∙cica
∙ciji je uronjeni otvor postavljen u ravan paralelnu sa pravcem brzine,
tako da struja pored otvora prolazi neporeme¶cena. U toj cev∙cici ¶ce se,

Π
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Slika 83{2 Pregledni prikaz merodavnih kota, visina i energija
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po∙sto nije pod uticajem brzine, obrazovati neporeme¶cena pijezometar-
ska kota ¦ koja vlada u toj ta∙cki, i to ¶ce biti ,,pijezometarska cev".

Posmatra se deo struje ispred otvora Pito-cevi, od preseka (0), gde je
stanje neporeme¶ceno, do preseka (C) na samom otvoru. U preseku (0)
su neporeme¶cene vrednosti brzine u i pijezometarske kote ¦, dok je u
preseku (C) brzina uC = 0 (zaustavljeno je strujanje), a pijezometarska
kota je ¦C. Jedna∙cina energije, uz zanemarenje gubitaka (jer su zaista
neznatni na kra¶coj du∙zini struje), da¶ce pove¶canje potencijalne energije,
usled smanjenja kineti∙cke. (83{10) daje, kada se primeni na preseke (0)
i (C) pod opisanim okolnostima:

¦ +
u2

2g| {z }h
neporeme¶ceno

i

= ¦C

|{z}h
zaustavno

i

(83{12)

U drugoj cev∙cici (pijezometarskoj) nivo ¶ce biti ¦, jer je pod utica-
jem neporeme¶cene struje { od (C) do njenog otvora brzina se ne menja,
pa onda ni pijezometarska kota.

(83{12) ukazuje da je nivo u Pito-cevi za u2=2g vi∙si od nivoa u pije-
zometarskoj cevi, pa je tako i nacrtano na slici 83{2, gde su sve energi-
je svedene na ekvivalentnu potencijalnu energiju usled te∙zine, i sve su
izra∙zene po jedinici te∙zine, tako se sve svelo na visine (ili visinske razli-
ke) i sve je postalo o∙cigledno (sve se kote mogu i ostvariti odgovaraju¶cim
nivoima te∙cnosti). Na slici se uo∙cavaju kote: polo∙zajna, pijezometarska
i energetska, te njihove razlike: visina koja izra∙zava pritisak i brzinska
visina. Nadvi∙senje nivoa u Pito-cevi u odnosu na nivo u pijezometar-
skoj za u2=2g ukazuje da se merenjem te razlike odre¹duje brzina { to
je jedan od na∙cina za merenje brzine.

Na mestu zaustavljanja pritisak je pC, a neporeme¶ceni pritisak na
istoj koti je p, pa je pove¶canje pritiska usled zaustavljanja pC¡p i nazi-
va se ,,zaustavni pritisak" pu (indeks ,,u" ukazuje da ga odre¹duje brzina
koja je zaustavljena). Iz jedna∙cine (83{12) i sl. 83{2 uvi¹da se da je:

u2

2g
= ¦C ¡ ¦ =

pC ¡ p

°
=
pu
°

pa je

zaustavni pritisak = pu = °
u2

2g
= ½

u2

2
(83{13)
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Pijezometarska kota je ista za ceo presek i pijezometar priklju∙cen
za bilo koju ta∙cku preseka da¶ce istu kotu (u stvarnim uslovima mogu¶ca
su samo zanemarljiva odstupanja ako je strujanje kroz presek pribli∙zno
pravolinijsko i paralelno), dok ¶ce Pito-cev dati razli∙cite kote, jer brzine
nisu svuda iste. Za energetsku kotu kod preseka se uzima kota vi∙sa od
pijezometarske za brzinsku visinu v2=2g prose∙cne brzine v za presek.

¤ ¤ ¤
Za struju koja se ra∙cva (deli se na dve ili vi∙se struja), ili za spajanje

vi∙se struja u jednu, primenjuje se jedna∙cina energije izme¹du izabranih
popre∙cnih preseka ispred i iza spajanja (oni moraju da zadovolje po-
trebne uslove: paralelno i pravolinijsko strujanje). Jedna∙cina se pi∙se
isto kao i za jedinstvenu struju i odnosi se na jedinicu te∙zine dela struje
koja spaja dva popre∙cna preseka, koje ve∙ze pojedina jedna∙cina. Umesto
pisanja jedna∙cina za jedan primer ra∙cvanja data je slika 83{3, gde se iz
odgovaraju¶cih kota uo∙cava kako da se ispi∙se jedna∙cina koja bi povezi-
vala preseke (0) i (I), kao i ona koja bi povezivala preseke (0) i (II).

Π0

0

E0

I

E I

Π I

ΠII

E IIIv
2g

2

IIv
2g

2

IIv
II

Iv
0v

0v
2g

2

0-IIEizg

0-IE izg

Slika 83{3 Energetske promene pri ra∙cvanju struje
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Izgubljene energije se daju za odre¹dene oblike ra∙cvanja, a u zavisnosti
od razdeobe proticaja na krake. Na sli∙can na∙cin bi se postupilo i za
spajanje struja.

Na slikama 83{1 do 83{3 pijezometarska kota svuda je nacrtana iz-
nad struje. To, me¹dutim, nije pravilo, jer ova kota mo∙ze da bude ispod
struje { tada je struja pod apsolutnim pritiskom manjim od atmosfer-
skog, tj. pritisak p koji se ra∙cuna prema dogovoru datom sa (71{6),
tada je negativan, pa je, shodno (71{7), ¦ < Z. Uz ova podse¶canja na
uvedeno u Poglavlju 71, korisno je podsetiti se i obja∙snjenja koje sledi
iz sl. 71{3 { tamo se ukazalo da spu∙stanje pijezometarske kote ¦ ispod
polo∙zajne kote Z mo∙ze biti samo do granice kojom se apsolutni priti-
sak spusti na nulu, tj. ne mo∙ze pre¶ci visinu stuba te∙cnosti koji odgovara
atmosferskom pritisku. To se mora ostvariti i za najvi∙su ta∙cku preseka
struje, ali uz ovo treba dodati i slede¶ce upozorenje.

Prilikom prou∙cavanja struja osnovni zahtev za presek koji se uzima
u razmatranje je paralelno i pravolinijsko strujanje, normalno na presek
(iz ∙cega proizilazi i zajedni∙cka pijezometarska kota za jedan ceo presek).
Upore¹duje se stanje u dva preseka, uz procenu zbirnog iznosa energetske
razlike Eizg izme¹du ta dva preseka, a pri tome se ne razmatra raspored
pritisaka po celoj zapremini izme¹du preseka, a tu mo∙ze da bude mesta
gde su pijezometarske kote sni∙zene, jer su brzine pove¶cane (zbog lo-
kalne prepreke), ili su te kote sni∙zene zbog zakrivljenja (vidi sl. 81{3).
Jasno je da ova mesta, upravo pritisci u njima, mogu da budu sni∙zeni
do apsolutnog pritiska bliskog nuli, i to je ograni∙cenje za ostvarenje
strujanja. Prilikom razmatranja stanja izme¹du dva preseka mora se
barem znati da je strujanje ostvarljivo, da se potrebno sni∙zavanje pri-
tiska mo∙ze ostvariti, odnosno da ¶ce sigurno preostati izvesna pozitivna
vrednost za apsolutni pritisak. Naime, ∙cim se apsolutni pritisak pribli∙zi
nuli dolazi do klju∙canja vode (do stvaranja mehura vodene pare) jer je
poznato da voda pri jako sni∙zenom pritisku klju∙ca i pri uobi∙cajenim
temperaturama { to je pojava zvana ,,kavitacija", koju treba izbe¶ci.

PRIMERI

Prvi primer. U primeru u prethodnom poglavlju, prikazanom na
slici 82{3, pretpostavljeno je poznavanje i proticaja Q i pritiska pI, a
napomenuto je da oni moraju biti u me¹dusobnoj vezi i da ¶ce se kasnija
izlaganja ponovo skrenuti na taj primer. To se sada ∙cini. Daje se i nova
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slika (83{4) za taj primer. Jedna∙cina energije (83{9) za preseke pred
mlaznikom (I) i po izlazu (II), uz nultu kotu u preseku (I), daje:

pI

°
+
v2

I

2g
= H +

v2
II

2g
+ EI¡II

izg

Oba preseka su u horizontalnim ravnima. ¦I = pI=°, jer je ZI = 0,
a pII = 0 (slobodan mlaz), pa je ¦II = H.

II

II

I

H

IΠ

IIΠ

IE

E

C

I-IIEizg

IIv
2g

2

Iv
2g

2

Ip
γ

IZ  =0

Z EC C C= =Π

Slika 83{4 Uz primer primene jedna∙cine energije na struju kroz mlaznik

Poznavanjem proticaja poznate su brzine, pa proticaj name¶ce i pI,
ako se raspola∙ze i procenom zaEizg { na primer iskustvo kazuje da je ona
otprilike 5% od v2

II=2g. Ili, dozvoljava se da se zadatak re∙sava uz pret-
postavljanje idealnog °uida (jer posledice toga nemaju ve¶ci prakti∙cni
zna∙caj). Tek po∙sto se zadatak re∙si primenom jedna∙cine energije (upravo
koriste¶ci (83{9)) mo∙ze se pre¶ci na odre¹divanje sile K (kojom ∙cvrsta gra-
nica deluje na °uid) kako je to pokazano u prethodnom poglavlju (82) {
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slika 82{3. Ako bi se pak poznavala sila K, onda bi se znala izgubljena
energija (takav primer ¶ce biti dat malo kasnije { upravo izlaganja ¶ce se
vratiti na raniji primer sa slike 82{5). Treba naglasiti da se zadatak ne
mo∙ze re∙siti ako je nepoznato i jedno i drugo (K i Eizg).

Uz sliku 83{4 treba primetiti da se na njoj htelo pokazati i da je
visinski domet mlaza skoro na koti EII (uz idealizaciju °uida mlaz bi
dospeo do te kote, a u stvarnim uslovima, usled gubitaka u slobodnom
mlazu, do dostizanja maksimalne kote, ona je ne∙sto ni∙za od EII). Za
deli¶c ,,C" koji se nalazi na maksimalnoj visini (ZC), gde nema brzine
(uC = 0) (odatle ¶ce padati na dole), a uz to je slobodan (pC = 0),
napisano je: ZC = ¦C = EC.

Drugi primer. Izlaganja se sada vra¶caju na Tre¶ci primer iz
prethodnog poglavlja { slika 82{5. Tamo je poznat raspored napona
po celoj grani∙cnoj povr∙sini (pretpostavljeno je hidrostati∙cko stanje po
zidovima suda i kada kroz cev struji °uid). Svaki deli¶c koji do¹de u
presek (I) (gde je pijezometarska kota ¦I { vidi sliku 82{5, a brzinska
visina v2

I =2g) mora krenuti negde iz suda gde su brzine zanemarljive,
pa su energetska i pijezometarska kota na nivou te∙cnosti u sudu (¦0).
Stoga jedna∙cina energije (83{9) glasi:

¦0 = ¦I +
v2
I

2g
+ E0¡I

izg

U ranijem razmatranju ovoga primera (Tre¶ci primer u prethodnom
Poglavlju 82) zaklju∙ceno je da je:

¦0 ¡ ¦I =
v2
I

g

pa je time odre¹dena izgubljena energija

E0¡I
izg =

v2
I

2g

Tre¶ci primer. Sl. 83{5 odnosi se na naglo pro∙sirenje cevi. I ovde
se mo∙ze primeniti isti postupak kao u prethodnom zadatku. Dinami∙c-
ka jedna∙cina daje re∙senje, jer se zadatak mo∙ze svesti na sve poznate
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Slika 83{5 Uz obja∙snjenje izgubljene energije pri naglom pro∙sirenju cevi

sile sem jedne, a rezultati iz toga re∙senja nametnu se onda jedna∙cini
energije, koja obra∙cuna izgubljenu energiju.

Mlaz pri prelasku iz manjeg preseka cevi u ve¶ci ne mo∙ze da se pro-
∙siri naglo, oblik mlaza ne mo∙ze da ispuni ceo raspolo∙zivi presek cevi
odmah po pro∙sirenju, nego se mlaz ∙siri postepeno, a prostor izme¹du
mlaza i zida cevi ispunjava takozvana ,,vrtlo∙zna oblast". Tu bi zaklo-
njeni °uid mirovao da ga prodiruju¶ci mlaz ne pokre¶ce, a to pokretanje
izaziva suprostavljanje { tako dolazi do me¹dusobnog dejstva povla∙cenja,
odnosno odupiranja, ∙sto uvla∙ci deli¶ce u vrtlog.

Posmatraju¶ci u preseku (I') (neposredno po pro∙sirenju) za mlaz (izo-
stavljaju¶ci vrtlo∙znu oblast oko njega) se mo∙ze re¶ci da je strujanje u
njemu pribli∙zno paralelno i pravolinijsko, pa je onda ista pijezometarska
kota za ceo presek mlaza, a to je ista kota kao u preseku (I) (neposredno
pre pro∙sirenja), jer su iste prose∙cne brzine u preseku (I) i u mlazu
u preseku (I'). Mo∙ze se pretpostaviti da se hidrostati∙cka zakonitost
rasporeda pritisaka kroz mlaz mo∙ze pro∙siriti i na deo preseka (I') van
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mlaza, jer je to presek uz sam zid (uz kru∙zni prsten, koji spaja omota∙ce
cevi ispred i iza pro∙sirenja), gde te∙cnost, prakti∙cno uzev∙si, miruje, i po
hidrostati∙ckim zakonima, opkoljava izlaz mlaza iz u∙ze cevi. Mogu¶ca
sumnja u potpuno ostvarenje ove pretpostavke postaje bespredmetna,
barem sa prakti∙cnog stanovi∙sta, ako se pretpostavka ostvaruje, a to se
uvi¹da upore¹denjem rezultata ra∙cuna sa eksperimentalnim rezultatima.
Mo∙ze se re¶ci da se to pribli∙zno i ostvaruje.

Prihvatanjem pretpostavke o jedinstvenoj pijezometarskoj koti ¦I0

za ceo presek (I') (mlaz i vrtlo∙zna oblast) i izjedna∙cenje iste sa ¦I

(shodno prethodnom obrazlo∙zenju), izravnavanje sila koje u pravcu
strujanja (x) deluju izme¹du preseka (I') i (II) dovodi do jedna∙cine:

°AII(Z
0
I ¡ Z0

II) + p0
IAII ¡ p0

IIAII + ½QvI ¡ ½QvII = 0

Prvi ∙clan je komponenta sile te∙zine u x-pravcu, i iznosi °AIIL sin®,
gde je L rastojanje od preseka (I') do preseka (II), a ugao ® zaklapa
osa x sa horizontalom. Kako je sin® jednako Z0

I ¡ Z0
II podeljeno sa L,

dobija se komponenta te∙zine kako je u prethodnoj jedna∙cini i napisano.
Drugi i tre¶ci ∙clan su sile pritiska u presecima (I') i (II) ∙cije povr∙sine
iznose AII, a za prvi se, shodno prethodnom obja∙snjenju, preuzima pi-
jezometarska kota kao i pritisak u te∙si∙stu iz preseka (I), tj. p0

I . Poslednja
dva ∙clana su komponente inercijalne sile u presecima (I') i (II). Zane-
maruje se trenje izme¹du °uida i cevi.

Mo∙ze se Z0+p0=° za pojedini presek zameniti sa ¦, i to je pijezome-
tarska kota koja se odnosi na ceo presek (tako je to kod svih grani∙cnih
preseka za prou∙cavani deo struje). To ¶ce se u∙ciniti, i u isti mah jedna∙ci-
na ¶ce se podeliti sa °AII, po∙sto se prethodno obavi zamena Q = vIIAII.
Tako se dobija:

¦I ¡ ¦II +
vIvII

g
¡ v2

II

g
= 0

Ova jedna∙cina omogu¶cava da se odredi jedna pijezometarska kota
(¦I ili ¦II) ako je poznata druga, odnosno pritisci u presecima { razume
se uz poznati proticaj, jer su onda poznate brzina vI i vII. Mo∙ze se zadati
pijezometarska razlika ¦I ¡ ¦II, pa jedna∙cina odre¹duje proticaj.

Ovaj rezultat se upore¹duje sa jedna∙cinom mehani∙cke energije (83{9)
tako da ona obra∙cuna izgubljenu energiju Eizg, uz ¦I ¡ ¦II prema
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prethodno utvr¹denom. U jedna∙cini mehani∙cke energije, napisanoj sa:

Eizg = ¦I +
v2
I

2g
¡¦II ¡

v2
II

2g

sa nametnutim ¦I ¡¦II daje

Eizg =
1

2g
(2v2

II ¡ 2vIvII + v2
I ¡ v2

II) =
(vI ¡ vII)

2

2g

Ovo re∙senje navodi se ∙cesto pod naslovom ,,Teorema Borda" (BOR-
DA).

∙Cetvrti primer. Vertikalni mlaz usmeren na gore zaustavlja
zakrivljena (udubljena) povr∙sina oblikovana tako da je odbijeni mlaz
skrenut, u odnosu na dolazni, za ugao 1800 ¡ ® (sl. 83{6). Strujanje je
osnosimetri∙cno: osovina simetrije je osovina dolaznog mlaza. Tra∙zi se
sila udara mlaza, odnosno sila kojom se ∙cvrsta povr∙sina odupire mlazu.

Postavi¶ce se ravnote∙za vertikalnih sila na masu °uida izme¹du pre-
seka (0) dolaznog mlaza i povr∙sine (C) kroz koju povratni mlaz na-
pu∙sta ∙cvrstu povr∙sinu (brzina u svakoj ta∙cki povr∙sine (C) je normalno

α

vC vC0v

K

h

Mlaz brzine   udara u udubljenu
~vrstu povr{inu i vra}a se 

brzinom 

v

v

0

C

Sile na masu fluida izme|u
preseka (0) i (C)

00C C
C C

00I ρQ= v

C CI ρQv cos= α

G

Slika 83{6
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usmerena na povr∙sinu u datoj ta∙cki). Zbog osne simetrije, u osovini do-
laznog mlaza (to je osovina simetrije strujanja) deluju slede¶ce vertikalne
sile: te∙zina G posmatrane mase, inercijalna ,,sila" I0 u preseku (0), iner-
cijalna ,,sila" IC po povr∙sini (C), te sila K kojom ∙cvrsta povr∙sina deluje
na °uid. Korisno je da se uo∙ci da je inercijalna ,,sila" IC za celu povr-
∙sinu (C) vertikalna, mada su njeni elementarni sabirci koso usmereni,
ali se horizontalne komponente sile na elementarne delove povr∙sine (C)
me¹dusobno potiru, i u integralu daju nulu. Silu, dakle, ∙cini zbir ele-
mentarnih komponenti, od kojih pojedini sabirak iznosi ½ vC cos®dQ
(odnosi se na elementarni deo povr∙sine kroz koji prolazi proticaj dQ).
Za celu povr∙sinu ,,sila" IC iznosi ½ vC cos®Q. Zanemari¶ce se vertikalna
komponenta trenja izme¹du °uida i vazduha. Izostaju sile pritiska u
preseku (0) i po povr∙sini (C) jer je mlaz slobodan.

Ravnote∙za pobrojanih sila daje:

I0 + IC ¡G¡K = 0

iz ∙cega se dobija
K = ½Q(v0 + vC cos®)¡G

Ako se °uid smatra idealnim, jedna∙cina energije izme¹du preseka (0)
i (C) daje, s obzirom da je ¦0 = ¦C (oba preseka imaju te∙zi∙sta na istoj
koti, na kojoj su im i pijezometarske kote, jer nema pritiska):

v2
0

2g
=
v2

C

2g
; tj. v0 = vC

Ovo zna∙ci da su presek mlaza A0 i povr∙sina AC omota∙ca jednaki (jer
isti proticaj kroz njih prolazi sa istom brzinom), pa zapremina izme¹du
(0) i (C) je ne∙sto malo ve¶ca od 2A0h (sa h je ozna∙cena i ucrtana u sliku
visina u kojoj se zapremina prote∙ze), pa se za red vrednosti te∙zine G
mo∙ze uzeti 2°A0h. Zbir I0 + IC, s obzirom da cos® nije mnogo manji
od jedinice, pribli∙zno je 2½Qv0 = 2½A0v

2
0. Odnos izme¹du te∙zine G i

sile I0+IC je stoga pribli∙zno gh=v2
0, pa je te∙zina zanemarljiva, u odnosu

na inercijalnu ,,silu", ako je h ¿ v2
0=g, a to se i ostvaruje u zadacima,

koji su prakti∙cno zanimljivi, a to su oni u kojima sila K udara mlaza
nije bezna∙cajna.

Sa vC = v0, i izostavljanjem G, prethodni izraz za silu K postaje:

K = ½Qvo(1 + cos®)
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Ako se ne prihvati idealizacija °uida, vc ne¶ce biti jednako vo, jer ¶ce
jedna∙cina energije dati vc < vo, a prema slede¶cem:

v2
C

2g
=

v2
0

2g
¡E0¡C

izg

Treba, dakle, poznavati Eizg, da bi se odredila brzina vc posma-
tranog mlaza, na osnovu poznate dolazne brzine v0. Sa odre¹denom
brzinom vC sila udara K, uz zanemarenje te∙zine G, iznosi:

K = ½Q(v0 + vC cos®)

Ako bi E0¡C
izg iznosilo manje od (0;1v2

0=2g), brzina vc se ne bi spu∙stala
ni∙ze od 0;95v0, pa bi sila udara bila neosetno manja (ne vi∙se od 2,5%)
od sile koja se dobija uz pretpostavku idealnog °uida. Za procenu Eizg

(iz ∙cega se zaklju∙cuje o opravdanosti zanemarenja, ili naprotiv o potrebi
da se uzme u obzir) mora se raspolagati iskustvenim saznanjima.

Vo¹denje ra∙cuna o izgubljenoj energiji u realnom °uidu, za razliku
od idealnog gde gubitka nema, dovelo je do smanjenja sile K, ∙sto se
mo∙ze pripisati sili trenja izme¹du ∙cvrste granice i °uida, koja se izostavlja
pretpostavkom o idealnom °uidu. Sila trenja je uklju∙cena u silu K, kao
jedan njen deo (jer sila K je ukupna sila izme¹du ∙cvrste granice i °uida,
pa u nju ulaze i pritisak i trenje). Trenje smanjuje silu udara, jer je
suprotno usmereno. Razumljivo je da sila trenja deluje tako¹de u osovini
dolaznog mlaza (zbog osne simetrije) kao i sve ranije razmatrane sile.

UOP∙STENA ZAPA∙ZANJA, STE∙CENA PRILIKOM
RE∙SAVANJA PRETHODNIH PRIMERA

Primeri prikazani u prethodnom poglavlju (82) i ovom poglavlju
(83) pokazuju da se primene jedna∙cine uravnote∙zenja sila (iz 82) i je-
dna∙cine mehani∙cke energije (iz 83) me¹dusobno prepli¶cu. Moglo se pri-
metiti da se re∙sava po jednoj jedna∙cini, a to se re∙senje onda nala∙ze
drugoj da samo obra∙cuna ono ∙sto joj se nala∙ze. Ovo zna∙ci da navedene
dve jedna∙cine nisu me¹dusobno nezavisne (nisu sistem dve jedna∙cine,
koje odre¹duju dve nepoznate).

1. Primeri sa slike 82{5 (po∙cetak cevi, ugurane u rezervoar) i sli-
ke 83{5 (naglo pro∙sirenje cevi) spadaju u zadatke gde se mogao
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unapred odrediti raspored napona po celoj grani∙cnoj povr∙sini, pa
je bila poznata i sila K izme¹du ∙cvrste grani∙cne povr∙sine i °uida.
(U oba navedena primera to je bilo mogu¶ce, ∙sto se mo∙ze smatrati
izuzetno povoljnom okolno∙s¶cu, a u prete∙znom broju slu∙cajeva
nije mogu¶ce unapred pristupiti re∙savanju zadatka sa poznatom
silom K izme¹du ∙cvrste granice i °uida. Mo∙ze se ∙cak re¶ci da je
to izuzetak, gde je naponsko stanje po granici poznato, odnosno
lako odredljivo.) U navedenim primerima, zahvaljuju¶ci pozna-
vanju sile K, jedna∙cinom uravnote∙zenja sila odre¹dena je sila pri-
tiska u jednom od preseka, uz poznatu silu pritiska u drugom,
ili se mo∙ze odrediti razlika sila pritisaka (razume se, uz poznati
proticaj), a to zna∙ci odre¹dena je razlika pijezometarskih kota za
grani∙cne preseke (I) i (II). Time je zadatak re∙sen. Sa re∙senjem se
ulazi u jedna∙cinu energije i sa njom se samo ,,knjigovodstvenim
sravnjivanjem" dobija izgubljena energija.

Primer sa slike 82{4, gde se tra∙zi sila K udara mlaza u plo∙cu re-
∙sen je primenom uravnote∙zenja sila, jer je jedina nepoznata sila
bila sila udara koja se tra∙zi. Treba uo∙citi da je za odre¹divanje te
sile bilo potrebno poznavati stanje samo u jednom preseku, a i
u njemu je sila pritiska otpala (mlaz je slobodan), a inercijalnu
,,silu" odre¹duju proticaj i brzina mlaza, kao i gustina °uida, a to
se zadaje. Nije trebalo nikakvih saznanja o promenama u struji u
sudaranju sa plo∙com, izuzev∙si prihvatljivu pretpostavku da struja
napu∙sta plo∙cu u pravcu paralelnom sa plo∙com.

2. Za zadatak na sl. 83{6 gde mlaz udara u udubljenu ∙cvrstu povr∙si-
nu i od nje se odbija moralo se u¶ci u razmatranje promena u struji
u sudaru sa plo∙com. Naime, bilo je potrebno da se, primenom
jedna∙cine energije, najpre odredi brzina vc povratnog mlaza na
osnovu poznate brzine v0 dolaznog mlaza, pa se tek onda moglo
pre¶ci na uravnote∙zenje sila, koje daje tra∙zenu silu K izme¹du °uida
i ∙cvrste granice.

Ovaj primer spada u zadatke, gde re∙savanje mora otpo∙ceti prime-
nom jedna∙cine energije (jer u dinami∙ckoj jedna∙cini uravnote∙zenja
sila nije samo jedna sila nepoznata, da bi se ta jedna∙cina mogla
odrediti), a treba naglasiti da je jedna∙cina energije u tom slu∙ca-
ju neprimenljiva bez dopunskog saznanja o izgubljenoj energiji,
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a to saznanje je empirijskog porekla. Dakle, nemogu¶ce je ana-
liti∙ckim putem do¶ci do re∙senja, treba uneti iskustvena saznanja.
U nekim zadacima mo∙ze se zanemariti izgubljena energija, jer to
zanemarenje dovodi do bezna∙cajnog odstupanja u rezultatu za-
datka, ali se mora naglasiti da je potrebno iskustveno saznanje
koje opravdava to zanemarenje.

Zadatak sa strujanjem kroz mlaznik (sl. 82{3 i drugo prikazivanje
istoga primera na sl. 83{4) pokazuje tako¹de da je nemogu¶ce do¶ci
do sile K izme¹du ∙cvrste granice i °uida primenom jedna∙cine urav-
note∙zenja sila, tj. na∙celno je isto kao kod prethodnog slu∙caja, pa
se i ovom zadatku moralo pristupiti re∙savanjem jedna∙cine energi-
je, uz prethodnu procenu izgubljene energije, na osnovu iskustva.
Tako se do∙slo do pijezometarske kote, a sa njom i do sile pritiska, u
preseku pred mlaznikom, i ta sila se uravnote∙zava sa ostalim sila-
ma i to uravnote∙zenje je dalo siluK izme¹du ∙cvrste granice i °uida.

¤ ¤ ¤

Iz prethodnih razmatranja mogu se izvu¶ci prakti∙cni zaklju∙cci uop-
∙stenog zna∙caja.

a) Samo u zadacima, gde se re∙savanje mo∙ze otpo∙ceti primenom dina-
mi∙cke jedna∙cine uravnote∙zenja sila (jer je od svih sila, uklju∙civ∙si i
inercijalnu, nepoznata samo jedna, i ona se sra∙cuna), mo∙ze se do¶ci
do re∙senja ∙cisto analiti∙ckim postupkom, bez kori∙s¶cenja dopunskih
saznanja (van jedna∙cina), koja poti∙cu iz iskustva. Re∙senje dobije-
no uravnote∙zenjem sila nametne se jedna∙cini energije, koja onda
sra∙cuna izgubljenu energiju.

Primeri ovakvih zadataka navedeni su malo pre { pod 1, a takvi
zadaci su u praksi izuzetno retki.

b) Ako se re∙savanje ne mo∙ze otpo∙ceti primenom dinami∙cke jedna∙cine
uravnote∙zenja sila (jer je vi∙se od jedne sile nepoznato), mora se ot-
po∙ceti jedna∙cinom energije, a to zahteva da se moraju znati isku-
stveni podaci o izgubljenoj energiji. Re∙senje dobijeno jedna∙cinom
energije omogu¶cava onda primenu jedna∙cine uravnote∙zenja sila.

U ovu vrstu zadataka spadaju primeri navedeni pod 2.

69

DRAFT verzija 2001.



Na ∙zalost, u ovu drugu vrstu zadataka spada prete∙zan deo prakti∙cnih
zadataka. Da se navede samo najprostiji zadatak hidraulike: pad kote
energije niz jednoliku pravolinijsku struju (istoga popre∙cnog preseka),
usled gubitaka prouzrokovanih trenjem. To se raspravlja kasnije u
Poglavlju 91 (mo∙ze se odmah pogledati slika 91{1) a problem se svodi
na to ∙sto su za zadati proticaj nepoznate i sila trenja Kx izme¹du °uida
i zidova cevi, kao i razlika sila pritisaka PI¡PII pa se ne mo∙ze primeniti
jedna∙cina uravnote∙zenja sila, ako se prethodno ne iskoriste iskustvena
saznanja, koja odre¹duju silu Kx.

PRIMEDBA

U prethodnom tekstu re∙ceno je da dinami∙cka jedna∙cina (jedna∙cina
uravnote∙zenja sila) i jedna∙cina energije nisu me¹dusobno nezavisne. To
je potpuno jasno ako se posmatraju te jedna∙cine u svom op∙stem obliku,
kako su izvedene u poglavljima 33 i 34. Tamo je po ispisivanju jedna∙cine
mehani∙cke energije (34{2) re∙ceno da ona ne unosi ni∙sta su∙stinski novo,
ona se dobila jednostavnim mno∙zenjem dinami∙cke jedna∙cine (33{2) sa
brzinom uj i to treba shvatiti kao formalni postupak, a ne kao uno∙senje
izraza nove i nezavisne zakonitosti. Dakle, uno∙senje jedna∙cine energije,
pored dinami∙cke, ne dozvoljava odre¹divanje nijedne nepoznate vi∙se od
onoga ∙sto je dala dinami∙cka jedna∙cina.

Izvo¹denje dinami∙cke jedna∙cine (jedna∙cine uravnote∙zenja sila) i je-
dna∙cine energije, sprovedeno je u prethodnom poglavlju (82) i ovom, sa
ciljem da se najlak∙se do¹de do izraza koji ¶ce se primenjivati isklju∙civo na
struju izme¹du dva njena preseka. Nije se po∙slo od jedna∙cina u op∙stem
obliku { misli se na jedna∙cine (33{2) i (34{2) { nego od neposredne
primene mehani∙ckih stavova o promeni koli∙cine kretanja i o energiji na
struju (izme¹du dva preseka), uz prethodna upro∙stavanja, jer se hidrome-
hani∙cke veli∙cine u presecima mogu pribli∙zno veoma jednostavno odre-
diti. Me¹dutim, tako dobijene jedna∙cine (82{3) i (83{9) ne mogu svojim
oblikom ukazati da su me¹dusobno zavisne, ali je njihova primena, kako
se iz izlo∙zenih primera uvidelo, ukazala na njihovu me¹duzavisnost.
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84

KRITI∙CKI OSVRT
I DOPUNSKA OBJA∙SNJAVANJA

NA IZLAGANJA U POGLAVLJU 82

Jedna∙cina (82{6) iz Poglavlja 82, koja je osnova za re∙savanja prak-
ti∙cnih zadataka, podvr¶ci¶ce se analizi sa stanovi∙sta op∙stih zakonitosti,
izlo∙zenih u Prvoj knjizi.

¤ ¤ ¤

I. Op∙sti oblik dinami∙cke jedna∙cine za kona∙cnu zapreminu napisan
je sa (33{7), i ta se jedna∙cina mo∙ze napisati i kao jedna∙cina ,,ravnote∙ze
sila", ∙sto je ura¹deno sa (33{10), po∙sto je, sa (33{9), uvedena inercijalna
,,sila". Prepisuje se (33{10):

Z

V
¡ @

@t
(½uj)dV +

Z

A
¡½ujuinidA+

Z

V
fj½dV +

Z

A
¾ijnidA = 0 (84{1)

Pretpostavlja se ustaljeno strujanje, pa otpada prvi ∙clan. Drugi
∙clan predstavlja inercijalnu ,,silu" u ustaljenom strujanju, uz napomenu
da integrisanje po omota∙cu daje nulu, jer kroz omota∙c, bio on ∙cvrsta
granica ili slobodna povr∙sina vode (kod kanala), nema proticaja. Ostaje
samo po popre∙cnim presecima AI i AII, gde se, zbog pravolinijskog i
paralelnog strujanja kroz presek (normalno upravljeno na njega), izraz
pojednostavljuje jer je:

a) uini = ¡u za AI, gde se brzina ui i ort spoljne normale podu-
daraju po pravcu, ali su suprotno usmereni;

b) uini = +u za AII, gde se brzina ui i ort spoljne normale podu-
daraju i po pravcu i po smeru.

U prethodnom se podrazumeva da je te∙cenje od preseka I ka prese-
ku II, i zbog toga je pozitivno proticanje uinidA na izlaznom preseku II,
a negativno na ulaznom preseku I.
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Sa ovim pojednostavljenjem, i sa ½ = const, mo∙ze se napisati:

Ij =
Z

A
¡½ujuini dA = ½

Z

AI

uju dA¡ ½
Z

AII

uju dA (84{2)

U svakom od preseka vektor uj se mno∙zi sa u, pa se onda u2 integri∙se
po preseku, i primenjuju¶ci (81{8), dobija se ¯v2A = ¯vQ. Me¹dutim,
rezultat mora da bude vektor, upravljen u pravcu j, pa se dobijeni
rezultat pi∙se sa ¯Qvj za svaki od preseka, ∙sto prethodnu jedna∙cinu
svodi na:

Ij = ½Q(¯vj)I ¡ ½Q(¯vj)II (84{3)

Ne vode¶ci ra∙cuna o neravnomernosti brzina po preseku, tj. uzima-
ju¶ci da je po celom preseku srednja brzina v za presek, tj. sa ¯ = 1,
izraz (84{3) se svodi na izraz (82{4).

Po∙sto se ovde, kao i svuda, uslovljava da je te∙zina jedina zapremin-
ska sila, tre¶ci ∙clan u (84{1) je te∙zina Gj zapremine V , ∙sto se izra∙zava
sa Gj = ½gjV , jer su gustina ½ i sila po jedinici mase fj = gj konstante.

∙Cetvrti (i poslednji) ∙clan u (84{1) je povr∙sinska sila Kj po omota∙cu
i povr∙sinske sile po grani∙cnim popre∙cnim presecima { (I) i (II) { po-
smatranog dela struje. U Poglavlju 82 obrazlo∙zeni upro∙steni postupak,
namenjen prakti∙cnoj primeni, sile u presecima izra∙zava samo kao posle-
dicu dejstva pritisaka (samo sferni deo napona), i to po hidrostati∙ckoj
zakonitosti rasporeda pritisaka, jer to dozvoljava izostavljanje (zanema-
rivanje) devijatorskih napona. Obrazlo∙zenje za to zanemarenje je u sle-
de¶cem. Osa 1 neka bude normalno upravljena na onaj popre∙cni presek,
koji se razmatra, pa je onda ¾d

11 = 0, jer je on srazmeran sa @u1=@x1,
a taj izvod je jednak nuli, ako se kroz presek ostvaruje paraleleno i
pravolinijsko strujanje, normalno na presek. Navedena zavisnost proi-
zlazi iz veze napona i deformacija (41{7) za i = j = 1 i za nesti∙sljiv °uid,
gde je @uk=@xk jednako nuli, i, razume se, uz pretpostavku konstantnog
koe¯cijenta viskoznosti. Naponi ¾12 i ¾13 ne mogu da budu jednaki nuli
po celom preseku, jer su oni srazmerni sa @u1=@x2 , odnosno @u1=@x3,
∙sto se opet uvi¹da iz (41{7), uz u2 = u3 = 0. Me¹dutim, ovi izvodi moraju
imati i pozitivne i negativne vrednosti po istom preseku, jer brzina raste
od zida ka sredi∙stu preseka, da bi odavde opadala, ka naspramnom zidu.
Integrisanje napona po preseku da¶ce silu, a ona ¶ce biti jednaka nuli ako
je presek simetri∙can, upravo ako se ose 2 i 3, koje le∙ze u ravni preseka,
mogu postaviti tako da budu simetrale preseka (to je ostvarljivo, na
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primer, kod cevi kru∙znog, ili pravougaonog preseka). Ovo se obrazla∙ze
slede¶cim rasu¹divanjem. Naponu ¾21 = @u1=@x2 u jednoj ta∙cki odgova-
ra napon iste vrednosti, ali suprotnog znaka, u drugoj ta∙cki simetri∙cno
postavljenoj u odnosu na prvu (simetrala je osa 3), jer su u tim ta∙cka-
ma @u1=@x2 iste vrednosti, a suprotnog znaka. Po∙sto svaka ta∙cka ima
svoj ,,par", u integrisanju po preseku dobije se da napon ¾12 daje nulu.
Isto se mo∙ze zaklju∙citi za napon ¾13 ako je osa 2 simetrala preseka. Ako
presek i nije simetri∙can (u iznetom smislu), mo∙ze se o∙cekivati sila koja
¶ce se mo¶ci zanemariti i u odnosu na komponentu inercijalne ,,sile" za
isti presek, jer se dobrim delom potire dejstvo pozitivnih i negativnih
napona po istom preseku, a svaki zasebno nisu od zna∙cajnijeg uticaja
(u odnosu na ostale sile).

Po∙sto su prethodnim razmatranjem obuhva¶cene povr∙sinske sile po
popre∙cnim grani∙cnim presecima (I) i (II), preostaje i sila kojom ∙cvrsta
granica deluje na °uid. (Ova sila zajedno sa silama u presecima ulazi u
∙cetvrti ∙clan jedna∙cine (84{1).) Ta sila se obi∙cno u prakti∙cnim zadacima
tra∙zi, jer ona sa obrnutim smerom daje optere¶cenje kojim °uid deluje
na ∙cvrstu granicu (∙sto je uobi∙cajeni prakti∙cni zadatak). Ona ¶ce biti
poznata ako su sve ostale (i razmotrene) sile poznate.

¤ ¤ ¤

II. Uz prethodno tuma∙cenje primene op∙ste jedna∙cine (84{1) na
struju izme¹du dva preseka treba staviti ozbiljnu zamerku. To se mo∙ze
odnositi samo za laminarno strujanje. Za turbulentno strujanje, to ne
mo∙ze da va∙zi, jer kod njega nisu ispunjeni uslovi, kojim se strujanje
uprostilo. Naime, turbulentno strujanje ne mo∙ze da bude ustaljeno,
niti mo∙ze da bude paralelno i pravolinijsko, normalno na presek, jer
trenutna brzina u ta∙cki menja kroz vreme i vrednost i pravac. Za tur-
bulentno strujanje, prema tome ne mo∙ze se izostaviti prvi ∙clan jedna-
∙cine (84{1), niti se ostali mogu uprostiti, morali bi se i za sile pritiska
i za inercijalnu ,,silu" zadr∙zati integrali, za ∙cije re∙senje bi trebalo znati
raspored trenutnih brzina po celom strujnom polju i raspored trenut-
nih brzina po presecima. To bi vodilo ka odre¹divanju trenutne sile Kj

(ta sila °uktuira). Taj tako slo∙zen zadatak ne mo∙ze se ni re∙siti, jer
su previ∙se slo∙zeni po∙cetni uslovi (stanje u nekom trenutku) i grani∙cni
uslovi po omota∙cu i preseku. Tako se i ne radi. Treba se podsetiti da
su zbog nepogodnosti za prakti∙cnu upotrebu jedna∙cina sa trenutnim
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vrednostima i uvedene jedna∙cine za turbulentno strujanje, gde se pi∙su
posebne jedna∙cine za ono ∙sto se nazvalo ,,glavno strujanje", a posebno
za ono ∙sto je ,,sporedno" (sekundarno), i ∙sto se nazvalo i ,,°uktuacije".
Ako se ∙zele utvrditi osrednjene vrednosti, a to praksu u prvom redu
zanima, od °uktuacija ¶ce se obuhvatiti samo ono ∙sto je neophodno da
se odrede osrednjene vrednosti { tako se upravo i ispisuju jedna∙cine za
glavno strujanje. U njima se pojavljuju prete∙zno ∙clanovi sa osrednjenim
vrednostima, i uz njih ∙clanovi u kojima se pojavljuju °uktuacije, i koji
predstavljaju ,,uticaj °uktuacija na glavno strujanje", ∙cime se u stvari
obra∙cuna uticaj onoga ∙sto se, radi lak∙seg prou∙cavanja, odvojilo. Ovo
je razja∙snjeno u poglavljima 51 i 52 kao osnovni stav u prikazu razma-
tranja turbulentnog strujanja, a na takvoj osnovi su ispisane jedna∙cine
u Poglavlju 53.

Uz ovo valja skrenuti pa∙znju da su se sve veli∙cine u Poglavlju 82
smatrale osrednjenim, pa bi jedna∙cina za glavno strujanje mogla da
poslu∙zi da se proveri da li se mo∙ze prihvatiti jedna∙cina (82{6), koja je
namenjena prakti∙cnoj primeni. Tu se misli i na proveru pretpostavki i
uslova pod kojima su osrednjene sile koje ulaze u jedna∙cinu (82{6).

Mo∙ze se unapred re¶ci, a to ¶ce biti dokazano u nastavku, da uticaji
turbulencije nisu toliko zna∙cajni da se jedna∙cine, koje su ispisane u
Poglavlju 82, ne bi mogle primenjivati u praksi, i to podrazumevaju¶ci
da su u njima osrednjene vrednosti.

¤ ¤ ¤
III. Za dinami∙cku jedna∙cinu koja uravnote∙zava sile u glavnom stru-

janju turbulentne struje, osrednjavanjem ∙clanova jedna∙cine (84{1) do-
bija se:

¡
Z

V

@

@t
(½uj)dV ¡

Z

A
½ uj ui ni dA¡

Z

A
½u0ju

0
inidA+

+
Z

V
fj½dV +

Z

A
¾ijnidA = 0 (84{4)

∙sto je i ranije ve¶c napisano, izrazom (53{18), uz napomenu da poslednji
∙clan u (84{4) zamenjuje zbir tre¶ceg i ∙cetvrtog desne strane u (53{18).

Tre¶ci ∙clan u prethodnoj jedna∙cini predstavlja uticaj °uktuacija i
mo∙ze se zameniti prema slede¶cem:

¡
Z

A
½u0iu

0
jni dA =

Z

A
¾t
ijni dA

74

DRAFT verzija 2001.



jer je ¡½u0iu0j = ¾t
ij = ,,napon" turbulencije, uveden izrazom (53{13).

Prime¶cuje se da je inercijalna ,,sila", koja zapravo i nije sila, u jedna-
∙cinu u∙sla umesto promene koli∙cine kretanja u jedinici vremena. Ona
se izjedna∙cava sa pravim silama, formalno ∙cini ,,ravnote∙zu sila". Deo
te sile, koji unose °uktuacije, kako prethodni izraz pokazuje, mo∙ze se
prikazati kao integral ,,napona" turbulencije po povr∙sini, a i ti ,,naponi"
nisu naponi u ¯zi∙ckom smislu re∙ci, ali se sa njima mo∙ze postupati kao i
sa pravim naponima, i kako se pokazalo, dobiti ,,sila" koja daje njihovo
dejstvo po povr∙sini.

¤ ¤ ¤
IV. Ustaljenost osrednjene brzine dozvoljava da se izostavi prvi

∙clan u (84{4). Drugi i tre¶ci ∙clan zajedno predstavljaju osrednjenu iner-
cijalnu ,,silu". Drugi ∙clan se svodi na izraz (84{2) samo se uj zame-
njuje sa uj, a u sa u (jer ulaze osrednjene brzine). Tako se dobija
deo osrednjene inercijalne ,,sile" koji poti∙ce od osrednjenih brzina i koji
¶ce se ozna∙citi sa Ij(ui). Me¹dutim, to nije cela osrednjena ,,sila", jer
treba dodati i njen deo koji poti∙ce od °uktuacija. Taj deo je tre¶ci ∙clan
u (84{4), i bi¶ce ozna∙cen sa Ij(u

0
i).

Za drugi ∙clan u (84{4) se pi∙se:

Ij(ui) =
Z

A
¡½ uj ui ni dA = ½

Z

AI

uj u dA¡ ½
Z

AII

uj u dA (84{5)

Ovo se, uvo¹denjem koe¯cijenta neravnomernosti brzine ¯, svodi na:

Ij(ui) = ½Q(¯vj)I ¡ ½Q(¯vj)II (84{6)

Dakle, dobilo se potpuno isto ∙sto je napisano sa (84{3), samo uz na-
pomenu da (84{6) nije celokupna osrednjena ,,sila", jer treba, kao ∙sto
je ve¶c napomenuto, dodati ono ∙sto ¶ce se izneti u narednom odeljku (V),
i ∙sto predstavlja tre¶ci ∙clan u (84{4).

Obja∙snjenje o podudarnosti (84{6) i (84{3) je slede¶ce: i kod tur-
bulentnog strujanja, srednja brzina v za presek dobija se jednostavnim
deljenjem proticaja Q sa presekom A, tj. v = Q=A, po∙sto °uktuacije ne
uti∙cu na proticaj. Ovo je obja∙snjeno ispred ispisivanja jedna∙cine (81{7),
iz koje se vidi da je srednja brzina v za presek srednja vrednost ve¶c kroz
vreme osrednjenih lokalnih brzina (za pojedine ta∙cke preseka). Koe¯ci-
jent ¯ kod turbulentnog strujanja je koe¯cijent neravnomernosti osred-
njenih brzina u po preseku { ∙sto je napisano u izrazu koji je napisan
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kao prvi u (81{10). Napominje se da je vrednost toga koe¯cijenta kod
turbulentnih struja bliska jedinici, obi∙cno je izme¹du 1 i 1,03. Ovo va∙zi
za presek podoban za prou∙cavanje struja (paralelno i pravolinijsko stru-
janje kroz presek, normalno na njega, bez lokalnih poreme¶caja koji bi
izazvali ve¶cu neravnomernost brzine po preseku), a takav se presek po-
drazumeva.

¤ ¤ ¤
V. Od integrala, koji predstavlja tre¶ci ∙clan u (84{4) uze¶ce se u

razmatranje samo ono ∙sto pripada jednom preseku (a kasnije ¶ce se isto
mo¶ci primeniti i na drugi presek), dok integrisanje po omota∙cu daje
nulu. Za presek AI neka se osa 1 postavi normalno na presek, a usme-
rena kao i osrednjena brzina u. Fluktuiraju¶ca ,,sila" po preseku ne¶ce
biti upravljena samo normalno, nego ¶ce imati i tangencijalnu kompo-
nentu, jer postoje sve tri komponente °uktuacione brzine. Normalno
usmerena da¶ce komponentu:

I I
1(u

0
i) =

Z

AI

½u01u
0
1 dA =

Z

AI

½u
02
1 dA (84{7)

Indeks 1 ukazuje na pravac, indeks I na presek, a pisanje jo∙s i I(u0)
zna∙ci da je to osrednjena sila, ali od uticaja °uktuacija.

U preseku (I) le∙za¶ce ostale dve komponente ,,sile" I I
j(u

0
i), od kojih

se ona u pravcu 2 izra∙zava sa:

I I
2(u

0
i) =

Z

AI

½u02u
0
1 dA (84{8)

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta zanimljiv je odnos izme¹du (84{7) i dela
,,sile" (84{6), koji se odnosi na presek I. Taj deo iznosi:

I I
1(ui) = ½Q(¯v)I = ½(¯Av2)I (84{9)

pa je najavljeni odnos

I I
1(u

0
i)

I I
1(ui)

=

R
AI
u01u

0
1 dA

(¯Av2)I
(84{10)

Ako bi se ocenilo da je ovaj odnos reda vrednosti 1%, mogao bi
se zanemariti uticaj °uktuacija na osrednjenu ,,silu", a zadr∙zati samo
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uticaj osrednjenih brzina. Na isti na∙cin { kao (84{10) { napisao bi se
odnos i za presek AII. Razmatranja u nastavku ¶ce se odnositi na bilo
koji od dva grani∙cna popre∙cna preseka, upravo na normalnu kompo-
nentu inercijalne ,,sile" na grani∙cni presek posmatranog dela struje.

Sa ¯ = 1 (malo pre je navedeno da je vrednost za ¯ zaista bliska
jedinici) odnos (84{10) za jedan od preseka iznosi:

R
A u

0
1u
0
1 dA

Av2
= "11 (84{11)

Nagla∙sava se da je pravac 1 normalno usmeren na presek koji se
posmatra, pa je "11 odnos normalno usmerene osrednjene sile na presek,
koji poti∙ce od °uktuacija, prema sili od osrednjenih brzina.

Za procenu "11 treba raspolagati saznanjem o u01u
0
1=v

2 za pojedine
ta∙cke preseka, a taj odnos je jedan od uobi∙cajenih pokazatelja turbu-
lencije, i kvadratni koren toga odnosa naveden je u Poglavlju 54, sa
nazivom ,,intenzitet turbulencije", i napisan u (54{6). Odnos u01u

0
1=v

2

mo∙ze se tuma∙citi i kao odnos kineti∙ckih energija (po jedinici mase):
lokalno (u ta∙cki) koju sadr∙ze podu∙zne (u pravcu strujanja) °uktuacije
i one kineti∙cke energije koju daje srednja brzina v u preseku.

Raspola∙ze se saznanjima o ,,intenzitetu turbulencije", proiza∙slim iz
istra∙zivanja u cevima kru∙znog preseka { o tome ¶ce biti re∙ci u Odeljku IV
Poglavlja 98. Tamo ¶ce se pokazati da je za taj slu∙caj odnos (84{10) reda
vrednosti 0,01. Razume se da se podrazumeva da je struja u kru∙znoj
cevi jednolika, a pod pojmom ,,jednolika" treba shvatiti pravolinijsko
osrednjeno strujanje bez ikakvih lokalnih poreme¶caja u posmatranoj
deonici struje, tako da je u svim popre∙cnim presecima struje raspored
osrednjenih brzina, i osrednjenih proizvoda °uktuacionih brzina u0iu

0
j ,

isti. Ti rezultati mogu se preneti, barem u proceni reda vrednosti odno-
sa (84{11), sa jednolike struje u cevi kru∙znog preseka na sve jednolike
struje (tj. na jednoliku struju i u nekom drugom preseku).

Uz ove navode treba se podsetiti da grani∙cni presek za posmatranu
zapreminu mora da zadovoljava uslov da je osrednjeno strujanje para-
lelno i pravolinijsko, normalno na presek. (To treba da ispune preseci I
i II.) Ne treba nigde, pa ni ovde, smetnuti sa uma da je to uklju∙ceno
u pojam ,,presek struje" kao ∙sto se on svuda shvata. Bez toga nema
jasno¶ce grani∙cnih uslova, pa ni mogu¶cnosti za primenu op∙stih stavova
na ve¶ci broj primera, a bez ∙cije primene svako uop∙steno razmatranje
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je besmisleno. Navedeni uslov zna∙ci da osrednjeno strujanje kroz pre-
sek nema zakrivljenja strujnica, niti povratno usmerenih brzina, niti
ma kakvih lokalnih poreme¶caja, koji primetno uznemiravaju struju u
njenom osrednjenom pravolinijskom paralelnom strujanju. Na primer,
da bi se uslov za presek strujanja ispunio na primeru sa sl. 83{5 (to je
naglo pro∙sirenje), mora se presek II odmaknuti od mesta gde se pre-
sek geometrijski menja, odnosno presek II mora da bude tamo gde je
prizidna, od sredi∙snje struje odvojena, vrtlo∙zna oblast ve¶c zavr∙sena, gde
se struja ve¶c smirila od lokalnog poreme¶caja, i gde je ve¶c ceo presek cevi
ispunjen pravolinijskim paralelnim strujanjem.

Prethodno podse¶canje na uslov za grani∙cni presek struje treba da
poslu∙zi za ohrabrenje da u preseku koji taj uslov ispunjava nema tako
intenzivne turbulencije da bi se osetno razlikovala od one koja se posti∙ze
u jednolikoj struji.

¤ ¤ ¤

VI. Re∙ceno je ve¶c da osrednjena inercijalna ,,sila" za presek mo∙ze
da ima komponentu u pravcu koji le∙zi u preseku. Neka to bude pravac 2
(a pravac 1 je normalan na presek), pa je onda komponenta za presek
(uzet je presek I) napisana sa (84{8). Na isti na∙cin bi se napisala i
komponenta u pravcu 3 (koji tako¹de le∙zi u posmatranom popre∙cnom
preseku).

Za ocenu uticaja popre∙cnih °uktuacionih brzina na osrednjenu iner-
cijalnu ,,silu" za presek mo∙ze da poslu∙zi pokazatelj:

"12 =

Z

A
u01u

0
2 dA

v2A
(84{12)

"12 predstavlja odnos popre∙cne sile od °uktuacija napisane sa (84{8),
prema sili za isti presek od osrednjenih brzina, napisanoj sa (84{9). Ako
je taj odnos bezna∙cajan, onda su uticaji od popre∙cnih °uktuacija na
osrednjenu inercijalnu silu zanemarljivi.

Iza izraza (84{11) za "11 pomenuta su izlaganja na kraju Poglav-
lja 98, u kojima ¶ce se pokazati da "11 ne prelazi 0,01, a na istom mestu
¶ce se navesti da je "12 jo∙s manji. Mo∙ze se, sakle, zaklju∙citi da su za-
nemarljivi uticaji popre∙cnih °uktuacionih brzina na inercijalnu ,,silu"
za presek. Zanimljiv je i navod na kraju Poglavlja 98 da je "12 = 0 za
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kru∙zni popre∙cni presek i za popre∙cni presek struje izme¹du dve paralelne
plo∙ce.

¤ ¤ ¤

VII. Razmatranja u dva prethodna odeljka (V i VI) dozvolila su da
se mo∙ze zaklju∙citi da su podu∙zne i popre∙cne °uktuacije na popre∙cnim
presecima od zanemarljivog uticaja na osrednjenu inercijalnu ,,silu".

Uz prethodno treba primetiti da se obi∙cno vi∙se gre∙si u osrednjenoj
inercijalnoj ,,sili" za presek, ako se zanemari neravnomernost osrednje-
nih brzina tj. ako se u (84{6) uzme ¯ = 1, nego ∙sto se ∙cini zanemarenjem
uticaja °uktuacija. Naime, re∙ceno je da ¯ ne¶ce pre¶ci 1,03, a to je, za
prakti∙cne zadatke bezna∙cajno, a pogotovo je onda bezna∙cajan uticaj
°uktuacija, koji bi silu pove¶cao manje.

Prema tome, za prakti∙cne zadatke mo∙ze se inercijalna ,,sila" za pre-
sek ra∙cunati sa iznosom ½Qv.

Inercijalna ,,sila" u ustaljenom strujanju ispoljava se samo inte-
gralom po grani∙cnoj povr∙sini kao da je povr∙sinska sila, i to sa izno-
som ¡½uiuj po jedinici povr∙sine. Osrednjavanje ovoga iznosa daje
¡½ ui uj ¡ ½u0iu

0
j, a drugi ∙clan je tzv. ,,napon" turbulencije ¾t

ij. Treba
se podsetiti da su ,,naponi" turbulencije uvedeni u Poglavlju 53, sa
¾t
ij = ¡½u0iu0j , i protuma∙ceni kao ,,posrednici" izme¹du glavnog stru-

janja i °uktuacija. Stoga se i tre¶ci ∙clan u (84{4), koji predstavlja uticaj
°uktuacija na osrednjene vrednosti, mo∙ze napisati i sa ,,naponima" tur-
bulencije, tj. kao povr∙sinska ,,sila":

Ij(u
0
i) =

Z

A
¡½u0iu0jnidA =

Z

A
¾t
ijni dA (84{13)

U prethodnim razmatranjima je pokazano da je ova ,,sila" tj. dejstvo
,,napona" turbulencije zanemarljivo u odnosu na ostale sile koje deluju
na struju. Uz ovo treba se podsetiti da je u Odeljku I re∙ceno da se po-
vr∙sinske sile u grani∙cnim popre∙cnim presecima posmatranog dela struje
ispisuju uz zanemarenje devijatorskog dela napona. Za to zanemarenje,
kod turbulentnih strujanja, mo∙ze se navesti ubedljiv razlog. Naime,
kod razvijene turbulencije se ostvaruje ¾d

ij ¿ ¾t
ij (osrednjeni devija-

torski napon usled viskoznosti, zanemarljiv je u odnosu na takozvani
,,napon" turbulencije). Malo pre je pokazano da je dejstvo ,,napona"
turbulencije zanemarljivo, s obzirom na ostale (i merodavne) uticaje,

79

DRAFT verzija 2001.



a onda je pogotovo zanemarljivo dejstvo devijatorskih napona, posred-
stvom viskoznosti.

¤ ¤ ¤

VIII. U Poglavlju 82, a i malo pre u Odeljku I, sile pritiska
u presecima (I) i (II) odre¹dene su uz hidrostati∙cku raspodelu priti-
saka po popre∙cnom preseku (ovo zna∙ci ista pijezometarska kota za
sve ta∙cke u jednom preseku). To nije potpuno ta∙cno ako je struja-
nje turbulentno, i to se uvi¹da iz jedna∙cine (81{5). Tamo je, dodu∙se,
nagove∙steno da se pijezometarske kote za razli∙cite ta∙cke u istim prese-
cima neznatno razlikuju. Sada ¶ce poku∙sati da se oceni da je to zaista
neznatno.

Za ocenu promene pijezometarske kote po jednom preseku mo∙ze
da poslu∙zi slede¶ce razmatranje koje ¶ce se odnositi na presek, na koga
je normalno upravljena osa 1, koja ima pravac glavnog strujanja. Uz
to se pretpostavlja da je strujanje ravansko, u ravni (1, 2), a na zid
provodnika normalna je osa 2, ili je strujanje osnosimetri∙cno, u kru∙znoj
cevi, a istra∙zuje se du∙z jednog od pre∙cnika (bilo koga), postavljenog du∙z
ose 2. Za takve uslove ranije je napisana jedna∙cina (81{6), a iz nje se
dobija:

¦ +
u02u

0
2

g
= const (84{14)

Po zidu, gde je u02 = 0, pijezometarska kota ¶ce se ozna∙citi sa ¦zid,
pa se mo∙ze napisati:

¦ = ¦zid ¡
u02u

0
2

g
(84{15)

Treba primetiti da je kota ¦zid ista za ceo obim jednoga preseka
(ovo va∙zi, razume se, za ravansko, odnosno osnosimetri∙cno strujanje).
Iz jedna∙cine se vidi da je osrednjena pijezometarska kota ¦ za neku
ta∙cku u preseku ni∙za od pijezometarske kote na zidu za ¢¦ = u02u

0
2=g.

Ako se za pritisak u svim ta∙ckama preseka uzme pritisak koji odgo-
vara istoj pijezometarskoj koti za ceo presek (neka to bude kota ¦zid),
onda se u osrednjenom pritisku, zbog zanemarenja uticaja °uktuaci-
ja, gre∙si za:

¢p = °¢¦ = °
u02u

0
2

g
= ½u02u

0
2 (84{16)
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pa ¶ce se u sili pritiska pogre∙siti za

¢P =
Z

A
½u02u

0
2 dA (84{17)

a to je sila istoga reda veli∙cine kao ,,sile" u presecima napisane sa (84{7)
i (84{8), koje su tako¹de proiza∙sle iz uticaja °uktuacija. Za te sile je
ustanovljeno da su zanemarljive u odnosu na ostale uticaje, pa se to
mo∙ze onda re¶ci i za (84{17). Po ugledu na odnose "11 i "12, koji su
napisani sa (84{11) i (84{12), i ovde se mo∙ze uvesti odnos:

"22 =

Z

A
u02u

0
2 dA

v2A
(84{18)

gde je u02u
0
2=2 kineti∙cka energija popre∙cnih °uktuacija, a v2=2 je kine-

ti∙cka energija glavne struje (ra∙cunata sa srednjom brzinom u preseku)
{ obe po jedinici mase. Njihov odnos je u02u

0
2=v

2, a kvadratni koren iz
toga odnosa naziva se ,,intenzitet turbulencije" { u ovom slu∙caju po-
pre∙cne, dok je za odnos u01u

0
1=v

2 re∙ceno { iza izraza (84{11) { da je
tako¹de ,,intenzitet turbulencije", ali podu∙zne.

Na kraju Poglavlja 98, kako je kod uvo¹denja "11 nagove∙steno, obra-
zlo∙zi¶ce se da je "11 reda vrednosti 1%. Tamo ¶ce se to obrazlo∙ziti i za "12,
i za malo pre uvedeni odnos "22. Unapred veruju¶ci da ¶ce se to i u∙ciniti
(i za "22), mo∙ze se re¶ci da popre∙cne °uktuacije uti∙cu na silu pritiska u
preseku u iznosu koji je zanemarljiv, pa se sila pritiska mo∙ze ra∙cunati
po na∙celima hidrostatike.

Prethodno ocenjivanje odnosilo se na ravansku ili osnosimetri∙cnu
struju { tako se u po∙cetku izlaganja uslovilo, pa se po∙slo od jedna∙ci-
ne (81{6), i na osnovu nje se do∙slo do izraza (84{14), iz koga su izvu∙ceni
prethodni zaklju∙cci. Za proizvoljan presek struje ne mo∙ze se napisa-
ti (81{6), nego se mora po¶ci od (81{5), gde se vidi da ¦ zavisi od x2 i
od x3 (obe te ose le∙ze u popre∙cnom preseku struje). Nadalje, po ugledu
na (81{5) trebalo bi napisati jedna∙cinu, u kojoj bi se pojavilo @¦=@x3.
Iz te dve jedna∙cine moglo bi se oceniti da je promena ¦ po preseku
istoga reda vrednosti kao u razmatranom upro∙stenom slu∙caju: razlika
za ¦ dve ta∙cke istoga preseka je reda vrednosti u0iu

0
j=g (gde u0iu

0
j sim-

boli∙cno ozna∙cava neki od osrednjenih proizvoda °uktuacionih brzina),
a to je red vrednosti malo pre razmatranoga proizvoda u02u

0
2. Stoga se
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zaklju∙cak o zanemarljivom zna∙caju odstupanja pijezometarske kote za
razli∙cite ta∙cke istoga preseka, izveden za ravansko i osnosimetri∙cno stru-
janje kroz presek, mo∙ze pro∙siriti na bilo kakav presek struje (razume se
da pojam ,,presek struje" i ovde, kao i svuda, podrazumeva osrednjeno
paralelno i pravolinijsko strujanje, normalno na presek).

¤ ¤ ¤

IX. Sem sila na grani∙cnim presecima struje (PI, PII, II i III) koje
su u prethodnim izlaganjima raspravljene, i za koje je zaklju∙ceno da
°uktuacije zanemarljivo uti∙cu na njihove osrednjene vrednosti, u jedna-
∙cinu (82{6), koja upravo izra∙zava sile, ulaze jo∙s te∙zina G i sila dodira
izme¹du °uida i ∙cvrste granice obele∙zena sa K. Te∙zina ne °uktuira i po-
sve je odre¹dena zapreminom V . Jedna∙cina za glavno strujanje dobija
se osrednjavanjem sila u (82{6):

I I
j + I II

j + P I
j + P II

j +Gj +Kj = 0 (84{19)

Re∙ceno je da °uktuacije zanemarljivo uti∙cu na sve do sada razmatra-
ne ∙clanove izuzev na ∙clan Kj , pa onda ne mogu ni na njega uticati. Ovo
zna∙ci da ¶ce osrednjena vrednost sileKj biti dobro ocenjena ako se prime-
ni postupak iz Poglavlja 82, jer sva u∙cinjena pojednostavljenja i zanema-
renja, koja su postupak u∙cinili veoma pristupa∙cnim za prakti∙cnu upo-
trebu, imaju svoja opravdanja. Dakako, uz ovaj zaklju∙cak ne treba sme-
tnuti sa uma da preseci (I) i (II) struje moraju da ispune uslov o paralel-
nom i pravolinijskom osrednjenom strujanju. Za zadatak, gde je silaKj

poznata, podrazumeva se da je poznata njena osrednjena vrednost Kj ,
a tada se tra∙zi druga sila (tra∙zi se osrednjena vrednost te druge sile).

Kod otvorenih tokova zanemarljiva je sila izme¹du slobodne povr∙sine
vode i vazduha (∙sto je obja∙snjeno jo∙s u Poglavlju 82, neposredno pre
primera), pa se sila Kj po omota∙cu (u koga ulazi i slobodna povr∙sina
vode) ra∙cuna kao sila izme¹du °uida i ∙cvrste granice.

Sva izlaganja u ovom poglavlju (84) odnosila su se na utvr¹divanje
osrednjenih vrednosti sila, odnosila su se na ono ∙sto se i odre¹duje
u ,,glavnom strujanju", pa se od °uktuacija zahvatilo samo onoliko
koliko se moralo da se odrede osrednjene vrednosti, i pokazalo se,
da je to { u posmatranim okolnostima { bezna∙cajno. Razmatranja
u ovom poglavlju kojima se to dokazivalo bila su nu∙zna, jer se ne
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sme ne∙sto jednostavno zanemarivati, bez ikakvog razja∙snjenja koliko
to iznosi, upravo da ne iznosi vi∙se od onoga ∙sto se mo∙ze zanemarivati.

Valja imati na umu da postupak iz Poglavlja 82, koji se malo pre
opravdao i oglasio podobnim i za primenu za turbulentnu struju izme¹du
dva preseka, mo∙ze da odredi osrednjenu silu Kj na celokupnu ∙cvrstu
grani∙cnu povr∙sinu, ali ne daje i raspored optere¶cenja, ne daje delove
sile Kj za pojedine delove ∙cvrste grani∙cne povr∙sine. Treba tra∙ziti druge
metode, prvenstveno eksperimentalne, ako se ∙zeli odrediti i raspored
pritisaka po ∙cvrstoj grani∙cnoj povr∙sini. Prethodna napomena bila je
izli∙sna, jer je trebalo odmah shvatiti da od jednog postupka ne treba
o∙cekivati vi∙se, nego ∙sto on mo∙ze da pru∙zi.

Treba se podsetiti da je iza izraza (84{6) re∙ceno da je koe¯cijent ¯,
neravnomernost brzine po preseku, koji je u∙sao u taj izraz, blizak je-
dinici. To se odnosi na osrednjene (kroz vreme) brzine u za pojedine
ta∙cke preseka, jer se one po celom preseku (izuzev blizine zida) mno-
go ne razlikuju. Kod laminarnog te∙cenja ¯ je znatno ve¶ce, jer je ve¶ca
neravnomernost brzina po preseku, dok turbulencija, me∙sanjem deli¶ca
(br∙zi se zame∙saju u sporije, odnosno sporiji me¹du br∙ze), ne dozvoljava
ve¶cu neravnomernost osrednjene brzine. Tako izgleda da turbulencija
∙cak pojednostavljuje zadatak, jer se, u prete∙znom broju prakti∙cnih slu-
∙cajeva, ne mora voditi ra∙cuna o rasporedu brzina po preseku. Razume
se da se ovo odnosi na razmatranje koje se ograni∙cava na osrednjene
vrednosti sila, i sa ∙cime se praksa naj∙ce∙s¶ce zadovoljava.

Prakti∙cne potrebe, u nekim primerima, mogu zahtevati da se ra-
zmatraju i °uktuacije sila pritisaka, jer poznavanje samo osrednjenih
vrednosti nije dovoljno. Tada se moraju odre¹divati °uktuacione ka-
rakteristike, koje se izra∙zavaju statisti∙ckim pokazateljima, prikazanim
u Poglavlju 54. Posebno su zanimljive maksimalne i minimalne vre-
dnosti sila pritisaka, njihova raspodela (da se zna unutar kojih granica
se njihove vrednosti prete∙zno kre¶cu), periodi∙cnost (da se zaklju∙ci da li
postoji mogu¶cnost za pojavu vibracija ∙cvrste granice), a onda i veza
izme¹du istovremenih pritisaka u razli∙citim ta∙ckama (korelacija).

¤ ¤ ¤

X. Dosada∙snja izlaganja u ovom poglavlju odnosila su se na usta-
ljeno strujanje, razmatrani su svi ∙clanovi u jedna∙cini (84{1), odno-
sno (84{4), izuzev prvoga, koji i unosi uticaj neustaljenosti.
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Mo∙ze se re¶ci da taj do sada nerazmatrani ∙clan predstavlja dodatnu
inercijalnu silu, koja ulazi u (84{4), i iznosi:

¢Ij = ¡½
Z

V

@uj
@t

dV (84{20)

Ta sila sa ostalim silama upisana u navedenu jedna∙cinu ∙cini ,,rav-
note∙zu sila" i bila bi dodata u (84{19).

Ako koli∙cina kretanja u zapremini V raste, brzina uj u prete∙znom
delu zapremine V raste, ta∙cnije re∙ceno u prete∙znom delu zapremine lo-
kalno ubrzanje @uj=@t je pozitivno. Tada je sila ¢Ij negativne vredno-
sti i deluje suprotno od smera brzine, pa ostale sile to moraju naknaditi
poja∙canim delovanjem niz struju, ve¶cim nego da je strujanje ustaljeno,
kada je ¢Ij = 0. Ovo je potpuno razumljivo, jer dodavanje lokalne
komponente ubrzanja zahteva i dodatno pove¶canje sila.

Jasno je da uno∙senje sile ¢Ij u jedna∙cinu stvara velike te∙sko¶ce u
prakti∙cnoj primeni jedna∙cine, jer se unosi zapreminski integral, koji za-
hteva odre¹divanje rasporeda brzina po celoj zapremini, a on se menja
kroz vreme. Nije, me¹dutim, najve¶ca nezgoda u dodatnom ∙clanu u
jedna∙cini, velike te∙sko¶ce su da se jedna∙cina mora utvr¹divati za poje-
dine vremenske trenutke, jer se svi ∙clanovi menjaju kroz vreme, dok
su kod ustaljenog strujanja ustaljeni, pa se re∙senje jedna∙cine odnosi
na bilo koji vremenski trenutak, a ovo, posve razumljivo, ukazuje da
se ustaljeno strujanje neuporedivo lak∙se re∙sava od neustaljenog. Kod
neustaljenog te∙cenja mogu se o∙cekivati prakti∙cna re∙senja samo u veoma
upro∙stenim slu∙cajevima, ili ako sre¶cne okolnosti uka∙zu da je sila ¢Ij
zanemarljiva u odnosu na ostale sile.
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85

KRITI∙CKI OSVRT
I DOPUNSKA OBJA∙SNJAVANJA

NA IZLAGANJA U POGLAVLJU 83

Izlaganja iz Poglavlja 83 sada ¶ce se razmatrati sa stanovi∙sta op∙stih
zakonitosti navedenih u Prvoj knjizi.

¤ ¤ ¤

I. Jedna∙cina mehani∙cke energije (34{6), va∙ze¶ca za proizvoljnu ko-
na∙cnu zapreminu °uida, primeni¶ce se na deo struje izme¹du dva preseka,
i uze¶ce se u obzir sva pojednostavljenja koja su ovde, kod struja, pri-
hva¶cena.

Uslov ustaljenosti odstranjuje levu stranu jedna∙cine (34{6), pa od
promena kineti∙cke energije ostaje samo prvi ∙clan desne strane, koja se
integri∙se po grani∙cnoj povr∙sini tamo gde ima proticanja kroz povr∙sinu,
a to su samo popre∙cni preseci, i tu su brzine normalno usmerene na
presek, pa se dobija:

¡½
Z

A

ujuj
2

uinidA = ½
Z

AI

u3

2
dA¡ ½

Z

AII

u3

2
dA =

= ½(®
v3

2
A)I ¡ ½(®

v3

2
A)II = ½Q

"Ã
®
v2

2

!

I

¡
Ã
®
v2

2

!

II

#
(85{1)

U prethodnom izvo¹denju kori∙s¶ceno je slede¶ce:

a) Fluid je konstantne gustine (½ = const).

b) Skalarni proizvod ujuj zamenjen je sa u2.

c) Pravac brzina normalno je usmeren na ravan popre∙cnog preseka,
pa je uini jednako¡u za presek I, a +u za presek II. Podrazumeva
se da je smer te∙cenja od I prema II. Ova izjedna∙cavanja su ve¶c
kori∙s¶cena pri prelasku iz jedna∙cine (84{1) u (84{2).

d) Koe¯cijent neravnomernosti brzine ®, napisan sa (81{9).
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Naredni ∙clan u (34{6) je rad zapreminskih sila od kojih deluje samo
te∙zina, pa je, shodno (28{6), fj = ¡g@Z=@xj , sa ∙cime se dobija:

Z

V
½fjujdV = ¡½g

Z

V

@Z

@xj
ujdV = ¡½g

Z

V

@

@xj
(Zuj)dV =

= ¡½g
Z

A
ZujnjdA (85{2)

Ovde je kori∙s¶cena zamena:

@Z

@xj
uj =

@

@xj
(Zuj)

jer je usled nesti∙sljivosti @uj=@xj = 0. Korisno je podsetiti se da Z
svuda, pa i ovde ozna∙cava vertikalnu osu usmerenu na gore.

Pisanje izraza (85{2) je preobra¶canje zapreminskog integrala u po-
vr∙sinski, a ovaj ima sabirke samo tamo gde ima proticanja kroz grani∙cnu
povr∙sinu, a to je po popre∙cnim presecima.

Motorni rad povr∙sinskih sila iz (34{6) mo∙ze se napisati kao razlika
izme¹du ukupnog rada i deformacionog:

Z

V
uj
@¾ij
@xi

dV =
Z

A
¾ijujnidA¡

Z

V
¾ij

@uj
@xi

dV (85{3)

∙sto je ve¶c napisano u (34{7).
Sada ¶ce se to rastaviti na sferni i devijatorski deo. U prvi ulazi {

vidi (27{8): Z

V
¡uj

@p

@xj
dV =

Z

A
¡pujnjdA (85{4)

jer je deformacioni rad pritiska kod nesti∙sljivog °uida jednak nuli i stoga
je i izostavljen u napisanom izrazu.

Za devijatorski deo se mo∙ze napisati:

Z

V
uj
@¾d

ij

@xi
dV =

Z

A
¾d
ijujnidA¡

Z

V
¾d
ij

@uj
@xi

dV (85{5)

Ukupan rad devijatorskih napona, dat povr∙sinskim integralom, za
povr∙sinu koja ome¹dava deo struje izme¹du dva popre∙cna preseka, je-
dnak je nuli iz slede¶cih razloga: po omota∙cu nema brzine, pa nema ni
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rada. Na grani∙cnom popre∙cnom preseku tangencijalni naponi le∙ze u
ravni preseka, a tu nema brzine, dok u pravcu brzine od devijatorskog
dela napona deluje samo deo normalnog napona ¾d

11 (neka osa 1 bude
normala na presek) koji je srazmeran sa brzinom dilatacije @u1=@x1,
a ona je nula, jer je popre∙cni presek postavljen tamo gde se brzina
du∙z struje ne menja, ili se, zanemarljivo menja. (Ina∙ce strujanje kroz
presek ne bi bilo pravolinijsko i paralelno, pa ni pribli∙zno tako, a onda
to nije popre∙cni presek kakav se za prou∙cavanje zahteva.) Prema tome,
napon ¾d

11 na grani∙cnim presecima je jednak nuli, ∙sto je ve¶c obja∙snjeno
u Poglavlju 84 pri razmatranju ∙cetvrtog ∙clana jedna∙cine (84{1). Ako
je napon jednak nuli, onda ni rada nema.

Ovo zna∙ci da se motorni i deformacioni rad devijatorskih napona
me¹dusobno potiru (jer je ukupan rad nula) pa se za rad devijatorskog
dela napona pi∙se:

Z

V
uj
@¾d

ij

@xi
dV = ¡

Z

V
¾d
ij

@uj
@xi

dV (85{6)

ili simboli∙cno:
motd = ¡def d (85{7)

koji se odnose na celu zapreminu, a u jedinici vremena.
Ovo saznanje navodi na naredna rasu¹divanja.
Deformacioni rad devijatorskog dela napona je pozitivan (njime se

stvara toplota) { a to je iskazano jedna∙cinom (41{15) i obja∙snjeno iza
nje { pa je onda motorni rad negativan. Njime se, dakle, oduzima ener-
gija, a oduzme se upravo toliko koliko je potrebno za deformaciju. Treba
naglasiti da ovo va∙zi za uslovljene okolnosti, tj. za zapreminu izme¹du
dva popre∙cna preseka struje, i da to va∙zi samo za tu zapreminu, posma-
tranu kao celina. Va∙zi, dakle, zbirno a ne i za svaki deli¶c posmatran
zasebno. Ima deli¶ca koji za svoju deformaciju tro∙se vi∙se nego ∙sto im se
motornim radom oduzme, dok za uzvrat ima onih kojima se motornim
radom oduzme manje nego ∙sto zahteva sopstvena deformacija, ali se to
u celoj posmatranoj zapremini izravna. Uravnote∙zenje deformacionog
i motornog rada za struju kazuje da se gubitak ili ,,izgubljena energija"
(ono ∙sto se kroz deformacioni rad otu¹duje iz mehani∙cke energije) nadok-
na¹duje onim ∙sto se oduzima motornim radom (a oduzimanje uvek ide
uz ,,otpor") { stoga se u prakti∙cnim razmatranjima me∙saju i zamenjuju
nazivi ,,gubitak" i ,,otpor".
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Jedna∙cina energije (34{6) primenjena na deo struje izme¹du dva po-
pre∙cna preseka daje nulu za zbir njenih ∙clanova desne strane (leva strana
je, kao ∙sto je obja∙snjeno, jednaka nuli, jer se posmatra ustaljeno struja-
nje). Ti ∙clanovi u prethodnim izvo¹denjima izra∙zeni su sa (85{1), (85{2),
(85{4) i (85{6). Pre sabiranja tih izraza zdru∙zi¶ce se (85{2) i (85{4),
∙sto zna∙ci zdru∙zavanje rada te∙zine i pritiska (ili smanjenje potencijalne
energije) pa ¶ce se pojaviti pijezometarska kota, a ona je za jedan presek
konstantna, pa se mo∙ze izvu¶ci pred integral { dobija se:

¡
Z

A
°

Ã
Z +

p

°

!
njujdA = °¦I

Z

AI

njujdA¡ °¦II

Z

AII

njujdA =

= °Q(¦I ¡¦II) (85{8)

jer je

¡
Z

AI

njujdA =
Z

AII

njujdA = Q

Zdru∙zivanjem rada sila te∙zine i pritisaka, ∙clanovi jedna∙cine (34{6)
svode se na (85{1), (85{8) i (85{6). Ovaj poslednji izraz mo∙ze se zame-
niti sa (85{7). Sa tako izra∙zenim ∙clanovima i deljenjem sa °Q dobija se:

Ã
¦ + ®
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2g

!

I

¡
Ã

¦ + ®
v2

2g

!

II

=
def d

°Q
(85{9)

Umesto (83{9) energetske promene u struji mogu se ta∙cnije napisati
sa: Ã

¦ + ®
v2

2g

!

I

¡
Ã
¦ + ®

v2

2g

!

II

= Eizg (85{10)

jer je tako kineti∙cka energija ta∙cnije izra∙zena, jer se vodi ra∙cuna o ne-
ravnomernosti brzine po preseku.

Upore¹divanjem (85{9) sa (85{10) dobija se:

def d

°Q
= Eizg (85{11)

∙sto pokazuje da se kroz deformacioni rad devijatorskih napona (trenjem
uzrokovanim viskozno∙s¶cu) jedan deo mehani∙cke energije otu¹duje (za
struju je izgubljen) { nepovratno odlazi u toplotu.

Nagla∙sava se da uslovljena jednostavnost strujanja omogu¶cava pisa-
nje jednostavne jedna∙cine pogodne za primenu. Ustaljenost strujanja
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odstranjuje jedan zapreminski integral koji se ne mo∙ze pretvoriti u po-
vr∙sinski, nego se mora poznavati raspored lokalnih promena kineti∙cke
energije po celoj zapremini. Povr∙sinski integrali se svode na popre∙cne
preseke, gde se sve upro∙s¶cava pretpostavkom o jednostavnom preseku
(sa pravolinijskim i paralelnim strujanjem kroz presek). Treba, me¹du-
tim, naglasiti, da se ni motorni, ni deformacioni rad, ne mogu izraziti
povr∙sinskim integralom (∙sto je obja∙snjeno u Poglavlju 27) nego se mo-
raju istra∙zivati po celoj zapremini, a treba poznavati, jedan ili drugi
(me¹dusobno se ovde uravnote∙zuju). Zbog velikih te∙sko¶ca oko utvr¹diva-
nja rasporeda deformacionog rada po zapremini (ili rasporeda motornog
rada) u prakti∙cnim zadacima se u to ne ulazi, nego se zbirno procenju-
je Eizg, upravo vrednost integrala, izra∙zenog desnom stranom u (85{6),
na osnovu eksperimentalnih rezultata na sli∙cnim zadacima. To je redov-
na hidrauli∙cka metoda. Stoga je pogodan izraz ,,disipacija" (rasipanje),
jer se energija ,,rasipa" (tro∙si se na deformaciju), po celoj zapremini,
a obi∙cno se ne ulazi u raspored toga rasipanja po prostoru. Izraz ,,iz-
gubljena energija" je tako¹de prihvatljiv, pogotovo kada se zna da je to
sve ,,izgubljeno negde u zapremini" ali se ne utvr¹duje ta∙can raspored
gubljenja, niti se ulazi u bilans toplote, a sva ta ,,izgubljena energija"
nepovratno pre∙sla u toplotu. U Poglavlju 34 ovi nazivi su razja∙snjeni,
a prethodnim je ukazano na primenu toga saznanja kod struja.

¤ ¤ ¤
Deformacioni rad, napisan desnom stranom jedna∙cina (85{6) i

(85{7), uz prihva¶cenu vezu izme¹du napona i deformacija, izlo∙zenu u
Poglavlju 41, svodi se na integrisanje izraza (41{14) po zapremini:

def d =
Z

V
¾d
ij

@uj
@xi

dV = ¹
Z

V
YdisdV (85{12)

gde se koe¯cijent viskoznosti ¹ mno∙zi sa takozvanom ,,funkcijom disi-
pacije", Ydis, napisanom sa (41{15).

¤ ¤ ¤
Dosada∙snja izlaganja pretpostavljala su da je omota∙c struje nepo-

kretna ∙cvrsta granica pa po njemu nema brzina. Me¹dutim, ako bi se
izlaganja primenila na otvorene tokove (te∙cne struje koje imaju slo-
bodnu povr∙sinu { na primer kanali), ne bi se moglo tvrditi da je jednak
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nuli ukupan rad devijatorskog dela napona na posmatranu zapreminu,
jer se on svodi na rad po grani∙cnoj povr∙sini { ∙sto je prvi ∙clan desne
strane jedna∙cine (85{5). Ovo zna∙ci da se ne bi moglo napisati (85{6) i
(85{7). Umesto (85{7) trebalo bi pisati:

motd = ukd ¡ def d (85{13)

gde je ukd skra¶ceno pisanje za ukupan rad devijatorskog dela napona,
tj. za prvi ∙clan desne strane u (85{3). To je rad koji te∙cnost predaje
vazduhu, da bi se on kretao u tankom sloju uz gornju povr∙sinu te∙cnosti.
Na toj dodirnoj povr∙sini brzina vazduha i te∙cnosti je ista, a udaljava-
njem od te povr∙sine brzina vazduha, kroz tanak sloj, smanji se do nule.
Navedeni rad je negativan za te∙cnost tj. ukd < 0, jer se njime oduzima
energija te∙cnosti. Malo pre je pomenuto da je def d > 0, pa desna stra-
na u (85{13) zna∙ci zdru∙zivanje dva dejstva, kojima se struji oduzima
energija { to zajedno treba shvatiti kao za struju nepovratno izgubljenu
energiju (pre∙sla u toplotu unutar struje), i predatu vazduhu (na grani∙c-
noj povr∙sini) i sve to se nadokna¹duje motornim radom. Prema tome,
u jedna∙cini (85{9) desna strana je ¡motd=°Q, i za nepokretan, a i za
pokretan omota∙c, i to treba shvatiti kao Eizg, i takvom se shvatanju ne
mo∙ze staviti zamerka. No, pored ovakvog obja∙snjenja, mo∙ze se nagove-
stiti da je ukd zanemarljivo u odnosu na def d, jer je energija koju te∙c-
nost preda vazduhu bezna∙cajna u odnosu na energiju izgubljenu unutar
te∙cne struje. Ovo se mo∙ze objasniti ∙cinjenicom da za pokretanje sloja
vazduha iznad vode treba veoma malena energija s obzirom da se radi
o veoma malenoj masi, jer je gustina vazduha skoro 1000 puta manja
od gustine vode.

¤ ¤ ¤
II. Jedna∙cina mehani∙cke energije za struju mo∙ze se dovesti u vezu sa

jedna∙cinom mehani∙cke energije za jednu strujnicu, koja se izvela u Po-
glavlju 35, pod II. Tamo se izvodi jedna∙cina energije za jednu strujnicu
ustaljenog strujanja nesti∙sljivog idealnog °uida i dolazi se do Bernulije-
ve jedna∙cine (BERNOULLI) (35{13) ili (35{14), odnosno (35{15). Ako
se zamisli niz strujnica, tako da ∙cine struju, i sa istom pijezometarskom
kotom i istom brzinom u preseku, ista jedna∙cina va∙zi¶ce i za struju (jer se
odnosi na jedinicu te∙zine). Naime, za sve strujnice u istom preseku ista
je pijezometarska kota ¦ (zbir Z i p=°), a mo∙ze se uzeti i ista brzina v
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(svuda prose∙cna brzina). Deljenjem (35{15) sa g, i uvo¹denjem ¦ i v,
dobija se (83{10), ∙sto bi zna∙cilo ,,podebljavanje" strujnice { da postane
struja.

Ako se napusti pretpostavka o idealizaciji °uida, jedna∙cina strujnice
se mora popraviti, ∙sto je i u∙cinjeno, napisano je (35{16). Ako se posma-
tra jedna strujnica, motorni rad u (35{16) sa negativnim predznakom
ne mo∙ze se zameniti deformacionim (sa izgubljenom energijom), jer du∙z
jedne strujnice ne mora se ba∙s ono ∙sto se motornim radom oduzme tro-
∙siti na deformaciju. Ako bi se sa strujnice prelazilo na struju, onda bi se
zamena mogla napraviti, jer se tada celokupni motorni rad nadokna¹duje
utro∙senim za deformaciju, kako je malo pre razja∙snjeno. Korisno je jo∙s
jedanput re¶ci da se to odnosi na struju kod koje kroz omota∙c nema
izmene energije.

Pro∙sirenje (35{16) na struju dozvolilo bi da se umesto Motd sta-
vi ¡Def d (oba rada se odnose na rad po jedinici mase), pa bi se onda
pokazalo da je smanjenje energije (kineti∙cke + potencijalne) jednako
deformacionom radu.

U pomenutom izlaganju (u Poglavlju 35, pod II) obja∙snjeno je shva-
tanje pritiska kao potencijalne energije, ∙sto potvr¹duje shvatanje pijezo-
metarske kote kao zdru∙zene potencijalne energije te∙zine i pritiska, a po
jedinici te∙zine.

Uz jedna∙cinu (35{13) napisano je da se zove ,,Bernulijeva" i treba
se podsetiti da se ona odnosi na jednu strujnicu nesti∙sljivog °uida u
ustaljenom strujanju sa te∙zinom kao zapreminskom silom. Drugi na∙cin
njenog pisanja je (35{14). Isto se pi∙se (samo sa prose∙cnom brzinom za
presek) i kada se odnosi na struju { to je jedna∙cina (83{10). I jedna∙cina
(83{9) koja napu∙sta idealizaciju °uida, i kojom se praksa slu∙zi, tako¹de
se naziva Bernulijevom. Tako naziv mo∙ze obuhvatiti jedna∙cinu strujnice
i struje. Bernuli u svom delu ,,Hidrodinamika ili obja∙snjenja o silama
i kretanjima °uida" (,,Hydrodynamica, sive de viribus et motibus °ui-
dorum Commentarii"), izdatom 1738. godine, tvrdio je da pove¶canje
(odnosno smanjenje) ,,∙zive sile" (to je u stvari kineti∙cka energija) mora
da se nadoknadi smanjenjem (odnosno pove¶canjem) ,,potencijala". To
je i ilustrovao nizom crte∙za, od kojih se jedan daje kao slika 85{1, gde
je uo∙cljiva veza izme¹du promene pijezometarske kote (,,potencijala") i
brzine (,,∙zive sile"). Tako je Bernuli prvi ukazao na na∙celo odr∙zanja
energije u °uidnoj struji. Samu jedna∙cinu u raznim oblicima, a koja to
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Slika 85{1 Jedan od crte∙za iz Bernulijeve knjige Hidrodinamika, gde se
prikazuje pad pijezometarske kote (potencijalne energije) sa porastom brzine
(kineti∙cke energije), i obrnuto; u gornja dva crte∙za i do prvog pijezometra
u donjem crte∙zu pove¶canjem brzine sni∙zena je pijezometarska kota, a od
prvog do drugog pijezometra u donjem crte∙zu smanjena je brzina i stoga je
povi∙sena pijezometarska kota

na∙celo iskazuje, napisalo je niz autora i svi se sa pravom pozivaju na
Bernulija, jer su to samo razli∙citi izrazi istoga na∙celnoga stava, koji je
prvi re∙cima i slikama objasnio Bernuli u svojoj knjizi.

¤ ¤ ¤

III. Na po∙cetku Odeljka III Poglavlja 83, u obja∙snjavanju primera
iz toga poglavlja, kao i iz Poglavlja 82, re∙ceno je da dinami∙cka jedna∙cina
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uravnote∙zenja sila i jedna∙cina mehani∙cke energije nisu dve me¹dusobno
nezavisne jedna∙cine, nisu sistem jedna∙cina, a to se tamo ispostavilo pre-
ko posledica, kroz primere, jer se pojedina∙can primer re∙sio po jednoj
jedna∙cini, i to re∙senje se name¶ce drugoj da samo sravni ono ∙sto se u
njoj pojavljuje. Tako je nagove∙steno da ¶ce se u ovom odeljku razjasniti
uzroci, koji su doveli do navedenih posledica { to ¶ce se i uraditi u pro-
du∙zetku.

U po∙cetku Poglavlja 34 mno∙zenjem dinami∙cke jedna∙cine (masa £
ubrzanje = sila) za elementarnu masu dobio se prvi oblik onoga ∙sto se
nazvalo ,,jedna∙cina mehani∙cke energije" (34{4). Iz toga je zaklju∙ceno da
jedna∙cina mehani∙cke energije nije su∙stinski nova, od dinami∙cke jedna∙ci-
ne nezavisna jedna∙cina, nije posledica nekoga drugoga na∙celnog stava,
jer se dobija jednostavnim mno∙zenjem izraza za jedan ve¶c prihva¶ceni
aksiom. (Jedna∙cina energije, ali tek kada se uklju∙ci toplota, je me¹dutim,
nova jedna∙cina, jer je ona izraz svoga aksioma { o odr∙zanju energije.)
Iza jedna∙cina (41{11) i (41{12) je obja∙snjeno da se raspola∙ze sa do-
voljnim brojem jedna∙cina za re∙savanje zadataka strujanja nesti∙sljivog
°uida. Pri tome se nije ra∙cunala jedna∙cina mehani∙cke energije, ba∙s iz
navedenoga razloga.

Dinami∙cka jedna∙cina i jedna∙cina energije pi∙su se u razli∙citim obli-
cima, pa kada se preobli∙ce, ne uvi¹da se neposredno da se druga dobila
mno∙zenjem prve sa uj. Pogotovo se to ne vidi iz jedna∙cina (82{3) i
(83{6), tj. iz dinami∙cke jedna∙cine i jedna∙cine mehani∙cke energije, na-
pisanih za struju, ne vidi se da bi se druga mogla dobiti jednostavnim
mno∙zenjem sa uj elementarnih delova koji ulaze u prvu, a to nije uo∙clji-
vo jer jedna∙cine daju integralni iznos za kona∙cnu zapreminu (za struju
izme¹du dva preseka). Ta prikrivena veza izme¹du dve jedna∙cine, koje
nisu onda nezavisne, ispoljila se potpuno ubedljivo u prakti∙cnoj pri-
meni, o ∙cemu je op∙sirno raspravljano na kraju Poglavlja 83, gde se za-
klju∙cilo da se zadatak re∙sava samo jednom jedna∙cinom, a to se re∙senje
name¶ce onda drugoj, odnosno da one nisu me¹dusobno nezavisne, da ne
∙cine sistem jedna∙cina.

¤ ¤ ¤
IV. Razmatranjima u Odeljku I mora se staviti ozbiljna zamerka,

jer se ona mogu odnositi samo na laminarna strujanja. Ista zamerka
je u∙cinjena i u Poglavlju 84, na po∙cetku Odeljka II i tamo je obja∙snje-
no da se za turbulentno strujanje mora po¶ci od jedna∙cina prilago¹denih

93

DRAFT verzija 2001.



turbulentnom strujanju, koje su tamo kasnije i primenjene. Isto ¶ce se
uraditi i ovde.

Ako bi se ∙zelela napisati jedna∙cina mehani∙cke energije za zapreminu
izme¹du dva preseka struje, a za turbulentno strujanje morala bi se zadr-
∙zati jedna∙cina (34{6) sa svim integralima, jer ne bi bilo opravdanja za
upro∙s¶cavanja. Dakako, sve bi vrednosti tu bile trenutne. Ako se razma-
tranja usmere na odre¹divanje osrednjenih vrednosti, treba po¶ci od je-
dna∙cine mehani∙cke energije glavnog strujanja { to je jedna∙cina (53{26)
{ i od nje ¶ce se i po¶ci u slede¶cem odeljku (V), pa ¶ce se do¶ci do njenog
oblika, primenljivog na turbulentnu struju, izme¹du dva njena preseka.
Tako ¶ce se, upore¹divanjem sa (85{9), utvrditi kakve prepravke treba
izvr∙siti u toj jedna∙cini da bi se ona odnosila na osrednjene vrednosti u
turbulentnoj struji. Tako se kod jedna∙cine uravnote∙zenja sila postupilo,
u Poglavlju 84.

Naredni odeljak (V) namenjen je jedna∙cini energije za ono ∙sto se
naziva ,,glavno strujanje", a za turbulentnu struju izme¹du dva njena
popre∙cna preseka, a Odeljak VII jedna∙cini energije za °uktuacije.

Treba naglasiti da se u Poglavlju 83 izvela jedna∙cina energije nepo-
sredno za struju, i da se ona i primenjivala, i da se tu podrazumevalo
da su sve veli∙cine osrednjene (misli se, pre svega, na pijezometarske
i energetske kote, te na proticaj), a to se posebno nije nagla∙savalo.
Stoga, u narednom izlaganju treba protuma∙citi ∙sta u jedna∙cini (85{9)
ulazi u Eizg kod turbulentnog te∙cenja.

¤ ¤ ¤
V. Za glavno strujanje u turbulentnoj struji merodavna je jedna-

∙cina (53{26), primenjena na deo struje izme¹du dva preseka. Ako se
pretpostavi da je glavno strujanje ustaljeno, tj. da su ustaljene osred-
njene vrednosti, leva strana pomenute jedna∙cine jednaka je nuli. Prvi
∙clan desne strane mo∙ze se napisati po ugledu na (85{1), jer u njega
sada ulaze osrednjene brzine uj , ui umesto trenutnih, a one se svode
na osrednjenu brzinu u (u pravcu glavnog strujanja). Ako se obavi
integrisanje po preseku, onda se uvodi faktor neravnomernosti ®, ali uz
osrednjene brzine, kako je i napisano u drugom izrazu u (81{10).

Sa ovim napomenama prvi ∙clan desne strane u (53{26) svodi se na:

¡1

2
½
Z

A
ui uj uj ni dA = ½Q

"Ã
®v2

2

!

I

¡
Ã
®v2

2

!

II

#
(85{14)
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Napominje se da je koe¯cijent ® odre¹den drugim izrazom u (81{10).
Isto je bilo i sa ¯ u (84{6), on je odre¹den prvim izrazom u (81{10).

Drugi i tre¶ci ∙clan mogu se spojiti, kako je to u∙cinjeno i za pisa-
nje (85{8), samo ¶ce se sada pojaviti osrednjena pijezometarska kota
¦ = Z + p=° za pojedini presek. Treba primetiti da pijezometarska
kota nije ista za ceo presek ∙sto se objasnilo jo∙s u Poglavlju 81, i na ∙sta
je ukazano jedna∙cinom (81{5), ali je dodatno obja∙snjeno da ta odstu-
panja nisu zna∙cajna, pa se mo∙ze prihvatiti ista osrednjena kota za ceo
jedan presek. Ova aproksimacija ve¶c je kori∙s¶cena u Poglavlju 84, pa
¶ce i sada koristiti. Sa osrednjenim kotama za preseke I i II, ozna∙cenim
sa ¦I i ¦II, dobija se istim postupkom kojim se do∙slo i do (85{8):

½
Z

V
fjujdV +

Z

A
¡pnjujdA = °Q(¦I ¡¦II) (85{15)

∙Cetvrti ∙clan desne strane u (53{26) pi∙se se, po ugledu na (85{6)
i (85{7), sa:

Z

V
uj
@¾d

ij

@xi
dV = ¡

Z

V
¾d
ij

@uj
@xi

dV (85{16)

motd
gl = ¡def d

gl (85{17)

Donjim indeksom ,,gl" ukazuje se da se radi o odgovaraju¶cim rado-
vima koji se obra∙cunavaju u glavnom strujanju, gde se pojavljuju samo
osrednjene brzine i osrednjeni naponi. I ovde je ukupan rad osrednje-
nih devijatorskih napona jednak nuli ∙sto je i dovelo do (85{16), odno-
sno (85{17).

Uticaj °uktuacija na glavno strujanje izra∙zava poslednji ∙clan u
(53{26). Ovde se nisu mogle izbe¶ci °uktuacije, kao ∙sto je to bilo mo-
gu¶ce kod prethodnih ∙clanova (53{26). Uostalom, negde se i mora ispo-
ljiti uticaj °uktuacija na glavno strujanje.

Na isti na∙cin kao ∙sto se to pisalo sa (85{5) za devijatorske napone,
mo∙ze se napisati i za ,,napone turbulencije":

Z

V
uj
@¾t

ij

@xi
dV =

Z

A
¾t
ijujnidA¡

Z

V
¾t
ij

@uj
@xi

dV (85{18)

∙cime je re∙ceno da je ,,motorni rad" (leva strana jedna∙cine) jednak
,,ukupni rad" minus ,,deformacioni". Ukupni rad se mo∙ze preobratiti iz
zapreminskog integrala u povr∙sinski, kako je i napisano prvim ∙clanom
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desne strane. Treba se prisetiti da ,,naponi" turbulencije nisu naponi
u pravom (¯zi∙ckom) smislu re∙ci, ali da se sa njima mo∙ze postupati kao
sa pravim naponima, jer izra∙zavaju uticaje °uktuacija na osrednjeno
(glavno strujanje), ∙sto se formalno mo∙ze predstaviti kao dejstvo napona.

Kako je ¾t
ij = ¡½u0iu0j prethodna jedna∙cina se mo∙ze napisati i kao:

Z

V
uj

@

@xi
(¡½u0iu0j)dV =

Z

A
¡½u0iu0jujni dA¡

Z

V
¡½u0iu0j

@uj
@xi

dV (85{19)

Prvi ∙clan desne strane u (85{18) ili (85{19) kao integral po grani∙c-
noj povr∙sini ima sabirke samo tamo gde ima proticanja kroz grani∙cnu
povr∙sinu, gde ujni nije jednako nuli, a to su samo popre∙cni preseci AI

i AII, koji ograni∙cavaju posmatrani deo struje.
Kroz presek AI postavi¶ce se osa 1 normalno na presek (n2 = n3 = 0),

dok je n1 = ¡1, jer je spoljna normala suprotno usmerena od pravca
strujanja. (Pretpostavlja se da je te∙cenje usmereno odAI ka AII). Stoga
deo integrala, koji se odnosi na AI, iznosi:

Z

AI

¡½u0iu0jujnidA =
Z

AI

½u01u
0
1udA (85{20)

jer je uj = u = osrednjena brzina koja je upravljena u pravcu 1 (u2 =
u3 = 0), pa onda s obzirom na ve¶c zaklju∙ceno (n2 = n3 = 0), ostaju
sabirci gde je i = j = 1, odnosno od proizvoda °uktuacija u0iu

0
j ulazi

samo u01u
0
1, kako je i napisano.

Kroz presek AI, kako pokazuje leva strana u (85{14), prolazi kine-
ti∙cka energija:

¡1

2

Z

AI

ui uj uj ni dA =
1

2

Z

AI

u3dA =
½

2

³
A®v3

´
I

(85{21)

Podelom desne strane jedna∙cine (85{20) sa desnom stranom (85{21)
dobija se odnos:

2
Z

AI

u01u
0
1u dA

(®v3A)I

¼
2
Z

AI

u01u
0
1 dA

(®v2A)I

= 2"11 (85{22)

Pri pisanju prethodnoga smatralo se da se ne gre∙si mnogo (nikako
u redu vrednosti) ako se u po celom preseku zameni sa v (negde ¶ce se
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preceniti a negde potceniti). Uz tu aproksimaciju i kori∙s¶cenjem fakto-
ra "11, uvedenog sa (84{11), do∙slo se do prethodnog izraza. Za faktor "11

re∙ceno je, prilikom njegovog uvo¹denja, da je reda vrednosti 0,01. Stoga
se izraz (85{20) mo∙ze zanemariti u odnosu na (85{14).

Zanemarenjem prvog ∙clana desne strane u (85{18), odnosno (85{19),
jer su to prethodna razmatranja opravdala, mo∙ze se pisati:

Z

V

@¾t
ij

@xi
ujdV = ¡

Z

V
¾t
ij

@uj
@xi

dV (85{23)

ili simboli∙cno, po ugledu na (85{17)

mott = ¡def t (85{24)

Re∙ceno je da je leva strana u (53{26) jednaka nuli, zbog pretpo-
stavljene ustaljenosti glavnog strujanja, a svi ∙clanovi desne strane iste
jedna∙cine raspravljeni su u prethodnim izlaganjima, i svedeni na izra-
ze (85{14), (85{15), (85{16) ili (85{17). Dodaje se jo∙s i (85{23), odno-
sno (85{24), pa se jedna∙cina (53{26) svodi na:

1

2
½Q[(®v2)I ¡ (®v2)II] + °Q(¦I ¡¦II)¡ def d

gl ¡ def t = 0 (85{25)

ili, deljenjem sa °Q

Ã
¦ +

®v2

2g

!
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¡
Ã
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®v2

2g

!

II

=
def d

gl

°Q
+

def t

°Q
(85{26)

Na kraju, mo∙ze se, radi upore¹denja sa prakti∙cnim oblikom jedna∙cine
energije (83{9), prethodna jedna∙cina napisati sa:

Eizg =

Ã
¦ +

v2

2g

!

I

¡
Ã

¦ +
v2

2g

!

II

=

=

"
(®¡ 1)

v2

2g

#

II

¡
"
(®¡ 1)

v2

2g

#

I

+
def d

gl

°Q
+

def t

°Q
+ ¢ (85{27)

U prethodnoj jedna∙cini dodat je poslednji ∙clan (¢), koji treba da
uka∙ze na odstupanja, iako je obja∙snjeno da nisu zna∙cajna, a usled pri-
hva¶cenih aproksimacija:
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1. Izraz (85{15), a onda i izraz (85{25), odnosno (85{27), napisani
su pod pretpostavkom da je osrednjena pijezometarska kota ista
za jedan presek.

2. Zanemaren je prvi ∙clan desne strane u (85{18), a onda i u (85{19),
∙sto je dovelo do izjedna∙cavanja (85{23), odnosno (85{24).

3. Ako je struja sa slobodnom povr∙sinom vode, zanemareno je odu-
zimanje energije vodi da bi se pokrenuo sloj vazduha na dodiru sa
vodom, ∙sto je opravdano ranijim izlaganjem, iza izraza (85{13).

Upore¹denje (85{27) sa (83{9) pokazuje da desna strana u (85{27)
izra∙zava ono ∙sto je u (83{9) ozna∙ceno sa Eizg. Za def d

gl koristi¶ce se
desna strana u (85{16), a potom ¶ce se obaviti zamena prema (53{28),
da bi se pokazalo da je to deformacioni rad koji se obavlja posredstvom
viskoznosti. Dobija se:

def d
gl =

Z

V
¾d
ij

@uj
@xi

dV =
Z

V
¹Ydis(ui) dV (85{28)

Pri narednom pisanju jedna∙cine koristi¶ce se i zamena ¹ = º½, gde
je ¹ koe¯cijent viskoznosti, a º njegova kinemati∙cka zamena, uvedena
sa (62{12).

Za def t koristi¶ce se desna strana (85{23) uz zamenu ¾t
ij sa ¡½u0iu0j .

Uz navedene zamene mo∙ze se na osnovu (85{27) i (83{9) pisati:

Eizg =

"
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+
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Z
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¡u0iu0j

@uj
@xi

dV
| {z }

(3)

+ ¢|{z}
(4)

(85{29)

Ono ∙sto pokazuje prethodna jedna∙cina re∙cima je iskazano i ∙sematski
prikazano slikom 85{2, gde se polja (1), (2), (3) i (4) odnose na isto
tako ozna∙cene ∙clanove u prethodnoj jedna∙cini.

Valja zapaziti da ono ∙sto se obra∙cunava kao Eizg u (83{9) ulazi u
uticaj usled neravnomernosti brzina u presecima (I) i (II), obele∙zeno
sa (1) u jedna∙cini, jer se u (83{9) u promeni kineti∙cke energije ra∙cuna
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deformacionim radom osrednjenih

energija oduzeta osrednjenom

pretpostavki

1

2

3

4

uticaj neravnomernosti brzine po
preseku na iznos kineti~ke energije

devijatorskih napona pre{la iz
mehani~ke u toplotnu energiju

strujanju i pre{la u fluktuacije

gre{ka zbog pojednostavljenih

se kao
izgubljena
energija

(83-9)
jedna~inom

obra~unava

Slika 85{2 Prikaz energetskih promena ispisanih jedna∙cinom (85{29)

bez vo¹denja ra∙cuna o neravnomernosti brzina po preseku. Na primer,
ako je brzina u preseku (I) jednaka, ili bliska nuli, a u preseku (II) je
znatne vrednosti (jer je presek (II) znatno manji od (I)), onda bi leva
strana (83{9) ra∙cunala pove¶canje kineti∙cke energije za v2=2g, a ta∙cniji
ra∙cun bi zahtevao da se ra∙cuna sa ®v2=2g, pa se ta gre∙ska obra∙cunava
u Eizg. Me¹dutim, ako su brzine vI i vII iste, ili bliske, ovaj ∙clan { (1) na
desnoj strani (85{29) { je nula, ili bezna∙cajan.

Ako se jo∙s izostavi ∙clan obele∙zen sa (4) kao zanemarljiv, ostaje da
izgubljenu energiju ∙cine ∙clanovi (2) i (3). Prvi od njih ozna∙cava rad ko-
ji posredstvom viskoznosti prelazi u toplotu (nepovratno izgubljena me-
hani∙cka energija), i taj proces se obavlja unutar cele zapremine izme¹du
dva popre∙cna preseka, i stoga je ostao kao zapreminski integral, nije se
mogao pretvoriti u povr∙sinski (∙sto je u vi∙se navrata re∙ceno za de-
formacioni rad devijatorskih napona). Njega izra∙zava ,,funkcija disi-
pacije" Ydis (tj. rasipanja), jer je on rasut po celoj zapremini. Re∙ceno je
ve¶c, iza izraza (85{11), da je redovna hidrauli∙cka praksa da se iznos toga
∙clana ceni zbirno za celu posmatranu zapreminu (izme¹du dva popre∙cna
preseka struje), ne ulaze¶ci u to kako je to raspore¹deno po zapremini.

∙Clan (3) predstavlja otu¹denje energije iz glavnog (osrednjenog)
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strujanja, na koga se jedna∙cina i odnosi, u sekundarni deo strujanja, u
°uktuacije. Ovo se formalno mo∙ze shvatiti kao ,,deformacioni rad napo-
na turbulencije" { tako je izra∙zavano u Poglavlju 53. I, kao ∙sto pravi na-
poni (misli se na devijatorski deo napona, koji deluje posredstvom vi-
skoznosti) nepovratno oduzimaju mehani∙cku energiju struji i preobra-
¶caju je u toplotu, tako i ovi formalni naponi (,,naponi" turbulencije) ta-
ko¹de nepovratno oduzimaju mehani∙cku energiju glavnom strujanju i ta
energija prelazi u °uktuacije gde ¶ce se pojaviti kao dobitak mehani∙cke
energije (∙sto ¶ce se kasnije i napisati, u Odeljku VII, kada se bude ra-
spravljalo o energetskim zbivanjima u °uktuacijama) { dakle, radi se o
prelazu mehani∙cke energije iz jednog obra∙cunskog dela strujanja u dru-
gi. To se izra∙zava zapreminskim integralom, bez mogu¶cnosti preobra¶ca-
nja u povr∙sinski integral (isto kao i kod deformacionog rada pravih na-
pona koji deluju posredstvom viskoznosti), jer se oduzimanje mehani∙cke
energije glavnom strujanju, za ra∙cun °uktuacija, obavlja po celoj zapre-
mini. Uz prethodna razmatranja korisno je prisetiti se op∙stih razmatra-
nja o energetskim zbivanjima u turbulentnom strujanju, koja su nave-
dena iza jedna∙cine (53{26), kao njeno obja∙snjenje. Zaklju∙ci¶ce se da su
ovda∙snja razmatranja potpuno u skladu sa onima iza jedna∙cine (53{26).

Slikom (51{3) je ∙sematski prikazano kako se energija oduzeta glav-
nom strujanju na kraju sva preobrati u toplotu { to se doga¹da unutar
°uktuacija, mo∙zda ne odmah i tu, neposredno, ali svakako negde kasnije
niz struju. Za obra∙cun glavnog strujanja bitno je da je to otu¹denje
nepovratno i stoga se odmah, unapred, i otpisuje, kao izgubljeno za
mehani∙cku energiju glavnog strujanja.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta zanimljivo je razmotriti ∙sta zna∙ci ako se
ostvari da je ∙clan (2) u (85{29) zanemarljiv u odnosu na ∙clan (3), tj. da
je def d

gl ¿ def t. To zna∙ci da je ono ∙sto se ra∙cuna kao izgubljena ener-
gija (Eizg) u stvari oduzimanje mehani∙cke energije glavnom strujanju,
da bi pre∙sla u °uktuacije. To tako¹de zna∙ci da se u prakti∙cnim obrasci-
ma za Eizg ne¶ce pojavljivati viskoznost, odnosno, u bezdimenzionalnim
izrazima ne¶ce se pojavljivati Re-broj. U takvim okolnostima viskoznost
je preslaba da bi uticala na zahvatanje energije prvostvorenim vrtlozi-
ma u glavnom strujanju, ona je nemo¶cna da uti∙ce na obim otu¹denja te
energije iz glavnog strujanja, ta energija prelazi u °uktuacije, a tamo ¶ce
viskoznost uz du∙zi napor to morati da preobrati u toplotu. To je na∙cel-
no obja∙snjeno u Poglavlju 53 u tekstu izme¹du ,,zvezdica" koji po∙cinje
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desetak redova iza jedna∙cine (53{36), a zavr∙sava pre jedna∙cine (53{37).
Tamo se kazalo da se radi o ,,razvijenoj turbulenciji" { upravo toliko
razvijenoj da je zanemarljv ∙clan (2) u odnosu na ∙clan (3) u prethodnoj
jedna∙cini (85{29).

¤ ¤ ¤
VI. U prakti∙cnim zadacima obi∙cno se primenjuje jedna∙cina (83{9)

koja iskazuje da je izgubljena energija Eizg, izme¹du dva popre∙cna pre-
seka struje, razlika izme¹du energetskih kota u ta dva preseka. Za jedan
primer, koji ¶ce poslu∙ziti za naredna izlaganja, slikom 85{3 prikaza-
no je ono ∙sto iskazuje (83{9). Obja∙snjeno je ranije da se izgubljena
energija Eizg obra∙cunava u jedna∙cini (83{9) na osnovu iskustva, i to u
zbirnom iznosu, ne upu∙staju¶ci se u to ∙sta zapravo ∙cini ono ∙sto se ra∙cuna
kao Eizg, a ∙sto je razja∙snjeno pisanjem izraza (85{29). Procenjuje se
zbirno, jednim iznosom, sve ∙sto ulazi u desnu stranu izraza (85{29),
ne ulaze¶ci u pojedina∙cno u∙ce∙s¶ce pojedinih ∙clanova, a pogotovo ne u
raspored po zapremini onoga ∙sto ∙cini pojedini ∙clan.

Izgubljena energija utvr¹duje se eksperimentalno. Mere se pijezome-
tarske kote i ¦I i ¦II i proticaj Q. Poznavanjem proticaja poznate su i
brzine vI i vII (jednostavnim deljenjem proticaja sa povr∙sinom popre∙c-
nih preseka). Ako je navedeno izmereno, jedna∙cinom (83{9) sra∙cuna
se Eizg, a to se mo∙ze i prikazati slikom (za jedan primer { na to se
odnosi slika 85{3). Podrazumeva se da je pijezometarska kota za ceo
jedan presek ista { jedna∙cina (83{9) je i izvedena uz prihvatanje takve
pretpostavke, a ona je u nekoliko navrata do sada bila i obja∙snjena, do-
kazuju¶ci da su zanemarljiva odstupanja pijezometarske kote za razli∙cite
ta∙cke jednog preseka struje, koje nastaju zbog uticaja turbulencije.

Pijezometarska kota se meri neposredno { to je kota nivoa u pijezo-
metarskoj cev∙cici, ili se utvr¹duje merenjem pritiska (sl. 85{3). Pijezo-
metarska cev∙cica se spoji sa zidom cevi u kome je izbu∙sena rupica da
voda u¹de u cev∙cicu.

Za merenje proticaja postoji niz postupaka, o njima ¶ce biti re∙ci i na
nekoliko mesta u Desetom delu. Me¹dutim, mo∙ze se primeniti i najje-
dnostavniji: izmeri se zapremina koja je protekla strujom za odre¹deno
vreme (koje se tako¹de meri), pa se proticaj dobija deljenjem zapre-
mine sa vremenom (vidi opet sl. 85{3). Treba primetiti da uop∙ste
nije potrebno meriti brzine u presecima, jer se do srednje brzine za
presek (vI, odnosno vII) dolazi, kako je re∙ceno, deljenjem proticaja sa
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povr∙sinom popre∙cnog preseka.
Na svakom drugom pojedina∙cnom primeru koji je potpuno istovetan

(u geometrijskom smislu) sa onim na kome su obavljena merenja, ako
se radi o °uidu iste viskoznosti, va∙zi, potpuno razumljivo ista zavi-
snost Eizg = Eizg(Q), pa se po jedna∙cini (83{9) za poznati proticaj mo-
∙ze sra∙cunati jedna pijezometarska kota (¦I ili ¦II) na osnovu poznate
druge, ili za poznatu pijezometarsku razliku mo∙ze se sra∙cunati proticaj.
Dakle, stvorena je mogu¶cnost za re∙savanje zadataka na osnovu ste∙cenog
iskustva.

Q

proticaj 

napunjeno 
za vreme T

Eizg

EI
ΠI

EII

ΠII

diferencijalni manometar meri
    

manometar

= (  - )γ Π ΠI II

a)

b)

Q = V T

V

v I
2  

2g

vII 
2  

2g

pritisak

Slika 85{3 Eksperimentalno odre¹divanje izgubljene energije izme¹du dva
preseka struje. Meri se:

a) zapremina V napunjena za vreme T , ∙cime je odre¹den proticaj Q (crte∙z 'a')
b)pijezometarske kote ¦I i ¦II; pojedina kota opa∙za se neposredno u pijezo-

metarskoj cev∙cici, ili se meri pritisak na manometru (crte∙z 'b')

Napomena: jednim manometrom mo∙ze se neposredno odrediti pijezometar-
ska razlika ¦I ¡¦II (donji deo crte∙za 'b')
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Rezultati opita mogu se primeniti i na primeru koji nije geometrijski
potpuno istovetan sa modelom na kome se istra∙zivalo, ali je geometrij-
ski sli∙can sa modelom, pa ∙cak ako te∙ce i drugi °uid. Za to je potrebna
analiza sli∙cnosti, a pod sli∙cnosti, shodno izre∙cenom na po∙cetku Poglav-
lja 63, treba shvatiti mogu¶cnost preno∙senja rezultata sa modela na sve
objekte njemu sli∙cne.

Nagla∙sava se da je za primenu eksperimentalnih rezultata bitno da
se zadaci na koje se primenjuju ti rezultati razmatraju na isti na∙cin kako
su obra∙cunati pri obradi eksperimentalnih rezultata. Sporedno je ∙sta se
u stvari obra∙cunava, ne ulazi se u to da li je to zaista stvarno izgubljena
mehani∙cka energija, jer se iskazuje zbirno ono ∙sto ∙cini desnu stranu
izraza (85{29). Na primer, ako je u preseku (I) brzina zanemarljiva, u
preseku (II) ima zna∙cajnu vrednost { to je slu∙caj isticanja iz suda (gde je
voda mirna) kroz otvor (gde mlaz isti∙ce zna∙cajnom brzinom). Radi se,
dakle, o naglom pove¶canju brzine. U tom slu∙caju ∙clan (1) desne strane
u (85{29) bio bi uticajan, usled neravnomernosti rasporeda brzina u
preseku (II). Bio bi, van svake sumnje, istog reda vrednosti kao zbir
∙clanova (2) i (3). Me¹dutim, to ni∙sta ne bi smetalo u obra∙cunu, ako
se tako postupilo i pri obradi eksperimentalnih rezultata, gde se nije
morao ni utvr¹divati raspored brzina po preseku da bi se utvrdilo koliko
uti∙ce sam ∙clan (1) u (85{29).

¤ ¤ ¤

VII. Da se razmotri ∙sta se zbiva u °uktuacijama, u zapremini
izme¹du dva popre∙cna preseka struje, poslu∙zi¶ce jedna∙cina (53{32). U toj
jedna∙cini pojavljuje se ,,produkcija" turbulentne energije, tj. ono ∙sto je
pre∙slo iz glavnog strujanja { formalno se shvata da se to tu ,,proizvodi",
odatle i naziv ,,produkcija". To je, kao ∙sto se iz jedna∙cine (53{32) vidi,
njen poslednji ∙clan.

U jedna∙cini (53{32) izostavi¶ce se leva strana, jer se pretpostavlja
ustaljenost glavnog strujanja, kao i drugi ∙clan desne strane, jer je f 0j = 0
(zapreminska sila, po jedinici mase, ne °uktui∙se, jer od zapreminskih
sila deluje samo te∙zina). Motorni rad devijatorskih napona (to je pret-
poslednji ∙clan jedna∙cine) zameni¶ce se prema slede¶cem:

Z

V
u0j

@¾d
ij
0

@xi
dV =

Z

A
u0j¾

d
ij
0
ni dA¡

Z

V
¾d
ij
0 @u0j
@xi

dV (85{30)
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Po ugledu na oznake uvedene u (85{17) mogla bi se leva strana u
prethodnom izrazu ozna∙citi sa motd

°, a drugi ∙clan desne strane sa def d
°,

gde bi donji indeks (°) ukazao da se radovi obra∙cunavaju u °uktuaci-
jama, a u izraze ulaze °uktuacione brzine i °uktuacioni naponi.

Prethodnim izrazom motorni rad je izra∙zen kao ukupni rad umanjen
za deformacioni rad, a izraz za ukupni rad je napisan kao povr∙sinski
integral, jer je za njega mogu¶ce preobra¶canje zapreminskog u povr∙sinski
integral.

Koriste¶ci prethodni izraz, kao i malopre¹da∙snje navode o ∙clanovima
jedna∙cine (53-32) koji su za posmatrani slu∙caj jednaki nuli, jedna∙cina
se svodi na: Z

V
¡ ½u0iu

0
j

@uj
@xi

dV
| {z }

produkcija
(def t)

=
Z

V
¾d
ij
0@u

0
j

@xi
dV

| {z }
disipacija

(def d
°)

+Ã (85{31)

Ã =
1

2
½
Z

A
ui u0ju

0
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1

2
½
Z

A
u0iu

0
ju
0
j ni dA+

Z

A
p0u0j nj dA+

+
Z

A
¡¾d

ij
0
u0jnidA (85{32)

Ã je zbir povr∙sinskih integrala, koji imaju sabirke razli∙cite od nule
samo po grani∙cnim popre∙cnim presecima (gde ima proticanja), tj. inte-
gri∙se se po AI + AII.

Kao prvo razmotri¶ce se slu∙caj u kome je Ã = 0, a to nastaje kada
su preseci AI i AII istovetni, i sa potpuno podudarnim strujanjem, ∙sto
zna∙ci da je isti raspored osrednjenih brzina i osrednjenih proizvoda
°uktuacija brzina, kao i osrednjeni proizvodi °uktuacionih brizina sa
°uktuacijama napona (pritiska, odnosno devijatorskog napona). To se
zaista ostvaruje u pravolinijskoj struji istoga popre∙cnog preseka ako
deonica od preseka (I) do preseka (II) nije pod uticajem nikakvog lo-
kalnog poreme¶caja. U tom slu∙caju svi sabirci koji ∙cine Ã u (85{32)
su jednaki nuli jer je spoljna normala na presek (I) usmerena suprotno
od strujanja, a na presek (II) istosmerna je sa strujanjem, pa se stoga
uticaji na grani∙cnim presecima me¹dusobno potiru.

Sa Ã = 0 izraz (85{31) kazuje da se celokupna ,,produkcija" tur-
bulentne energije (sve ono ∙sto je oduzeto glavnim strujanjem i pre∙slo
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u °uktuacije) utro∙si za deformacioni rad °uktuiraju¶cih devijatorskih
napona, kojima se ta energija, posredstvom viskoznog trenja, preobrati
u toplotu, pa je onda potpuno opravdano ∙sto se oduzimanje mehani∙cke
energije glavnom strujanju za ra∙cun °uktuacija unapred ,,otpisalo" kao
nepovratni gubitak mehani∙cke energije, jer ¶ce se u °uktuacijama preo-
bratiti u toplotu.

Za jedan vodeni tok koji po∙cinje iz mirne vode i zavr∙sava se u drugoj
mirnoj vodi, ako se za preseke (I) i (II) uzmu oni u mirnim vodama,
onda je svakako Ã = 0 za celu zapreminu toka. Sve ∙sto se u tom
toku de∙sava i stvara turbulenciju, sva ,,produkcija" mora se preobratiti
u toplotu (posmatrano za tok kao celinu), ne ba∙s odmah i na istom
mestu, ali kasnije i ne∙sto nizvodnije. Dakle, sve ∙sto je oduzeto glavnom
strujanju zaista je nepovratno izgubljeno, jer ¶ce se u °uktuacijama kad-
tad i negde preobratiti u toplotu.

Ako je veli∙cina Ã, napisana sa (85{32) pozitivne vrednosti (Ã > 0),
,,produkcija" je ve¶ca od deformacionog rada °uktuiraju¶cih devijatorskih
napona, kojim mehani∙cka energija prelazi u toplotu, ∙sto se zaklju∙cuje
iz (85{31). Taj vi∙sak mora onda pove¶cati mehani∙cku energiju u °uk-
tuacijama: u preseku (II) je ve¶ca nego u preseku (I).

Ako se pogleda izraz (85{32) uvi¹da se da je prvi ∙clan desne strane
premo¶can u odnosu na ostale ∙clanove, jer u prvom ∙clanu se pojavljuje
osrednjena brzina ui pomno∙zena sa proizvodom °uktuiraju¶cih brzina,
dok svi ostali ∙clanovi imaju isklju∙civo osrednjene proizvode °uktuiraju-
¶cih veli∙cina, pa su od manjeg zna∙caja. Drugim re∙cima, manji je uticaj
tri ∙clana koji unose energetsku promenu, odnosno rad sila difuzijom od
uticaja prvoga ∙clana gde se promene unose osrednjenom brzinom. Pre-
ma tome, mo∙ze se pretpostaviti da pozitivna vrednost prvog ∙clana desne
strane u (85{32) name¶ce i pozitivnu vrednost za ceo izraz, tj. Ã > 0.
Prvi ∙clan ¶ce zaista biti pozitivne vrednosti ako je kineti∙cka energija
u °uktuacijama ve¶ca u preseku (II) nego u preseku (I), jer je tada
(izlaz ¡ ulaz) te energije u posmatranu zapreminu, ∙sto predstavlja taj
∙clan, pozitivan: izlaz kroz presek (II) je ve¶ci od ulaza u presek (I), a
to zna∙ci pove¶canje te energije od (I) do (II). Mo∙ze se re¶ci da se, u tom
slu∙caju, turbulencija pove¶cava jer je produkcija ve¶ca od disipacije.

Na isti na∙cin se zaklju∙cuje: ako je Ã < 0, onda se kineti∙cka energija
u °uktuacijama smanjuje od (I) do (II), pa se turbulencija smanjuje,
ona se ,,gasi", jer je ,,produkcija" manja od onoga ∙sto viskoznim trenjem
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prelazi u toplotu.
Na jednom primeru mo∙ze se razjasniti ono ∙sto je re∙ceno u prethod-

nim izlaganjima. Neka je izme¹du preseka (I) i (II) zna∙cajniji lokalni
poreme¶caj u strujanju, koji poja∙cava turbulencija stvaranjem dodatnih
vrtlo∙zenja. U tom slu∙caju kineti∙cka energija u °uktuacijama se pove-
¶cava, turbulencija postaje izrazitija. Me¹dutim, ako iza toga nema vi∙se
lokalnih poreme¶caja ona ¶ce se kasnije, du∙z struje, ,,gasiti" da bi se svela
na stanje pre lokalnog poreme¶caja.

¤ ¤ ¤

VIII. Sva dosada∙snja izlaganja u ovom poglavlju odnosila su se na
ustaljeno strujanje, pa se pri kori∙s¶cenju op∙ste va∙ze¶cih jedna∙cina (34{6),
(53{26) i (53{32) izostavljao ∙clan koji unosi neustaljenost, i izvo¹denja
su obavljena, i krajnji izrazi uspostavljeni, bez uticaja toga ∙clana, i
sada ¶ce se razmotriti taj uticaj.

Izostavljeni ∙clan u pomenutim jedna∙cinama je:

1
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(ujuj) dV
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(85{33)
Izvo¹denja koja su dovela do (85{24), ako bi se izostavljeni ∙clan uveo

u razmatranje, dovela bi do toga da u (85{25) treba pripisati i prvi ∙clan
desne strane prethodno napisanog izraza (85{33), ali sa promenjenim
znakom (jer bi se ∙clan prebacio sa leve na desnu stranu jedna∙cine), i
onda sve izjedna∙citi sa nulom. Pri prelasku sa (85{25) na (85{26) dobilo
bi se onda:
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(85{34)
Ova jedna∙cina (85{34) ukazuje da smanjenje mehani∙cke energije

(potencijalna + kineti∙cka) u glavnom strujanju izme¹du dva preseka
struje (leva strana jedna∙cine) nastaje usled gubitka energije deformacio-
nim radom napona posredstvom viskoznosti, i otu¹denja iz glavnog stru-
janja u °uktuacije (prva dva ∙clana desne strane), ∙cemu za neustaljeno
strujanje treba dodati i lokalno pove¶canje kineti∙cke energije kroz vreme.
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Jasno je da se jedna∙cina (85{34) pi∙se za pojedini vremenski trenutak.
Ako se u tom trenutku kineti∙cka energija pove¶cava u zapremini izme¹du
dve popre∙cne struje, onda je ve¶ca razlika izme¹du energetskog stanja u
presecima. Ako se ta energija smanjuje, onda je obrnuto.

Uz prethodnu jedna∙cinu (85{34) mora se staviti ograni∙cenje: ona
va∙zi samo za struju ∙ciji je omota∙c ∙cvrsta granica koja se ne menja
kroz vreme, i tada je proticaj Q isti u oba preseka { u (I) i (II), u je-
dnom trenutku (a jedna∙cina se odnosi na jedan trenutak). Me¹dutim, u
otvorenom toku omota∙c se vremenom menja (menja se slobodna povr-
∙sina te∙cnosti), pa proticaj u oba preseka nije isti (u nizvodnom je ve¶ci
ako se zapremina struje izme¹du preseka smanjuje, odnosno manja ako
se zapremina pove¶cava). Time je prou∙cavanje znatno te∙ze nego kod
cevi, a ve¶c i za njih je malo pre re∙ceno da neustaljenost unosi velike
te∙sko¶ce u re∙savanje. Sva razmatranja, sem poslednjih, pod VIII, odno-
sila su se na ustaljeno te∙cenje, pa je bilo ispravno ∙sto su se ona temeljila
na jednakosti proticaja u oba preseka, jer se to ostvaruje u ustaljenom
te∙cenju, i u otvorenim tokovima.

U primeni jedna∙cine (53{32), koja izra∙zava energetska zbivanja u
°uktuacijama, u izlaganjima u prethodnom odeljku (VII) izostavljena
je leva strana jedna∙cine, jer je ona jednaka nuli za ustaljeno glavno
strujanje, kakvo je tamo razmatrano. Za neustaljeno strujanje mora se
i taj ∙clan uzeti u obzir, pa bi izvo¹denja koja su ranije dovela do (85{31)
i (85{32) zavr∙sila sa izrazom za Ã kojem bi, u odnosu na (85{32), tre-
balo, shodno napisanom sa (85{33), dodati:
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Ovo zna∙ci da bi ,,produkcija" turbulentne energije u °uktuacijama
morala pored tamo predvi¹denoga podmiriti jo∙s i pove¶canje (u jedinici
vremena) turbulentne kineti∙cke energije u zapremini V .

Malo pre pomenute su velike te∙sko¶ce koje unosi neustaljenost u prak-
ti∙cnoj primeni jedna∙cine energije za glavno strujanje, upravo je re∙ceno
da su to one te∙sko¶ce koje su obja∙snjene na kraju Poglavlja 84. Isto
obja∙snjenje moglo bi se i ovde re¶ci za uticaj neustaljenosti na prakti∙cnu
primenu jedna∙cine energije za °uktuacije.
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deo deveti

DUGA∙CKI OBJEKTI {
PROU∙CAVANJE TOKOVA POD

ISKLJU∙CIVIM UTICAJEM
TRENJA, BEZ LOKALNIH

POREME¶CAJA
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91

OSNOVE ZA RE∙SAVANJE PRAKTI∙CNIH
ZADATAKA JEDNOLIKIH STRUJA

Posmatra se pravolinijska struja konstantnog popre∙cnog preseka, pa
je strujanje kroz sve popre∙cne preseke struje ne samo pravolinijsko i
paralelno, nego je i u svim presecima istovetno. Strujanje du∙z struje je
jednoliko, srednja brzina je konstantna. Za masu izme¹du bilo koja dva
popre∙cna preseka takve struje { slika 91{1 { mo∙ze se napisati dinami∙cka
jedna∙cina, iz koje izostaje ,,inercijalna sila", jer su njene komponente
u oba preseka iste, pa se potiru (uostalom, ∙cim nema promene brzine,
nema ni ,,inercijalne sile").

Uslov za ravnote∙zu sila u pravcu strujanja (x-pravac) zahteva da se
uravnote∙ze slede¶ce sile (slika 91{1a).

1. Komponenta sile te∙zine:

Gx = °A¢x sin® = °A(Zo
I ¡ Zo

II) (91{1)

° = speci¯∙cna te∙zina, A¢x = zapremina izme¹du preseka (I) i (II)
i Zo

I ; Z
o
II = polo∙zajne kote te∙zi∙sta preseka.

Prilikom ispisivanja (91{1) kori∙s¶ceno je:

sin® =
Zo

I ¡ Zo
II

¢x

∙sto je vidljivo iz slike 91{1a.

2. Sile pritiska na popre∙cnim presecima:

PI ¡ PII = A(poI ¡ poII) (91{2)

Na posmatranu masu deluje navedena razlika sila pritiska. poI i poII
su pritisci u te∙zi∙stima.

110

DRAFT verzija 2001.



E

E

Π

Π
II

IIp
γ

Z

o

IIZo

o

α

Kx

Kx A

IIp
γ
o

II

o
o

γ
G  =   A(Z  - Z  )

x
I

I

I

oI
I

P  = p    A

x

x

∆x

I

∆xK     O   x= τ
IIZD

Z
I
D

IIγG  =   A(Z  - Z  )
x I

DD

A

O∆x

Π

E

E

Π

v
2g

2

v
2g

2

I

I

N
h=h   =Const

II
II

o
P  = p    A

O

smer strujanja
 

Slika 91{1 Sile, pijezometarske i energetske kote pri jednolikom te∙cenju:
a) pod pritiskom (u cevi); b) u otvorenom toku (u kanalu)

3. Sila trenja:

Kx = ¿O¢x (91{3)

To je sila kojom ∙cvrsta granica deluje na posmatranu masu u x-
pravcu. ¿ = tangencijalni napon po grani∙cnoj povr∙sini izmedu
zida i °uida { pretpostavlja se da je on ravnomerno raspore¹den
po obimu O (o umesnosti ove pretpostavke bi¶ce re∙ci kasnije). Sila
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deluje smerom suprotnim strujanju, dok ¿ ima pozitivnu vred-
nost. Napomena: Tangencijalni napon izme¹du zida i °uida nazi-
va¶ce se i ,,napon trenja" i uvek ¶ce biti ozna∙civan sa ¿ .

Sile napisane izrazima (91{1), (91{2) i (91{3) stoje u ravnote∙zi, pa
je jedna∙cina ravnote∙ze sila koje deluju u x-pravcu:

°A(Zo
I ¡ Zo

II) +A(poI ¡ poII) = Kx (91{4)

Deljenjem sa °A dobija se:

(Zo +
po

°
)I ¡ (Zo +

po

°
)II =

Kx

°A
(91{5)

Ili, uvo¹denjem pijezometarske kote, uvedene sa (71{7), i kori∙s¶ce-
njem (91{3):

¦I ¡ ¦II =
Kx

°A
=
¿ ¢O
°A

¢x (91{6)

Nagla∙sava se da se pijezometarska kota odnosi na ceo presek, sho-
dno navedenom pod III u Poglavlju 81, dok se Zo i po odnose na te∙zi∙ste
preseka.

Energetska jedna∙cina (83{9) primenjena na dva preseka u kojima je
ista brzina svodi se na:

EI ¡ EII = ¦I ¡ ¦II = Eizg (91{7)

Upore¹denje (91{6) i (91{7) daje:

Eizg =
Kx

°A
=
¿O

°A
¢x (91{8)

Jedna∙cina (91{8) izjedna∙cuje izgubljenu energiju i izraz u kome se
nalazi tangencijalni napon ¿ (koji pomno∙zen sa povr∙sinom obloge daje
silu trenja). To je napon, odnosno sila izme¹du °uida i zida provodni-
ka. Povr∙sno posmatranje moglo bi da navede na zaklju∙cak da se ra-
dom sile trenja po zidu otu¹duje energija. To bi bilo pogre∙sno, jer je
∙cvrsta granica (zid) nepokretna i preko nje se ne mo∙ze obaviti rad,
pa ni preneti energija. O ovome je bilo re∙ci prilikom izvo¹denja ener-
getske jedna∙cine (Poglavlje 83) { tamo je obja∙snjeno da sila po ∙cvrstoj
grani∙cnoj povr∙sini ne obavlja rad, a da se energija gubi, rasipanjem
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unutar cele mase. To zbirno iznosi koliko je napisano u (91{8), a dobilo
se formalnim upore¹denjem primene dve jedna∙cine. Treba se podsetiti
zavr∙snih izlaganja u Poglavlju 83, gde se naglasilo da te dve jedna∙cine
(dinami∙cka { uravnote∙zenje sila i energetska) nisu me¹dusobno nezavi-
sne, jer su posledice su∙stinski istoga na∙cela, pa po iskori∙s¶cavanju jedne,
druga samo obra∙cunava re∙senje nametnuto iz prve. To se upravo malo
pre uradilo { tako se obra∙cunalo Eizg.

Za kanalske tokove, mo∙ze se smatrati da je sila trenja na slobodnu
povr∙sinu zanemarljiva u odnosu na trenje o ∙cvrstu grani∙cnu povr∙sinu
(bokovi i dno kanala), pa je zanemarljiva i izmena energije kroz slo-
bodnu povr∙sinu u odnosu na izgubljenu energiju po celoj posmatranoj
zapremini. Trenje se ra∙cuna samo o ∙cvrstu povr∙sinu i stoga se za obimO
uzima samo ,,okva∙seni obim" (vidi sliku 91{1b).

U jedna∙cinama (91{6) i (91{8) pojavljuje se odnos A=O, pa je stoga
prikladan pojam:

R
|{z}h

hidrauli∙cki radijus
i

=
A

O|{z}"
popre∙cni presek

okva∙seni obim

# (91{9)

Od dva provodnika sa istom povr∙sinom A popre∙cnog preseka, sa
stanovi∙sta propusne mo¶ci povoljniji je onaj koji ima ve¶ci hidrauli∙cki
radijus, jer ima manju povr∙sinu trenja (manji O). Ve¶ci hidrauli∙cki
radijus, uz isti obim, zna∙ci pak ve¶ci popre∙cni presek { pa i ve¶cu propu-
snu mo¶c. Hidrauli∙cki radijus se mo∙ze protuma∙citi kao pripadaju¶ci deo
popre∙cnog preseka na jedinicu okva∙senog obima.

Uvo¹denje hidrauli∙ckog radijusa ima svoj smisao u prihva¶cenoj pret-
postavci o ravnomernosti tangencijalnog napona po obimu, ∙sto je pot-
puno ta∙cno samo za te∙cenje pod pritiskom kroz kru∙zni popre∙cni pre-
sek (zbog osne simetrije), ali se kao aproksimacija usvaja u prakti∙cnim
zadacima za bilo koji presek. To se opravdava time ∙sto se tako svi
zadaci jednolikog te∙cenja objedinjavaju, a odstupanja zbog toga, po
prakti∙cnim posledicama, nisu zna∙cajna. Druge okolnosti (na primer
procena hrapavosti zidova provodnika, o kojoj ¶ce biti re∙ci kasnije) uno-
se vi∙se neizvesnosti od u∙cinjene pretpostavke. Uvo¹denjem hidrauli∙ckog
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radijusa { prema (91{9) { jedna∙cine (91{6) i (91{7), uz prelazak na
neizmerno mali prira∙staj dx, daju:

¡d¦dx = ¡dEdx = ¿
°R = const

jedna∙cina jednolike ustaljene struje

(91{10)

Pri pisanju ove jedna∙cine vodilo se ra∙cuna da prelazak sa ¢x na dx
(pozitivan smer za x je niz struju) zna∙ci prelazak sa EII ¡EI na ¡dE,
i sa ¦II ¡¦I na ¡d¦.

Du∙z kanala pri jednolikom te∙cenju dubina se ne menja, slika 91{1b,
i naziva se ,,normalna dubina":

dh

dx
= 0 tj. h = const = hN = normalna dubina (91{11)

Kod otvorenih tokova pijezometarska linija je nivo te∙cnosti, pa je
paralelna sa dnom (jer se dubina ne menja). Jedna∙cina (91{10) se mo∙ze
pro∙siriti:

¡dZD

dx
= ¡d¦

dx
= ¡dE

dx
=

¿

°R
= const (91{12)

ZD je kota dna, pa prvi ∙clan zna∙ci nagib dna (nagib kanala) { spu-
∙stanje niz struju, po jedinici du∙zine kanala. Za jednoliko te∙cenje nagib
dna je konstantan.

Jednoliko strujanje u kanalima uspostavlja se izjedna∙cenjem trenja
i komponente te∙zine u pravcu struje, dok je sila pritiska data sa (91{2)
jednaka nuli. Dubina koja se uspostavlja je ona koju uslovljava sam
kanal svojim nagibom, bez ikakvih uzvodnih ili nizvodnih uticaja, koji
bi je poremetili { ona se stoga i mo∙ze nazvati ,,normalnom".

Uvode se slede¶ci pojmovi:

{ linija energije (energetska linija), E = E(x), koja prikazuje ener-
getske kote du∙z struje;

{ pijezometarska linija, ¦ = ¦(x), koja prikazuje pijezometarske
kote du∙z struje;

{ nagib (spu∙stanje po jedinici du∙zine) linije energije

IE = ¡dE
dx

(91{13)
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{ nagib pijezometarske linije

I¦ = ¡d¦
dx

(91{14)

Za jednoliko te∙cenje navedeni nagibi su jednaki:

IE = I¦ =
¿

°R
= const (91{15)

Za kanal se uvodi i nagib dna:

ID = ¡dZD

dx
(91{16)

pa se (91{12) za kanale mo∙ze napisati

ID = I¦ = IE =
¿

°R
= const (91{17)

Izrazi (91{15) i (91{17) va∙ze samo za jednoliko strujanje (takvo se
za sada raspravlja) pa su E(x), ¦(x) i ZD(x) prave linije.

¤ ¤ ¤

Tangencijalni napon ¿ izrazi¶ce se bezdimenzionalnom veli∙cinom:

C¿ = ¿
1

2
½v2

= ¿

°
v2

2g

koe¯cijent tangencijalnog napona

(91{18)

pa se tangencijalni napon meri u odnosu na ,,dinami∙cki pritisak" { ili
,,zaustavni pritisak" { obja∙snjen u Poglavlju 83, i napisan sa (83{13).

Uvo¹denjem C¿ u izraz (91{17), dobija se:

IE = C¿
v2

2gR

nagib linije energije za jednoliko te∙cenje

(91{19)
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∙sto za brzinu daje

v =

s
1

C¿
2gRIE (91{20)

Uz napisano se treba podsetiti da je kod jednolikog te∙cenja IE = I¦
(kod kanala IE = I¦ = ID).

Za cevi kru∙znog preseka hidrauli∙cki radijus je:

R =
A

O
=

1
4¼D

2

¼D
=
D

4
(91{21)

a pogodno je uvesti

¸ = 4C¿ = 4¿

° v
2

2g

koe¯cijent trenja za cevi kru∙znog preseka

(91{22)

Jedna∙cina (91{19) izra∙zena sa D i ¸ glasi:

IE = ¸ v2

2gD

nagib linije energije za te∙cenje u cevima kru∙znog preseka

(91{23)
pa je izgubljena energija za cev kru∙znog preseka, a na du∙zini L

Eizg = ¸LD
v2

2g

izgubljena energija u cevima kru∙znog preseka

(91{24)

¤ ¤ ¤
Poznavanje koe¯cijenata trenja ¸ u jedna∙cini (91{23), ili (91{24)

odnosno C¿ u (91{19), zna∙ci i re∙senje zadatka jednolikog te∙cenja. Raz-
matranju trenja u cevima i kanalima bi¶ce posve¶cen dobar deo izlaganja
u narednim poglavljima (93 do 99), jer trenje, s obzirom na prakti∙cni
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zna∙caj, zahteva iscrpna tuma∙cenja i obja∙snjenja. Tamo ¶ce se izvesti i
zakonitosti za vrednost koe¯cijenta ¸, odnosno C¿ . Za sada, upravo
neposredno u produ∙zetku, da¶ce se samo prvi uvid, koji ¶ce, iako kratak
i povr∙san, pru∙ziti mogu¶cnost da se proceni red vrednosti za otpore
trenja. Razmotri¶ce se cevi kru∙znog popre∙cnog preseka, pa ¶ce rezultati
biti preneti i na ostale provodnike.

¤ ¤ ¤

Daju se ,,na poverenje" dva empirijska obrasca za trenje u cevima:

¸ = 0;115

Ã
k

D

!1=4

(91{25)

¸ = 0;185

Ã
k

D

!1=3

(91{26)

U ovim izrazima pojavljuje se k = apsolutna hrapavost (to je visina
izbo∙cina na zidu cevi). Odnos k i D je:

relativna hrapavost =
k

D
=

apsolutna hrapavost

pre∙cnik
(91{27)

Pretpostavlja se da je dovoljan samo jedan podatak (jedna vrednost
za k), koji odre¹duje hrapavost u nekom pojedina∙cnom primeru. To
treba shvatiti kao ,,ra∙cunsku hrapavost", kao nekakav prosek iz razli∙citih
izbo∙cina koje sa∙cinjavaju hrapavost.

Za izbor izme¹du (91{25) ili (91{26) mo∙ze da poslu∙zi slede¶ce prak-
ti∙cno uputstvo:

Od prvog obrasca mogu se o∙cekivati dobri rezultati za 10¡4 <
k=D < 10¡2, a od drugoga za k=D izme¹du 1=20 i 10¡3.

Treba primetiti da obrasci (91{25) i (91{26) za istu cev (isti pre∙cnik
D, ista apsolutna hrapavost k) daju ¸ = const, pa je onda, shodno
(91{23) nagib linije energije IE (ili izgubljena energija Eizg za odre¹de-
nu du∙zinu L cevi) srazmeran sa kvadratom brzine (sa v2), a to zna∙ci i
sa kvadratom proticaja. S obzirom na srazmernost IE i napona tre-
nja ¿ , ∙sto je odre¹deno sa (91{17), onda je i napon ¿ srazmeran sa
kvadratom brzine (sa v2). Ovo se izra∙zava obi∙cno iskazom da se ostva-
ruje ,,kvadratna zakonitost otpora".
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Za provodnike preseka koji nije krug, a tu ulaze i kanali, u svim
navedenim obrascima treba obaviti zamene:

D = 4R (91{28)

¸ = 4C¿ (91{29)

∙sto dozvoljava prihva¶cena pretpostavka o ravnomernoj raspodeli tan-
gencijalnog napona po zidu provodnika (a ovo zna∙ci da je za isti °uid
tangencijalni napon za datu brzinu v i datu hrapavost k isti ako je hi-
drauli∙cki radijus isti, bez obzira na povr∙sinu popre∙cnog preseka i njegov
oblik).

Koriste¶ci zemene napisane sa (91{28) i (91{29), umesto (91{25),
odnosno (91{26), koristi se:

C¿ =
0;115

4

Ã
k

4R

!1=4

= 0;020

Ã
k

R

!1=4

(91{30)

C¿ = 0;029

Ã
k

R

!1=3

(91{31)

Da¶ce se nekoliko podataka za procenu apsolutne ra∙cunske hrapavo-
sti.

Za betonske cevi procenjuje se da je ra∙cunska hrapavost od
k = 0; 5mm do k = 3mm, zavisno od ugla¹denosti (ni∙za vrednost odgo-
vara dobro ugla¹denoj povr∙sini, a vi∙sa hrapavoj, nebri∙zljivo ura¹denoj).
Za tunele, ili kanale sa betonskom oblogom hrapavost je ne∙sto ve¶ca.
Ako je izrada veoma lo∙sa ili je na povr∙sinu o∙cvrsao natalo∙zeni materijal
koga je voda pronosila mo∙ze hrapavost pre¶ci i 1 cm, pa ∙cak i vi∙se. Za
∙celi∙cne i gvozdene livene cevi apsolutna hrapavost se kre¶ce od 0,2 do
2mm, a za zakovane ∙celi∙cne cevi zakivci mogu hrapavost pove¶cati i
do 1 cm. Ima savremenih materijala za izradu cevi gde je apsolutna
hrapavost manja ∙cak i od 0; 1mm.

Za neoblo∙zene kanale u zemlji, zavisno od stanja povr∙sine (na∙cina
iskopa) apsolutna hrapavost se ceni na k = 2 do 20 cm. Za kanale i
tunele use∙cene u steni, i neoblo∙zene apsolutna hrapavost je ve¶ca i kre¶ce
se od nekoliko santimetara do nekoliko desimetara. Za re∙cne tokove sa
∙sljunkom apsolutnu hrapavost daju krupnija zrna ∙sljunka, a kod pe∙s∙ca-
nog dna hrapavost ne daje krupno¶ca peska, nego nabori na dnu.
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U hidrauli∙ckoj praksi, pogotovo za kanalske tokove, prakti∙cni zadaci
gotovo uvek se nalaze u ,,oblasti hrapavih provodnika" (gde se ostva-
ruje ,,kvadratna zakonitost") rasprostranjena je upotreba Maningove
formule (MANNING):

v =
1

n
R2=3I

1=2
E (91{32)

∙sto za proticaj daje

Q = Av = A
1

n
R2=3I

1=2
E (91{33)

gde je n= koe¯cijent hrapavosti. Uz formulu se daje ,,spisak obloga pro-
vodnika" sa vrednostima tog koe¯cijenta. Odre¹denoj oblozi (na primer
navodi se ,,dobro ugra¹den beton" ili ,,osrednje" ili ,,slabo ugra¹den", pa
,,kanal u zemlji dobro odr∙zavan" ili ,,r¹davo odr∙zavan", itd.) odgovara
odre¹dena vrednost ,,koe¯cijenta hrapavosti". On je u stvari pokaza-
telj apsolutne hrapavosti sa takvom vredno∙s¶cu da se formulom sra∙cuna
brzina koja treba da se ostvari u zadatom primeru. Treba zapaziti da
je, za isti presek i nagib, proticaj obrnuto srazmeran koe¯cijentu hra-
pavosti, ∙sto je za prakti∙cnu upotrebu veoma pogodno { na primer, dva
puta ve¶ci n zna∙ci dva puta manji proticaj uz isto A, R i IE. Skre¶ce
se pa∙znja da formula (91{32) zahteva da n ima dimenziju [L¡1=3T ]
iako on predstavlja hrapavost. To je posledica ∙cinjenice ∙sto formula
izra∙zava srazmernost izme¹du v i R2=3I

1=2
E , za istu apsolutnu hrapavost,

pa je za faktor srazmernosti uzeto 1=n (da bi faktor bio ve¶ci kada je hra-
pavost ve¶ca). Za drugu hrapavost, drugi je faktor srazmernosti, druga
je vrednost za n. Tako uzeti faktor srazmernosti je onda dimenzionalna
vrednost, a formula je najkra¶ca mogu¶ca.

Prilog 1 ,,VREDNOSTI KOEFICIJENTA HRAPAVOSTI ZA MA-
NINGOVU FORMULU" prikazuje gde se otprilike kre¶cu te vrednosti
za razli∙cite obloge provodnika.

Izme¹du Maningovog koe¯cijenta n i apsolutne hrapavosti k mora
postojati veza, jer n predstavlja apsolutnu hrapavost, odnosno vrednost
za n zna∙ci odre¹denu apsolutnu hrapavost. U toj vezi ne sme se pojav-
ljivati hidrauli∙cki radijus R, jer veza mora da va∙zi za bilo koju vrednost
hidrauli∙ckog radijusa. Takva veza se dobija kada se najpre izjedna∙ce
desne strane jedna∙cina (91{20) i (91{32), ∙sto dovodi do:

s
2g

C¿
=
R1=6

n
(91{34)
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Nadalje, za C¿ se mora uzeti izraz kojim ¶ce se prethodno izjedna∙ca-
vanje svesti na oblik u kome se ne¶ce pojaviti R. Takav izraz je (91{31),
a ne mo∙ze da bude (91{30). Zamenom C¿ prema (91{31) u prethodnom
izrazu dolazi se do:

n =

s
0; 029

2g
k1=6 (91{35)

∙sto zna∙ci da se za k od 1 mm do 25 cm, n kre¶ce od 0,012 do 0,030m¡1=3s.
Prilikom uvo¹denja u razmatranje ,,apsolutne hrapavosti" jednostav-

no je re∙ceno da je to ,,visina izbo∙cina na zidu". U prakti∙cnim slu∙caje-
vima nije ba∙s jednostavno odrediti tu visinu, jer su izbo∙cine razli∙cite,
razli∙citog oblika i rasporeda, pa se uzima nekakav prosek. Stoga su
ranije formule (bilo ih je neizmerno mnogo) hrapavosti izra∙zavale pre-
ko nekakvog dogovorenog koe¯cijenta { primer za to je uzeta formula
(Maningova).

Za cevi (provodnike pod pritiskom) unapred je poznat popre∙cni pre-
sek struje A (to je presek cevi), pa je za zadati proticaj Q poznata
brzina v i onda se lako, prema (91{19) ili (91{23), sra∙cuna IE (a to je
ujedno i I¦). Za ¸, odnosno C¿ , uzme se neka od navedenih formula.
Mo∙ze se zadatak postaviti i obrnuto: tra∙zi se proticaj koji odgovara
unapred odre¹denoj razlici energetskih kota.

Kod kanala te∙cnost obrazuje popre∙cni presek, on nije unapred po-
znat, mo∙ze ba∙s da se tra∙zi dubina za zadati proticaj i tada treba zado-
voljiti:

Qp
2gID

=

Ã
A

s
1

C¿
R

!

N

(91{36)

∙sto se dobilo iz (91{20) sa v = Q=A i IE = ID (jednoliko te∙cenje u
kanalu). Tada je dubina h = hN (normalna), pa sve vrednosti A, C¿ , R
va∙ze pri hN, stoga je i dat indeks ,,N". Ako se primeni Maningova
formula (91{32) prethodni izraz postaje:

nQp
ID

= (AR2=3)N (91{37)

Kod ve¶cine zadataka hN se dobija postepenim pribli∙zavanjem, dok
se izraz (91{36), odnosno (91{37) ne zadovolji.

Zadatkom mo∙ze da se tra∙zi potreban nagib dna ID za jednoliko
te∙cenje proticaja Q, uz odre¹denu dubinu u odre¹denom kanalu, ili se
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tra∙zi proticaj uz poznati nagib dna i poznatu dubinu { sve su to zadaci
veoma lako i neposredno re∙sivi.

¤ ¤ ¤

Napominje se da obrasci (91{25) i (91{26) imaju ograni∙cenu pri-
menu, nisu primenljivi na gla¹de cevi pri manjim brzinama, jer se onda
ne ostvaruje malo pre obja∙snjena ,,kvadratna zakonitost otpora". Obra-
zac (91{25) treba stoga pro∙siriti da se unese i uticaj odstupanja od kva-
dratne zakonitosti, a on poti∙ce od jedne od ¯zi∙ckih osobina te∙cnosti, od
viskoznosti. Nju ¶ce izraziti ,,koe¯cijent viskoznosti" º, koji ulazi u pro-
∙sirenje izraza (91{25). Pro∙sireni obrazac glasi:

¸ = 0; 115

Ã
k

D

!1=4 µ
1 +

60º

vk

¶1=4

(91{38)

Ako se u proceni koe¯cijenta ¸ dozvoli relativna gre∙ska od 2% iz-
me¹du rezultata po (91{28) i (91{25), treba da bude vk=º pribli∙zno 750,
jer onda vrednost dobijena sa (91{25) pomno∙zena sa 1,02 daje (91{38).
Na osnovu toga pi∙se se uslov:

vk

º
> 750 (91{39)

Shodno prethodnom postupku ispunjenje ovoga uslova obezbe¹du-
je da ra∙cun po prostom obrascu (91{25) daje relativnu gre∙sku manju
od 2% u odnosu na ra∙cun po (91{38).

Za vodu koe¯cijenat º zavisi od temperature: za uobi∙cajene tem-
perature izme¹du 50 i 200C koe¯cijent º od 0,015 cm2s¡1 (za 50) opada sa
porastom temperature i iznosi 0,01 cm2s¡1 (za 200). Mo∙ze se ra∙cunati
sa prosekom º = 0;0125 cm2s¡1. Za tu vrednost nejedna∙cina (91{29)
daje vk > 9;4 cm2s¡1, ∙sto se mo∙ze zaokru∙ziti na:

vk > 8 cm2s¡1 (91{40)

Na osnovu ovih navoda zaklju∙cuje se da bi provodnici sa apsolut-
nom hrapavo∙s¶cu k = 0; 1mm zadovoljili uslov (91{39), tek sa brzinom
ve¶com od 10m/s, pa se moraju ra∙cunati sa (91{38), a ne sa (91{25).
Za k = 1mm navedena grani∙cna brzina je 10 puta manja, pa se do-
bar deo primera mo∙ze sra∙cunati po (91{25) ili (91{26), jer se obi∙cno
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provodnik ra∙cuna za najve¶ci predvi¹deni proticaj, a on u prete∙znom
delu primera te∙ce sa brzinom ve¶com od 1m/s. Za praksu je redovno
nezanimljiv ra∙cun sa manjim, iako mogu¶cim proticajima. Za apsolutne
hrapavosti od 1 cm tek za brzine manje od 10 cm/s ne bi se mogao
primeniti obrazac (91{25) ili (91{26).

Izlo∙zeno ukazuje da se prete∙zan deo primera hidrotehni∙cke prakse
u gra¹devinarstvu mogu primeniti (91{25) ili (91{26), odnosno (91{30)
i (91{31). Izuzetak su samo glatke vodovodne cevi.

Poku∙sa¶ce da se objasni kako viskoznost uti∙ce na izgubljenu energiju
u strujanju. Re∙c ,,viskoznost" doslovno se prevodi sa ,,lepljivost", a
njeno delovanje mo∙ze se protuma∙citi kao ,,sposobnost °uida da stvara
unutra∙snje trenje", u me¹dusobnom dodiru deli¶ca °uida br∙zi povla∙ci spo-
riji, a sporiji ko∙ci br∙zi. Izraz (91{38) pokazuje da je uticaj viskoznosti
manji ako je manje odstupanje od jedinice dodatnog ∙clana u (91{38),
u odnosu na (91{25), a to zna∙ci ako je brzina ve¶ca, i ako je hrapavost
ve¶ca, a manji koe¯cijent viskoznosti. Obja∙snjenje za to je slede¶ce. Ve¶ca
brzina i ve¶ca hrapavost, i manje viskozan °uid, dovode do ve¶ce uzne-
mirenosti (turbulencije) strujanja, do ve¶ceg popre∙cnog strujanja, do
izrazitijeg me∙sanja deli¶ca, koje ih uvla∙ci u vrtlo∙zenje, a ono oduzima
energiju strujanju (∙sto se ra∙cuna kao izgubljena energija). Pri tome
trenje posredstvom viskoznosti ima manji zna∙caj, pa mo∙ze postati i be-
zna∙cajno. Vrednosti koe¯cijenta u zavisnosti od temperature napisani
su u prilo∙zenoj tablici 3.

¤ ¤ ¤

PRIMEDBA

U poglavljima 94-97 op∙sirno ¶ce se raspravljati o trenju u provodnici-
ma, sa posebnim osvrtom na uticaj hrapavosti i viskoznosti, gde ¶ce biti
obrazlo∙zene i sve prethodno napisane formule, one su, za sada, date,
mo∙ze se re¶ci na poverenje.
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92

OSNOVE ZA PROU∙CAVANJE
NEJEDNOLIKIH KONTINUALNIH STRUJA

I

OP∙STA RAZMATRANJA

Struja postepeno, ali veoma blago, menja popre∙cni presek, ili je veo-
ma blago zakrivljena (ili je i jedno i drugo, ali treba naglasiti, ne naglo),
pa se mo∙ze smatrati da neprekidno pribli∙zno ispunjava uslove o paralel-
nom i pravolinijskom strujanju kroz popre∙cni presek. Tada se za masu u
zapremini izme¹du bilo koja dva bliska popre∙cna preseka mo∙ze postaviti
dinami∙cka jedna∙cina po ugledu na izvedeno na po∙cetku Poglavlja 91. To
¶ce se uraditi za masu izme¹du preseka (I) i (II) na slici 92{1. Napisa¶ce se
sve sile koje deluju u pravcu strujanja (pozitivan smer je smer strujanja)
{ uklju∙ci¶ce se i komponente inercijalne ,,sile" na presecima.

1. Komponenta sile te∙zine:

Gx =
1

2
(AI +AII)(Z

I
0 ¡ ZII

0 )°

Ovo je napisano po ugledu na (91{1), a za neizmereno malo ra-
stojanje izme¹du preseka prelazi u:

dGx =
1

2
(A+A+ dA)(¡dZ0)° = ¡A°dZ0 (92{1)

Uzeta je srednja vrednost popre∙cnog preseka u posmatranoj masi,
zanemaren je proizvod dAdZ0 kao neizmerno malen u odnosu na
preostali deo zbira. Z0, i ovde, kao i ranije, ozna∙cava polo∙zajnu
kotu te∙zi∙sta.

2. Sile pritiska na presecima:

PI ¡ PII = (p0A)I ¡ (p0A)II

p0 je ve¶c ranije uvedena oznaka za pritisak u te∙zi∙stu preseka.
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II
A
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II
P
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Slika 92{1 Sile koje deluju na struju izme¹du preseka (I) i (II)

Prethodno se, smanjivanjem rastojanja izme¹du preseka, svodi na:

dP = ¡d(p0A) = ¡p0dA¡ Adp0 (92{2)

uz zanemarenje proizvoda dAdp0, jer je neizmerno malen u odno-
su na napisano.

3. Sila kojom omota∙c deluje na °uid (u pravcu strujanja) ovde se
sastoji od sile pritiska i sile trenja.

{ Sila pritiska po omota∙cu (komponenta u pravcu strujanja, u
x-pravcu) iznosi:

dKp
x =

1

2
(p0 + p0 + dp0)dA = p0dA (92{3)

jer se prose∙cna vrednost pritiska, p0 + dp0=2, mno∙zi sa pro-
jekcijom povr∙sine na koju sila deluje, a ta projekcija je po-
ve¶canje dA popre∙cnog preseka struje.

{ Komponenta sile trenja iznosi:

dK¿
x = ¡¿ 1

2
(O +O + dO)dx = ¡¿O dx (92{4)

O + dO=2 je prose∙cna vrednost obima struje za posmatrani
deo du∙zine dx, a ¿ je napon trenja izme¹du zida i °uida.
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Uz prethodno izra∙zavanje komponente sile trenja korisna je sle-
de¶ca napomena. Napon trenja ¿ deluje na elementarnoj povr∙si-
ni Odx= cos®, gde je ® ugao koji zaklapa pravac delovanja napona
(taj pravac le∙zi na omota∙cu) i pravac strujanja. Naime, struja se
na du∙zini dx ∙siri (ili su∙zava), pa ugao ® nije jednak nuli. Me¹dutim,
komponenta napona u pravcu te∙cenja je ¿ cos®, pa se mno∙zenjem
te komponente i povr∙sine dobija ba∙s ono ∙sto je napisano. Treba
naglasiti da je ugao ® veoma malen (cos® zanemarljivo odstupa
od jedinice), jer u protivnom strujanje ne bi bilo pribli∙zno para-
lelno, a to je u po∙cetku poglavlja uslovljeno (da bi se struja mogla
kontinualno razmatrati). Re∙ceno je da promena preseka mora da
bude veoma blaga.

Pri pisanju (92{3) i (92{4) izostavljeni su, kao zanemarljivi, proi-
zvodi dve neizmerno malene veli∙cine { tako se postupalo i u rani-
jim izrazima.

4. Komponente inercijalne sile u presecima:

II ¡ III = ½QvI ¡ ½QvII = ½Q(vI ¡ vII)

∙sto se, smanjenjem rastojanja na dx, svodi na

dI = ¡½Qdv = ¡½Avdv = ¡½Ad
Ã
v2

2

!
(92{5)

Zbir sila ispisanih sa (92{1) do (92{5) mora da bude jednak nuli:

¡
"
A°dZ0 +Adp0 + ¿O dx+ ½Ad

Ã
v2

2

!#
= 0

ili delenjem sa ¡A°dx

d

Ã
Z0 +

p0

°

!
+
¿O

A°
dx+ d

v2

2g
= 0 (92{6)

Uve∙s¶ce se pijezometarska kota:

¦ = Z0 +
p0

°

125

DRAFT verzija 2001.



uz napomenu datu iza izraza (91{6), da se Z0 i p0 odnose na te∙zi∙ste
preseka, a pijezometarska kota se odnosi na ceo presek, jer je ista za
sve ta∙cke istoga preseka (a tolika je i u te∙zi∙stu).

Kako je, prema (91{9), A=O jednako hidrauli∙ckom radijusu R, a
¦+v2=2g je jednako energetskoj koti E, prethodna jedna∙cina (92{6) se
svodi na:

¡ dE

dx| {z }
(IE)

= ¡ d
dx

µ
¦ + v2

2g

¶
=

¿

°R|{z}µ
C¿

v2

2gR

¶

osnovna jedna∙cina nejednolikog te∙cenja

(92{7)

Ovde je napisano, da se, prema (91{13), ¡dE=dx mo∙ze iskazati kao
nagib linije energije, a da se ¿ izra∙zava sa C¿½v

2=2, kako je napisano
sa (91{18), gde se uveo ,,koe¯cijent tangencijalnog napona" C¿ .

Diferenciranjem izraza (83{9) po dx dobija se:

¡dE
dx

= ¡ d

dx

Ã
¦ +

v2

2g

!
=
dEizg

dx

∙sto upore¹deno sa (92{7) pokazuje da je

dEizg

dx
=

¿

°R
= C¿

v2

2gR

Integrisanjem du∙z struje, od xI do xII, dobija se:

EI ¡ EII = Eizg =
Z xII

xI

¿

°R
dx =

Z xII

xI

C¿
v2

2gR
dx (92{8)

Izraz za nagib energije IE (92{7) isti je kao i (91{10) napisan za je-
dnoliko te∙cenje, ali treba naglasiti da to sada (kod nejednolikog te∙cenja),
nije ujedno i nagib pijezometarske linije kao ∙sto je bio ranije (kod je-
dnolikog te∙cenja), a sada nije ni konstanta.

Za re∙savanje zadatka treba poznavati samo C¿ , koje se odre¹duje na
isti na∙cin (istim obrascem) za jednoliko i nejednoliko strujanje, samo
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∙sto se kod nejednolikog strujanja menja du∙z struje, C¿ = C¿ (x), jer se
presek struje menja, a C¿ se odre¹duje prema lokalnim vrednostima za
presek, dok je kod jednolikog te∙cenja C¿ = const za celu struju.

Pretpostavci da je nagib IE za nejednoliko te∙cenje isti kao u jedno-
likom (za isti presek i proticaj) mo∙ze se staviti zamerka: Nejednoliko
i jednoliko te∙cenje kroz isti presek nisu potpuno istovetni, pa to nisu
ni otpori trenja. U nejednolikom te∙cenju strujanje, strogo uzev∙si, nije
pravolinijsko i paralelno, jer se presek du∙z struje menja. Uslovljavanje
da ta promena bude postepena pribli∙zava nejednoliko strujanje jedno-
likom, pa se u prakti∙cnoj primeni mo∙ze ra∙cunati sa istim nagibom.

¤ ¤ ¤

Razmatranje struja kod ustaljenog te∙cenja je razmatranje veli∙cina
koje zavise isklju∙civo od x (od rastojanja du∙z struje). To je linijski
zadatak. Sve se veli∙cine (A, R, ¿ , v, E, ¦, . . . ) kod struje odnose
na presek, struja se prou∙cava od preseka do preseka. Svo¹denje zadatka
na linijski kod provodnika °uida (ili toplote, ili elektriciteta), ili kod
∙stapova u konstrukcijama, je uobi∙cajen metod u tehnici, i primenjuje
se ako daje rezultate upotrebljive u praksi kod kojih nije nu∙zno i istra-
∙zivanje rasporeda uticaja po preseku, nego se zbivanja po preseku cene
vrednostima koje se odnose na presek.

Linijski zadatak kod strujanja se mo∙ze u∙ciniti preglednijim ako se
pored polo∙zaja samog provodnika ucrtaju:

{ pijezometarska linija ¦ = ¦(x) i

{ linija energije E = E(x)

koje odre¹duju kote (pijezometarsku i energije) za preseke du∙z toka.
Na slici 92{2 te linije su ucrtane za jedan primer te∙cenja pod pri-

tiskom (u cevi) i jedan primer otvorenog toka (u kanalu). U drugom
slu∙caju pijezometarska linija je ujedno i linija nivoa. Ve¶ca brzina, ve¶ce
trenje, ve¶ci nagib linije energije, i ve¶ca razlika izme¹du E i ¦ (jer je
ta razlika = v2=2g) { to se htelo pokazati na slici 92{2. Treba zapa-
ziti da linija energije pada niz struju, dok pijezometarska to ne mora
(opadanjem brzine mo∙ze i da raste).

Ukazuje se na razliku izme¹du tokova pod pritiskom i otvorenih, jer
kod prvih je popre∙cni presek struje unapred odre¹den samim presekom
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Π
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E
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2g

2
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Slika 92{2 Primeri za pijezometarsku (¦) i energetsku (E) liniju: a) za
cev; b) za kanal

provodnika, dok kod drugih °uid sam obrazuje proticajni popre∙cni pre-
sek, i on je unapred nepoznat. Stoga su zadaci sa kanalima slo∙zeniji od
onih sa cevima i njima se posve¶cuje produ∙zetak izlaganja { Odeljak II.

II

NEJEDNOLIKO TE∙CENJE U OTVORENIM TOKOVIMA

Na presek otvorenog toka odnose se slede¶ce veli∙cine (slika 92{3):
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h = dubina u preseku (merena normalno na pravac strujanja),

ZD = kota dna,

¦ = pijezometarska kota za presek,

E = energetska kota, tako¹de za presek.

2v
2g

E

Π

h cos
Z

α

α
D

v
h

Slika 92{3 Kota dna (ZD), pijezometarska (¦) i energetska kota (E) za
popre∙cni presek struje u kanalu

Mo∙ze se napisati:
ZD + h cos® = ¦

Ako se izuzmu veoma strmi kanali, oni kod kojih je sin® > 0;2, a
to je zaista samo kod izuzetnih zadataka, mo∙ze se cos® zameniti sa
jedinicom, jer je za sin® < 0;2, cos® izme¹du 0,98 i 1, pa se umesto
prethodnog izraza pi∙se:

ZD + h = ¦ (92{9)

pa je onda

ZD + h+
v2

2g
= E (92{10)

Otvoreni tok, kako je malopre re∙ceno, nema unapred odre¹den pro-
ticajni presek, nego se u sagra¹denom popre∙cnom preseku voda popne
do neke dubine h. Dubina du∙z toka, h = h(x), obrazuje se zavisno od
uslova koji se name¶cu toku u datom zadatku. Prakti∙cni razlozi sto-
ga, i pre svega, zahtevaju odre¹divanje h = h(x), ∙sto se i raspravlja u
produ∙zetku.

Diferenciranje (92{10) po x daje:

dE

dx
=
dZD

dx
+
dh

dx
+

d

dx

Ã
v2

2g

!
(92{11)
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Du∙z toka proticaj je konstantan pa se poslednji ∙clan zamenjuje pre-
ma slede¶cem:

d

dx

Ã
v2

2g

!
=
Q2

2g

d

dx

µ
1

A2

¶
=
¡Q2

gA3

dA

dx
(92{12)

Proticajni presek A zavisi od dubine h i od mesta gde se nalazi
(od x), pa je:

dA =
@A

@h
dh+

@A

@x
dx (92{13)

Za isti presek (dx = 0), prira∙staj dA jednak Bdh (B = ∙sirina slo-
bodne povr∙sine te∙cnosti), ∙sto zna∙ci da je:

@A

@h
dh = B dh

pa se (92{13) mo∙ze napisati sa

dA = Bdh+
@A

@x
dx

∙sto uvr∙steno u (92{12) daje

d

dx

Ã
v2

2g

!
= ¡Q

2B

gA3

dh

dx
¡ Q2

gA3

@A

@x
(92{14)

U (92{11) koristi¶ce se nagibi IE i ID, uvedeni sa (91{13) i (91{16),
te dobijeno u (92{14), pa se dobija tra∙zena veza dubine h i rastojanja
x du∙z struje, u vidu slede¶ce diferencijalne jedna∙cine:

dh

dx

Ã
1¡ Q2B

gA3

!
= ID ¡ IE +

Q2

gA3

@A

@x
(92{15)

Razmatranja ¶ce se nadalje odnositi isklju∙civo na prizmati∙cne kanale
(kod njih je sagra¹deni presek du∙z celoga kanala istovetan), za koje va∙zi
da je A funkcija samo od dubine h, i da ta funkcija va∙zi za bilo koje
rastojanje x, pa je poslednji ∙clan u (92{13), odnosno poslednji u (92{15)
jednak nuli. Tako se dobija:

dh

dx
=

ID ¡ IE

1¡ Q2B
gA3

(92{16)
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gde je IE, shodno (91{19):

IE = C¿
v2

2gR
= C¿

Q2

2gA2R
= f(h) (92{17)

jer su C¿ , A i R funkcije isklju∙civo od dubine, po∙sto se Q ne menja
du∙z toka, a pretpostavlja se prizmati∙cno korito i hrapav provodnik sa
konstantnom apsolutnom hrapavo∙s¶cu.

Za normalnu dubinu nagib linije energije se izjedna∙cava sa nagibom
dna, pa va∙zi ranije data jedna∙cina (91{36). Jedna∙cine (92{17) i (91{36)
omogu¶cavaju da se izrazi odnos IE=ID za bilo koju dubinu na osnovu C¿ ,
A i R za tu dubinu i odgovaraju¶cih vrednosti za normalnu dubinu:

IE
ID

=
C¿
A2R

Ã
A2R

C¿

!

N

(92{18)

ili primenom Maningovog koe¯cijenta n

IE
ID

=
(A2R4=3)N

A2R4=3
(92{19)

Prelaz sa (92{18) na (92{19) obavljen je zamenjivanjem C¿ uz ko-
ri∙s¶cenje (91{34).

Pisanjem (92{18) i (92{19) pre¶cutno se prihvatilo da je nagib u ne-
jednolikom te∙cenju isti kao u jednolikom (za isti presek i isti proticaj).
Opravdanje za to dato je iza jedna∙cine (92{18) na (92{8).

U jedna∙cinama (92{15) i (92{16) pojavila se bezdimenzionalna ve-
li∙cina, koja se obi∙cno naziva:

Fr = Q2B
gA3 = v2

gAB

Frudov (FROUDE) broj za otvorene tokove

(92{20)

Fr-broj ∙cesto se pojavljuje u hidrotehnici (u nekoliko pogodnih obli-
ka, prilagodnjenih prakti∙cnim potrebama), on se i ovde mo∙ze prihvatiti,
jer ga je sâmo izvo¹denje jedna∙cine (92{16) prosto nametnulo.
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Treba naglasiti da je Fr-broj za odre¹deni proticaj i za prizmati∙cni
kanal funkcija isklju∙civo od dubine:

Fr =
Q2B

gA3
= Fr(h) (92{21)

jer su: A = A(h) i B = B(h).
Na primer, izraz (92{20) primenjen za kanal pravougaonog popre∙c-

nog preseka (A = Bh) daje:

Fr =
Q2

gB2h3
(92{22)

Iz izraza (92{20) se uvi¹da da Fr-broj opada sa porastom dubine h,
jer je to porast i odnosa A=B, a opadanje brzine v (razume se, za
isti proticaj i isti presek kanala). Dakle, izvod dFr=dh je negativan,
tj. Fr(h) je funkcija koja neprekidno opada. Na sl. 92{4 to je i na∙celno
prikazano.

Ako se u jedna∙cinama (92{15) i (92{16) obavi zamena prema
(92{20), vidi se da je zna∙cajna dubina pri kojoj se uspostavlja Fr = 1,
jer tada dh=dx dobija beskona∙cnu vrednost. Ta dubina naziva se ,,kri-
ti∙cna" i ozna∙cava¶ce se sa hK. Opravdanje ovoga naziva ¶ce biti dato

Fr

hhK

Q=const.

1.0
d
dh
Fr < 0 Fr= v

g A
B

2

B

h
dh

A

Slika 92{4 Uz obja∙snjenje Fr-broja za jedan popre∙cni presek otvorenog
toka
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kasnije. Indeks ,,K" ima¶ce i druge veli∙cine koje se uspostavljaju pri toj
dubini.

Za Fr = 1, h = hK, iz (92{20) dobija se:

µ
A

B

¶

K
=
v2
K

g
=

Q2

gA2
K

(92{23)

Ova jedna∙cina za dati proticaj odre¹duje hK, jer njemu pripadaju-
¶ci AK i BK treba da zadovolje jedna∙cinu.

Za trapezni presek do hK dolazi se postepenim pribli∙zavanjem, dok
se za pravougaoni i trougaoni, gde su A = A(h) i B = B(h) monomi,
dolazi neposredno. Za pravougaoni presek (B = const, A = Bh), do-
bija se:

hK =
v2
K

g
ili hK =

Q2

gB2h2
K

tj. hK = 3
s

Q2

gB2
(92{24)

Za trougaoni presek ∙sirina B slobodne povr∙sine te∙cnosti i povr∙si-
na A preseka jednake su: B = Ch i A = Ch2=2. Za pojedini primer
C = const, a vrednost konstante odre¹duje nagib bokova kanala. Pri-
menom jedna∙cine (92{23) dobija se:

hK =
2vK

g
tj. hK =

Ã
8Q2

gC2

!1=5

Uobi∙cajena je podela koju odre¹duje kriti∙cna dubina:

burno te∙cenje Fr > 1; h < hK

mirno te∙cenje Fr < 1; h > hK

kriti∙cna dubina Fr = 1; h = hK

9
>=
>;

(92{25)

¤ ¤ ¤
Jedna∙cina (92{16) sa Fr-brojem, uvedenim sa (92{20), mo∙ze se

napisati:

dh
dx = ID ¡ IE

1¡ Fr

jedna∙cina nejednolikog ustaljenog
strujanja u prizmati∙cnom kanalu

(92{26)
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Zadatak ¶ce se dalje ograni∙citi na deonicu prizmati∙cnog kanala sa
konstantnim nagibom dna.

Svojevremeno je obja∙snjeno, uz izraze (92{17) i (92{21) da su IE i
Fr funkcije isklju∙civo od h (za prizmati∙cni kanal i konstantan proticaj).
Uz te uslove pridoda¶ce se i malo pre usvojeni (ID = const). Sve to
dovodi do toga da se mo∙ze napisati:

dh

dx
= f(h) f(h) =

ID ¡ IE
1¡ Fr

(92{27)

Ovako napisana jedna∙cina ukazuje da se za kona∙cni prira∙staj ¢h (na
primer sa hI na hII) dobija xII¡xI (rastojanje preseka gde su dubine hI

i hII) na osnovu slede¶ceg:

hII ¡ hI

xII ¡ xI
=

1

2
[f(hII) + f(hI)] (92{28)

gde su na desnoj strani vrednosti f(h) za hII, odnosno hI. Vrednost
koraka ¢h odre¹duje zahtevana ta∙cnost ra∙cuna. Mo∙ze se unapred usvo-
jiti ¢x, a onda se, na osnovu hI i hI = f(hI) postepenim pribli∙zavanjem
odre¹duje hII, ∙cije f(hII) zadovoljava jedna∙cinu.

Pre po∙cetka ra∙cunanja moraju se odrediti grani∙cni uslovi i oni na-
me¶cu ∙sta ¶ce se ra∙cunati, od koje do koje dubine, i kojim smerom, a to
¶ce se raspraviti neposredno u produ∙zetku. Normalna i kriti∙cna dubina
odre¹duju oblasti u kojima su brojitelj i imenitelj u (92{26) pozitivni,
odnosno negativni, a to se vidi iz slede¶ceg (1, 2, 3):

1. Normalna dubina uspostavila bi se celom du∙zinom kanala jedino
ako se to obezbedi uzvodnim i nizvodnim uslovima. Oni, me¹du-
tim, mogu da nametnu druk∙cije dubine i tada se dubina postepe-
no pribli∙zava normalnoj dubini: linija normalne dubine h = hN =
const je asimptota za liniju dubine h = f(x) koja se uspostav-
lja. Ovo se obrazla∙ze slede¶cim: Pribli∙zavanjem normalnoj dubi-
ni (smerom od mesta uzroka uspostavljanju neke druge dubine)
dolazi se do dubine bliske normalnoj, pa se nagib IE pribli∙zio ID,
pa brojitelj desne strane u (92{26) dobija veoma malenu vrednost,
i onda treba jako veliko rastojanje ¢x da se dobije primetna pro-
mena ¢h dubine h. To se mo∙ze izraziti i ovako: Do normalne
dubine bi se moglo do¶ci ako bi pove¶canje rastojanja bilo neizmer-
no veliko, a to zna∙ci da je linija normalne dubine asimptotska za
liniju nivoa.
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Za dubine ve¶ce od normalne brzina je manja, hidrauli∙cki radijus
je ve¶ci, pa je trenje manje od onoga koje za isti proticaj deluje pri
normalnoj dubini, tj. pad dna je ve¶ci nego ∙sto zahteva energetski
gubitak, pa je ID > IE. Za dubine manje od normalne, stanje je
suprotno (ID < IE).

Sve izlo∙zeno mo∙ze se pregledno napisati:

IE ! ID za h! hN

IE = ID za h = hN

IE < ID za h > hN

IE > ID za h < hN

9
>>>=
>>>;

(92{29)

2. Za Fr = 1 (a to je pri h = hK) imenitelj u (92{26) postaje
beskona∙can i to je prekid u liniji dubina. Napisano sa (92{25)
odre¹duje znak imenitelja u (92{26), jer je:

1¡ Fr > 0 za h > hK

1¡ Fr = 0 za h = hK

1¡ Fr < 0 za h < hK

9
>=
>;

(92{30)

3. Za veoma velike dubine nivo je skoro horizontalan, jer je brzina
zanemarljiva, pa onda i trenje. Mo∙ze se uzeti da je tada IE = 0
i Fr = 0, pa je dh=dx = ID, ∙sto zna∙ci da se dubina menja ta∙cno
onako kako name¶ce spu∙stanje dna, pa je nivo horizontalan. Dakle:

dh

dx
! ID za h!1 (92{31)

Stavovi 1, 2 i 3, primenjeni na kanal sa takvim nagibom dna da je
za zadati proticaj hN > hK, pokazuju da linije dubina h = h(x) izgle-
daju kako je prikazano na slici 92{5. Skre¶ce se pa∙znja da su znakovi
za ID ¡ IE, tj. za brojitelj u (92{26), i za 1 ¡ Fr (imenitelj), odre¹deni
na osnovu (92{29) i (92{30), a iz njih i znak za koli∙cnik dh=dx.

Pored toga vo¹deno je ra∙cuna da se linija nivoa asimptotski pribli∙zava
normalnoj dubini, i da za kriti∙cnu dubinu (Fr = 1) nagib dh=dx ima be-
skona∙cnu vrednost. Tako¹de je vo¹deno ra∙cuna i o napisanom sa (92{31),
odnosno da se pove¶canjem dubine nivo pribli∙zava horizontalnoj liniji.
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Slika 92{5 Linije nivoa pri normalnoj dubini ve¶coj od kriti∙cne

Na slede¶coj slici (92{6) dati su primeri ostvarenja linija sa sl. 92{5.
Uzet je kanal koji se uliva u jezero i uvi¹da se da dubina na nizvodnom
kraju kanala ne mo∙ze biti manja od hK, jer se linija (II) ne spu∙sta ni∙ze,
bez obzira ∙sto je nivo u jezeru jo∙s ni∙zi. Nivo u jezeru uti∙ce na te∙cenje u
kanalu tek ako je vi∙si od nivoa kriti∙cne dubine na kraju kanala, i onda
se nivo na kraju kanala izjedna∙cuje sa nivoom u jezeru. Linija nivoa u
kanalu bi¶ce linija (II) sa sl. 92{5 sve dok se slu∙cajno ne postigne da je
nivo u jezeru ba∙s toliko da je na istoj koti i normalna dubina u kanalu
i tada ¶ce do kraja kanala biti jednoliko te∙cenje. Ako je nivo u jezeru
jo∙s vi∙si uspostavlja se linija (I) sa sl. 92{5 { tok je u kanalu usporen.

Treba zapaziti da se za primere za linije (I) i (II) na nizvodnom
kraju nalazi poreme¶caj koji name¶ce dubinu koja nije normalna { tu je
grani∙cni uslov i od njega se uticaji prenose uzvodnim smerom { to je
onda i smer ra∙cunanja.

Pojavu linije (III) na sl. 92{5 mogu¶ce je ostvariti ako se nametne
dubina h, gde je h < hK < hN, a ta dubina, jer je malena, zahteva veliku
brzinu v (za zadati proticaj), koju je mogu¶ce posti¶ci, na primer, onako
kako je to pokazano primerom za liniju (III) na sl. 92{6. Potrebna
brzinska visina v2=2g mo∙ze se dobiti stavljanjem ustave ispred koje je
dubina dobijena za postizanje v2=2g (prema jedna∙cini energije). Uz ovaj
primer zanimljiva je primedba napisana na slici, o nemogu¶cnosti da se
iz linije (III) pre¹de kontinualno na dubine ve¶ce od kriti∙cne. Naime, za
oblast izme¹du kriti∙cne i normalne dubine nema re∙senja kojim bi dubina
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Slika 92{6 Primeri uz sliku 92{5

rasla (a to bi trebalo), u toj oblasti ostvaruje se linija (II), a njom
dubina opada nizvodnim smerom.

Istim rasu¹divanjem kako su nacrtana mogu¶ca re∙senja { (I), (II) i
(III) { na sl. 92{5, do∙slo se do linija (IV), (V) i (VI) na sl. 92{7 koje
predstavljaju mogu¶ca re∙senja osnovne jedna∙cine (92{26) za slu∙caj kada
je hK > hN. Naime, kori∙s¶ceno je napisano izrazima (92{29) i (92{30)
kao i pribli∙zavanje nivoa horizontali kada je dubina h jako velika. Na
sl. 92{8 dati su primeri gde se ostvaruju takva re∙senja kod kojih je
uo∙cljivo da je odstupanje od normalne dubine uslovljeno nizvodnim
grani∙cnim uslovom za liniju (IV), dok je grani∙cni uslov na uzvodnom
kraju za linije (V) i (VI). Uz primer za liniju (IV) sli∙cna je primedba
kao ranije za (III): ne mo∙ze se kontinualnom linijom pre¶ci iz normalne
dubine na liniju IV.

Na osnovu prethodnih izlaganja, koja su pratila prikazano na
sl. 92{5 do 92{8, dolazi se do slede¶cih zaklju∙caka (1, 2, 3).
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Slika 92{7 Linije nivoa pri normalnoj dubini manjoj od kriti∙cne

1. Za mirno te∙cenje (h > hK) { poreme¶caji koji remete uspostav-
ljanje normalne dubine imaju uzrok negde nizvodno i poreme¶caj
se prenosi uzvodnim smerom. To je ujedno i smer ra∙cunanja (od
grani∙cnog uslova). To su linije I, II i IV, i dati su primeri njihovog
ostvarivanja.

2. Za burno te∙cenje (h < hK) { to su linije III, V i VI { primeri poka-
zuju da ih uslovljavaju uzroci koji su negde uzvodno, a poreme¶caj
se prenosi nizvodnim smerom, pa je takav i smer ra∙cunanja.

3. Treba zapaziti da je kod primera za linije III i IV do∙slo do neizve-
snosti, do nemogu¶cnosti da se neprekidnom linijom pre¹de iz bur-
nog te∙cenja u mirno, jer takvih re∙senja na sl. 92{5, odnosno 92{7,
nema. Idu¶ci uzvodno linija IV se ne mo∙ze spustiti ispod kriti∙cne
dubine, a linija III ne mo∙ze pre¶ci kriti∙cnu dubinu i pre¶ci u mirno
te∙cenje. To name¶ce zadatak da se istra∙ze ti prelazi { oni su sko-
koviti (jer postepeni ne mogu da budu) { kasnije u Poglavlju 104
,,Hidrauli∙cki skok" dolazi se do re∙senja.

Re∙ceno pod 1, 2 i 3 obja∙snjava, upravo opravdava nazive ,,burno" i
,,mirno". Te∙cenje ∙ciji uticaji prodiru nizvodno, i koga je nemogu¶ce smi-
riti postepenim podizanjem nivoa, je ,,burno" (naziva se i ,,silovito" jer
silovito prodire nizvodno). Te∙cenje na koga se mo∙ze uticati sa nizvodne
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Slika 92{8 Primeri uz sliku 92{7

strane je ,,mirno". Dakle, te∙cenje se razli∙cito pona∙sa zavisno od toga
da li je ,,mirno" ili ,,burno" govori se o ,,dva re∙zima te∙cenja". Stoga je
dubina koja odvaja te dve vrste te∙cenja presudna (odlu∙cuju¶ca) pa njoj
i odgovara naziv ,,kriti∙cna".

Slika 92{9 se odnosi na slu∙caj kada su normalna i kriti∙cna dubina
ba∙s (slu∙cajno) me¹dusobno jednake. Tada ispada oblast gde je dubina
izme¹du normalne i kriti∙cne (srednja oblast na slici 92{5 i 92{7). Broji-
telj i imenitelj u (92{26) su istoga znaka (dh=dx > 0) za h > hN = hK

i za h < hN = hK, pa dubina u obe oblasti raste niz struju. Treba
primetiti da je za ovaj slu∙caj ID = IE i Fr = 1 pri h = hN = hK, pa
se u (92{26) dobija nula podeljena sa nulom, ∙sto dovodi do kona∙cne
vrednosti za dh=dx.

Slika 92{10 prikazuje kanal sa horizontalnim dnom i kanal sa su-
protnim nagibom. Za ove slu∙cajeve nema normalne dubine (jednoliko
te∙cenje na takvom padu nije mogu¶ce), a uvek je ID < IE, jer je ID = 0
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Slika 92{9 Linije dubina du∙z struje h = h(x) kada se normalna i kriti∙cna
dubina podudaraju

h IX

X hK

x

h
XI

x

hK

I   = 0D

XII

Slika 92{10 Linije dubina du∙z struje, h = h(x), za horizontalno dno i
dno u suprotnom nagibu
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(ili ID = 0), a IE > 0, jer mora da bude gubitka. Promena znaka
za 1¡Fr bi¶ce i ovde na kriti∙cnoj dubini. Nizvodni uslovi name¶cu linije
IX i XI (mirno te∙cenje), dok su linije X i XII (burno te∙cenje) mogu¶ce
samo ako se uzvodnim uzrokom te∙cnost prisili na malene dubine i velike
brzine (mo∙ze se posti¶ci, na primer ustavom { isto kao i linija III).

Dok je postepeni prelaz iz burnog i mirnog te∙cenja nemogu¶c (jer
silovitost burnog te∙cenja nije lako smiriti), dotle se prelaz iz mirnog u
burno te∙cenje ostvaruje kao postepen prelaz (neprekidnom linijom) {
prelaz je na kriti∙cnoj dubini { slika 92{11. Prvi slu∙caj je promena pada,
a drugi promena hrapavosti, ali se popre∙cni presek kanala ne menja.

¤ ¤ ¤

hN
smer strujanja

hK

IIhN

IIhN

hK

hI
N

II

II

V

smer racunanja

V

a)

b)

Slika 92{11 Prelaz iz mirnog u burno te∙cenje u kanalu istog popre∙cnog
preseka zbog: a) promene nagiba dna, b) promene hrapavosti (promena

nagiba ili hrapavosti menja normalnu dubinu, ali kriti∙cna dubina ostaje ista
jer je presek isti)
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Uz prethodnu analizu treba napomenuti da ona omogu¶cava da se
postave grani∙cni uslovi za zadati primer, za koji se onda primenom
jedna∙cine (92{26), odnosno (92{28) ra∙cunaju dubine du∙z toka, i dobija
linija h = h(x), u jednom kanalu, bolje re∙ceno jednoj kanalskoj deonici
(isti presek, pad dna i hrapavost). Ako se te deonice sastavljaju na istoj
koti dna i u istom preseku, tu se sastavljaju nivoi (primer na slici 92{11)
po∙stuju¶ci grani∙cni uslov. Ako se tu menja presek, ili kota dna, ili oboje,
treba sastavljanje tokova obaviti uz primenu jedna∙cine energije, vode¶ci
ra∙cuna o gubitku energije na tom mestu (tu je ba∙s zbog nagle promene
proticajnog preseka i lokalni koncentrisani gubitak energije). O lokal-
nim pojavama, me¹dutim, bi¶ce re∙ci kasnije, u Desetom delu knjige.

¤ ¤ ¤

Kod razmatranja otvorenih tokova pogodno je uvesti i pojam:

e = h+ v2

2g

speci¯∙cna energija

(92{32)

koja ∙cini zbir dubine i brzinske visine. Ona je tako¹de energija po jedinici
te∙zine, ali u odnosu na dno. Naime, ukupna energija (po jedinici te∙zine)
E dobija se dodavanjem kote dna ZD na e, ∙sto se uvi¹da iz upore¹denja
(92{10) i (92{32). Kota dna prikazuje potencijalnu energiju usled toga
∙sto je presek kanala uzdignut za ZD iznad nultog nivoa, a speci¯∙cna
energija prikazuje sopstvenu energiju struje (energiju u samom toku),
pa je to za struju njena svojstvena (osobena) energija { odatle i naziv
,,speci¯∙cna".

Za isti proticaj energija u odre¹denom preseku mo∙ze da bude razli∙ci-
ta, jer se mo∙ze uspostaviti bilo koja dubina. U nastavku ¶ce se istra∙zivati
zavisnost speci¯∙cne energije od dubine, tj. e = e(h), za konstantan pro-
ticaj i uz poznatu zavisnost proticajnog preseka od dubine, tj. sa Q =
const i uz poznato A = A(h). Kada h te∙zi beskona∙cnosti, brzina te∙zi ka
nuli, pa postaje zanemarljiv drugi ∙clan u (92{32) i onda e! h, tj. e = h
je asimptota krive linije e = e(h) pa e ! 1 kada h ! 1. Me¹dutim i
kada h te∙zi nuli, opet e te∙zi beskona∙cnosti, jer su sada brzine ogromne.
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Diferenciranjem (92{32) po h dobija se:

de

dh
= 1 +

1

2g

d(v2)

dh

∙sto se, za Q = const, svodi na:

de

dh
= 1 +

Q2

2g

d

dh

µ
1

A2

¶
= 1¡ Q2

gA3

dA

dh
= 1¡ Q2B

gA3
= 1¡ Fr

Ovde je iskori∙s¶ceno da je dA = B dh, te izraz (92{20) za Fr-broj.
Prethodno pokazuje da je:

e = emin za
de

dh
= 0; a to je pri Fr = 1 (h = hK)

Gra¯∙cki prikaz e = e(h), na osnovu obja∙snjenog, izgleda na∙celno
kao ∙sto prikazuje slika 92{12.

¤ ¤ ¤

Sada se mo∙ze dati i dopunsko tuma∙cenje za ,,mirno" i ,,burno te-
∙cenje". Prvo nastaje, kako je obja∙snjeno, kada je h > hK, a tada

2g
v Q

2gA
e = h +       = h + 

2

2
2

A = A(h)

A h

h

dubina
h

hK

emin

e = e(h)sp
ec

ifi
cn

a 
en

er
gi
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Q = Const, v = 
Q
A

e  
   h

2v
2g

Slika 92{12 Dijagram speci¯∙cne energije za jedan presek struje
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je de=dh pozitivno, ∙sto zna∙ci da ¶ce pove¶canjem dubine h rasti sopstve-
na energija e struje ∙cemu se ona ne protivi, dok ¶ce se sa h < hK struja
protiviti pove¶canju dubine, jer joj to smanjuje energiju. To se izrazi-
to ispoljilo u primerima za linije (I) i (IV): u prvom slu∙caju nizvodni
uslovi pove¶cavaju dubinu (iznad normalne) i tome se struja ne protivi,
usporava se, dok se u drugom slu∙caju struja protivi pove¶canju (iznad
normalne) i ne mo∙ze se kontinualno pove¶cavati dubina.

¤ ¤ ¤
U prethodnim izlaganjima obja∙snjeno je kako se ra∙cunaju dubine

u kanalima, ∙ciji se sagra¹deni popre∙cni presek ne menja, a polo∙zeni su
pravolinijski, pa su nazvani ,,prizmati∙cni kanali", i kod kojih je jo∙s
uz to i konstantan nagib dna. Osnovna jedna∙cina nejednolikog te∙ce-
nja (92{7) odnosi se na sve nejednolike struje, a ne samo na ,,prizma-
ti∙cne kanale", pa mo∙ze da poslu∙zi za ra∙cunanje dubina (a samim tim i
nivoa vode) du∙z proizvoljno oblikovanog otvorenog toka, ∙ciji se popre∙cni
preseci du∙z kanala menjaju, ∙cak i bez ikakve pravilnosti, i ∙cija linija dna
mo∙ze da bude potpuno proizvoljna. Tako se mogu ra∙cunati ne samo
kanali promenljivog preseka i nagiba dna nego i prirodni otvoreni tokovi
(re∙cni tokovi). Bitno je samo da su promene popre∙cnog preseka blage,
postepene, tako da je u svim popre∙cnim presecima strujanje pribli∙zno
pravolinijsko i paralelno, normalno na presek.

Malo pre pominjana jedna∙cina (92{7) pomno∙zena sa dx daje:

¡d
Ã

¦ +
v2

2g

!
= IEdx = C¿

v2

2gR
dx (92{33)

Ako se ona iz neizmerno male du∙zine dx pro∙siri na kona∙cni maleni
deo struje izme¹du dva popre∙cna preseka { (I) i (II) { dobija se:

Ã
¦ +

v2

2g

!

I

¡
Ã

¦ +
v2

2g

!

II

= (I I
E + I II

E )
xII ¡ xI

2
(92{34)

Smer te∙cenja je od (I) ka (II), I I
E i I II

E su nagibi linije energije koji
daje presek (I), odnosno (II) (a ra∙cuna se sa njihovim prosekom), xII¡xI

je razmak izme¹du preseka. Nagib linije energije izra∙zen je sa (91{19),
pa se pi∙se:

I I
E =

Ã
C¿

v2

2gR

!

I

I II
E =

Ã
C¿

v2

2gR

!

II

(92{35)
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Koe¯cijent trenja C¿ se ra∙cuna obrascima (91{30) ili (91{31), u koje
ulazi apsolutna hrapavost k.

Veoma ∙cest primer u hidrotehni∙ckoj praksi je ra∙cun dubine, odno-
sno nivoa, u nepravilnom prirodnom toku (re∙cnom) u kome je te∙cenje
mirno. Ra∙cun po∙cinje od grani∙cnog uslova na nizvodnom kraju, i ra-
∙cuna se uzvodnim smerom (jer je te∙cenje mirno). Tako se na osnovu
poznatog stanja u nekom preseku (II), ra∙cuna dubina hI na uzvodnom
preseku (I), a na kratkom rastojanju od preseka (II). Sa pretpostav-
ljenom dubinom hI, odre¹dena i pijezometarska kota ¦I = ZI

D + hI (jer
je kota dna ZI

D poznata), a nametnute su i vrednosti za sve veli∙cine u
preseku (I). To su popre∙cni presek AI (a onda je brzina vI = Q=AI, a
proticaj Q je zadat), hidrauli∙cki radijus RI i koe¯cijent trenja CI

¿ (za
poznatu apsolutnu hrapavost k), koji sa (91{35) dodre¹duje nagib I I

E.
Sa svim tim vrednostima, kao i onima za presek (II) ulazi se u jedna-
∙cinu (92{34), uz prethodno kori∙s¶cenje (92{35), i dubina hI se pretpo-
stavlja da sve dotle dok se jedna∙cina ne zadovolji.

Umesto ra∙cuna sa C¿ mo∙ze se nagib IE ra∙cunati upotrebom Manin-
gove formule (91{32) koja daje:

IE =
v2n2

R4=3
(92{36)

¤ ¤ ¤

PRIMEDBA

Fr-broj, uveden izrazom (92{20) poseban je slu∙caj op∙steg izraza
(62{3) u kome treba staviti da je karakteristi∙cna brzina u0 srednja
brzina v u preseku, a karakteristi∙cnu du∙zinu L0 predstavlja A=B (kod
pravougaonog preseka to je dubina h).

U poglavlju 62, posle uvo¹denja Fr-broja obja∙snjeno je da je on po-
kazatelj odnosa inercijalnih uticaja prema uticajima te∙zine, i da je on
ve¶ci ako su inercijalni uticaji izrazitiji. Fr-broj (92{20) je ve¶ci ako je v2

0

ve¶ce, a A=B manje. Kako je u0 pokazatelj inercijalnih uticaja (jer kva-
drat brzine ukazuje na kineti∙cku energiju), a A=B ukazuje na te∙zinu
struje, Fr ¶ce biti ve¶ci ∙sto su inercijalni uticaji izrazitiji u odnosu na
uticaje te∙zine, a tako i treba da bude.
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DODATAK

Dosada∙snja razmatranja odnosila su se isklju∙civo na ustaljeno stru-
janje, a sada ¶ce se raspraviti neustaljeno.

Silama koje su uravnote∙zene jedna∙cinom (92{6) treba dodati i kom-
ponentu inercijalne ,,sile" usled neustaljenosti, napisanu u op∙stem obli-
ku prvim ∙clanom u (84{1), gde se odnosi na kona∙cnu zapreminu. Za
elementarnu zapreminu dV = Adx, sa brzinom v, ta ,,sila" iznosi:

¡½@v
@t
Adx

Dodavanjem prethodnog izraza u jedna∙cinu napisanu izme¹du (92{5)
i (92{6) dobija se:

¡
"
½A

@v

@t
dx+ °A

@

@x

Ã
Z0 +

p0

°
+
v2

2g

!
dx+ ¿Odx

#
= 0

Po∙sto se radi o neustaljenom te∙cenju, a sile te∙zine, pritisaka i inerci-
jalna odnose se na jedan trenutak (za koji je napisana jedna∙cina), zbog
istovremenosti promena je samo po du∙zini x, pa su prira∙staji napisani
kao parcijalni (drugi sabirak u prethodnoj jedna∙cini).

Prethodna jedna∙cina podeli¶ce se sa ¡°A, uve∙s¶ce se pijezometarska
kota ¦, a O¿=°A zameni¶ce se sa ¿=°R = IE, pa se dobija:

1

g

@v

@t
+

@

@x

Ã
¦ +

v2

2g

!
+ IE = 0 (92{37)

Nagib IE se ra∙cuna kao da je isti kao u ustaljenom te∙cenju (za isti
presek i isti proticaj), ∙sto nije potpuno ta∙cno, ali se mo∙ze prihvatiti u
re∙savanju prakti∙cnih primera, jer je u tu svrhu dovoljno ta∙cno.

U otvorenim tokovima mo∙ze se na istom mestu (lokalno) menjati
popre∙cni presek A kroz vreme. To se mora odraziti u jedna∙cini ne-
promenljivosti mase. Pove¶canje zapremine na elementarnom delu du-
∙zine dx za elementarno vreme dt iznosi (vidi sliku 92{13):

dV =
@A

@t
dtdx
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Q Q+ Q x  dx

I IIdV
t+dt
t

Slika 92{13 Za vreme dt zapremina te∙cnosti izme¹du preseka (I) i (II)
pove¶ca se za dV , jer je proticaj kroz (II) manji od proticaja kroz (I)
(@Q=@x < 0)

To pove¶canje je mogu¶ce ako kroz nizvodni grani∙cni presek elemen-
tarnog dela struje isti∙ce manje te∙cnosti od onoga ∙sto uti∙ce kroz uzvodni
grani∙cni presek (tj. @Q=@x < 0). Razlika ulaznog i izlaznog proticaja
pomno∙zena sa dt ∙cini pove¶canje zapremine, pa je:

dV =

"
Q¡

Ã
Q+

@Q

@x
dx

!#
dt

Prethodna dva izra∙zavanja izjedna∙cuju se, pa se dobija:

@A

@t
= ¡@Q

@x
(92{38)
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93
LAMINARNE JEDNOLIKE STRUJE:

RAVANSKA (IZMEDU DVE PARALELNE
PLO∙CE) I OSNOSIMETRI∙CNA

(U KRU∙ZNOJ CEVI)

I

JEDNOLIKA LAMINARNA RAVANSKA STRUJA
(IZMEDU DVE PARALELNE PLO∙CE)

Razmatra se strujanje nesti∙sljivog °uida izme¹du dve paralelne nepo-
kretne plo∙ce, uz uslov da je ustaljeno i laminarno i da se mo∙ze prou∙ca-
vati kao ravanski zadatak. Strujanje je upravljeno u pravcu 1, prou∙cava
se u ravni (1; 2), pa su grani∙cne plo∙ce postavljene normalno na pravac 2,
a nalaze se na rastojanju 2h { vidi sliku 93{1, gornji crte∙z.

Jedna∙cina o nepromenljivosti mase za nesti∙sljiv °uid, (32{7) glasi:

@ui
@xi

= 0

∙sto je napisano i sa (23{6). Ovaj izraz, za postavljeni zadatak gde je
u2 = u3 = 0, daje

@u1

@x1

= 0

∙sto za ravanski zadatak, u ravni (1; 2), uslovljava

u1 = u1(x2) (93{1)

∙sto zna∙ci jednolikost rasporeda brzina u svim popre∙cnim presecima stru-
je. Prethodno, uz uslov ustaljenosti, name¶ce da je ubrzanje po celom
polju jednako nuli, jer jedna∙cina (21{4) za ustaljeno strujanje i nave-
denu zakonitost za brzine daje:

Du

Dt
=
Du1

Dt
= ui

@u1

@xi
= u1

@u1

@x1

= 0
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raspored brzina
- jednacina (93-11)

raspored napona
- jednacina (93-19)

Slika 93{1 Strujanje izme¹du dve plo∙ce { raspored brzina i napona

Od zapreminskih sila deluje samo te∙zina, koja { shodno (28{6) { po
jedinici mase iznosi fi = ¡g@Z=@xi.

Na postavljeni zadatak primeni¶ce se dinami∙cka jedna∙cina (Navije-
Stoksova) { (41{11), koja za sve navedene uslove daje za pravac 1:

0 = ¡ @

@x1

Ã
p

½
+ gZ

!
+
¹

½

@2u1

@x2
2

(93{2)
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Pri pisanju ove jedna∙cine kori∙s¶ceno je malopre¹da∙snje saznanje da je
ubrzanje jednako nuli, a onda je i leva strana (41{11) jednaka nuli.

Deljenjem sa g i uvo¹denjem pijezometarske kote ¦ = Z+ p=°, pret-
hodna jedna∙cina se svodi na:

@¦

@x1
=
¹

°

@2u1

@x2
2

(93{3)

Primena jedna∙cine 41-11 na pravac 2 (normala na pravac strujanja)
dovodi do:

@¦

@x2
= 0 (93{4)

∙sto zna∙ci da je pijezometarska kota ista za sve ta∙cke jednog preseka
strujanja, pa je ¦ samo funkcija od x1, ¦ = ¦(x1), pa leva strana
u (93{3) mo∙ze da bude funkcija isklju∙civo od x1, ili konstanta, dok de-
sna strana u (93{3), shodno (93{1) mo∙ze da bude samo funkcija isklju-
∙civo od x2, ili konstanta. Iz ovoga se zaklju∙cuje da leva i desna strana
u (93{3) moraju da budu konstante, i da se obe mogu upisati totalnim
izvodima. Sa ovim obrazlo∙zenjem (93{3) se mo∙ze napisati sa:

¹

°

d2u

dx2
2

=
d¦

dx1
= ¡I¦ = const (93{5)

gde je I¦ nagib pijezometarske linije, uveden sa (91{14), i on je kon-
stanta za jednoliku struju.

Integrisanjem prethodnog izraza po x2 dobija se:

¹

°

du

dx2
= ¡I¦x2 + CI (93{6)

Jo∙s jednim integrisanjem dolazi se do:

¹

°
u = ¡I¦

x2
2

2
+ CIx2 + CII (93{7)

CI i CII su integracione konstante koje se odstranjuju iz uslova:
u = 0 za x2 = 0 i za x2 = 2h (na samim plo∙cama brzina je jednaka
nuli). Dobija se:

CI = I¦h i CII = 0 (93{8)
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pa jedna∙cina (93{7) daje za raspored brzina

u = °
I¦h

2

¹

"
x2

h
¡ 1

2

µ
x2

h

¶2
#

(93{9)

Maksimalna brzina um se ostvaruje na simetralnoj ravni (x2 = h) i
iznosi:

um =
1

2
°
I¦h

2

¹
(93{10)

Deljenjem (93{9) sa (93{10) dobija se pogodan bezdimenzionalni
oblik za raspored brzina:

u
um

= 2x2
h ¡ x2

2

h2 (93{11)

∙sto je prikazano na sl. 93{1.
Prethodna jedna∙cina predstavlja parabolu simetri∙cnu u odnosu na

sredi∙snu (simetralnu) ravan struje. Rastojanje od te ravni obele∙zi¶ce se
sa y, (pa je y = x2¡h), i prethodni raspored brzina, u zavisnosti od y,
glasi:

u

um
= 1¡

µ
y

h

¶2

(93{12)

Od sredine struje brzina se smanjuje i to smanjenje um ¡ u, koje se
naziva ,,de¯cit brzine", izra∙zeno je sa:

um ¡ u

um

=
µ
y

h

¶2

=

Ã
x2 ¡ h

h

!2

(93{13)

¤ ¤ ¤
Srednja brzina v za struju dobija se na osnovu slede¶ce dve jedna∙cine

za proticaj:
Q = 2hL3v

Q = 2L3

Z h

o
udx2 = 2L3umh

Z 1

o

Ã
2
x2

h
¡ x2

2

h2

!
d
µ
x2

h

¶
=

4

3
L3umh

Sa L3 je ovde ozna∙cena proizvoljno uzeta ∙sirina struje (pru∙za se
normalno na crte∙z na slici 93{1, tj. u pravcu '3'). U drugoj jedna∙cini
kori∙s¶ceno je (93{11).
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Prethodne dve jedna∙cine daju:

srednja brzina

maksimalna brzina
=

v

um

=
2

3
(93{14)

∙sto i odgovara paraboli∙cnom rasporedu brzina.

¤ ¤ ¤

Prema osnovnoj vezi napona i deformacija za devijatorski deo, na-
pisanoj sa (41{7), mo∙ze se napisati za nesti∙sljiv °uid:

¾21 = ¾12 = ¹

Ã
@u1

@x2

+
@u2

@x1

!
= ¹

du1

dx2

= ¹
du

dx2

(93{15)

To je jedini od devijatorskih napona, koji deluju u posmatranom
slu∙caju. Izostavljen je drugi sabirak u zagradi, jer je u posmatranom
slu∙caju u2 = 0, dok je u1 = u, a brzina u je funkcija isklju∙civo od x2,
pa se pi∙se se totalnim izvodom.

Zamena prema (93{15) u (93{6) daje:

1

°
¾21 = ¡I¦x2 + CI (93{16)

∙sto sa konstantom CI prema (93{8) daje nadalje:

¾21 = °I¦(h¡ x2) (93{17)

Napon izme¹du °uida i ∙cvrste granice ozna∙cava¶ce se sa ¿ (tako je
ozna∙cavan i u Poglavlju 91). Kako je ¿ jednako ¾21 za x2 = 0 prethodni
izraz daje:

¿ = °I¦h (93{18)

Deljenjem (93{17) sa (93{18) dobija se raspored napona:

¾21
¿ = 1¡ x2

h
(93{19)

Za x2 = h napon je jednak nuli (tamo je du=dx2 jednako nuli),
a za x2 = 2h (na drugoj plo∙ci) ¾21 = ¡¿ (negativna vrednost zbog
konvencije o pozitivnom smeru napona, ispisane uz sliku 25{1).
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Vezu izme¹du napona trenja ¿ izme¹du plo∙ce i °uida i nagiba I¦
pijezometarske linije daje (93{18) i ona je sa op∙stom zakonitosti za
jednolike struje iskazanom sa (91{15), samo se R zamenjuje sa h. Ovde
je hidrauli∙cki radijus R i jednak h, jer je presek A = 2hL3, a okva∙seni
obim O = 2L3, gde je L3 proizvoljno uzeta ∙sirina struje.

¤ ¤ ¤

Jedna∙cina (93{10) mo∙ze se pro∙siriti kori∙s¶cenjem (93{14) i (93{18)
pa se dobija pregledna veza izme¹du veli∙cina koje opisuju zadatak:

um = 3
2v = °I¦h

2

2¹ = ¿h
2¹

(93{20)

Ova jedna∙cina omogu¶cava re∙savanje prikazanog zadatka, jer za za-
dati proticaj odre¹denog °uida kroz zadati razmak izme¹du plo∙ca (po-
znato: v, 2h) odre¹duje nagib pijezometarske linije I¦ i napon trenja ¿
izme¹du °uida. Ili obrnuto, za raspolo∙zivu pijezometarsku razliku, ona
odre¹duje proticaj. Odre¹dena srednja brzina v zna∙ci i odre¹denu ma-
ksimalnu brzinu um, sa kojom je odre¹den raspored brzina prema je-
dna∙cini (93{11). Odre¹deno ¿ zna∙ci i poznavanje rasporeda napona,
prema (93{19).

¤ ¤ ¤
Do rasporeda napona moglo se do¶ci bez prethodnog razmatranja ra-

sporeda brzina. Moglo se po¶ci od op∙ste dinami∙cke jedna∙cine (33{3), u
kojoj se pojavljuju devijatorski naponi (jer jo∙s nisu iskori∙s¶cene veze iz-
me¹du tih napona i brzina deformacija). Uslovi koji su jedna∙cinu (44{11)
sveli na (93{2), jedna∙cinu (33{3), napisanu za pravac 1, svode na:

@

@x1

Ã
p

½
+ gZ

!
=

1

½

@¾21

@x2

jer od dejstva devijatorskih napona dolazi u obzir samo ono ∙sto je izra-
∙zeno parcijalnim izvodom po x2. (Strujanje je ravansko pa otpada izvod
po x3, a jednoliko du∙z struje, pa otpada izvod po x1).

Mno∙zenjem prethodne jedna∙cine sa ½ dobija se:

°
@¦

@x1

=
@¾21

@x2
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Leva i desna strana u prethodnom izrazu su konstante { isto je bilo
i sa (93{3). I ovde se pojavljuje @¦=@x1, za koga je zaklju∙ceno da
je funkcija isklju∙civo od x1, a kako je ¾21 funkcija samo od x2, takva
je funkcija i desna strana u prethodnom izrazu. Ovo zna∙ci da su obe
strane konstante, pa se pi∙se:

constI =
d¾21

dx2
= °

d¦

dx1
(93{21)

∙sto integrisano daje

¾21 = constIx2 + constII (93{22)

Grani∙cni uslovi (na plo∙cama) su:

¾21 = ¿ za x2 = 0;

¾21 = ¡¿ za x2 = 2h

Na prvoj plo∙ci napon ¿ je pozitivan, a na drugoj negativan (zbog
konvencije o znaku napona) a moraju imati istu apsolutnu vrednost
(zbog simetri∙cnosti strujanja, u odnosu na simetralu x2 = h). Ovo
rasu¹divanje dovelo je do prethodnog ispisivanja grani∙cnih uslova, koji
odre¹duju vrednosti konstanti:

constI = ¡¿
h

constII = ¿

Prema tome, za napon se pi∙se:

¾21

¿
= 1¡ x2

h

Dobilo se { a i moralo se dobiti { ono ∙sto je ve¶c napisano sa (93{19).
Iz poslednje napisane jedna∙cine sledi:

d¾21

dx2
= ¡¿

h

∙sto uvr∙steno u (93{21) daje

¿

h
= ¡° d¦

dx1

= °I¦
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tj.

¿ = °I¦h

∙sto je ve¶c napisano sa (93{18), to se uklapa u op∙stu jedna∙cinu jednoliko-
ga strujanja (91{15), koja se dobila iz dinami∙cke jedna∙cine za kona∙cnu
zapreminu, gde se ne ulazi u raspored napona po celoj struji, jer se
posmatra struja kao celina, pa od napona ulaze samo oni po grani∙cnoj
povr∙sini posmatrane zapremine, ∙sto zna∙ci da od devijatorskih napona
ulazi samo ¿ . Desna strana poslednjeg napisanog izraza (°I¦h) unosi
dejstvo sile te∙zine i pritiska.

¤ ¤ ¤

Rad devijatorskog dela napona za razmatrani zadatak, gde je
u1 = u = u(x2), iznosi u jedinici vremena i po jedinici zapremine:

d

dx2
(¾21u1)

| {z }"
ukupni

rad

#
= u1

d¾21

dx2| {z }"
motorni

rad

#
+ ¾21

du1

dx2| {z }"
deforma-
cioni rad

#
(93{23)

Ovo je napisano na osnovu jedna∙cine (27{2), primenjene na razma-
trani slu∙caj. Koriste¶ci (93{19) motorni rad se izra∙zava slede¶cim:

u
d¾21

dx2
= u

µ
¡¿
h

¶
(93{24)

Rad po jedinici zapremine, i u jedinici vremena, je, kao ∙sto se iz
(93{24) uvi¹da, negativan (njime se struji oduzima mehani∙cka energija,
a raspore¹den je isto kao brzina (jer je ¿=h konstanta), pa se najvi∙se
energije oduzima na sredini struje, a sve manje ∙sto je bli∙ze plo∙ca. Ra-
spored motornog rada prikazan je na slici 93{2 u bezdimenzionalnom
obliku:

Md =
ud¾21
dx2

um
¿
h

=
¡u
um

= ¡
Ã
2
x2

h
¡ x2

2

h2

!
(93{25)

Pri pisanju izraza kori∙s¶ceno je (93{24) i (93{11).
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motorni rad deformacioni rad

u

u 1σ
τm

21 2

h

x
=Dd

DdM d

-M d
u τm

h

u1
σ21

2x
= u

um
=

1

Dd= 2 1 2
2x

h

2x
h

2x
h

0-1 1

11

22

2

2
Md= 2x

h
2x

h2

- jednacina (93-25) - jednacina (93-27)

dosencena povrsina dMd 2x
h- D d 4

3
2x

h

2

o

2

o

Slika 93{2 Raspored motornog i deformacionog rada devijatorskog dela
napona za strujanje sa slike 93{1 (za struju kao celinu ovi radovi se me¹du-
sobno uravnote∙zuju)

Deformacioni rad, po jedinici zapremine { drugi ∙clan u (93{23) {
mo∙ze se pisati, kori∙s¶cenjem (93{11) i (93{19):

¾21
du

dx2
= ¿

µ
1¡ x2

h

¶
um

µ
2

h
¡ 2

x2

h2

¶
(93{26)

ili

Dd =
¾21

du
dx2

um
¿
h

= 2
µ
1¡ x2

h

¶2

(93{27)

Ovde je raspored suprotan od onoga kod motornog rada: najvi∙se
se za deformaciju tro∙si uz zidove, a sve manje na sredini struje (vidi
sliku 93{2).

Rad, u jedinici vremena, na celokupnu masu izme¹du dva popre∙cna
preseka struje na rastojanju L1, a uz ∙sirinu struje L3 (i L1 i L3 mogu
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se uzeti proizvoljno, a indeksi kazuju pravac pru∙zanja tih du∙zina) do-
bija se integrisanjem po zapremini izraza (93{24), odnosno (93{26)
uz kori∙s¶cenje (93{11) (elementarna zapremina je L1L3dx2). Motorni
rad je:

motd = 2L1L3¿um

Z 1

o
¡
Ã

2
x2

h
¡ x2

2

h2

!
d
µ
x2

h

¶
= ¡4

3
L1L3¿um (93{28)

a deformacioni rad je

def d = 4L1L3¿um

Z 1

o

µ
1¡ x2

h

¶2

d
µ
x2

h

¶
=

4

3
L1L3¿um (93{29)

Prethodno pokazuje da je:

motd + def d = 0 (93{30)

tj. da je ukupni rad jednak nuli, ali za zapreminu izme¹du dva popre∙cna
preseka struje, uzetu kao celina, ∙sto izra∙zava (93{30) dok ukupan rad
za pojedini deli¶c nije jednak nuli, izrazi (93{24) i (93{26) su razli∙citi
upravo Md + Dd nije jednako nuli. Neki deli¶ci (oni blizu zida) tra∙ze za
svoju deformaciju vi∙se, dok drugi (oni bli∙ze sredini struje) tro∙se manje
energije od onoga ∙sto im se motornim radom oduzima. U zbiru, za
sve deli¶ce zapremine izme¹du dva popre∙cna preseka struje, to se urav-
note∙zava. Ranije (Poglavlje 85), pri op∙stem energetskom razmatranju
struja, ovo je bilo na∙celno razja∙snjeno, a sada se to, na jednom primeru,
i pokazuje. Treba se podsetiti ranije jedna∙cine (85{5), ona je istovetna
sa ovde dobijenom (93{30).

Izgubljena energija na du∙zini L1 mora da bude:

Eizg = IEL1 = I¦L1

jer su nagibi linije energije IE i pijezometarske linije I¦ isti.
Prema (85{11), Eizg se dobija deljenjem sa °Q izraza def d, koji je

ovde dat sa (93{29), a °Q, ovde iznosi °v2hL3, pa se dobija:

Eizg =
def d

°Q
=

4
3L1L3¿um

°v2hL3
= I¦L1 (93{31)
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a to se i moralo dobiti. U prethodnom izrazu svo¹denje na I¦L1 je bilo
omogu¶ceno zamenom ¿ prema (93{18), a um=v prema (93{14).

¤ ¤ ¤
Dodaje se slede¶ce izlaganje, koje ne mora da va∙zi samo za razmatra-

nu ravansku jednoliku struju, nego za svaku jednoliku laminarnu struju.
Za svako jednoliko strujanje nema promene kineti∙cke energije du∙z

struje, jer jednolikost zna∙ci isti raspored brzina po svim popre∙cnim
presecima. Uz to se pretpostavlja nepokretan omota∙c struje, pa nema
ni izmene energije preko grani∙cnih povr∙sina. Zdru∙zeni rad te∙zine i pri-
tiska, koji se mo∙ze izraziti i smanjivanjem potencijalne energije (nju, po
jedinici te∙zine, predstavlja pijezometarska kota, i ona opada du∙z struje),
potire se sa motornim radom devijatorskog dela napona (jer promene
kineti∙cke energije nema) { to daje bilans mehani∙cke energije. Me¹dutim,
ukupni rad devijatorskog dela napona jednak je nuli pa se deformacioni
mora nadoknaditi motornim radom. To se mo∙ze pregledno napisati:

"
zdru∙zeni rad

pritiska i te∙zine

#
+

2
64

motorni rad
devijatorskog
dela napona

3
75 = 0

(nema prira∙staja kineti∙cke energije)

(93{32)

2
64
deformacioni rad

devijatorskog
dela napona

3
75+

2
64

motorni rad
devijatorskog
dela napona

3
75 =

"
ukupan

rad

#
= 0

(93{33)
Obe jedna∙cine zajedno dovode do zaklju∙cka da se zdru∙zeni rad te-

∙zine i pritiska tro∙si na deformacioni rad, na izgubljenu energiju. (To
se dobija oduzimanjem druge jedna∙cine od prve) Treba naglasiti da to
va∙zi za struju kao celinu (a ne za pojedini deli¶c), i za jednoliku struju
sa ∙cvrstim nepokretnim granicama.

¤ ¤ ¤
U produ∙zetku se razmatra izmenjeni zadatak: postoji izmena ener-

gije izme¹du ∙cvrste granice i °uidne ravanske struje konstantne debljine.
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Upravo, donja plo∙ca neka bude i dalje nepokretna (u = 0 za x2 = 0),
ali se gornja kre¶ce konstantnom brzinom U , pa je u = U za x2 = 2h
(slika 93{3). Tada ukupan rad ne¶ce biti nula, jer pokretna plo∙ca obavlja
rad po granici. Izmenjeni grani∙cni uslovi za jedna∙cinu (93{7) name¶cu
sada:

CI = I¦h+
¹U

°2h
CII = 0 (93{34)

pa se dobija raspored brzina

u

U
= °

I¦h
2

¹U

Ã
x2

h
¡ x2

2

2h2

!
+
x2

2h
(93{35)

Uvodi se posebna oznaka za bezdimenzionalni izraz u prethodnoj
jedna∙cini (ispred zagrade):

K =
°I¦h

2

¹U
(93{36)

pa se jedna∙cina (93{35) pi∙se

u

U
= K

Ã
x2

h
¡ x2

2

2h2

!
+
x2

2h
(93{37)

Pozitivan smer je smer brzine U . Pijezometarska kota mo∙ze da opa-
da, ili da raste, tim smerom, odnosno nagib I¦ = ¡d¦=dx1 mo∙ze da
bude ve¶ci, manji, ili jednak nuli, i tada je i K ve¶ce, manje ili jednako
nuli { slika 93{3.

Raspored napona ¾21 dobija se iz (93{16) sa konstantom CI pre-
ma (93{34):

¾21 = °I¦(h¡ x2) +
¹U

2h
(93{38)

Izlaganje se mo∙ze u∙ciniti preglednijim ako se uvede posebna oznaka
za dodatni napon koji je posledica kretanja plo∙ce { to je drugi ∙clan u
prethodnom izrazu:

¾U =
¹U

2h
(93{39)

Iz (93{38) se uvi¹da da je ¾U = ¾21(h) = napon u sredini struje.
Raspored napona u bezdimenzionalnom obliku sada se pi∙se izrazom

koji predstavlja odnos izme¹du ¾21 i ¾U , i gde se koristiK, dat sa (93{36):

¾21

¾U
= 1 + 2K

µ
1¡ x2

h

¶
(93{40)
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<<ΠI 0 K 0

ΠI 0 K 0
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>

ΠI 0 K 0= =
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1u
x2

σ21

∆ x1
x1

∆Π
ΠI = ∆ x1

ΠI
K=

hγ
µ

2

U

µ

koeficijentviskoznosti

se krece jednoliko

gornja ploca

donja ploca nepokretna

γ
specificna tezina

2

2

2

2

2

1

1

1

1

2K=
0

0

0

2
1

2
1

2
K=

2
1

2
1

x2
h

-3 -2 -1

-1

3 4 5

raspored
napona

σ
σ

21
U

K=4
0

K=-2

u
U

1

raspored
brzina

Slika 93{3 Raspored napona i brzina za laminarnu struju izme¹du dve
plo∙ce od kojih se jedna kre¶ce
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Na slici 93{3 prikazani su rasporedi brzina i napona, prema jedna-
∙cinama (93{37) i (93{40), a za nekoliko vrednosti za K. Treba zapaziti
slede¶ce:

a) Za K = 0, tj. I¦ = 0, pijezometarska kota za celo strujno polje se
ne menja, ¦ = const, brzina raste, od nule do brzine U , po linear-
nom zakonu, a tangencijalni napon je konstantan (i iznosi ¾U).
Za K 6= 0 napon se menja, ali njegov gra¯∙cki prikaz je uvek prava
linija, dok je prikaz rasporeda brzina parabola drugog reda.

b) Za pozitivne vrednosti za K pijezometarska kota opada u smeru
brzine U . Za 0 ∙ K ∙ 1=2 maksimalna brzina je na pokret-
noj plo∙ci (i jednaka U), dok je za K > 1=2 maksimalna brzina
ve¶ca od U i nalazi se negde u struji, i to bli∙ze njenoj sredini ∙sto
je K ve¶ce. Kada K te∙zi beskona∙cnosti (brzina U te∙zi ka nuli)
raspored brzina te∙zi simetri∙cnom paraboli∙cnom zakonu za nepo-
kretne plo∙ce. Za K > 1=2, na mestu maksimalne brzine napon
prolazi kroz nultu vrednost i tu menja znak, dok za 0< K ∙ 1=2
napon uop∙ste ne menja znak, za K = 1=2 ba∙s na pokretnoj plo∙ci
napon je jednak nuli.

c) Za negativne vrednosti za K pijezometarska kota raste u smeru
brzine U . Do strujanja u smeru suprotnom od U (na delu struje
uz nepokretnu plo∙cu) dolazi pri K < ¡1=2. Tada dolazi i do
promene smera delovanja grani∙cnog napona uz tu plo∙cu.

¤ ¤ ¤

Motorni i deformacioni rad, u jedinici vremena, na zapreminu iz-
me¹du dva popre∙cna preseka struje, ranije, za nepokretne plo∙ce su bili
izra∙zeni sa (93{28) i (93{29). Sada, kada se gornja plo∙ca kre¶ce, odgo-
varaju¶ci izrazi ispisuju se na osnovu (93{37) i (93{40), pa se dobija:

motd = L1L3

Z 2h

0
u
d¾21

dx2
dx2 =

= ¡2L1L3U¾UK
Z 2

0

"
K

Ã
x2

h
¡ x2

2

2h2

!
+
x2

2h

#
d
µ
x2

h

¶
=

= ¡L1L3U¾U

µ
4

3
K2 + 2K

¶
(93{41)
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def d = L1L3

Z 2h

0
¾21

du

dx2
dx2 =

= 2L1L3U¾U

Z 2

0

∙
K
µ
1¡ x2

h

¶
+

1

2

¸2
d
µ
x2

h

¶
=

= L1L3U¾U

µ
4

3
K2 + 1

¶
(93{42)

Zbir prethodna dva izraza je ukupan rad, i on ovde nije jednak
nuli, jer pokretanje plo∙ce obavlja rad na posmatranoj zapremini °uida,
upravo na povr∙sini L1L3 deluje silom L1L3¾21(2h) gde je ¾21(2h) napon
izme¹du te plo∙ce i °uida, i on shodno (93{40) iznosi:

¾21(2h) = (1¡ 2K)¾U

Mno∙zenje sile sa brzinom U daje rad u jedinici vremena pa on iznosi:

L1L3¾U(1¡ 2K)U

a to je ba∙s zbir (93{41) i (93{42).

II

JEDNOLIKA LAMINARNA OSNOSIMETRI∙CNA
STRUJA (U KRU∙ZNOJ CEVI)

Za laminarno pravolinijsko strujanje u cevi kru∙znog popre∙cnog pre-
seka polupre∙cnika r (slika 93{4), brzina u = u1 zavisi od x2 i x3, pa se
umesto (93{3) pi∙se:

@¦

@x1
=
¹

°

Ã
@2u

@x2
2

+
@2u

@x2
3

!
(93{43)

Jedna∙cina za druga dva pravca dovodi do:

@¦

@x2
=

@¦

@x3
= 0 tj. ¦ = ¦(x1) (93{44)

Ovo pokazuje da je i ovde, kao kod svakog pravolinijskog i paralel-
nog strujanja, pijezometarska kota ista za sve ta∙cke jednog popre∙cnog
preseka. S obzirom da ¦ zavisi samo od x1, a u opet ne zavisi od x1, i
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σ21

x2 x1

u1

y

x3

x2 x2

Slika 93{4

ovde, u jedna∙cini (93{43), kao i ranije u jedna∙cini (93{3), leva i desna
strana moraju da budu konstante.

Raspored brzina za laminarno strujanje u kru∙znoj cevi (to je la-
minarno osnosimetri∙cno strujanje) je isti kao i za laminarno ravansko
strujanje { ako se rastojanje meri od sredi∙sta struje (od centra ose sime-
trije odnosno od ravni simetrije). Ovaj iskaz trebalo bi dokazati, i to ¶ce
biti kasnije i u∙cinjeno, a njegovo prihvatanje zna∙ci da se za kru∙znu cev
mo∙ze koristiti jedna∙cina (93{12), uz napomenu da je y rastojanje od
sredi∙sta cevi, u kome je brzina um. U toj jedna∙cini treba jo∙s h zameniti
sa polupre∙cnikom r, pa se pi∙se:

u

um
= 1¡

µ
y

r

¶2

(93{45)

Veza izme¹du koordinata x2 i x3 (datih slikom 93{4) i rastojanja r
(od sredi∙sta kruga) je:

y2 = (x2 ¡ r)2 + x2
3 (93{46)

Napominje se da su ose x2 i x3 na slici 93{4 namerno tako postav-
ljene da x2 i ovde, kao i svuda, ozna∙cava rastojanje od zida.

Na osnovu (93{45) i (93{46) pi∙se se raspored brzina u zavisnosti
od x2 i x3:

u

um
= 1¡ (x2 ¡ r)2 + x2

3

r2
(93{47)

Iz ovoga se dobija:

@2u

@x2
2

=
@2u

@x2
3

= ¡2
um

r2

163

DRAFT verzija 2001.



Ovo uvr∙steno u (93{43) daje:

¡ @¦

@x1

= 4
¹

°

um

r2
= const = I¦ (93{48)

∙cime je jedna∙cina (93{43) zadovoljena, upravo (93{48) je njeno re∙senje,
a onda je ispravna i tvrdnja iskazana sa (93{45) tj. tvrdnja o istovet-
nosti rasporeda brzina za ravansko i osnosimetri∙cno strujanje.

Du∙z jednog pre∙cnika postavljena je osovina 2, pa je du∙z nje x3 = 0,
a zavisnost brzine od rastojanja x2 od zida je onda, shodno (93{11):

u
um

= 2x2
r ¡

³
x2
r

´2
(93{49)

Ovo, razume se, va∙zi du∙z jednog pre∙cnika, ali bilo koga pre∙cnika, pa
to u potpunosti odre¹duje raspored brzina, i on je isti kao kod ravanskog
strujanja, gde je izra∙zen sa (93{11).

Napon ¾21 se dobija iz rasporeda brzina (93{49):

¾21 = ¹
@u

@x2
= ¹um

µ
2

r
¡ 2

x2

r2

¶
= 2

¹um

r

µ
1¡ x2

r

¶

Na zidu (x2 = 0) napon ¾21 se izra∙zava sa ¿ , koje je jednako:

¿ = 2
¹um

r
(93{50)

Iz prethodna dva izraza dobija se raspored tangencijalnog napona
izra∙zenog bezdimenzionalno, a du∙z jednog pre∙cnika:

¾21
¿ = 1¡ x2

r (93{51)

a to je isti raspored kao i kod ravanskog strujanja, gde je napisan sa
(93{19).

Neposredna veza izme¹du grani∙cnog napona ¿ i nagiba I¦ pijezome-
tarske linije dobija se zamenom desne strane u (93{50) sa °I¦r=2, koja
proizilazi iz (93{48). Tako se dobija:

¿ = °I¦
r

2
(93{52)
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a ovo je u skladu sa op∙stom zakonito∙s¶cu jednolikih strujanja (91{15),
gde se ka∙ze da je ¿ = °RI¦, a ovde je hidrauli∙cki radijus R jednak
polovini polupre∙cnika (r=2).

Odnos srednje brzine v u preseku i maksimalne um da¶ce upore¹denje
proticaja izra∙zenog preko v, i sa integralom lokalnih brzina po preseku.
Za ovo drugo poslu∙zi¶ce izraz (93{45):

Q = ¼r2v

Q =
Z r

0
u2¼ydy = 2¼r2um

Z 1

0

Ã
1¡ y2

r2

!
y

r
d
µ
y

r

¶
=
¼r2um

2

prema tome je:
v

um

=
1

2
(93{53)

Na osnovu (93{50), (93{52) i (93{53) mogu se pregledno napisati
veze izme¹du brzina v, ili um, napona ¿ i nagiba I¦, za odre¹denu cev i
odre¹deni °uid:

um = 2v =
°I¦r

2

4¹
=
¿r

2¹
(93{54)

Ovo omogu¶cava re∙savanje prakti∙cnih zadataka. Uz poznato um, od-
nosno v poznat je i raspored brzina, odnosno napona { prema (93{49),
odnosno (93{51).

¤ ¤ ¤
Na kraju razmatranja laminarnog strujanja u kru∙znoj cevi napomi-

nje se da i za ovo strujanje va∙ze izrazi (93{32) i (93{33), jer oni va∙ze
za svako jednoliko strujanje { tako je i obja∙snjeno prilikom njihovog
pisanja.

III

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE
NA LAMINARNE JEDNOLIKE STRUJE

Iz jedna∙cine (93{20), koja je re∙senje laminarnog ravanskog strujanja,
ispisuje se bezdimenzionalni izraz:

¿h

¹v
= 3 (93{55)
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Jedna bezdimenzionalna veli∙cina sa konstantnom vredno∙s¶cu (jedna-
kom 3) odre¹duje trenje u posmatranom zadatku. U me¹dusobnoj vezi
su 4 veli∙cine: polovina razmaka plo∙ce h, srednja brzina v (koja odre¹duje
proticaj), koe¯cijent viskoznosti ¹ i napon trenja ¿ . Primenom dimen-
zionalne analize 4 dimenzionalne svode se na jednu bezdimenzionalnu
i ta je onda konstanta.

Treba primetiti da se nije uzela u obzir gustina (jer ona unosi iner-
cijalne uticaje, a ovih kod laminarne jednolike struje nema, jer nema
ubrzanja), ni hrapavost (jer sloj uz zid pokrije hrapavost, a naredni sloj
po njemu te∙ce).

Za cev kru∙znog preseka, umesto (93{55), a na osnovu (93{54) pi∙se
se bezdimenzionalna konstanta:

¿r

¹v
= 4 (93{56)

jer i ovaj slu∙caj odre¹duje jedna jedina bezdimenzionalna konstanta, na
koju dimezionalna analiza svodi vezu 4 dimenzionalne veli∙cine (¿ , r, ¹
i v).

Upore¹denjem ovog sa (93{55) vidi se da je ovde konstanta jednaka 4,
a tamo je bila 3. Ovde je u izrazu polupre∙cnik r, a tamo je polovina
debljine struje h.

Otpor trenja u cevi kru∙znog preseka izrazi¶ce se preko uobi∙cajenih
bezdimenzionalnih veli∙cina:

{ koe¯cijent tangencijalnog napona C¿ = ¿
1
2
½v2

{ Rejnoldsov broj (REYNOLDS) Re = ½Dv
¹ = ½2rv

¹

pa se izraz (93{56) svodi na

C¿Re = 16

ili izra∙zavanjem sa koe¯cijentom trenja ¸ za kru∙zne cevi, uvedenom
sa (91{22), kao ¸ = 4C¿ :

¸ = 64
Re (93{57)
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Za struju izme¹du dve plo∙ce iz (93{55) dobija se na isti na∙cin:

C¿Reh = 6 (93{58)

gde je:

Reh =
½hv

¹

¤ ¤ ¤
Doda¶ce se neka uop∙stena razmatranja koja ¶ce se odnositi na ustalje-

no laminarno strujanje u provodniku bilo kakvog popre∙cnog preseka, ali
konstantnog du∙z provodnika, ∙sto se mo∙ze nazvati ,,jednoliko laminarno
strujanje", za koga se mo∙ze uop∙steno napisati da postoji veza izme¹du
trenja i proticaja:

¿ l

v¹
= f

Ã
l1
l
;
l2
l
; : : :

!
(93{59)

gde su l, l1, l2; : : : du∙zine koje opisuju presek struje, a u funkciju ulaze
njihove bezdimenzionalne zamene (u odnosu na osnovnu du∙zinu l).
Prethodna veza je bezdimenzionalna zamena za:

f(¿; v; ¹; l; l1; l2; : : :) = 0 (93{60)

koja obuhvata sve veli∙cine koje ulaze u razmatranje, a to su sve du∙zine
koje odre¹duju popre∙cni presek, te ¿ , v i ¹. Za struju izme¹du plo∙ca,
gde je samo jedna du∙zina (h) odre¹divala presek, nikakva bezdimenzio-
nalna veli∙cina nije u∙sla u funkciju (93{59) { stoga je ona konstanta
(jednaka 3). Isto je i kod cevi kru∙znog preseka, samo je druga vre-
dnost konstante (koja iznosi 4) a jedina du∙zina koja odre¹duje presek je
polupre∙cnik r. Ako je cev pravougaona, elipsasta, trougaona i sli∙cno,
izraz (93{59) je konstanta samo za konstantne vrednosti l=l1, l=l2; : : :
tj. samo za me¹dusobno geometrijski sli∙cne preseke.
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94
ODREDIVANJE RASPOREDA NAPONA

I UVODENJE LOGARITAMSKE
ZAKONITOSTI ZA RASPORED BRZINA

U TURBULENTNOJ RAVANSKOJ
ILI OSNOSIMETRI∙CNOJ STRUJI

I

RASPORED NAPONA

Jedna∙cina za glavno strujanje u turbulentnom strujanju (Rejnoldso-
va), napisana u op∙stem obliku sa (53{12), za ravansko strujanje u rav-
ni (1; 2) izme¹du dve plo∙ce, a za pravac strujanja (1), i sa te∙zinom kao
zapreminskom silom (fj = ¡g@Z=@xj) svodi se na:

0 = ¡ @

@x1

Ã
gZ +

p

½

!
+
¹

½

@2u1

@x2
2

+
@

@x2
(¡u02u01) (94{1)

Upore¹denje napisane jedna∙cine sa jedna∙cinom (93{2), napisanom za
laminarno strujanje pokazuje da se ovde { u (94{1) { pojavljuju osred-
njene vrednosti pritiska i brzine (polo∙zajnu kotu Z ne treba osrednja-
vati, jer ne °uktui∙se), i da je dodat ∙clan koji unosi uticaj °uktuacija na
glavno strujanje.

Prilikom pisanja jedna∙cine (94{1) kori∙s¶ceno je saznanje da za osred-
njene brzine va∙zi sve ono ∙sto je, u po∙cetku Poglavlja 93, utvr¹deno za
brzine laminarnog strujanja za isti primer (strujanje izme¹du dve plo∙ce).
Naime, po∙sto je u2 = u3 = 0, jedna∙cina nepromenljivosti mase (53{5)
daje @u1=@x1 = 0, a ustaljenost daje @u1=@t = 0. Stoga je jednaka
nuli leva strana u (94{1), jer je to leva strana (53{12) primenjena na
posmatrani primer.

Od uticaja °uktuacija napisan je samo izvod po x2, jer je izvod po
x1 nula, zbog istovetnosti rasporeda osrednjenih pokazatelja °uktuacija
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po svim popre∙cnim presecima. Izvod po x3 je tako¹de nula, jer se ravan-
sko strujanje ovde ostvaruje nepreno∙senjem osrednjenih uticaja °uk-
tuacija u pravcu normalnom na ravan prou∙cavanja.

Prethodni navodi su u skladu sa obja∙snjenjima u Poglavlju 52, koja
su pratila primer sa slike 52{1, koji prikazuje ba∙s isti primer koji se i
ovde razmatra (ravansko strujanje izme¹du dve paralelne plo∙ce) { tamo
se i objasnilo kako se shvata ustaljenost, jednolikost i ravanski zadatak
kod turbulentnog strujanja.

Prvi ∙clan u (94{1) mo∙ze se zameniti sa ¡g@¦=@x1, gde je ¦ osred-
njena pijezometarska kota:

¦ = Z +
p

°

Drugi i tre¶ci ∙clan u (94{1) su povr∙sinske sile po jedinici mase, a po-
ti∙cu od dejstva devijatorskog dela napona i od ,,napona" turbulencije
{ za posmatrani slu∙caj to su naponi:

¾21 = ¹
@u1

@x2
¾t

21 = ¡½u02u01

Prvi izraz napisan je osrednjavanjem napisanog izrazom (93{15), a
drugi na osnovu (53{13).

Sa ovim napomenama jedna∙cina (94{1) se pi∙se sa:

g
@¦

@x1

=
1

½

Ã
@¾21

@x2

+
@¾t21
@x2

!

ili, mno∙zenjem sa ½:

°
@¦

@x1
=

@

@x2
(¾21 + ¾t

21) (94{2)

° ozna∙cava, i ovde, kao svuda, speci¯∙cnu te∙zinu.
U uvodnim razmatranjima o strujama (Poglavlje 81) uvedena je

pretpostavka o istoj pijezometarskoj koti za ceo jedan presek, ali je
kasnije tome stavljena zamerka. Naime, strogo uzev∙si, navedena pret-
postavka se ostvaruje samo kod laminarnog strujanja, dok kod turbu-
lentnog strujanja °uktuacije unose odstupanja od te pretpostavke. Za
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posmatrani slu∙caj jedna∙cina (53{12), ∙cija je primena za pravac 1 dovela
do (94{1), za pravac 2 dovodi do:

0 = ¡g @¦

@x2
¡ @

@x2
(u02u2)

∙sto je ve¶c ranije, za isti slu∙caj utvr¹deno jedna∙cinom (81{6). Diferenci-
ranje prethodnog izraza po x1 daje:

@

@x2

"
g
@¦

@x1
+

@

@x1
(u02u

0
2)

#
= 0

Zbog istovetnosti osrednjenih turbulentnih karakteristika po svim
presecima, drugi sabirak u ugaonoj zagradi je nula, pa ostaje:

@

@x2

Ã
g
@¦

@x1

!
= 0 (94{3)

Ovo zna∙ci da leva strana u (94{2) ne zavisi od x2, dok desna ne zavisi
od x1 (jer su naponi ¾21 i ¾t

21 u svim presecima istovetno raspore¹deni),
a to zna∙ci da je re∙senje u tome da su leva i desna strana jedna∙cine
konstante. Tako je bilo i kod jedna∙cine (93{5) za laminarno strujanje.

Napisa¶ce se desna strana jedna∙cine (94{2) izjedna∙cena sa konstant-
nom, koja ¶ce se obele∙ziti kao constI:

@

@x2
(¾21 + ¾t

21) = constI

Parcijalni izvod na levoj strani ove jedna∙cine mo∙ze se zameniti sa
totalnim, jer ¾21 i ¾t

21 zavise samo do x2, pa se po obavljenoj takvoj
zameni, mo∙ze obaviti integrisanje koje daje:

¾21 + ¾t
21 = constIx2 + constII (94{4)

Jedna∙cina (94{4) razlikuje se od jedna∙cine (93{22) napisane za lami-
narno strujanje, samo u tome ∙sto je tamo∙snji (u laminaarnom strujanju)
devijatorski napon ¾21 ovde zamenjen sa ¾21 + ¾t

21, tj. sa zbirom osred-
njenog devijatorskog napona i ,,napona" turbulencije. Na isti na∙cin
grani∙cni uslovi napisani iza (93{22) zamenjuju se sa:

¾21 + ¾t
21 = ¿ za x2 = 0

¾21 + ¾t
21 = ¡¿ za x2 = 2h

)
(94{5)
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I ovde se oznaka ¿ odnosi na devijatorski napon (tangencionalni
napon trenja) na zidu. Treba primetiti da na zidu nema brzina, pa
nema ,,napona" turbulencije, pa je ¿ osrednjena vrednost devijatorskog
napona na zidu (oko koje oscili∙su trenutne vrednosti), i stoga bi, strogo
uzev∙si, trebalo pisati ¿ . Me¹dutim, ne¶ce se izu∙cavati trenutne vredno-
sti, niti ¶ce uop∙ste biti potrebno da se ∙cak i pominju °uktuacije od ¿ ,
pa ¶ce se pisati jednostavno ¿ , i to ¶ce se svuda odnositi na osrednjenu
vrednost.

Uslovi (94{5) une∙seni u (94{4) odstranjuju konstante, pa se dobija:

¾21 + ¾t
21 = ¿

µ
1¡ x2

h

¶
(94{6)

Dobio se isti raspored napona kao kod laminarnog te∙cenja, gde je to
bilo napisano sa jedna∙cinom (93{19) i prikazano na slici 93{1. I ovde
napon opada od zida ka sredi∙snjoj ravni po linearnoj zakonitosti, samo
∙sto se to ovde odnosi na zbir devijatorskog napona i ,,napona" turbu-
lencije.

Ako se izuzme blizina zida (gde su uticaji viskoznosti zna∙cajni, ∙cak
premo¶cni), za celi preostali deo turbulentne struje (a to je prete∙zan deo
preseka) mo∙ze se staviti da su uticaji viskoznosti zanemarljivi, u odnosu
na uticaje °uktuacija, tj. da je ¾21 ¿ ¾t

21.
Zanemarenjem ¾21 (u odnosu na ¾t

21), izraz (94{6) se pojednostav-
ljuje:

¾t
21 = ¡½u02u01 = ¿

µ
1¡ x2

h

¶
(94{7)

Treba naglasiti da ovaj izraz ne va∙zi za blizinu zida, ∙sto je pretho-
dno i navedeno, pa ne va∙zi ni za zid (za x2 = 0), gde °uktuacija nema
(u01 = u02 = 0) pa nema ni napona ¾t

21, ali va∙zi ve¶c na veoma maloj
udaljenosti od zida (za x2 ¿ h), gde se uzima da je ¾21 = ¿ .

Prema (94{7) je ¾t
21 > 0 tj. u01u

0
2 < 0, za x2 < h, a to se i ostvaruje.

Trenutno pove¶canje podu∙zne brzine, u01 > 0, je posledica pristizanja
deli¶ca sa ve¶com brzinom, a taj je morao da stigne sa mesta udaljenijeg
od zida (gde je brzina ve¶ca), on se, dakle, kretao prema zidu, pa je
u02 < 0, a to zna∙ci da je u01u

0
2 (tj. istovremeni proizvod u01 i u02) negativan.

Ako je u01 < 0, onda je deli¶c pristigao sa mesta, gde je manja brzina,
pa je u02 > 0, ∙sto zna∙ci da je u01u

0
2 opet negativan. Prema tome, za

osrednjenu vrednost proizvoda u01 i u02 mo∙ze se napisati u01u
0
2 < 0, pa je
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onda ¾t
21 > 0, a to pokazuje (94{7). Sve ovo va∙zi do polovine struje (a

dotle se i posmatralo), a za drugu polovinu, za h < x2 < 2h, trenutnom
u01 > 0 odgovara u02 > 0 (deli¶c ide ka zidu), pa je sada u01u

0
2 > 0,

odnosno ¾t
21 < 0, a tako kazuje i (94{7). Dakle, ,,napon" turbulencije

menja znak na sredi∙snjoj ravni, tu je jednak nuli, ∙sto je ve¶c uslovljeno
pisanjem grani∙cnih uslova (94{5).

Treba uo∙citi da se ,,napon" turbulencije pona∙sao kao pravi napon
(pod pojmom ,,pravi napon" podrazumeva se onaj koji deluje posred-
stvom viskoznosti): na dodiru dva sloja, sloj bli∙zi zidu ko∙ci udaljeniji,
odnosno ovaj drugi povla∙ci prvi, a to name¶ce smer delovanja napona.
,,Napon" turbulencije pri tome ispoljava svoje dejstvo kroz uticanje
°uktuacija na glavno strujanje, ∙sto je u stvari otu¹denje kineti∙cke ener-
gije iz glavnog strujanja.

Valja naglasiti da izraz (94{7) ne mo∙ze odrediti napon trenja ¿ , on
samo odre¹duje raspored napona ¾t

21, ako je ¿ poznat, pa odre¹divanje
napona ¿ ostaje nere∙seno pitanje (za sada), pogotovo ∙sto izraz (94{7)
izuzima blizinu zidu, pa i sam zid, gde ba∙s napon ¿ deluje.

¤ ¤ ¤
Diferenciranjem (94{6) po x2 dobija se da je @(¾21 + ¾t

21)=@x2 je-
dnako ¡¿=h, a to je constI iz (94{4), a ta ista konstanta, shodno (94{2)
mora da bude jednaka i °@¦=@x1, pa se mo∙ze napisati:

°
@¦

@x1

= ¡¿
h

= const

Napominje se da se ovde ne sme @¦=@x1 zameniti sa d¦=dx1, jer ¦
zavisi i od x2 (nije kod turbulentnog strujanja ista pijezometarska ko-
ta ¦ za ceo presek). Me¹dutim, iako je ¦ = ¦(x1; x2), izvod @¦=@x1

ne zavisi ni od x1, ni od x2, jer je utvr¹deno da je konstanta. Stoga se
mo∙ze ¡@¦=@x1 zameniti sa nagibom pijezometarske linije I¦, i onda se
prethodna jedna∙cina mo∙ze napisati i kao:

¿ = °I¦h gde je I¦ = ¡ @¦

@x1
(94{8)

a to se napisalo i za laminarno te∙cenje, sa (93{18).
Treba primetiti da je nagib I¦ kod turbulentnog te∙cenja izvod po x1,

osrednjene pijezometarske kote ¦ = Z+p=°, uz napomenu da pritisak p
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°uktui∙se, pa onda i ¦. Prema tome, I¦ je u stvari osrednjena vrednost,
a takva je i vrednost napona ¿ , na ∙sta je malo pre skrenuta pa∙znja.

¤ ¤ ¤

Za ravansko i osnosimetri∙cno strujanje, ako je laminarno, va∙zi isti
raspored napona (po normali na ravansku struju, odnosno, du∙z pre∙cnika
kru∙zne cevi) { to je ustanovljeno u Poglavlju 93, i vidi se upore¹denjem
izraza (93{19) i (93{51). Isto ¶ce biti i za turbulentno strujanje, jer su
opet iste jedna∙cine du∙z normale, odnosno du∙z pre∙cnika (to je osovi-
na x2, a x2 se meri od zida). Prema tome, jedna∙cine (94{7) i (94{8)
va∙zi¶ce i za kru∙znu cev, samo h treba zameniti sa polupre∙cnikom r.

Napon na zidu, ozna∙cen sa ¿ , kod svih jednolikih struja, shodno
op∙stoj jedna∙cini za te struje, napisanoj jo∙s u Poglavlju 91 sa (91{10) i
(91{15), jednak je °I¦R, gde je R hidrauli∙cki radijus. U taj op∙sti izraz
uklapaju se izrazi (93{18) i (94{8), oba su u stvari isti izraz, a prvi
se odnosi na laminarnu, a drugi na turbulentnu, obe ravanske struje,
gde je R = h = polovina razmaka izme¹du plo∙ca. Po ugledu na to za
turbulentno osnosimetri∙cno strujanje, u kru∙znoj cevi prepisuje se (iz
laminarnog strujanja) izraz (93{52) tj.:

¿ = °I¦
r

2
(94{9)

¤ ¤ ¤
Po∙sto osrednjena pijezometarska kota ¦ nije ista za sve ta∙cke jednog

preseka, u dve ta∙cke (x2 = a; x2 = b) istoga preseka neka pijezometar-
ske kote budu ¦a; ¦b. Njihova razlika je ¦a ¡ ¦b, a ista tolika razlika
bi¶ce i u svakom drugom preseku, a za dve ta∙cke odre¹dene sa istim ra-
zdaljinama od zida (a; b), jer je @¦=@x1 = const. Me¹dutim, navedena
razlika nema nikakav zna∙caj za odre¹divanja nagiba pijezometarske li-
nije (I¦ = ¡@¦=@x1), jer je taj nagib isti za sve deli¶ce du∙z ma koje
linije paralelne sa osovinom 1 tj. du∙z strujanja. Prema tome, nagib I¦
mo∙ze se odrediti du∙z zida (x2 = 0), gde je merenje pijezometarske kote
veoma lako. Priklju∙ce se merne pijezometarske cev∙cice u dva preseka, na
me¹dusobnom rastojanju L, dobi¶ce se izmerene pijezometarske kote ¦I

(na uzvodnom) i ¦II (na nizvodnom), pa je nagib pijezometarske linije:

I¦ =
¦I ¡ ¦II

L
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Iz ovako odre¹denog nagiba I¦ sra∙cuna se napon trenja ¿ jedna∙ci-
nom (94{9). Napominje se da se napon obi∙cno neposredno i ne meri,
nego sra∙cuna iz eksperimentalno odre¹denog nagiba I¦.

Jo∙s u Poglavlju 81, iza jedna∙cine (81{6), koja je malo pre ve¶c pome-
nuta, nagove∙steno je da je odstupanje pijezometarske kote po jednom
preseku bezna∙cajno, a to je kasnije, u nekoliko navrata, u Poglavljima
84 i 85, op∙sirno razmatrano i zaklju∙ceno je da su ta odstupanja zaista
bezna∙cajna, a to zna∙ci da se ¦zid mo∙ze uzeti kao pijezometarska kota za
ceo presek, jer se osrednjene pijezometarske kote (¦) za pojedine ta∙cke
istoga preseka me¹dusobno zanemarljivo razlikuju, upravo zanemarljivo
odstupaju od ¦zid. Treba se podsetiti da se u Poglavljima 82, 83, 91 i 92,
koja su namenjena prakti∙cnim zadacima, pijezometarska kota smatrala
jedinstvenom za ceo presek, ona se svuda vezivala za presek.

Ovo sve se odnosi, razume se, na presek u kome je osrednjeno stru-
janje pravolinijsko i paralelno, normalno na presek { a taj uslov se
smatrao neophodnim za presek koji je razmatran u svim pomenutim
analizama.

II

UVODENJE LOGARITAMSKE ZAKONITOSTI
ZA RASPORED BRZINA

Jedna∙cina (94{1) ne omogu¶cava odre¹divanje rasporeda osrednjenih
brzina, ne mo∙ze dovesti do odre¹denja funkcije u1 = u1(x2), ako se
pored poznavanja @¦=@x1, ne znaju i °uktuacije brzine, upravo u02u

0
1.

Treba se podsetiti izlaganja u Poglavljima 52 i 53, gde se ukazivalo
da se razdvajanje na osrednjene i °uktuacione vrednosti obavlja radi
preglednosti, ali se tako broj veli∙cina pove¶cava, a broj jedna∙cina ne, pa
se pojavljuje nedostatak jedna∙cina. Stoga je Poglavlje 53 i zaklju∙ceno sa
nagove∙stajem da se veze izme¹du °uktuacija i osrednjenih vrednosti ne-
kako moraju odrediti (da bi se namirio potreban broj jedna∙cina), upravo
te veze se pretpostavljaju, a na kraju se prihvata ona pretpostavka koja
daje krajnje rezultate koji su u skladu sa onim ∙sto pokazuju opiti.

Naj∙ce∙s¶ce se navodi logaritamska zakonitost brzina u turbulentnom
sloju, a takva zakonitost se potvr¹duje brojnim opitima, a obja∙snjava se
prihvatljivim pretpostavkama, koje mogu dovesti do takve zakonitosti.
Najpre ¶ce se napisati zakonitost, a potom ¶ce se raspravljati kakve bi
pretpostavke mogle dovesti do te zakonitosti.
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Logaritamska zakonitost rasporeda brzina, u op∙stem obliku mo∙ze se
napisati sa:

u = u1 = CI

s
¿

½
ln
x2

x0
+ u0 (94{10)

gde je: CI = const. To je prva od konstanti, koje ¶ce se u narednim
izlaganjima koristiti, kasnije ¶ce se redom uvoditi CII; CIII; : : : Sve te
konstante se zami∙sljaju tako da se njihovo odre¹denje prepu∙sta eksperi-
mentalnim istra∙zivanjima, koji treba najpre da potvrde zakonitost (da
je zaista logaritamska) a potom da odrede numeri∙cku vrednost kon-
stante, odnosno konstanti.

U jedna∙cinu (94{10) u∙slo je
q
¿=½, ∙sto ima dimenziju brzine, pa je

tako dobijena dimenzionalna uskla¹denost, a raspored brzina, van svake
sumnje, mora da zavisi od napona trenja na zidu ¿ , kao i od gustine ½,
jer od nje zavisi vrednost ,,napona" turbulencije, a oni u posmatra-
nom zadatku izra∙zavaju ono ∙sto je bitno, a to je uticaj °uktuacija na
raspored osrednjenih brzina.

Veoma ∙cesto se
q
¿=½ naziva ,,brzina trenja", jer izra∙zava napon

trenja, a ima dimenziju brzine.

Za pisanje (94{10) morao se uzeti grani∙cni uslov:

u = u0 za x2 = x0 (94{11)

koji tra∙zi poznavanje brzine na nekom odre¹denom rastojanju x0 od
zida. Treba naglasiti da to ne mo∙ze da bude na zidu, jer u blizini zi-
da jedna∙cina (94{10) ne va∙zi. Ona je ∙cak neprimenljiva i sa formalne
strane, jer za zid, za x2 = 0, daje u = ¡1. To ni∙sta ne smeta, jer
je jedna∙cina namenjena turbulentnom sloju, pa se od nje ne mo∙ze ni
zahtevati da va∙zi skroz do zida, gde se ni ne ostvaruju pretpostavke
usvojene za turbulentni sloj (misli se na zanemarivanje devijatorskih
napona u odnosu na ,,napone" turbulencije). Grani∙cni uslov (94{11)
treba da ograni∙ci turbulentni sloj sa prizidne strane, ∙sto ¶ce se kasnije,
u Odeljku III, i obaviti.

Utvr¹divanjem uslova (94{11) zadatak bi bio re∙sen, jer je za odre¹deni

napon trenja ¿ (upravo za odre¹deno
q
¿=½) odre¹den raspored brzina, a

onda i proticaj (on se dobija integrisanjem brzina po preseku, upravo
po x2). Ili, za zadati proticaj odre¹den je napon ¿ . Poznavanje ¿ zna∙ci i
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poznavanje nagiba pijezometarske linije I¦, jer su oni me¹dusobno vezani
sa (94{8), odnosno (94{9).

¤ ¤ ¤

Diferenciranje jedna∙cine (94{10) po x2 daje:

du

dx2
= CI

s
¿

½

1

x2
(94{12)

Napisan je totalni izvod, jer u zavisi samo od x2. Izraz (94{12)
je najprostiji mogu¶ci izraz za du=dx2, ako taj izvod zavisi samo od ¿ ,
½ i x2. Desna strana izraza je monom, samo sa jednom konstantom.
Primamljiva je stoga ideja da se to prihvati, ako opa∙zanja sa opita to
ne opovrgavaju, jer nema razloga da se tra∙ze nekakvi slo∙zeniji izrazi
ako najprostiji mo∙ze poslu∙ziti svrsi. Izraz je na∙celno prihvatljiv: on

daje ve¶ce du=dx2 (a time i ve¶ce brzine) ako je
q
¿=½ ve¶ce (ako je trenje

ve¶ce), a pored toga pokazuje da ¶ce brzina sa udaljavanjem od zida sve
bla∙ze rasti (∙sto odgovara stvarnom stanju stvari, jer uticaj trenja opada
udaljavanjem od zida).

U po∙cetku ovog odeljka (II) skrenuta je pa∙znja na ranija na∙celna
izlaganja o turbulenciji, upravo na to da prakti∙cno re∙savanje zadatka
zahteva da se moraju prisvojiti nekakve veze izme¹du °uktuacija i osred-
njenih vrednosti. Za zadatak koji se re∙sava treba dati vezu izme¹du u01u

0
2

i osrednjenih vrednosti, a ta veza ve¶c je posredno data, ispisivanjem
(94{12). Ako se u u tom izrazu napon ¿ zameni prema onome ∙sto za
njega daje (94{7), dobija se, kao posledica pretpostavljene logaritamske
zakonitosti:

¡u01u02 =

Ã
1

CI

du

dx2
x2

!2 µ
1¡ x2

h

¶
(94{13)

Ovaj izraz pokazuje da je u01u
0
2 suprotnog znaka od 1¡x2=h, a tako

i treba da bude { to je obrazlo∙zeno iza pisanja izraza (94{7), koji je
malo pre iskori∙s¶cen za pisanje (94{13).

¤ ¤ ¤

Kod laminarnog strujanja, izrazom (93{13), uveden je tzv. ,,de¯cit
brzine". Mo∙ze se napisati odgovaraju¶ci izraz i za pretpostavljenu lo-
garitamsku zakonitost u turbulentom sloju. U jedna∙cinu (94{10) mo∙ze
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se kao grani∙cni uslov (za sredinu struje) staviti u = um = maksimalna
brzina, za x2 = h, pa se dobija:

um ¡ u = CI

q¿
½ ln h

x2
(94{14)

Da bi se dobio raspored brzina u = u(x2) treba u prethodnom izrazu
poznavati um i ¿ , a vrednosti tih veli∙cina ne mogu se zadati kao me¹du-
sobno nezavisne, jer, o∙cigledno, zavise jedna od druge, a ta veza je (za
sada) nepoznata. Re∙senje za raspored brzina mora se na¶ci onako kako
je na to ve¶c ukazano { povezivanjem turbulentnog sloja sa prizidnim
grani∙cnim uslovima (a to je, kako je ve¶c re∙ceno, predmet slede¶ceg odelj-
ka { III).

Napominje se da bi se jedna∙cina (94{14) mogla napisati i za cev
kru∙znog preseka, jednostavnom zamenom h sa r, a x2 se mora i tu,
kao i svuda, shvatiti kao rastojanje od zida. Ovo ispada iz istovetnosti
jedna∙cina za oba slu∙caja.

III

GRANI∙CNI UTICAJI NA RASPORED BRZINA:
GLATKI I HRAPAVI ZID

Uz zid se obrazuje veoma tanak ,,laminarni podsloj", koji se naziva
i ,,viskozni podsloj", u njemu nema turbulencije, a presudno je dejstvo
viskoznosti. Preostali deo struje je ,,turbulentni sloj". Takvim nazivi-
ma ho¶ce da se ka∙ze da ,,sloj struji preko podsloja". Nagla∙sava se da je
debljina podsloja veoma malena u odnosu na debljinu sloja (sloj ∙cini
cela struja izme¹du plo∙ca, odnosno u kru∙znoj cevi, odnosno u bilo kom
provodniku, izuzimaju¶ci veoma tanak podsloj uz zid). Kod cevi ,,turbu-
lentni sloj" se ponegde naziva i ,,turbulentno jezgro" (koje je opkoljeno
tankim podslojem uz zidove).

Naziv ,,gladak zid" primeni¶ce se na slu∙caj u kome su izbo∙cine na
zidu (koje ∙cine ono ∙sto se obuhvata pojmom ,,hrapavost") potpuno
prekrivene podslojem, tako da hrapavost ne uti∙ce na strujanje u sloju
(nije grani∙cni uslov za sloj), pa ne uti∙ce ni na raspored brzina u sloju
(sl. 94{1a). Ovde je grani∙cni uslov za sloj njegovo trenje o viskozni
(laminarni) podsloj, pod uticajem viskoznosti.
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x2
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turbulentni sloj

turbulentni sloj

viskozni (laminarni)
podsloj

= apsolutna
hrapavost

visina izbocinekk/2

a)

b)

Slika 94{1 a) Gladak zid { laminarni podsloj pokriva izbo∙cine na zidu;
b) hrapav zid { izbo∙cine prodiru u turbulentni sloj

,,Hrapav zid" zva¶ce se zid kada izbo∙cine probijaju podsloj (razbija-
ju njegovu celinu), zadiru u sloj i postaju merodavni grani∙cni uslov za
strujanje u sloju (pa i za raspored brzine), a pri tome je uticaj visko-
znosti zanemarljiv (sl. 94{1b).

Nazivi ,,gladak", odnosno ,,hrapav zid" su uslovni: nije samo visina
izbo∙cina presudna da li je zid ,,gladak" ili ,,hrapav", nego to (za isti zid)
zavisi od debljine podsloja, a ova zavisi od brzina u cevi, te od gustine i
viskoznosti. Dakle, ne mo∙ze samo geometrijski opis zida odrediti da li je
zid ,,gladak" ili ,,hrapav" (∙sto bi se moglo pomisliti doslovno tuma∙ce¶ci
te re∙ci), nego se to odre¹duje uz hidrodinami∙cke uslove, koje name¶ce od-
re¹deni proticaj kroz cev, sa odre¹denim °uidom. Isti zid mo∙ze da bude
u jednom slu∙caju ,,gladak", a u drugom ,,hrapav". Stoga je ispravnije
re¶ci da se jedan zid u jednom slu∙caju ,,pona∙sa kao gladak", a taj isti
zid u drugom slu∙caju mo∙ze da se ,,pona∙sa kao hrapav".

Izme¹du ,,glatkog" i ,,hrapavog" zida postoji prelazna oblast, gde zid
nije dovoljno gladak da se ne ose¶ca ose¶caj hrapavosti, a nije ni dovoljno
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hrapav da jedino hrapavost uti∙ce na otpore.

,,Hrapav zid" treba da stvori strujanje u provodniku za koje se mo-
∙ze re¶ci da je to ono ∙sto se nazivalo ,,razvijena turbulencija", a to je, u
nekoliko navrata, u ranijim izlaganjima (poglavlja 53, 84 i 85) tuma∙ce-
no: turbulencija je toliko razvijena da na osrednjene vrednosti veli∙cina
ne uti∙ce viskoznost. To ¶ce se onda ispoljiti i na raspored osrednjenih
brzina u struji, ∙sto se sada razmatra. Prema tome, u skladu sa po-
menutim izlaganjima, zid ¶ce se nazvati ,,hrapav", ako, u posmatranom
slu∙caju, svojim izbo∙cinama toliko prodire u turbulentni sloj, da stvori
takve vrtloge, koji osnovnoj struji (glavnom strujanju) oduzmu toliko
energije da je to skoro sva energija koja se obra∙cunava kao ,,izgubljena".
Ovaj navod je ponavljan, u nizu prilika, ve¶c vi∙se puta, a uz njega se
dodaje da je, u takvom slu∙caju, viskoznost nesposobna da uti∙ce na ko-
li∙cinu energije koju oduzimaju prvostvoreni vrtlozi, viskoznost ,,dobija
zadatak" da to kasnije postepeno pretvori u toplotu, a na obim toga
zadatka ona ne mo∙ze uticati.

Grani∙cni uslov za hrapave zidove treba izraziti visinom izbo∙cina na
zidu, i ta visina se naziva ,,apsolutna hrapavost" (oznaka k, slika 94{1).
U prakti∙cnim slu∙cajevima (zidovi plo∙ca ili cevi, ili zidovi bilo kakvog
provodnika) hrapavost je nejednolika i po visini, i po obliku, i po raspo-
redu po povr∙sini zida, pa ju je veoma te∙sko geometrijski opisati. Upra-
vo to je stvaralo te∙sko¶ce za izu∙cavanje trenja, sve dok se nije po∙celo
eksperimentisati sa jednolikom pe∙s∙canom hrapavosti, koja se izra∙zava
samo sa jednim podatkom za apsolutnu hrapavost (pre∙cnikom zrnca
peska). Moraju se pomenuti eksperimentalni radovi Nikuradzea (NI-
KURADSE), koje pominju svi ud∙zbenici ,,Mehanike °uida" i ,,Hidrau-
like", uz navo¹denje rasporeda brzina i obrazaca za trenje koji su iz tih
radova proiza∙sli. O tome ¶ce biti re∙ci i u ovim izlaganjima: u nastavku
ovog Poglavlja (94), i kasnije, u Poglavlju 96.

Hrapavost, sa kojom je Nikuradze radio, bila je jednolika pe∙s∙cana
hrapavost: zrna peska iste krupno¶ce bila su nalepljena na zid cevi
(ili plo∙ca) tako da je cela povr∙sina zida bila pokrivena zrncima, a da
zrno nije bilo lepljeno preko zrna. Ra¹deno je sa nekoliko jednolikih
krupno¶ca. Do pojedine krupno¶ce do∙slo se sejanjem kroz dva sita sa
rupama pre∙cnika koji su se malo razlikovali. Zadr∙zano je (za lepljenje)
samo ono ∙sto je pro∙slo kroz sito sa ve¶cim otvorima, a ∙sto nije pro∙slo
kroz sito sa manjim otvorima. Tako je bila napravljena hrapavost koju
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odre¹duje jedan podatak { pre∙cnik zrna, i on je ono ∙sto se naziva ,,apso-
lutna hrapavost". U tome i jeste zna∙caj ovako zami∙sljene (i ovako
ostvarene) hrapavosti: raspored brzina, a potom otpor trenja, odre¹duje
grani∙cni uslov, koji se numeri∙cki prosto i jasno odre¹duje.

Mnoga zamisao, kada se ostvari, izgleda toliko pristupa∙cna, da se
mo∙ze pomisliti da se prosto sama nametala. Tako mo∙ze izgledati i opi-
sani pristup izu∙cavanju uticaja hrapavosti. Me¹dutim, to nije bilo tako,
jer je za takav pristup, u ono vreme (tridesetih godina dvadesetog veka)
trebalo da neko bude dosetljiv, da ima smisla da napusti dotada∙snji pri-
laz (i dotada∙snji na∙cin), koji je vladao u brojnim istra∙zivanjima otpora
trenja. Naime, ceo vek pre toga, eksperimentisalo se sa cevima i kanali-
ma, industrijski napravljenim, ili sagra¹denim, odnosno iskopanim, i to
onima koji su u prakti∙cnoj primeni, ili su njoj namenjeni. Takva sazna-
nja praksa je zahtevala. Kod takvih provodnika nemogu¶ce je premeriti
sve izbo∙cine i udubljenja u zidu, koje se razlikuju po visini, ∙sirini i deb-
ljini, po svom obliku i me¹dusobnom rasporedu po zidu, a sve to ∙cini
geometrijski opis hrapavosti. Pitanje je da li se to uop∙ste, uz razumne
napore, mo∙ze savladati, a ako bi se i savladalo, taj opis bi bio veoma
op∙siran, sa ogromnim brojem podataka, a opet bi se odnosio samo
na odre¹deni zid. Stoga je posve razumljivo ∙sto su raniji istra∙ziva∙ci
pribegavali opisivanju zida provodnika uz davanje nekakvog ,,koe¯cije-
nta hrapavosti", namenjenog odre¹denom opisu zida. Trenje se onda ra-
∙cunalo po odre¹denom obrascu, u koga je ulazio ,,koe¯cijent hrapavosti".

Takvih obrazaca, razli∙citih po obliku, svaki sa svojim koe¯cijentima,
bilo je stotinama. Bitno je da svi oni apsolutnu hrapavost nisu izra∙za-
vali visinom izbo∙cina, ba∙s usled opisanih te∙sko¶ca da se to u∙cini. ,,Koe¯-
cijent hrapavosti" u obrascu nije zna∙cio nikakvu ¯zi∙cku vrednost, nego
je bio uslovan: ako se prihvati njegova vrednost propisana za odre¹denu
vrstu zida, obrazac ¶ce dovesti do otpora trenja (ta∙cnije do nagiba linije
energije). O tim obrascima bi¶ce op∙sirno re∙ci u Poglavlju 99. U te obra-
sce spada i Maningov, napisan sa (91{32). Uz njega su u Prilogu 1 date
vrednosti koe¯cijenta hrapavosti (koji ulazi u obrazac) prema jednom
od mnogobrojnih ,,spiskova obloga hidrauli∙ckih provodnika". Ni Ma-
ningov koe¯cijent hrapavosti (kao ni koe¯cijenti u drugim formulama)
ne meri ni∙sta, ∙cak mu je i dimenzija neprikladna (m¡1=3s). Kod dru-
gih formula je sli∙cno, pa ∙cak i jo∙s neprikladnije. Da ne bi bilo zabune,
treba naglasiti da veza izme¹du Maningovog koe¯cijenta n i apsolutne
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hrapavosti k, data sa (91{35), nije bila poznata sa pojavom Maningovog
obrasca, ta veza je napisana znatno kasnije, jer u vreme pojave obrasca,
kako je ve¶c pomenuto, nije se uop∙ste razmatrala hrapavost kao ne∙sto
merljivo, to se opisivalo.

Prethodna razmatranja potkrepljuju tvrdnju o zna∙caju primene Ni-
kuradzeove ve∙sta∙cke jednolike hrapavosti, jer se tako eksperimentisalo
sa jasno i prosto odre¹denim grani∙cnim uslovom, ali takav uslov nije kod
stvarnih provodnika u prakti∙cnoj primeni. Iz toga onda proizilazi pi-
tanje: Kako izraziti hrapavost u nekom prakti∙cnom zadatku? Odgovor
je slede¶ci: Treba hrapavost, u nekom slu∙caju, izra∙zavati preko jednolike
pe∙s∙cane hrapavosti koja izaziva iste otpore trenja, ili barem pribli∙zno
iste. To je ,,ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost". Tako pe∙s∙cana jednolika
hrapavost postaje mera za odre¹divanje drugih hrapavosti { govori se o
,,skali pe∙s∙cane hrapavosti" u koju se poku∙sava uvrstiti svaki pojedina∙cni
prakti∙cni slu∙caj. Tako je jednolika pe∙s∙cana hrapavost, za koju se mo∙ze
re¶ci da je ,,ve∙sta∙cka", dobila prakti∙cni smisao, iako se ba∙s takva (pot-
puno ista) hrapavost gotovo i ne ostvaruje u prakti∙cnim slu∙cajevima.

Kasnije, u Poglavlju 99, bi¶ce jo∙s re∙ci o hrapavosti, i to sa prakti∙c-
nog stanovi∙sta, a za sada (za neposredni produ∙zetak izlaganja) treba
prihvatiti da apsolutnu hrapavost odre¹duje jedan podatak, ozna∙cen sa k.

Re∙ceno je da jedna ista cev mo∙ze da bude u jednom slu∙caju ,,glatka",
a u drugom ,,hrapava". Uz to treba dodati da u nekom tre¶cem slu∙caju
mo∙ze da se desi da se ne pona∙sa ni kao glatka, ni kao hrapava, jer mora
postojati nekakva ,,prelazna oblast" u kojoj na raspored brzina (a onda
i na otpor trenja) uti∙cu i viskoznost, i hrapavost, nijedan uticaj nije
zanemarljiv u odnosu na drugi. U narednom izlaganju { u Odeljku IV
{ raspravlja¶ce se slu∙cajevi kada je cev ,,glatka" (hrapavost neuticajna)
ili kada je ,,hrapava" (zanemarljivi uticaji viskoznosti), a ne¶ce se ulaziti
u raspored brzina u ,,prelaznoj oblasti" kada se nijedan od uticaja ne
mo∙ze zanemariti.

IV

LOGARITAMSKE ZAKONITOSTI RASPOREDA BRZINA
U GLATKOM I U HRAPAVOM PROVODNIKU

Prvo ¶ce se razmotriti grani∙cni uslov za gladak zid, ∙sto ¶ce dovesti do
rasporeda brzina za takav uslov, a potom ¶ce se isto uraditi i za hrapav
zid.
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Za gladak zid uslove name¶ce podsloj sa laminarnim strujanjem. On
je veoma tanak, pa se mo∙ze prihvatiti da je napon ¾21 kroz njega kon-
stantan, upravo da je jednak naponu ¿ na zidu:

¾21 = ¿ = const (94{15)

Kako je u posmatranom slu∙caju u2 = 0, u1 = u = u(x2), napon ¾21,
shodno (93{15), jednak je ¹du=dx2, pa se prethodni izraz mo∙ze pro∙siriti
na:

¾21 = ¹
du

dx2
= ¿ = const (94{16)

Ovo zna∙ci da je du=dx2 konstanta, pa je onda brzina u srazmerna
sa rastojanjem x2 od zida, jer je brzina na zidu (za x2 = 0) jednaka
nuli. Na granici podsloja i sloja (x2 = ±c) brzina se ozna∙cava sa uc, pa
je onda:

du

dx2

=
u

x2

=
uc
±c

(94{17)

Ovo omogu¶cava u (94{16) zamenu du=dx2 sa uc=±c, pa se, na kraju,
mo∙ze ispisati veza izme¹du napona trenja ¿ na zidu, debljine ±c viskoznog
podsloja, i brzine uc na granici toga podsloja i turbulentnog sloja:

¿ = ¹
uc
±c

(94{18)

Za podsloj se mo∙ze uvesti Rejnoldsov broj u slede¶cem vidu:

Rec =
½±cuc
¹

=
±cuc
º

(94{19)

za koga je razlo∙zno pretpostaviti da ¶ce u svim pojedina∙cnim slu∙cajevi-
ma imati istu (konstantnu) vrednost, jer zakon sli∙cnosti name¶ce istovet-
nost Re-broja (Rejnoldsov broj u op∙stem obliku napisan je sa (62{1),
a ovde su karakteristi∙cna du∙zina i brzina ±c i uc). Prelaz iz laminarnog
u turbulentno strujanje, tj. granicu odr∙zanja laminarnog te∙cenja, od-
re¹duje me¹dusobna zavisnost 4 veli∙cine (±c; uc, gustina ½ i koe¯cijent
viskoznosti ¹), a to se svodi na jednu jedinu bezdimenzionu veli∙cinu,
na Rec, i ona je konstanta.

Mo∙ze se postaviti pitanje da li prethodni navodi o podsloju va∙ze i
za kru∙znu cev, a ne samo za ravansko strujanje. Drugim re∙cima, da li
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pre∙cnik cevi, odnosno zakrivljenost podsloja, uti∙ce na vrednosti za ±c,
pa onda i na Rec. Taj uticaj je zanemarljiv, jer je podsloj veoma ta-
nak u odnosu na polupre∙cnik cevi (±c ¿ r), pa u njemu zakrivljenost
zanemarljivo uti∙ce.

Mno∙zenjem, odnosno deljenjem, jedna∙cina (94{18) i (94{19) dobija
se:

uc =
q

Rec
q
¿=½ (94{20)

±c =
q

Rec
ºq
¿=½

(94{21)

Treba naglasiti da bi se poznavanjem Rec znala debljina podsloja
za odre¹deni napon trenja ¿ .

U op∙stu jedna∙cinu rasporeda brzina, napisanu sa (94{10), stavi¶ce se
za grani∙cni uslov: u0 = uc za x0 = ±c, i to se izrazi sa (94{20) i (94{21).
Tako se dolazi do:

uq
¿=½

= CI

0
@ln

x2

q
¿=½

º
¡ ln

q
Rec

1
A+

q
Rec (94{22)

Ako se u na∙celu opitima potvrdi logaritamska zakonitost, opiti od-
re¹duju vrednost dvema konstantama: CI i Rec. Prethodna jedna∙cina
obi∙cno se pi∙se:

uq
¿=½

= CI ln
x2

q
¿=½

º
+ CII (94{23)

CII je nova konstanta { upore¹divanjem prethodna dva izraza uvi¹da
se da je:

CII =
q

Rec ¡ CI ln
q

Rec (94{24)

Jedna∙cina (94{23) va∙zi za turbulentni sloj u struji izme¹du dve plo∙ce,
i u cevi { svuda je x2 rastojanje od zida.

Niz istra∙zivanja potvrdio je ostvarenje logaritamske zakonitosti ra-
sporeda brzina, ∙sto zna∙ci i ostvarenje pretpostavki koje prate prethodna
izvo¹denja, a vrednosti za navedene konstante date od pojedinih istra∙zi-
va∙ca me¹dusobno se mnogo ne razlikuju, upravo mnogo se ne razlikuju
rasporedi brzina koji iz njih proizilaze. Naj∙ce∙s¶ce se navode vrednosti
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CI = 2;5 i
p

Rec = 11;6, pa je onda, shodno (94{24), CII = 5;5 ∙sto,
uneseno u (94{23) daje:

uq
¿=½

= 2;5 ln
x2

q
¿=½
º + 5;5

raspored brzina u turbulentnom sloju,
u glatkom provodniku

(94{25)

Ovim je raspored brzina izra∙zen kao veza bezdimenzionalnih veli∙ci-

na u=
q
¿=½ i x2

q
¿=½=º. I u podsloju raspored brzina, dat sa (94{17),

mo∙ze se preobli∙citi u vezu izme¹du dve navedene bezdimenzionalne ve-
li∙cine. Dobija se njihova srazmernost:

uq
¿=½

=
x2

q
¿=½
º

raspored brzina u podsloju

(94{26)

Do prethodnog se do∙slo iz (94{17), uz izra∙zavanje uc i ±c prema
(94{20) i (94{21). Jedna∙cina (94{26) va∙zi samo za podsloj, za x2 < ±c,
a za granicu podsloja, na osnovu (94{20) i (94{21) pi∙se se:

ucq
¿=½

=
±c
q
¿=½

º
=
q

Rec (94{27)

Poznavanjem rasporeda brzina (94{25), ∙sto pretpostavlja da su kon-
stante CI i Rec u (94{22) odre¹dene, omogu¶cava vezu izme¹du napona
trenja ¿ i proticaja (jer integrisanje brzine u po preseku daje proticaj).

¤ ¤ ¤

Za ,,hrapav zid" dobi¶ce se grani∙cni uslov prema slede¶cem rasu¹diva-
nju. Hrapavost neposredno obrazuje strujanje u sloju, sada ,,sloj nije
za∙sti¶cen podslojem", jer izbo∙cine stvaraju vrtloge, a na ∙cije obrazovanje
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viskoznost je zanemarljivo uticajna. Ti vrtlozi su presudni za raspored
osrednjenih brzina, koje opisuje funkcija:

u = u[x2(½; k; ¿)]

Brzina u zavisi od rastojanjax2 zida, uz uticaj veli∙cina upisanih u
unutra∙snju zagradu, koje su parametarske veli∙cine (u pojedina∙cnom
primeru one su konstante, a menjaju se od primera do primera. To su
gustina ½ (uticaj viskoznosti se izostavlja za strujanje uz hrapav zid),
apsolutna hrapavost odre¹dena visinom izbo∙cina k i napon trenja ¿ iz-
me¹du zida i °uida. Ne unosi se polupre∙cnik r cevi ili debljina sloja 2h
u ravanskom strujanju, jer se pretpostavlja da ista vrednost napona
trenja ¿ , uz iste vrednosti k i ½, name¶ce odre¹deni raspored prizidnih
brzina bez obzira na vrednosti za h, odnosno r. Upravo sve ∙sto se zbiva
u sloju prenosi se na delovanje sloja na zid naponom ¿ .

U prethodno napisanoj funkciji za raspored brzina ulazi 5 veli∙cina,
pa ¶ce dimenzionalna analiza to svesti na vezu 2 bezdimenzionalne ve-
li∙cine. Za osnovne veli∙cine uzimaju se x2, u, ½, a ¿ i k dobijaju bezdi-
menzionalne zamene:

¿

½u2

k

x2

pa se mo∙ze napisati funkcija

ukq
¿=½

= f
µ
x2

k

¶

Na rastojanju od zida x2 = k, brzina je u = uk, (vidi sl. 91{1) pa se

na osnovu prethodnoga mo∙ze zaklju∙citi da je uk=
q
¿=½ jednako f(1), tj.

vrednost funkcije za jednu odre¹denu vrednost, a to je ista konstantna
vrednost za sve slu∙cajeve. Prema tome, mo∙ze se napisati:

ukq
¿=½

= const = CIII (94{28)

U ovaj izraz nije u∙sla hrapavost (visina izbo∙cina k), jer je dimenzio-
nalna analiza dovela do bezdimenzionalne veli∙cine za ¿ , gde se pojavi-
lo k0. To je zbog toga ∙sto je smi∙sljeno uzeta brzina uk, na mestu x2 = k,
∙cime je k ipak u∙slo u razmatranje, jer uk o∙cigledno zavisi od k. U op∙stu
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jedna∙cinu (94{10) stavi¶ce se u0 = uk za x0 = k i istovremeno ¶ce se uk
izraziti prema (94{28), i dobi¶ce se:

uq
¿=½

= CI ln
x2

k
+ CIII (94{29)

Konstanta CI je ista kao kod glatkog zida, dok je CIII karakteristi∙cna
konstanta za hrapav zid { njena vrednost je oko 8,5 { pa se stavljanjem
takvih vrednosti u prethodnu jedna∙cinu, dobija:

uq
¿=½

= 2;5 ln x2
k + 8;5

raspored brzina u turbulentnom sloju,
u hrapavom provodniku

(94{30)

¤ ¤ ¤
Uz obrasce (94{25) i (94{30) treba primetiti da prethodno treba

utvrditi da li se primenjuje prvi ili drugi obrazac tj. treba znati da li
se u datom slu∙caju zid provodnika pona∙sa kao gladak ili kao hrapav.
Na prvi pogled izgleda da je ovo veoma lako odrediti: ako je k < ±c
(visina izbo∙cina manja od debljine podsloja) zid treba smatrati glatkim,
a za k > ±c zid se progla∙sava za hrapav. To je, me¹dutim, povr∙sno
(i nedovoljno ta∙cno) shvatanje. Naime, prelaz iz podsloja u sloj nije
nagao, nego postepen, i to ¶ce se izlagati malo kasnije. Uvide¶ce se da
postoji prelazna oblast kada se cev ne pona∙sa ni kao glatka, ni kao
hrapava { to je uostalom ve¶c nagove∙steno na kraju prethodnog odeljka
(III). Pokaza¶ce se da se zid pona∙sa kao gladak tek ako su izbo∙cine ni∙ze
od otprilike polovine debljine podsloja ±c, sra∙cunate iz

p
Rec = 11;6.

Tek tada one postaju neuticajne na sloj iznad podsloja (jer su dobro
pokrivene). Pokaza¶ce se tako¹de da izbo∙cine k moraju biti ∙cak nekoliko
puta ve¶ce od ±c pa da se ostvari da je cev hrapava (da nema uticaja
viskoznosti na raspored osrednjenih brzina).

Uz pretpostavku da je razja∙snjeno da li je zid gladak ili hrapav, iza-
brani obrazac za tu oblast, za zadato ¿ , odre¹duje raspored osrednjenih
brzina u po celom preseku struje, a integrisanje brzine u po preseku,
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u stvari po x2, daje proticaj. Ili, za zadati proticaj, odre¹den je na-
pon trenja ¿ . Ovime je pokazano da se, na∙celno uzev∙si, zadatak mo∙ze
re∙siti, a kako izgledaju posve odre¹dene veze izme¹du otpora trenja i
proticaja, bi¶ce napisano u Poglavlju 96, a na osnovu rasporeda brzina
datih sa (94{25) i (94{30).

¤ ¤ ¤

Poznavanjem vrednosti konstante CI, ranije napisana jedna∙cina za
,,de¯cit brzine" (94{14) potpuno je odre¹dena. Sa CI = 2;5 ona postaje:

um ¡ uq
¿=½

= 2; 5 ln
h

x2
(94{31)

Ona va∙zi i za glatke i za hrapave provodnike.
Povodom jedna∙cine (94{31), koja je sa jo∙s neodre¹denom konstantom

ve¶c napisana sa (94{14), treba re¶ci ne∙sto ∙sto va∙zi za sve izraze (ne samo
za logaritamske) za tzv. ,,de¯cit brzine" tj. za smanjenje brzine od mak-
simalne (za um¡u) u turbulentnom sloju. U tim izrazima pojavljuje se
napon trenja ¿ o zid, ali se ne ispoljava poreklo toga napona, ne vidi se
da li je on posledica dejstva viskoznosti ili hrapavosti, ili i jednog i dru-
gog. Ti obrasci va∙ze stoga i za glatke i za hrapave provodnike, za njih je
potrebno samo da se zna napon ¿ , a neuticajno je ∙sta je njegov uzrok.
Ista vrednost za ¿ u istom provodniku (isto h odnosno r) daje isti izraz
za ,,de¯cit brzine" bez obzira da li je provodnik gladak ili hrapav. Me¹du-
tim, mora se ista¶ci da izrazi za ,,de¯cit brzine" unose ¿ i um, a te veli∙cine
su me¹dusobno zavisne, pa se obe ne mogu zadati. To je prime¶ceno ve¶c
iza ispisivanja (94{14), a to zna∙ci da je ispisana zakonitost za ,,de¯cit
brzine" nedovoljna i da treba jo∙s saznanja da se zadatak re∙si. Ta se sa-
znanja nalaze u prizidnim grani∙cnim uslovima, gde je bitno da li je zid
hrapav ili gladak { od toga zavisi ¿ , pa onda prizidni grani∙cni uslovi
(preko ¿ ) posredno uti∙cu i na raspored brzina, i kada se on izra∙zava
po∙cev∙si od mesta maksimalne brzine, od sredine provodnika.

¤ ¤ ¤

Jedna∙cine (94{25), (94{30) i (94{31), kao i isti izrazi sa jo∙s neod-
re¹denim konstantama (94{23), (94{29) i (94{14), namenjeni su ra-
vanskoj struji izme¹du dve plo∙ce na rastojanju 2h, a i za cev kru∙znog
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preseka. Za drugi slu∙caj i u tim izrazima (uostalom, kao svuda) treba h
zameniti sa polupre∙cnikom r cevi (nagla∙sava se da x2 svuda ozna∙cava
udaljenost od zida).

¤ ¤ ¤

Na slici 94{2 prikazana je gra¯∙cki zavisnost (94{25) koja je op∙sti
bezdimenzionalni prikaz rasporeda brzina koje name¶ce gladak zid. La-
minarni podsloj uz sam zid ne mo∙ze se uop∙ste prikazati u istoj razmeri,
ako se ∙zeli obuhvatiti ceo sloj. Stoga je posebna slika 94{3 namenjena
za prikazivanje rasporeda brzina u blizini zida. Na toj slici, linija (I) se
odnosi na podsloj gde je raspored brzina dat izrazom (94{26), koji se
za koordinatne ose X i Y svodi na Y = X. Linija (III) je gra¯∙cki prikaz
zavisnosti (94{25) za turbulentni sloj (Y = 2;5 lnX+5;5). Izme¹du linija
(I) i (III) ucrtana je linija (II) kao prelaz iz (I) u (III), jer se izme¹du
podsloja i sloja obrazuje prelazna oblast (II) koju dosada∙snja razma-
tranja nisu pominjala. nema naglog prelaza iz laminarnog podsloja u
turbulentni sloj, taj prelaz je postepen, sa postepenim ja∙canjem turbu-
lencije. To pokazuju brojni eksperimenti. Granica laminarnog sloja je

otprilikeX = x2

q
¿=½=º = 5. Prelazna oblast zahvata 5 < X < 30, dok

je turbulentni sloj za otprilikeX > 30. Prelaz (II) se mogao izostaviti u
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izvo¹denju zakonitosti (94{25) za turbulentni sloj, ako je prizidni grani∙c-
ni uslov tako odre¹den da se dobiju dobri rezultati za X > 30. Tako je i
ura¹deno. U prete∙znom broju prakti∙cnih zadataka dovoljno je poznava-
ti raspored brzina samo u sloju, jer on ∙cini skoro celu struju, po∙sto su
podsloj (I) i prelaz (II) uzeti zajedno, zanemarljive debljine u odnosu
na sloj (III). Uslov za prelaz iz podsloja u sloj uz izostavljanje prelaza,
dat je ranije sa granicom podsloja prema (94{27), ∙sto se za koordinatne
osovine X i Y sa sl. 94{3 svodi na X = Y =

p
Rec. Jedna∙cina (94{25),

a po njoj je nacrtana linija (III), napisana je uz prethodno usvajanjep
Rec = 11;6, pa se stoga linije (I) i (III) seku u ta∙cki X = Y = 11;6

(vidi sl. 94{3), i tako se sa (94{25) mogao dobiti dobar raspored brzina
za sloj (III) iako se formalno nije vodilo ra∙cuna o prelazu (II). Me¹dutim,
posebno zanimanje za blizinu zida zahteva da se debljina podsloja izrazi
pribli∙zno sa:

±c
q
¿=½

º
= 5 (94{32)
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Slika 94{3 Raspored brzina u podsloju (I), sloju (III) i prelazu (II)
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a za prelaznu oblast u granicama:

5 ∙
x2

q
¿=½

º
∙ 30

vrednosti za u=
q
¿=½, prema opitima, se kre¶cu kako je dato u slede¶coj

tablici:

x2

q
¿=½
º 5 10 20 30

uq
¿=½

5,0 8,5 11,9 14,0

¤ ¤ ¤

Slika 94{3, uz prethodno izlaganje, pru∙za mogu¶cnost da se oceni
kada se zid ,,pona∙sa kao gladak", a kada kao ,,hrapav". Ako su izbo∙cine
manje od debljine laminarnog podsloja, pa ∙cak ne ulaze ni u prelaznu
oblast, zid je ,,gladak", tada je apsolutna hrapavost manja od debljine
podsloja, tj. k < ±c, a ±c treba izraziti prema (94{32). Da bi zid bio
,,hrapav" moraju izbo∙cine da dovoljno prodru u sloj, pa da njihov uticaj
postane presudan za raspored brzina u sloju. Prelaz (II) zavr∙sava kod

x2

q
¿=½=º jednako otprilike 30, a apsolutna hrapavost mora da bude

ve¶ca { obi∙cno se navodi da vrednost za k
q
¿=½=º treba da pre¹de 70, pa

da se zid iska∙ze kao ,,hrapav". Prethodna razmatranja dozvoljavaju da
se napi∙su slede¶ci uslovi:

gladak zid
k
q
¿=½
º < 5

hrapav zid
k
q
¿=½
º > 70

9
>>>=
>>>;

(94{33)

Za vrednosti izme¹du 5 i 70 zid nije ni ,,dovoljno gladak" (da se
izostavi uticaj ,,hrapavosti"), ni ,,dovoljno hrapav" (da je uticaj visko-
znosti zanemarljiv za raspored brzina u sloju). Tada ne va∙zi nijedan
do navedenih rasporeda: ni (94{23) za glatke zidove, ni (94{29) za
hrapave. Mo∙ze se ∙cak re¶ci da su oni samo upro∙s¶ceni slu∙cajevi, kada je
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jedan od uticaja zanemarljiv, a to je pojednostavilo grani∙cne uslove,
pa tako i omogu¶cilo dobijanje zavisnosti, ali odvojenih (samo za glatke,
odnosno samo za hrapave zidove). Za oblast izme¹du glatkih i hrapavih
zidova raspored brzina zavisi i od viskoznosti i od hrapavosti. To bi
izra∙zavala funkcija oblika:

uq
¿=½

= f

0
@x2

q
¿=½

º
;
x2

k

1
A (94{34)

koja povezuje bezdimenzionalne veli∙cine, koje su se pojavljivale u izra-
zima za gladak i za hrapav provodnik.

V

PODELA TURBULENTNOG SLOJA NA PRIZIDNI
I UDALJENI DEO; POSEBNA ZAKONITOST
RASPOREDA BRZINA ZA UDALJENI DEO

Na slici 94{3 prikazan je raspored brzine uz zid i obuhva¶cen je samo
po∙cetak sloja, dok je na prethodnoj slici { sl. 94{2 { obuhva¶cen ceo sloj,
ali se onda nisu mogle ispoljiti zakonitosti za podsloj i prelaz, jer su
oni (podsloj i prelaz) srazmerno pretanki (u odnosu na sloj). Mogu¶ce
je obuhatiti sve ako se pre¹de na prikazivanje sa logaritmima rastoja-
nja (a tada logaritamska zavisnost postaje prava) { slika 94{4. Ova
slika treba i da poslu∙zi da se prika∙ze da su izvesna eksperimentalna
istra∙zivanja ukazala da posle nekog rastojanja od zida raspored brzina
napu∙sta logaritamsku zakonitost { to odvajanje prikazuje linija (IV) na
slici 94{4. Prihvatanje logaritamske zakonitosti samo do izvesnog rasto-
janja od zida, njeno dalje napu∙stanje, dovodi do podele sloja na: ,,pri-
zidni deo sloja" (III) i ,,udaljeni deo sloja" (IV) { slika 94{4. Samo se u
(III) prihvata logaritamska zakonitost, dok se u (IV) tra∙zi uskla¹divanje
sa maksimalnom brzinom { tu vlada ,,zakon de¯cita brzine". Za pri-
zidni deo sloja va∙zi logaritamska zakonitost, mo∙ze se primeniti (94{23)
koja se prepisuje:

uq
¿=½

= CI ln
x2

q
¿=½

º
+ CII (94{35)
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Slika 94{4 Podela turbulentnog sloja na 'prizidni deo' (III) gde va∙zi
logaritamskazakonitost i 'udaljeni deo' (IV), gde se ona napu∙sta

Po∙sto do sredine struje ne va∙zi logaritamska zakonitost, za brzinu
um (za x2 = h) mora se uneti popravka ¢, pa je:

umq
¿=½

= CI ln
h
q
¿=½

º
+ CII + ¢ (94{36)

Oduzimanjem (94{35) od (94{36) dobija se za de¯cit brzine:

um ¡ uq
¿=½

= CI ln
h

x2
+ ¢ (94{37)

Uticaj navedenog odstupanja je prakti∙cno zanemarljiv kod struja u
cevima kru∙znog preseka i izme¹du paralelnih plo∙ca. Daju se vrednosti
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za ¢ do 0,7. Me¹dutim, uz to se obi∙cno daje za CI ne∙sto manja vrednost
od 2,5, pa se u prete∙znom delu struje dobije za brzinu skoro ista vre-
dnost kao i pri uobi∙cajenom CI = 2;5 uz ¢ = 0.

Za ,,udaljeni deo sloja", ako se za njega ne prihvata logaritamska
zakonitost, preporu∙cuje se ∙cesto ,,paraboli∙cna zakonitost":

um ¡ uq
¿=½

= CIV

µ
1¡ x2

h

¶2

(94{38)

Za CIV se daju vrednosti od 6 do 9. Na slici 94{5 nacrtana je zavi-
snost (94{38) sa CIV = 7. Na istoj slici za prizidni deo sloja prihvata

1 1

0.1 10

04812
0.01 100

0.4 2.5

0.04 25

h
x =2 Xh

x2

τ ρ/
u -um =Y

udaljeni deo

Y=7(1- x
h )2 2 2=7(1- 1 )X

Y X=2,4 ln  + 0,6
prizidni deo

Y X=2,5 ln

jedinstvena
zakonitost

Slika 94{5 Slo∙zeni raspored brzina: logaritamska zakonitost za prizidni
deo napisana prema (94{37) sa ¢ = 0;6; paraboli∙cna zakonitost za udalje-
ni deo napisana je prema (94{38) sa CIV = 7; jedinstvena logaritamska
zakonitost je data sa (94{31)
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se obrazac (94{37) sa ¢ = 0;6 i CI = 2;4. Prikaz je dat, primera radi,
da se vidi kako se sa te dve zakonitosti obuhvata sloj, sa time ∙sto je
razgrani∙cenje tamo gde se linije koje gra¯∙cki prikazuju te zakonitosti
seku { to je za onu vrednost x2=h koja po oba obrasca { (94{37) i
(94{38) { daju istu vrednost um ¡ u. Iz ovoga primera mo∙ze se izvu¶ci
pouka da se izborom konstanti CIV i CI mo∙ze raspored brzina ,,doterati"
tako da izra∙zava ono ∙sto se opa∙za na opitima. Pored toga iz slike 94{5
mo∙ze se primetiti da jedinstvena logaritamska zakonitost za ceo sloj, sa
uobi∙cajenom vredno∙s¶cu CI = 2;5, ne daje raspored brzina koji se zna-
∙cajno razlikuje od posebnih zakonitosti za prizidni i udaljeni deo sloja.

¤ ¤ ¤

Obrazac (94{38) za ,,udaljeni deo sloja" napisan je u obliku obra-
zaca za tzv. ,,de¯cit brzine" u kojima se izra∙zava smanjenje brzine od
maksimalne, pa za njega va∙zi primedba napisana iza izraza (94{31), jer
se ona odnosi na sve izraze za tzv. ,,de¯cit brzine". Naime, u njima se
pojavljuje napon trenja ¿ o zid, bez ispoljavanja njegovog porekla, bitna
je samo vrednost za ¿ , a neuticajno je (za izraz za ,,de¯cit brzine") da
li napon trenja ¿ stvara gladak ili hrapav zid. Ali je tamo { iza izraza
(94{31) { zaklju∙ceno da poznavanje samo zakona za de¯cit brzine ne
re∙sava zadatak, jer se u njemu pojavljuju dve veli∙cine za odre¹divanje
(¿ i um), a one su me¹dusobno zavisne, a ta zavisnost mo∙ze se utvrditi
samo uz grani∙cne uslove na zidu.

Do sada se za ,,prizidni deo sloja" uzimala zakonitost za gladak zid.
Ako bi bio hrapav, umesto (94{35), treba primeniti jedna∙cinu (94{29)
koja se prepisuje:

uq
¿=½

= CI ln
x2

k
+ CIII (94{39)

Za maksimalnu brzinu um treba i ovde uneti popravku ¢ pa je:

umq
¿=½

= CI ln
h

k
+ CIII + ¢ (94{40)

Na kraju, treba re¶ci da podela na ,,prizidni" i ,,udaljeni" deo sloja
zna∙ci primenu dve zakonitosti, svaki deo ima svoju. Integrisanje brzine
u po celom preseku, a kroz oba dela sloja daje proticaj, i to mora biti
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zadati proticaj, a onda on odre¹duje napon ¿ i raspored brzina. Ili, ume-
sto proticaja, mo∙ze biti zadat napon ¿ , a time je onda potpuno odre¹den
proticaj, kao i raspored brzina. Navedena odre¹denja sprovode se, posve
razumljivo, za jedan potpuno odre¹den provodnik i odre¹den °uid tj. uz
poznavanje veli∙cina koje odre¹duju presek (h, odnosno r), te poznavanje
apsolutne hrapavosti k, gustine ½ i koe¯cijenta viskoznosti ¹.
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95

DODATNA OBRAZLO∙ZENJA ZA
LOGARITAMSKU ZAKONITOST

RASPOREDA BRZINA

I

RASPOREDI BRZINA KOJI PROIZILAZE
IZ PRETPOSTAVKE O DU∙ZINI ME∙SANJA

Logaritamska zakonitost za raspored brzina mo∙ze se dovesti u vezu
sa Prantlovom hipotezom (PRANDTL) { on je uveo u razmatranje
,,du∙zinu me∙sanja". ∙Sta se pod ,,du∙zinom me∙sanja" podrazumeva obja-
sni¶ce se na primeru koji se prou∙cava { na rasporedu brzina u ustalje-
nom, ravanskom, paralelnom i pravolinijskom osrednjenom strujanju,
gde je u1 = u = u(x2), u2 = u3 = 0. Na mesto gde je brzina u
pristigne deli¶c sa mesta gde je brzina u + ¢u, a razlika ¢u se mo∙ze
pribli∙zno izraziti sa ldu=dx2 (vidi sl. 95{1). Deli¶c je tako popre∙cno
pre∙sao putanju du∙zine l, i to se mo∙ze nazvati ,,du∙zina me∙sanja" (to
je du∙zina na kojoj se obavlja turbulentno me∙sanje). Za istu vrednost
izvoda du=dx2 vi∙sak brzine ¢u koju pristigli deli¶c poseduje, u odnosu
na lokalnu brzinu u mesta gde je pristigao, bi¶ce srazmeran sa ,,du∙zinom
me∙sanja" l. Mo∙ze se smatrati da ¶ce °uktuacioni dodatak brzine u01 biti
ve¶ci (trenutno pove¶canje brzine bi¶ce ve¶ce) ako je deli¶c pristigao sa ve¶cim
vi∙skom osrednjene brzine, tj. ako je ¢u ve¶ce. U jednu ta∙cku pristi∙zu
deli¶ci sa mesta gde je brzina ve¶ca, ali i sa mesta gde je brzine manja,
prvi uzrokuju u01 > 0, a drugi u01 < 0 (jer je u prvom slu∙caju ¢u > 0,
a u drugom ¢u < 0).

Za meru °uktuacija brzine mo∙ze se uzeti prose∙cna vrednost trenut-
nih apsolutnih vrednosti °uktuacija, ∙sto se za brzinu u pravcu 1 pi∙se:

ju01j =
1

t0

Z t+t0=2

t¡t0=2
ju01jdt (95{1)
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∆u
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x2

u

Slika 95{1

Ovo je napisano po ugledu na op∙sti obrazac za osrednjavanje vre-
dnosti u turbulentnom strujanju, napisan sa (51{2). Treba napomenuti
da, usled pretpostavljenih uslovljenosti, ju01j ne zavisi od vremena (za
jednu ta∙cku je konstantna) tj. trenutak t je proizvoljan, a tako¹de i vre-
me opa∙zanja t0 (treba samo da je t0 dovoljno duga∙cko da se ispolje sve
osobine °uktuacija).

Naime, primer koji se razmatra je primer ustaljenog strujanja kako
se ono u turbulentnom strujanju shvata: osrednjene vrednosti, uklju-
∙cuju¶ci i osrednjene vrednosti °uktuacija, su ustaljene.

Prema obrazlo∙zenom, ju01j treba povezati sa razlikom ¢u osrednje-
nih brzina (koja se tako¹de uzima u apsolutnoj vrednosti j¢uj, da se po-
ve∙ze sa apsolutnom vrednosti ju01j). Kako se, shodno izlo∙zenom, ¢u mo-
∙ze izraziti sa ldu=dx2, za j¢uj se pi∙se:

j¢uj = lj du
dx2

j

pa se onda za ju01j pi∙se

ju01j » j¢uj » l
du

dx2

(95{2)
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Ovde l treba shvatiti kao nekakvu prose∙cnu vrednost ,,du∙zine me∙sa-
nja".

Nadalje se pretpostavlja da je popre∙cna °uktuacija istoga reda kao
podu∙zna, jer se trenutno pove¶canje, odnosno smanjenje podu∙zne brzine
mora preneti pore∙cnom. To se zapisuje sa:

ju02j ¼ ju01j (95{3)

Napisano sa (95{2) i (95{3) omogu¶cava da se osrednjeni proizvod
u01u

0
2 (koji odre¹duje ,,napon turbulencije") napi∙se sa:

¡u01u02 = l2
du

dx2

¯̄
¯̄
¯
du

dx2

¯̄
¯̄
¯ (95{4)

Ovde je umesto srazmernosti napisana jednakost, jer se kao l sada
shvata ona ,,du∙zina me∙sanja" koja zadovoljava jedna∙cinu, a ne tvrdi
se da l ta∙cno odre¹duje neku posve odre¹denu du∙zinu. Me¹dutim ∙sirina
pojasa u kome se odvija me∙sanje deli¶ca, povezana je sa du∙zinom l, jer
je on, van svake sumnje, ve¶ci, ako je l ve¶ce. Ako bi se radilo eksperi-
mentalno, ne bi se l merilo, nego bi se merenjem odre¹divalo u i u01u

0
2 u

zavisnosti od x2, a onda bi se l sra∙cunalo primenom (95{4).
Nadalje, izraz (95{4), napisan je tako da su istoga znaka du=dx2 i

¡u01u02, a to zna∙ci da su istoga znaka du=dx2 i ¾t21 (jer je ¾t21 = ¡½u01u02).
Za x2 < h (do polovine struje) du=dx2 > 0 (jer se brzina pove¶cava uda-
ljavanjem od zida), dok je du=dx2 < 0 za h < x2 < 2h, pa je ¾t21 < 0, a
to je saglasno sa (94{7).

Prantl je za ,,du∙zinu me∙sanja" pretpostavio da je srazmerna sa ra-
stojanjem od zida (jer se udaljavanjem od zida mogu o∙cekivati ve¶ce
mogu¶cnosti za me∙sanje) ∙sto se pi∙se sa:

l = Âx2 (95{5)

gde je Â konstanta.
Kori∙s¶cenjem ove srazmernosti u (95{4) i mno∙zenjem sa ½ dobija se:

¾t
21 = ¡½u01u02 = ½Â2x2

2

du

dx2

¯̄
¯̄
¯
du

dx2

¯̄
¯̄
¯ (95{6)

Ovo je jedan od primera za vezu izme¹du °uktuacija i osrednjenih
veli∙cina, a takva veza (kao dodatna jedna∙cina) omogu¶cava re∙savanje
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zadataka iz turbulentnog strujanja; bez takve veze broj jedna∙cina bio bi
nedovoljan. O tome je na∙celno raspravljano u Poglavlju 53, i poslednja
jedna∙cina u tom poglavlju li∙ci na (95{6) { to je tamo (u Poglavlju 53)
namerno u∙cinjeno, jer je to najprostija izme¹du mnogobrojnih veza koje
se preporu∙cuju kao veze izme¹du °uktuacija i osrednjenih veli∙cina.

Iz jedna∙cina (94{7) i (95{6) dobija se:

du

dx2
=

1

Â

s
¿

½

1

x2

r
1¡ x2

h
(95{7)

∙sto va∙zi da polovine struje (x2 ∙ h) a izu∙cavanja ne moraju ni i¶ci dalje
jer je struja simetri∙cna. Prilikom ispisivanja (95{7), na osnovu (95{6),
vodilo se ra∙cuna da je du=dx2 > 0 za x2 < h.

Integrisanje prethodne jedna∙cine, uz uslov u = um za x2 = h, da¶ce
za ,,de¯cit brzine":

um ¡ uq
¿=½

=
1

Â

2
4ln

1 +
q

1¡ x2
h

1¡
q

1¡ x2
h

¡ 2

r
1¡ x2

h

3
5 (95{8)

U ovoj jedna∙cini, kao i svuda, x2 ozna∙cava udaljenost od zida,
a h polovinu debljine ravanske struje, ∙sto se, kod kru∙zne cevi, zamenjuje
polupre∙cnikom r.

Ova jedna∙cina je kona∙can cilj iz svih prethodnih pretpostavljanja,
a njena valjanost mo∙ze se eksperimentalno proveriti, i to jednostavno,
merenjem samo osrednjenih brzina u za ostvareni napon trenja ¿ , koji
bi se lako posredno odredio, merenjem pijezometarskih kota i primenom
jedna∙cine (94{8), odnosno (94{9). Nagla∙sava se da ispravnost jedna∙cine
pretpostavlja da je Â = const.

Ako bi se nizom primera utvrdila valjanost jedna∙cine (ne bi se nai-
∙slo na primere koji je opovrgavaju), mogle bi se prihvatiti sve u∙cinjene
pretpostavke, iako se one same neposredno ne proveravaju, nego se
samo proverava krajnji rezultat do koga su dovele. Mo∙ze se re¶ci da
je mogu¶ce da se sve odvija onako kako pretpostavke ka∙zu, kada je to
dovelo do dobrog kona∙cnog rezultata.

Logaritamska zakonitost za ,,de¯cit brzine" (94{14) ima znatno je-
dnostavniji oblik od (95{8). Iako su ta dva izraza po obliku dosta razli-
∙citi, pode∙savanjem vrednosti konstante u (95{7) mo∙ze se posti¶ci da ona
daje pribli∙zno isti raspored brzina sa (94{31), ∙sto je i prikazano na sli-
ci 95{2, gde je u (95{7) uzeto Â = 0;32. Tako se logaritamska zakonitost
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(1)
(2)
(3)

jedna~ina (94-31)
jedna~ina (95-8)
jedna~ina (95-16)

x2
h

0.2

1

0.5

0.1

0.05

0.02

0.01
14 12 10 8 6 4 2 0

, sa     = 0.35χ
, sa     = 0.32χ

τ ρ
mu   - u

Slika 95{2 Rasporedi brzina koji proizlaze iz Prantlove (2) i Karmanove
(3) pretpostavke za 'du∙zinu me∙sanja', i upore¹denje sa logaritamskom zakoni-
tosti (1)

mo∙ze shvatiti i kao dobra aproksimacija, (a u vidu veoma prostog izra-
za) za zakonitost koja proizilazi iz Prantlove pretpostavke o ,,du∙zini
me∙sanja", a koja se pi∙se podosta slo∙zenim izrazom (95{7).

Za logaritamsku zakonitost veza izme¹du °uktuacija i osrednjenih
vrednosti data je sa (94{13). Mo∙ze se dobiti logaritamska zakonitost,
ako se i zadr∙zi izra∙zavanje ,,du∙zinom me∙sanja", ali prema slede¶cem:

l = Âx2

r
1¡ x2

h
(95{9)

a ne sa l = Âx2, kako je bilo napisano sa (95{5). Ako se l prema (95{9)
uvrsti u (95{4) dobija se zaista (94{13), ∙sto odgovara logaritamskoj
zakonitosti, samo bi u (95{8) trebalo staviti da je:

Â =
1

CI

Za ranije usvojeno CI = 2;5, sa kojim je napisano (94{30), zna∙ci da
je u (95{8):

Â =
1

CI

= 0;4 (95{10)
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Do logaritamske zakonitosti rasporeda brzina mo∙ze se do¶ci i sa pret-
postavkom za ,,du∙zinu me∙sanja" l = Âx2, ako se odre¹duje raspored br-
zina samo za ,,prizidni deo sloja", gde je x2=h maleno, do 0,1, jer se
tu x2=h mo∙ze zanemariti u odnosu na jedinicu, pa se izraz (94{7) za
napon ¾t

21 pojednostavljuje:

¾t
21 = ¡½u02u01 = ¿

µ
1¡ x2

h

¶
¼ ¿ = const (95{11)

pa je ¡u02u01 = ¿=½, ∙sto sa l = Âx2, uvr∙steno u (95{4) daje

du

dx2

=
1

Â

s
¿

½

1

x2

(95{12)

a to sa Â = 1=CI daje izraz (94{12) koji va∙zi za logaritamsku zakonitost.

¤ ¤ ¤

U svojevremenim nastojanjima da se turbulencija razjasni i da se
prona¹du ,,formule za turbulenciju" zapa∙zena je Karmanova hipoteza
(K¶ARM¶AN). Ta hipoteza primenjena na zadatak koji se razmatra, daje
za ,,du∙zinu me∙sanja", umesto (95{5) slede¶ci izraz:

l = Â
du=dx2

d2u=dx2
2

(95{13)

∙sto je i u dimenzionalnom skladu, a Â i ovde treba da bude konstanta, i
to pribli∙zno iste vrednosti kao u (95{5). Uvr∙stavanjem (95{13) u (95{4),
za polovinu struje (0 < x2 < h) gde je du=dx2 > 0, dolazi se do:

¡u01u02 =
Â2(du=dx2)

4

(d2u=dx2
2)

2
(95{14)

Desna strana ovoga izraza je pozitivna, a to je potpuno u redu,
ako se posmatra samo polovina struje (0 < x2 < h) jer se tu ostva-
ruje u02u

0
1 < 0, ∙sto je obrazlo∙zeno iza izraza (94{7), a to je pominjano

malo pre, iza (95{4).
Iz (95{14), izra∙zavanjem u02u

0
1 preko (94{7) dobija se:

(du=dx2)
2

d2u=dx2
2

=
1

Â

s
¿

½

r
1¡ x2

h
(95{15)
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Ova diferencijalna jedna∙cina drugog reda ima op∙ste re∙senje sa dve
integracione konstante, koje ¶ce se odrediti zadovoljavanjem dva grani∙c-
na uslova: u = um (za x2 = h), i u = ¡1 (za x2 = 0). Ovaj drugi uslov
ostvaruje se i kod logaritamske zavisnosti, jer i kod nje, a i kod zavi-
snosti koja ¶ce proiste¶ci iz (95{15), dobijeni raspored brzina ne va∙zi za
blizinu zida (za x2 blisko nuli), jer tu i ne va∙ze zakonitosti turbulentnog
strujanja. Naime, grani∙cni uslovi (zid) name¶cu tu povezivanje zakoni-
tosti za turbulentan sloj sa prizidnim uslovima. Integrisanje (95{15),
uz navedena dva uslova daje za ,,de¯cit brzine":

um ¡ uq
¿=½

= ¡ 1

Â

∙r
1¡ x2

h
+ ln

µ
1¡

r
1¡ x2

h

¶¸
(95{16)

Na slici 95{2 prikazana je i ova zavisnost. Linija (3) nju prikazuje,
sa vredno∙s¶cu konstante Â = 0;35 { tako se dobija dobro podudaranje
sa rasporedom po logaritamskoj zavisnosti, ∙sto se uvi¹da sa iste slike.

¤ ¤ ¤

Prikazano na sl. 95{2 dozvoljava da se prihvati slede¶ce rasu¹divanje.
Iz na∙celno druga∙cijih pretpostavki, koje dovode do razli∙citih matema-
ti∙ckih izraza, kroz pode∙savanje vrednosti za konstante, mogu se dobiti
skoro isti rasporedi brzina. Ovo ide u prilog prihvatanju ∙sto je mogu¶ce
prostijeg izraza za raspored brzina, po∙sto ni slo∙zeniji izraz nije posle-
dica takvih pretpostavki, koje su op∙steva∙ze¶ce i neprikosnovene. Valja-
nost neke od pretpostavki ceni se prema rezultatima do kojih dovodi,
prema njihovom podudaranju ili nepodudaranju sa stvarno opa∙zenim
∙cinjenicama. Treba primetiti da se ne proverava ba∙s ono ∙sto je su∙stina
pretpostavke, nego se posmatraju dobijeni rezultati { ovde je to ra-
spored brzina. Sama pretpostavka je nedore∙cena, ostavlja se da se
kroz njenu proveru odrede vrednosti onih veli∙cina za koje ona tvrdi da
su konstantne, pa su vrednosti konstanti posledica pode∙savanja da se
dobiju dobri rezultati, upravo opitima provereni. Jasno je da u takvim
postupcima ima mesta za niz pretpostavki i da se one mogu uskladiti da
daju pribli∙zno iste rezultate { pogotovo kada se radi o prostom zadatku,
o odre¹divanju rasporeda brzina izme¹du plo∙ca ili u kru∙znoj cevi.

I slo∙zeniji zadaci turbulentnog strujanja poku∙savaju se re∙savati na
na∙cin koji je na∙celno isti sa ovde primenjivanim. Naime, °uktuacione
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vrednosti moraju se izraziti nekom vezom sa osrednjenim, tako se do-
bija dovoljan broj jedna∙cina. Na to je, iza jedna∙cine (95{6) skrenuta
pa∙znja, pozivaju¶ci se na na∙celne rasprave pri kraju Poglavlja 53, uz
napomenu da je (95{6) jedna od najprostijih veza izme¹du °uktuacionih
i osrednjenih vrednosti. Razume se da ta veza mo∙ze da bude slo∙zenija.
U novije vreme veze izme¹du °uktuacionih i osrednjenih veli∙cina nazi-
vaju se ,,modeli turbulencije". Preporu∙cuje se onaj ,,model" koji dovodi
do dobrih krajnjih rezultata (do osrednjenih vrednosti veli∙cina koje se
tra∙ze). Tako se potvr¹duje ,,ispravnost" modela, a obi∙cno se neposredno
ne proverava sama pretpostavka na kojoj se zasniva ,,model". Ne prove-
ravaju se njeni navodi, nego se ona ogla∙sava podobnom, ako su krajnji
rezultati podobni, ako su posledice takve kakve bi ona trebala da proi-
zvede. Ovakvo shvatanje, kome se su∙stinske zamerke, strogo uzev∙si, ne
mogu otkloniti, pratilo je razmatranja i u ovde primenjivanom ,,modelu
turbulencije" (Prantlov, Karmanov).

II

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE
NA RASPORED BRZINA

Raspored brzina je poznat, ako se poznaje brzina u u zavisnosti
od rastojanja x2 od zida za pojedini primer, a od primera do primera
menjaju se parametri: gustina ½, koe¯cijent viskoznosti ¹, apsolut-
na hrapavost k, napon trenja ¿ po zidu, polovina rastojanja izme¹du
plo∙ca h (to se kod cevi kru∙znog preseka zamenjuje polupre∙cnikom r).
Me¹dusobnu vezu pomenutih 7 veli∙cina, dimenzionalna analiza svodi na
vezu 4 bezdimenzionalne veli∙cine. Za osnovne veli∙cine uzimaju se x2,
¿ i ½ a onda se preostale 4 pi∙su svojim bezdimenzionalnim zamenama,
koje ulaze u me¹dusobnu vezu:

f

Ã
h

x2

;
k

x2

;
¿

½u2
;

¹

½ux2

!
= 0

Mno∙zenjem recipro∙cne vrednosti poslednje upisane bezdimenzional-

ne veli∙cine sa kvadratnim korenom pretposlednje dobija se x2

q
¿=½=º

(zamenjeno je ¹ sa ½º), ∙sto se uzima kao zamena za poslednju veli∙cinu.
(Naime, dodavanjem jedne bezdimenzionalne veli∙cine mora se izostaviti
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jedna od napisanih.) Ovom zamenom dobija se

uq
¿=½

= f
µ
h
x2
; k
x2
;
x2
p
¿½

º

¶

(I) (II) (III)

(95{17)

Za ,,prizidni deo sloja" umesno je pretpostaviti da raspored brzina
zavisi od stanja uz zid, a da nema uticaja ono ∙sto je udaljeno od njega.
Ovo zna∙ci da raspored brzina u tom delu zavisi od ¿ , k, ½ i ¹, a ne i
od h. Ovo je ve¶c obja∙snjeno pre ispisivanja (94{28). Prime¶cuje se da je
navedena pretpostavka tamo prihva¶cena za prizidni deo sloja, kakav se
i razmatrao, a ista ¶ce se ovde primeniti na ceo sloj, uz primedbu da su
verovatno zbivanja u prizidnom delu sloja presudna za raspored brzina
u celom sloju. To potkrepljuju i jedna∙cine (94{23) i (94{29) proverene u
eksperimentalnom istra∙zivanju, a u njima na raspored ne uti∙ce debljina
sloja h. Usvojena pretpostavka se mo∙ze prihvatiti uz napomenu da
¶ce biti proverena. Tako otpada (I) u (95{17) a ostaje veza izme¹du
preostale tri. Ako se razdvoje prou∙cavanja na sloj uz ,,gladak", ili uz
,,hrapav" zid, pored (I) otpada i (II) (za ,,gladak zid"), odnosno (III)
(za ,,hrapav zid"). Tako se pi∙su veze:

za gladak zid
uq
¿=½

= f

0
@x2

q
¿=½

º

1
A (95{18)

za hrapav zid
uq
¿=½

= f
µ
x2

k

¶
(95{19)

Druga jedna∙cina ve¶c je bila napisana izrazom koji je prethodio
(94{28).

Zadatak opita je da potvrde ispravnost u∙cinjenih pretpostavki, koje
su vezu (95{17) pojednostavile, i svele na (95{18) i (95{19), i opiti,
nadalje, utvr¹duju kakve su veze (95{18) i (95{19). Izlaganja u prethod-
nom poglavlju (94) pokazala su da se mogu prihvatiti izrazi (94{23) i
(94{29), a ti se izrazi uklapaju u (95{18) i (95{19).

Treba se podsetiti da je obja∙snjeno da je odvajanje u oblasti ,,glat-
kih" odnosno ,,hrapavih" zidova omogu¶ceno time ∙sto je u pojedinoj
oblasti jedan od uticaja premo¶can, a drugi zanemarljiv. Me¹dutim, mora
postojati i ,,prelazna oblast" tako da se zadatak ne mo∙ze re∙savati ni kao
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,,gladak" ni kao ,,hrapav" zid { tada su oba uticaja ravnopravna, pa je
zadatak za istra∙zivanje odre¹divanje funkcije:

uq
¿=½

= f

0
@x2

q
¿=½

º
;
x2

k

1
A (95{20)

Za ,,udaljeni deo sloja" polazi se od maksimalne brzine, pa se ,,de¯cit
brzine" um¡u izra∙zava u funkciji h¡x2 (to je rastojanje od mesta ma-
ksimalne brzine, dok su gustina ½, napon trenja ¿ i debljina struje h
parametarske veli∙cine). Veza tih 5 veli∙cina svodi se na:

um ¡ uq
¿=½

= F

Ã
h¡ x2

h

!
(95{21)

Upore¹denje ovoga izraza sa (95{17) pokazuje da su izostavljene ta-
mo∙snje bezdimenzionalne veli∙cine (II) i (IV), dok su (I) i (III) malo
preobli∙cene. Izostavljanje navedenih veli∙cina posledica je shvatanja da
je isti raspored brzina u ,,udaljenom delu sloja" ako je isto um, ¿ i h,
a bez obzira na vrednosti za ¹ i k tj. bez obzira kako se na zidu stva-
ra napon trenja ¿ ; bitna je samo njegova vrednost. Tako se i prave
zakonitosti za ,,de¯cit brzine", ∙sto je i razja∙snjeno u izlaganjima iza
izraza (94{31) i delimi∙cno ponovljeno iza ispisivanja (94{38). Lako se
uvidi da se izrazi (94{14) i (94{38), napisani za ,,de¯cit brzine", ukla-
paju u (95{21), kao mogu¶cnosti njegovog odre¹denja.

¤ ¤ ¤
Zanimljivo je pokazati da izra∙zavanje jedinstvene zakonitosti za oba

dela sloja (prizidni i udaljeni) navodi na logaritamsku zakonitost, jer
ona mo∙ze da zadovolji obe zavisnosti: (95{18) za prizidni i (95{21)
za udaljeni deo sloja. Ako va∙zi za oba dela, zavisnost (95{18) ¶ce dati
maksimalnu brzinu:

umq
¿=½

= f

0
@h

q
¿=½

º

1
A (95{22)

Oduzimanjem (95{18) od (95{22) dobija se:

um ¡ uq
¿=½

= f

0
@h

q
¿=½

º

1
A¡ f

0
@x2

q
¿=½

º

1
A (95{23)
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(95{21) mo∙ze se napisati kao:

um ¡ uq
¿=½

= F

Ã
h

x2

!
(95{24)

Jedinstvena zakonitost za ceo sloj (za prizidni i za udaljeni deo
sloja) zahteva da desne strane u (95{23) i (95{24) budu istovetne, ∙sto
zna∙ci da je f i F ista funkcija, a to je mogu¶ce ako je ona logaritam-
ska, jer ¶ce onda na desnoj strani (95{23) biti razlika logaritama, ∙sto je
ujedno i logaritam odnosa, a odnos h=x2 se pojavljuje na desnoj stra-
ni (95{24). Desna strana u (95{23) mo∙ze da bude CI lnh ¡ CI lnx2 a
to je CI ln(h=x2) ∙sto je u skladu sa desnom stranom u (95{24).

Prethodna izvo¹denja bila su namenjena glatkom zidu, a za hrapavi
dobilo bi se potpuno isto. Naime, umesto (95{23) napisalo bi se:

um ¡ uq
¿=½

= f

Ã
h

k

!
¡ f

µ
x2

k

¶
(95{25)

∙sto bi se dobilo na osnovu (95{19).

III

ZAVR∙SNA RAZMATRANJA O LOGARITAMSKOJ
ZAKONITOSTI RASPOREDA BRZINA

Posle izlaganja u prethodnom i ovom poglavlju (94 i 95) o rasporedu
brzina mo∙ze se postaviti pitanje: za∙sto se za kru∙zne cevi ne preporu-
∙cuje jedna zakonitost ako ona proizilazi iz istovetnih opita? Istovetni
opiti treba da daju iste rezultate. Odakle onda neslaganja, pa se daju
razli∙cite zakonitosti ili razli∙cite konstante u na∙celno istim izrazima za
raspored brzina? Ta neslaganja nisu, dodu∙se, zna∙cajna ako se mere
po prakti∙cnim posledicama (ne razlikuju se mnogo rasporedi brzina),
ali ipak (iz na∙celnih razloga) tra∙ze razja∙snjenje. Mo∙ze se iz istih razlo-
ga, postaviti isto pitanje i za ravansku struju: za∙sto se svi navodi za
strujanje izme¹du dve plo∙ce potpuno ne podudaraju?

Obja∙snjenja za prethodno daju se op∙sirno u nastavku:

1. Neslaganja se, pre svega, mogu pripisati neistovetnosti grani∙cnih
uslova. Ovi uslovi morali bi obezbediti jednolikost struje, ∙sto
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zna∙ci potpunu istovetnost rasporeda brzina u svim presecima, a
za to treba da se ostvari i istovetnost rasporeda osrednjenih °uk-
tuacionih brzina, a tako ¶ce i biti samo ako na posmatranu deonicu
cevi (na kojoj se istra∙zuje) ne uti∙cu nikakvi lokalni uticaji. Tu se,
pre svega, misli na uticaje na ulazu u cev, koji na turbulentne °uk-
tuacije uti∙cu prili∙cnom du∙zinom cevi, pa onda na mogu¶ce uticaje
od spojeva cevi (u cevovodu). Treba dodati da nije ba∙s jedno-
stavno napraviti cev potpuno osnosimetri∙cnu, i sa pravolinijskim
izvodnicama (tako da se odstupanja, ni merenjem, ne prime¶cuju).
Posebno treba ista¶ci razli∙citost u postizanju hrapavosti na cevima
na kojima se ispitivalo.

Kod ravanske struje izme¹du dve paralelne plo∙ce treba posti¶ci da
te plo∙ce budu zaista ravne, ∙sto nije bez prakti∙cnih te∙sko¶ca, jer
struja mora da bude dosta ∙siroka, da se na podu∙znoj simetralnoj
ravni (u kojoj se odre¹duju brzine) ne ose¶ca uticaj bo∙cnih zidova.
Jasno je da i za ovaj slu∙caj, opitna deonica mora da bude dovoljno
duga∙cka da se postigne jednolikost struje.

2. Uklju∙civanje jednolikih osnosimetri∙cnih i ravanskih struja u istu
zakonitost ne proizilazi iz sli∙cnosti tih struja (nisu, pre svega,
geometrijski sli∙cne), nego iz zajedni∙cke jedna∙cine, pa se objedi-
njavanje ta dva strujanja mora tome pripisati. Naime, ista jedna-
∙cina se mogla napisati za raspored brzina za ravansku struju, i
za raspored brzina kod kru∙zne cevi. Istovetnost jedna∙cine zna∙ci i
istovetnost rasporeda brzina (po normali ravanske struje, odnosno
du∙z pre∙cnika cevi).

Me¹dutim, uprkos neslaganjima u zakonitostima rasporeda brzina
i za jedan slu∙caj (kru∙zna cev, ili ravanska struja izme¹du plo∙ca),
daju se zakonitosti koje se odnose na oba slu∙caja, jer se ostvareni
rasporedi brzina malo razlikuju, ∙sto zna∙ci da je ono ∙sto se izra∙zava
jedna∙cinom dovoljno ta∙cno za prakti∙cnu upotrebu.

3. Zakonitosti za rasporede brzina proiza∙sli su iz eksperimentalnih
radova, pa na∙cin i ta∙cnost merenja, van svake sumnje, uti∙cu na
mogu¶ca neslaganja u rezultatima.

Uz prethodno treba skrenuti pa∙znju na razmatranja iza jedna∙cina
(94{8) i (94{9), gde je obja∙snjeno da se obi∙cno napon trenja ¿
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neposredno ne meri, nego se meri pijezometarska razlika dva pre-
seka, pa se onda ¿ obra∙cuna iz (94{8), odnosno (94{9). Brzine se
neposredno mere { na primer sa Pitoovom cevi (obja∙snjenom u
Poglavlju 83 { sl. 83{2). Merna sredstva i na∙cin merenja, kao i
stepen postignute ta∙cnosti nisu isti kod svih opita, pa se i tu mo∙ze
na¶ci izvesno obja∙snjenje za manja neslaganja u prikazu rezultata,
a ve¶cih neslaganja kako je re∙ceno i nema, i za njih se ne bi ni
moglo na¶ci obja∙snjenje.

4. Naredna obja∙snjenja za razli∙cite zakonitosti rasporeda brzina, i
razli∙cite konstante, treba tra∙ziti u obradi opa∙zenih podataka, u
tra∙zenju i usvajanju zakonitosti koja izra∙zava opa∙zeno. Ako se
opa∙zeno mo∙ze usaglasiti sa nekom zakonitosti, ona se mo∙ze pri-
hvatiti, sa time ∙sto to usagla∙savanje daje i vrednosti konstanti
koje ulaze u napisane izraze za zakonitost. Zakonitost se na∙celno
prihvata ako se rezultati opita mogu uklopiti u izraz u kome su
u njemu predvi¹dene konstante zaista konstante { misli se na kon-
stante CI; CII; CIII; CIV u izrazima (94{23), (94{29) i (94{38), kao
i na konstantu Â u (95{8), odnosno (95{16). Me¹dutim, mo∙ze na-
stati neslaganje u vrednostima konstanti, iako postoji saglasnost
za na∙celno istu zakonitost. Mo∙ze se na osnovu izlaganja u pret-
hodnom i ovom poglavlju (94 i 95) re¶ci da svaku od predlo∙zenih
zakonitosti opravdava neko prihvatljivo rasu¹divanje, ali ono ne
mo∙ze dokraj∙citi izraz, mora se ostaviti opitima da odrede vre-
dnost konstanti. Prema tome svakoj od predlo∙zenih zakonitosti
mo∙ze se dati naziv ,,semiempirijska", ∙sto iskazuje da ona proizilazi
iz na∙celnih pretpostavki, ali je treba dopuniti iskustvom. Prikazi
na sl. 94{5 i 95{2 navode na pomisao da se sve ,,uz dobru volju"
mo∙ze uskladiti, ∙cak i razli∙cite (po izgledu) zakonitosti, uz ,,pogo-
dan izbor konstanti" dovode do skoro istog rezultata, koji se, kao
krajnji cilj tra∙zi. Mo∙zda se previ∙se napora ula∙ze da bi se neka od
zakonitosti prikazala da je ona ba∙s ,,ona prava".

¤ ¤ ¤

Prethodno izlo∙zenom mo∙ze da postane blizak zaklju∙cak da nije mo-
gu¶ce stvaranje nekakve op∙ste va∙ze¶ce, ta∙cne i potpuno odre¹dene zako-
nitosti, koja se ostvarivala u svim opitima, i koja ¶ce se ostvarivati u
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svim primerima. Stoga je razumljiva ∙zelja da se brojni eksperimen-
talni podaci uklju∙ce u nekakvu pribli∙znu zavisnost, koja bi trebala da
bude prosta, jer bi slo∙zeniji izrazi imali smisla samo kada bi bili pot-
puno ta∙cni, a to se, shodno svim dosada∙snjim razmatranjima, ne mo∙ze
o∙cekivati.

Slo∙zeniji izraz { kao na primer (95{8) ili (95{16) nametnuo bi se
jedino ako bi bio posledica potpuno odre¹dene pretpostavke, kojoj se ne
bi mogla staviti nikakva zamerka, niti bi se mogla zameniti drugom, a
ako bi taj izraz davao ta∙cnije rezultate u svim zadacima od onih koje
daje neki prostiji izraz. To se, me¹dutim, ne mo∙ze o∙cekivati { shodno
ranijim obrazlo∙zenjima.

Zaklju∙cak iz upore¹denja na slikama 94{5 i 95{2, ako se razmi∙slja-
njem pro∙siri, dovodi do pomisli da treba prihvatati prostije izraze, ako
se mogu podesiti da daju skoro iste prakti∙cne rezultate kao i slo∙zeni-
ji, pogotovo ∙sto je ta slo∙zenost samo posledica pretpostavki kojima se
ne mo∙ze pripisati op∙ste va∙ze¶ca i neprikosnovena ta∙cnost. To name¶ce
i pomisao da bi trebalo prihvatiti logaritamsku zakonitost, jer je ona
posledica najprostijeg izra∙zavanja du=dx (tj. za promenu brzina u po-
pre∙cnom preseku), kako je to obrazlo∙zeno iza izraza (94{12), i da bi
je trebalo prihvatiti za ceo sloj, a onda i dimenzionalna analiza nju
name¶ce (to je zaklju∙ceno u ovom poglavlju { u Odeljku II).

Prihvatanje prethodno izre∙cene ,,preporuke" za prihvatanje logari-
tamske zakonitosti rasporeda brzina navodi i na pomisao da li bi se
mogla prihvatiti jo∙s prostija zakonitost od logaritamske, ako bi i ta po-
slu∙zila svrsi, ako bi dala dovoljno dobre rezultate za prakti∙cnu upotrebu.
Obrazlo∙zenje da ne treba nastojati na upotrebi slo∙zenijeg izraza ako
nije pouzdaniji od prostijeg, doprinelo je ,,preporuci" logaritamske za-
konitosti, ali takvo obrazlo∙zenje nadalje mo∙ze ,,preporu∙citi" jo∙s prostiju
zakonitost. U izlaganjima je provejavala misao da ne treba uporno na-
stojati na upotrebi slo∙zenijeg izraza ako nije pouzdaniji od prostijeg,
jer samo izrazito ve¶ca pouzdanost, ili ∙cak neprikosnovenost, opravdava
slo∙zeniji izraz { ne treba ,,gajiti iluzije" da je svaka slo∙zenost ujedno i
pouzdanija ta∙cnost. Mo∙ze se odmah nagovestiti da su u upotrebi pro-
stiji izrazi, od logaritamskog, za raspored brzina { to su eksponencijalni
izrazi, i njima ¶ce biti posve¶ceno Poglavlje 97, po∙sto se u Poglavlju 96
ispitaju obrasci za otpor trenja koji proizilaze iz logaritamske zakoni-
tosti brzine.
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96
LOGARITAMSKE ZAKONITOSTI
ZA OTPORE TRENJA U CEVIMA

I

POSEBNI OBRASCI ZA OTPORE TRENJA
U GLATKOJ I U HRAPAVOJ CEVI

Srednja brzina v za presek struje izmedu dve paralelne plo∙ce, uz
pretpostavku ravanskog strujanja, iznosi:

v =
1

h

Z h

0
udx2 =

Z 1

0

Ã
um ¡ 2;5

s
¿

½
ln

h

x2

!
d
µ
x2

h

¶
(96{1)

Uzeta je u razmatranje samo polovina struje (struja je simetri∙cna)
tj. od zida (x2 = 0) do sredi∙snje simetrale (x2 = h), a u je izra∙zeno na
osnovu obrasca (94{31) za smanjenje brzine. Iz (96{1) sledi:

v = um + 2;5

s
¿

½

Z 1

0
ln
x2

h
d
µ
x2

h

¶
= um ¡ 2;5

s
¿

½

vq
¿=½

=
umq
¿=½

¡ 2;5 (96{2)

Ovaj izraz va∙zi i za glatke i za hrapave plo∙ce, jer za oba slu∙caja
va∙zi i malo pre kori∙s¶ceni izraz (94{31). Ako se razmatranja ograni∙ce
na glatke plo∙ce, koristi se izraz (94{25), koji za x2 = h, daje u = um, i
tako dobijena brzina um uvr∙stava se u (96{2), ∙sto dovodi do:

vq
¿=½

= 2;5 ln
h
q
¿=½

º
+ 3;0 (96{3)
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U nastavku koristi¶ce se uobi∙cajene bezdimenzionalne veli∙cine:

C¿ =
¿

1
2½v

2
koe¯cijent trenja

Re =
hv

º
Rejnoldsov broj (96{4)

Prvi izraz uveden je sa (91{18), a drugi je prvi put napisan sa (62{1),
uz napomenu da je ovde odmah obavljena zamena ¹=½ sa º (º = kine-
mati∙cki koe¯cijenat viskoznosti), shodno (62{12).

Za koe¯cijent C¿ i za Re-broj uzete su za karakteristi∙cne veli∙cine
(one koje su bitni pokazatelji struje), a to su: srednja brzina v i polovina
debljine struje h.

(96{3) sa izra∙zavanjem preko C¿ i Re preobli∙cava se u:

s
2

C¿
= 2;5

0
@ln Re

s
C¿
2

+ 1;2

1
A (96{5)

Ovo je izraz za struju izme¹du dve plo∙ce, ako se one pona∙saju kao
glatke, i uz pretpostavljenu logaritamsku zakonitost uz njene konstan-
te: CI = 2;5 i CII = 5;5. Za druge vrednosti konstanti CI i CII dobio bi
se izraz koji bi imao samo druk∙cije konstante od onih u (96{3).

Za struju izme¹du hrapavih plo∙ca na isti na∙cin iz (96{2) i (94{30),
dobija se: s

2

C¿
= 2;5

Ã
ln
h

k
+ 2;4

!
(96{6)

¤ ¤ ¤
Za cev kru∙znog preseka, polupre∙cnika r, proticaj Q je jednak:

Q = ¼r2v (96{7)

a taj isti proticaj mora biti jednak slede¶cem integralu:

Q =
Z r

0
u2¼(r ¡ x2)dx2 = 2¼r2

Z 1

0
u
µ
1¡ x2

r

¶
d
µ
x2

r

¶
(96{8)

Pojedini sabirak u napisanom integralu je elementarni proticaj, gde
se brzina u mno∙zi sa povr∙sinom kru∙znog prstena neizmerno malene
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debljine dx2, a sa polupre∙cnikom r ¡ x2 (r = polupre∙cnik cevi, a x2 i
ovde, kao i svuda, ozna∙cava udaljenost od zida).

Izjedna∙cavanje prethodna dva izraza za Q, uz pisanje u prema
(94{31), i sa zamenom h sa r, daje:

v = 2
Z 1

0

Ã
um + 2;5

s
¿

½
ln
x2

r

!µ
1¡ x2

r

¶
d
µ
x2

r

¶
=

= 2um

Z 1

0

µ
1¡ x2

r

¶
d
µ
x2

r

¶
+ 5

s
¿

½

Z 1

0
ln
x2

r

µ
1¡ x2

r

¶
d
µ
x2

r

¶

Vrednosti integrala su 1/2, odnosno 3/4, pa se dobija:

vq
¿=½

=
umq
¿=½

¡ 3;75 (96{9)

i to va∙zi i za glatku, i za hrapavu cev.

¤ ¤ ¤

Za glatku cev, brzina u osovini cevi, napisana sa um u prethodnom
izrazu, odre¹dena je obrascem (94{25), jer on daje u = um za x2 = r {
tako se dobija:

vq
¿=½

= 2;5 ln

0
@rv
º

q
¿=½

v

1
A+ 5;50¡ 3;75 (96{10)

Uve∙s¶ce se uobi∙cajene bezdimenzionalne veli∙cine:

¸ = 4C¿ =
8¿

½v2
(96{11)

Re =
vD

º
(96{12)

Veli∙cina ¸ je, prilikom uvo¹denja u razmatranje, u Poglavlju 91, obra-
scem (91{22), nazvana ,,koe¯cijentom trenja za cev kru∙znog preseka", i
ona je uobi∙cajena bezdimenzionalna veli∙cina za izra∙zavanje trenja kod
cevi.

Re-broj se obrazuje sa pre∙cnikom D = 2r kao karakteristi∙cnom du-
∙zinom { i to je uobi∙cajeno.
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Kori∙s¶cenjem (96{11) i (96{12), izraz (96{10) se dovodi na oblik:
s

8

¸
= 2;5 ln

0
@1

2
Re

s
¸

8

1
A+ 1;75

∙sto se svodi na: s
1

¸
= 0;88 ln(Re

p
¸)¡ 0;91 (96{13)

Ako se umesto prirodnih logaritama (ln) uzmu dekadni (log) pret-
hodno se pi∙se:

1p
¸

= 2;03 log(Re
p
¸)¡ 0;91 (96{14)

Iz Nikuradzeovih eksperimenata ve¶c pomenutih u Poglavlju 94, Ode-
ljak III, proiza∙sao je obrazac:

1p
¸

= 2 log(Re
p
¸)¡ 0;80 (96{15)

Navedena dva obrasca { (96{14) i (96{15) daju rezultate koji se
zanemarljivo razlikuju, drugi obrazac ima zaokru∙zenu konstantu pred
logaritmom (2 umesto 2,03), a to se nadokna¹duje smanjenjem i druge
konstante (sa 0,91 na 0,8). Mo∙ze se, upore¹duju¶ci (96{14) i (96{15) vi-
deti da je relativna gre∙ska za ¸ zanemarljiva (ispod 1%) ako se ra∙cuna
po drugom, umesto prvom obrascu, i to za vrednosti Re od 5000 do 106

(gde se i ostvaruju prakti∙cni slu∙cajevi za glatke cevi). Stoga se mo∙ze
prihvatiti izraz (96{15), a on se mo∙ze napisati i u obliku monoma:

1p
¸

= 2 log Re
p
¸

2;5

obrazac za glatke cevi

(96{16)

¤ ¤ ¤
Za hrapavu cev primenjuje se opet (96{9), samo ∙sto se um izra∙zava

prema obrascu (94{30) za hrapavu cev, koji daje u = um za x2 = r.
Tako se dobija:

vq
¿=½

= 2;5 ln
r

k
+ 8;50¡ 3;75
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Uvo¹denjem ¸, tj. kori∙s¶cenjem (96{11), i zamenom r = D=2, pretho-
dno se pi∙se sa: s

8

¸
= 2;5 ln

D

k
¡ 2;5 ln 2 + 4;75

Deljenjem sa
p

8 i uvo¹denjem dekadnih logaritama dobija se:

1p
¸

= 2;03 log
D

k
+ 1;07 (96{17)

Nikuradze je rezultate svojih opita obuhvatio obrascem:

1p
¸

= 2 log
D

k
+ 1;14 (96{18)

Za D=k izme¹du 10 i 105 (van svake sumnje je da su prakti∙cni slu-
∙cajevi unutar ovih granica) prethodna dva izraza daju rezultate, koji
se zanemarljivo razlikuju, pa se mo∙ze prihvatiti drugi { tako je bilo
i sa (96{15), umesto (96{14), kod glatke cevi. Drugi izraz { misli se
na (96{18) { mo∙ze se napisati u monomnom obliku:

1p
¸

= 2 log 3;7D
k

obrazac za hrapave cevi

(96{19)

Korisno je primetiti da je do obrazaca (96{16) i (96{19) dovela pri-
mena logaritamske zakonitosti rasporeda brzine za ceo sloj uz vrednosti
konstanti CI = 2;5; CII = 5;5; CIII = 8;5.

Prihvatanje druk∙cijih vrednosti za te konstante, u (94{23) i (94{29),

dovela bi opet do logaritamskih izraza za ¸, upravo za
q

1=¸, samo bi

u (96{16), odnosno (96{19) bile druk∙cije konstante (umesto 2 i 2,5,
odnosno umesto 2 i 3,7), ali ne mnogo razli∙cite od ovih, jer se svi na-
vodi o konstantama CI, CII i CIII kre¶cu u granicama koje se mnogo ne
razlikuju. ∙Cak i da su se primenili slo∙zeniji izrazi za raspored brzina,
pa ∙cak i oni sa dve zakonitosti (za ,,prizidni" i ,,udaljeni deo sloja"),
ne bi se mnogo izmenili rezultati za ¸, jer nije bilo zna∙cajnih razlika
ni u rasporedima brzina koji proizilaze iz, na prvi pogled, razli∙citih
pretpostavki za zakonitosti za raspored brzina.
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II

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE NA OTPORE
TRENJA U CEVI; EKSPERIMENTALNI REZULTATI

SA JEDNOLIKOM PE∙S∙CANOM HRAPAVOSTI

Postupak nazvan ,,dimenzionalna analiza", obja∙snjen u Poglavlju
61, primeni¶ce se na otpore trenja u cevima.

Napon trenja ¿ izme¹du °uida i zidova cevi zavisi od: pre∙cnika D,
srednje brzine v za presek (∙cime je odre¹den i proticaj), apsolutne hra-
pavosti k (to je visina izbo∙cina na zidu cevi) i od vrste °uida (∙sto
se izra∙zava gustinom ½ i koe¯cijentom viskoznosti ¹). Me¹dusobna ve-
za 6 nabrojanih veli∙cina je:

fdim(¿;D; v; k; ½; ¹) = 0

Ovu funkciju od 6 dimenzionalnih veli∙cina, primenom dimenzional-
ne analize, zamenjuje slede¶ca funkcija od 6¡ 3 = 3 bezdimenzionalne
veli∙cine. Za osnovne veli∙cine uzimaju se D; ½; v, pa se dobija:

fbezdim

Ã
¿

½v2
;
k

D
;

¹

½Dv

!
= 0 (96{20)

Iz (96{4) se vidi da prvi ∙clan pomno∙zen sa 2 daje koe¯cijenat tre-
nja C¿ , a mno∙zenjem C¿ sa 4 dobija se, kako pokazuje (96{11), koe¯ci-
jent ¸.

Prema tome, umesto prvog ∙clana u (96{20) mo∙ze se staviti:

koe¯cijent trenja za kru∙zne cevi = ¸ =
8¿

½v2
(96{21)

Drugi ∙clan je:

k

D
=

apsolutna hrapavost

pre∙cnik
= relativna hrapavost (96{22)

Recipro∙cna vrednost tre¶ceg ∙clana je:

Rejnoldsov broj = Re =
½vD

¹
=
vD

º
(96{23)

malo pre ve¶c kori∙s¶cen i napisan sa (96{12).
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Navedeno omogu¶cava zamenu u (96{20), pa se trenje mo∙ze iskazati
slede¶com funkcijom bezdimenzionalnih veli∙cina:

¸ = ¸
µ
k
D; Re

¶
(96{24)

¤ ¤ ¤
Poznavanjem koe¯cijenta trenja za kru∙zne cevi (¸) za zadati proti-

caj (tj. za poznatu brzinu v), poznat je i napon trenja (¿), jer (96{21)
daje:

¿ = ¸
½v2

8
(96{25)

a onda je poznat nagib linije energije IE, koji je kod jednolikoga te∙cenja
jednak nagibu pijezometarske linije I¦:

IE = I¦ =
¿

°D=4
(96{26)

∙sto je napisano na osnovu (94{9) ili (93{52), uz zamenu r = D=2.
Prethodna dva izraza (96{25) i (96{26) daju vezu izme¹du I¦ i brzi-

ne v:

IE = I¦ = ¸
v2

2gD
(96{27)

∙sto je tako¹de ve¶c napisano sa (91{23).
Prema tome, poznavanjem ¸, zadatak je u potpunosti re∙sen.

¤ ¤ ¤

U op∙sti izraz za trenje u cevi kru∙znog preseka (96{24) uklapaju
se zakonitosti (96{16) i (96{19), napisane, kao posebni slu∙cajevi, za
glatku, odnosno hrapavu cev, gde ¸ zavisi samo od Re, odnosno samo
od k=D. Potpuna zavisnost (96{24) { tj. zavisnost ¸ i od Re i od k=D,
ostvari¶ce se u prelazu iz glatke u hrapavu cev, o tome ¶ce biti re∙ci u
narednim izlaganjima.

Gra¯∙cki prikaz funkcije (96{24) na osnovu Nikuradzeovih opita jeste
sl. 96{1, koja podse¶ca na harfu, pa se taj prikaz ponegde naziva ,,Niku-
radzeova harfa". Ti opiti prvi put su pomenuti u Poglavlju 94, u Odelj-
ku III, gde je i opisana ,,pe∙s∙cana jednolika hrapavost" upotrebljavana u
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=30D
k

10 101010 5 643
0.01
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0.1

turbulentno
III - glatka cev     =   (Re) - obrazac (96-16)
IV - prelazna oblast     =   (Re, / )k D
V - oblast hrapavih cevi    =    ( / ) - obrazac (96-19)k D

λλ
λλ

λλ

I - laminarno strujanje - obrazac (93-57)
II - prelaz iz laminarnog u turbulentno strujanje

strujanje

Slika 96{1 Zavisnost koe¯cijenta trenja (¸) od Re-broja i relativne hra-
pavosti (k=D) prema Nikuradzeovim opitima

tim opitima. Iz tih opita proizi∙sli su rasporedi brzina (94{25) i (94{30),
a iz njih, malo pre u Odeljku I ovog poglavlja, izvedene su pomenute
zakonitosti (96{16) i (96{19).

LAMINARNO STRUJANJE { LINIJA (I) NA SLICI 96{1

U Poglavlju 93 raspravljeno je laminarno strujanje u cevi kru∙znog
popre∙cnog preseka, i tako je izrazom (93{57) odre¹den ¸. Taj izraz se
prepisuje:

¸ =
64

Re
(96{28)

Zamenjivanjem ¸ prema prethodnom izrazu u jedna∙cini (96{27) do-
bija se:

IE =
64º

vD2

v2

2g
=

32ºv

gD2
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Iz prethodnog se vidi da se ostvaruje ,,linearna zakonitost otpora":
Napon trenja ¿ za istu cev i isti °uid (isto D, ½ i ¹) srazmeran je sred-
njoj brzini v u preseku, a to zna∙ci i proticaju. Onda se tako ostvaruje
srazmernost izme¹du nagiba IE linije energije i brzine v.

PRELAZ IZ LAMINARNOG U TURBULENTNO
STRUJANJE { OBLAST (II) NA SLICI 96{1

U Poglavlju 64 obja∙snjen je prelaz iz laminarnog u turbulentno stru-
janje { taj prelaz prikazuje ubedljivo ,,Rejnoldsov eksperiment", prika-
zan na sl. 64{2. U izlaganjima koja prate tu sliku razja∙snjeno je da se
pouzdano mo∙ze tvrditi da je strujanje laminarno ako je Re-broj manji
od 2000, a da iznad te vrednosti postoji izvestan pojas Re-brojeva
gde se jo∙s mo∙ze odr∙zati laminarno strujanje mada je ono tu nestabilno,
mo∙ze se veoma malenim poreme¶cajem preobratiti u turbulentno. Po∙sto
ne postoji potpuno odre¹dena granica izme¹du laminarnog i turbulentnog
strujanja (koja ¶ce se uvek i svuda ta∙cno ostvariti) prelaz (II) na sl. 96{1
je prikazan kao ,,pojas", a ne jednom linijom.

TURBULENTNO STRUJANJE U GLATKOJ
CEVI { LINIJA (III) NA SLICI 96{1

Otpori su izra∙zeni sa:
¸ = ¸(Re) (96{29)

∙sto je skra¶ceni izraz u odnosu na op∙sti (96{24), jer je otpao uticaj hrapa-
vosti, po∙sto laminarni podsloj potpuno pokriva izbo∙cine, koje ∙cine hra-
pavost. To je op∙sirno raspravljano u Odeljku III Poglavlja 94. Odre¹de-
nje funkcije (96{29), prema Nikuradzeovim opitima, je izraz (96{16) ∙ciji
je gra¯kon linija (III) na slici 96{1. Treba se jo∙s podsetiti da je oblast
glatkih cevi ograni∙cena prvim izrazom u (94{33), jer ako on nije zado-
voljen, cev se ne pona∙sa kao glatka.

PRELAZ IZ GLATKE U HRAPAVU
CEV { OBLAST (IV) NA SLICI 96{1

Debljina podsloja u kome se ostvaruje laminarno strujanje mo∙ze
se oceniti na osnovu izraza (94{32), koji se mo∙ze napisati i druga∙cije,
koriste¶ci Re = vD=º i ¸ = 8¿=½v2:
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±c
q
¿=½

º
=
±cv

º

s
¸

8
=
±c
D

Re

s
¸

8
= 5 (96{30)

Iz izraza (96{16) se vidi da ra∙s¶cenjem Re
p
¸ opada ¸, a iz linije

(III) na sl. 96{1 uvi¹da se da opadanjem ¸ raste Re. Prema tome ra∙s¶ce-
njem Re-broja ra∙s¶ce i Re

p
¸, a onda, shodno poslednjem izjedna∙cenju

u (96{30), opada ±c=D. Dakle, za isti pre∙cnik podsloj je tanji ako je
Re-broj ve¶ci. Za isti pre∙cnik i isti °uid (isto D i º) podsloj se tanji ra-
∙s¶cenjem brzine v tj. ra∙s¶cenjem proticaja. Svojevremeno, u Poglavlju 62,
obja∙snjeno je da Re-broj ukazuje na razvijenost turbulencije (∙sto je Re
ve¶ci uticaji viskoznosti na osrednjeno strujanje su sve slabije izra∙zeni u
odnosu na uticaje °uktuacija), pa je prednji zaklju∙cak u skladu sa tim,
jer tanjenje laminarnog podsloja zna∙ci sve razvijeniju turbulenciju, ona
sve vi∙se potiskuje podsloj, dok manje razvijena turbulencija daje deblji
podsloj. Ako pak turbulencije nema, mo∙ze se shvatiti da tada laminarni
podsloj obuhvata ceo presek, dok turbulentnog sloja uop∙ste nema.

Izrazima (94{33) odre¹dene su granice za glatku i hrapavu cev, a
izme¹du njih je prelazna oblast. U svakoj cevi ra∙s¶cenjem Re-broja tanji
se podsloj, pa ona ,,prestaje da bude glatka" jer izbo∙cine po∙cinju da
∙str∙ce iz podsloja i hrapavost po∙cinje da uti∙ce na otpore (ali pored nje
uti∙ce i viskoznost, uticaj viskoznosti posta¶ce zanemarljiv tek daljnjim
ra∙s¶cenjem Re-broja, daljnjim tanjenjem podsloja, kada izbo∙cine toliko
prodru u sloj, da ,,cev postane hrapava"). U prelaznoj oblasti (IV) iz
glatke u hrapavu cev, ostvaruje se, dakle:

¸ = ¸

Ã
Re;

k

D

!
(96{31)

tj. potpuna funkcija (96{24) jer nijedan od dva u zagradi upisana uti-
caja nije zanemarljiv u odnosu na drugi.

Koriste¶ci iste zamene kao kod pisanja (96{30) mogu se granice ,,pre-
lazne oblasti" date sa (94{33) napisati izrazima gde se pojavljuju ¸
i Re. ,,Prelazna oblast" zahvata slede¶ce:

5 <
k
q
¿=½

º
=
kv

º

s
¸

8
=

k

D
Re

s
¸

8
< 70 (96{32)

Donja granica u ovom izrazu omogu¶cava da se odredi vrednost broja,
gde se linija za odre¹denu relativnu hrapavost ,,odlepljuje" od linije (III)
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za glatku cev. To je odre¹deno sistemom jedna∙cina, u kome je jedna od
jedna∙cina:

k

D
Re

s
¸

8
= 5 (96{33)

a druga je jedna∙cina (96{16) za glatku cev. Iz sistema te dve jedna∙cine,
za odre¹denu vrednost k=D, dobija se Re-broj, gde ta relativna hra-
pavost k=D po∙cinje da uti∙ce na trenje (tu je navedeno ,,odlepljenje").

Zadr∙zavaju¶ci istu levu stranu prethodne jedna∙cine (96{32), a stav-
ljaju¶ci na desnu stranu 70 (umesto 5), i koriste¶ci jo∙s i jedna∙cinu (96{19)
za hrapavu cev, dobija se sistem od dve jedna∙cine, iz kojih je, za odre¹de-
no k=D, odre¹den Re-broj, gde ta relativna hrapavost k=D napu∙sta pre-
laznu oblast (IV) i ulazi u oblast hrapavih cevi (V).

TURBULENTNO STRUJANJE U HRAPAVOJ
CEVI { OBLAST (V) NA SLICI 96{1

Cev se pona∙sa kao hrapava ako je

k

D
Re

s
¸

8
> 70

∙sto proizlazi iz izraza (96{32) { ta granica ucrtana je na sl. 96{1 kao
granica izme¹du (IV) i (V).

Za oblast ,,hrapavih cevi" op∙sta funkcija (96{24) svodi se na:

¸ = ¸

Ã
k

D

!
(96{34)

Odre¹denje ove funkcije, prema Nikuradzeu napisano je sa (96{19).
Za jednu odre¹denu cev (k=D = const), kada se pona∙sa kao hrapava,
daje koe¯cijent trenja ¸ = const, a to zna∙ci, za trenje istoga °uida,
srazmernost napona trenja i kvadrata brzine (ili kvadrata proticaja).
To se mo∙ze napisati sa:

¿ = const v2 const = ¸½=8 (96{35)

Za izra∙zavanje konstante kori∙s¶cen je izraz (96{25). Uspostavlja se,
dakle, ono ∙sto se naziva ,,kvadratna zakonitost otpora". S obzirom da
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je ¿ za isti provodnik, srazmeran sa IE, ∙sto proizilazi iz osnovne jedna-
∙cine trenja (96{26), i nagib linije energije, IE, je srazmeran sa kvadra-
tom brzine (tj. sa kvadratom proticaja). To je vidljivo i iz (91{23), za
¸ = const.

,,Kvadratna zakonitost" zna∙ci da se ostvaruje ono ∙sto se naziva-
lo ,,razvijena turbulencija", a to zna∙ci da su za osrednjeno strujanje
premo¶cni uticaji °uktuacija (to su inercijalni uticaji, to je otu¹denje
energije u vrtloge, u °uktuacije) dok su uticaji viskoznosti bezna∙cajni.
Tuma∙cenje pojma ,,hrapav zid", na po∙cetku Odeljka III Poglavlja 94,
neposredno po uvo¹denju u razmatranje pojmova ,,gladak" i ,,hrapav
zid", bilo je u smislu da ,,hrapav zid" stvara ,,razvijenu turbulenciju",
pa je onda viskoznost neuticajna na osrednjene vrednosti veli∙cina, pa i
na osrednjenu vrednost napona trenja (a svuda se pod oznakom ¿ po-
drazumeva osrednjena vrednost), a to onda zna∙ci neuticanje Re-broja
na bezdimenzionalnu zamenu za ¿ , na koe¯cijent trenja ¸. Stoga je
u (96{24) izostavljen Re-broj i napisalo se (96{34). Pod ,,izgubljenom
energijom" kod ,,hrapavih cevi" podrazumeva se ono ∙sto je otu¹deno iz
glavnog strujanja u °uktuacije, ∙sto je tako¹de razja∙snjeno u ve¶c pome-
nutom izlaganju u Odeljku III, Poglavlja 94.

,,Otpor hrapavog zida" mo∙ze se protuma∙citi kao ,,otpor tela" (kao
otpor izbo∙cina, na koji one uti∙cu, svojim dimenzijama, oblikom i raspo-
redom po zidu), dok se ,,otpor glatkog zida" mo∙ze nazvati ,,otpor trenja
u u∙zem smislu re∙ci", jer na njega ne uti∙cu nikakva tela (nikakav oblik).
Izbo∙cine na zidu, sa∙cinjavaju ono ∙sto se nazvalo ,,hrapavost", a to se
mo∙ze shvatiti kao veoma mnogo tela koji pru∙zaju otpor. Na prednjoj
strani svake izbo∙cine (kao kod svakog tela koje se suprotstavlja struja-
nju) pritisci se pove¶cavaju, a na stra∙znjoj strani smanjuju, a ta razlika
pritiska i jeste ono ∙sto daje prete∙zni deo otpora izbo∙cina. Otpor svih
izbo∙cina obra∙cunava se po jedinici povr∙sine zida, i to onda ∙cini ,,trenje"
kod hrapavoga zida.

III

OTPORI TRENJA U CEVIMA
U PRAKTI∙CNOJ UPOTREBI

Dosada∙snja razmatranja se odnose na jednoliku pe∙s∙canu hrapavost
(sa kojom je opite obavio Nikuradze), a cevi u prakti∙cnoj upotrebi nisu
tako ohrapavljene. Kod njih je hrapavost nejednolika i po vrednosti (po
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visini izbo∙cina) i po obliku. O tome ¶ce se op∙sirnije raspravljati u Odelj-
ku I Poglavlja 99, a za sada se treba podsetiti navedenog u Odeljku III
Poglavlja 94, gde se ve¶c postavilo pitanje nejednolikosti hrapavosti u
prakti∙cnim slu∙cajevima, i dat je odgovor da hrapavost u pojedinom
slu∙caju treba izraziti ,,ekvivalentnom jednolikom pe∙s∙canom hrapavosti",
koja daje isti otpor. Ovo, me¹dutim tra∙zi obrazlo∙zeno opravdanje, jer se
mo∙ze postaviti pitanje: Da li ¶ce hrapavost druk∙cija po obliku od pe∙s∙ca-
ne, i nejednolika, slediti zakonitost za jednoliku pe∙s∙canu? Po na∙celima
sli∙cnosti to se, bez ikakvih dodatnih dokaza, ne sme tvrditi. Mo∙ze se
prihvatiti jedino ako postoje dopunska iskustvena saznanja da je izra∙za-
vanje sa ,,ekvivalentnom jednolikom pe∙s∙canom hrapavosti" prihvatljivo
za prakti∙cne potrebe, jer se dobijaju dovoljno dobri rezultati za praksu.
A to je tako i prihva¶ceno u praksi.

¤ ¤ ¤

Izme¹du prikaza na sl. 96{1 i opa∙zenih rezultata kod cevi u prakti∙cnoj
upotrebi prime¶cena je na∙celna razlika u pona∙sanju u ,,prelaznoj oblasti"
(IV), koja se pripisuje razlici u delovanju hrapavosti pri napu∙stanju za-
konitosti za glatku cev. Kod jednolike pe∙s∙cane hrapavosti pove¶canjem
Re-broja (∙cime podsloj postaje tanji) sve izbo∙cine po∙cinju da ∙str∙ce
iz podsloja odjednom (jer su jednake), pa se to ispoljava kroz naglo
odvajanje linije za odre¹denu relativnu hrapavost (za odre¹deno k=D) od
linije (III). Nadalje, linija za odre¹deno k=D u prelaznoj oblasti (IV) ima
minimum pa se iza njega popela na vrednost za ¸ koju kao konstantu
zadr∙zava kroz celu oblast (V) za hrapave cevi. Kod nejednolike hra-
pavosti (kakve su redovno u prakti∙cnoj upotrebi) ra∙s¶cenjem Re-broja,
izbo∙cine postepeno probijaju podsloj: prvo najve¶ce, pa se uklju∙cuju sve
manje { stoga je odvajanje linije za odre¹deno k=D od linije (III) poste-
penije (nego kod jednolike hrapavosti), a postepenije je i uklju∙civanje
linije za odre¹deno k=D u ¸ = const. Sem te postepenosti, linija za
odre¹deno k=D nema uop∙ste minimuma. Pomenute razlike za jednoli-
ku i nejednoliku hrapavost prikazane su na sl. 96{2, gde se zakonitost
za nejednoliku hrapavost pripisuje Kolbruku (COLEBROOK). Za to
ime vezana je formula, koja uklju∙cuje (III), (IV) i (V) tj. celokupno
turbulentno strujanje (glatku cev, prelaz iz nje u hrapavu i hrapavu
cev), a izra∙zavaju¶ci ba∙s postepeno napu∙stanje linije (III) i postepeno
uklju∙civanje u liniju ¸ = const za odre¹deno k=D. To se vidi na sl. 96{3
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λ

Re

Nikuradze

Colebrook

glatka cev prelaz

hrapava cev
= constk

D

Slika 96{2 Prelaz iz glatke u hrapavu cev pri jednolikoj hrapavosti (prema
Nikuradzeovim opitima) i pri nejednolikoj hrapavosti (prema Kolbrukovom
obrascu)

koja je gra¯∙cki prikaz slu∙cajeva izraza:

1p
¸

= ¡2 log
µ

2;5
Re
p
¸

+ k
3;7D

¶

Kolbrukova formula (COLEBROOK) za
otpore trenja pri turbulentnom te∙cenju u cevi

(96{36)

Napisana formula izra∙zava ono ∙sto je unapred re∙ceno. Naime, ako
je drugi ∙clan u zagradi zanemarljiv u odnosu na prvi, onda se svodi
na izraz (96{16) za glatku cev, a ako je pak prvi zanemarljiv u odnosu
na drugi, ona postaje izraz (96{19) za hrapavu cev. Kada nije mogu¶ce
zanemariti jedan ∙clan u odnosu na drugi, mora se uzeti celokupna for-
mula i onda ona izra∙zava prelaznu oblast izme¹du glatke i hrapave cevi,
kako je na∙celno prikazano isprekidanom linijom na sl. 96{2, a ∙sto se
tako¹de uvi¹da i iz gra¯∙ckog prikaza formule na sl. 96{3.

Izlo∙zeno ukazuje da Kolbrukova formula nije u su∙stini ni∙sta novo
u odnosu na Nikuradzeove izraze za glatku i hrapavu cev, ona ih je
samo objedinila u jedan izraz i na pogodan na∙cin uklju∙cila i prelaznu
oblast, i to na na∙cin koji odgovara cevima u praksi, ∙cija je hrapavost
nejednolika. Za ra∙cunsku apsolutnu hrapavost k kod pojedinog prak-
ti∙cnog slu∙caja treba uzeti onu vrednost koja daje isti otpor trenja kao
i pe∙s∙cana jednolika hrapavost { tako je svojevremeno i obja∙snjeno.
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Slika 96{3 Zavisnost koe¯cijenta trenja ¸ od Re-broja i relativne hra-
pavosti (k=D) prema (93{57) za laminarno strujanje, a prema Kolbrukovom
obrascu (96{36) za turbulentno strujanje

Kolbrukova formula dobila je ∙siroku primenu { prihva¶cena je kao do-
bar jedinstven izraz za otpore trenja u turbulentnom te∙cenju. Uz ime
Kolbruka za nju se vezuju i imena Vajt (WHITE) i Mudi (MOODY).

Uz Kolbrukovu formulu (96{36) ne treba smetnuti sa uma primed-
be na∙celnog karaktera koji name¶ce sam na∙cin na koji se do nje do∙slo.
Obrasci (96{16) i (96{19) napisani su za odvojene oblasti glatkih i hra-
pavih cevi, a dobijeni su iz logaritamskih zakonitosti za raspored brzina,
uz odre¹deni posebni grani∙cni prizidni uslov za glatke cevi, a posebni za
hrapave. Kolbrukova formula samo je povezala ve¶c poznate obrasce za
glatku i hrapavu cev u jedinstveni obrazac, a bez ula∙zenja u raspored
brzina koji bi doveo do tog jedinstvenog obrasca. Nije se ulazilo ni u
poku∙saj da se odredi grani∙cni prizidni uslov, koji bi obuhvatio sadejstvo
uticaja hrapavosti i uticaja viskoznosti.

¤ ¤ ¤
Sa prakti∙cnog stanovi∙sta korisno je saznanje o tome dokle se jedna

cev mo∙ze ra∙cunati kao hrapava, sa ,,kvadratnom zakonito∙s¶cu otpora",
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tj. sa ¸ = const. To zna∙ci dokle ¶ce zanemarenje prvog ∙clana u (96{36)
davati gre∙sku u vrednosti za ¸ koja se mo∙ze zanemariti. Takva procena
¶ce se obaviti i za nju se izraz (96{36) preobli∙cava u:

1p
¸

= ¡2 log

"
k

3;7D

Ã
1 +

2;5

Re
p
¸

3;7D

k

!#

Zamenom Re sa vD=º prethodno se pi∙se sa:

1p
¸

= ¡2 log
k

3;7D
¡ 2 log

Ã
1 +

9;25º

vk
p
¸

!
(96{37)

¤ ¤ ¤
Iz jedna∙cine (96{19) uvi¹da se da je prvi ∙clan desne strane u pretho-

dnom izrazu
q

1=¸ za hrapave cevi, pa ¶ce se ozna∙citi sa
q

1=¸hr. Uz to

¶ce se izraz pomno∙ziti sa
p
¸ pa se dobija:

s
¸

¸hr
= 1 + 2

p
¸ log

Ã
1 +

9; 25º

vk
p
¸

!
(96{38)

Za vk=º = 750, i za ¸ izme¹du 0,01 i 0,06 (izme¹du tih granica za ¸

nalaze se skoro svi prakti∙cki primeri) prethodna jedna∙cina daje
q
¸=¸hjr

pribli∙zno 1,01, pa je ¸=¸hr pribli∙zno 1,02, a to zna∙ci da je ta∙cna vrednost
koe¯cijenta trenja ve¶ca za oko 2% od vrednosti koju daje ra∙cun za hra-
pavu cev. Upravo tolika je relativna gre∙ska ako se ra∙cun uprosti zane-
mariv∙si prvi ∙clan u zagradi u izrazu (96{36). Zaklju∙cuje se stoga da je:

¸

¸hr
< 1; 02 za

vk

º
> 750 (96{39)

Isto je ve¶c zaklju∙ceno izrazom (91{39).

¤ ¤ ¤

Za jednu odre¹denu cev k=D je konstanta, pa je za nju ¸ = ¸(Re),
∙sto je prikazano na sl. 96{4, na osnovu sl. 96{3. Posve razumljivo je
da, ra∙s¶cenjem Re-broja, jedna cev prolazi kroz svih pet oblasti od (I)
do (V) sa sl. 96{3 { razume se ako se ostvare tako velike vrednosti
Re-broja da se u¹de u oblast (V).
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inarno tecenje

I

II III

=64/Re

turbulentno te~enje

glatka cev

V

= constλ
hrapava cev

IV

ln Re

= constk
D

ln λ

Slika 96{4 Zavisnost ¸ = ¸(Re) za jednu odre¹denu cev (k=D = const) {
u njoj se mogu ostvariti te∙cenja iz svih 5 oblasti (I do V sa sl. 96{1, odnosno
96{3); zavisno od Re-broja u istoj cevi mogu¶ce je laminarno i turbulentno
strujanje, a cev se mo∙ze pona∙sati i kao glatka i kao hrapava

Ako se posmatra da kroz istu cev te∙ce isti °uid tj. pored k=D =
const1, jo∙s je gustina ½ = const2, i koe¯cijent viskoznosti ¹ = const3.
Tada je srednja brzina v srazmerna sa Re-brojem, pa se zaklju∙cuje
da se postepenim pove¶canjem brzine, po∙cev∙si od veoma malene, za
koju je strujanje laminarno, prelazi se u turbulentno te∙cenje i to cev se
najpre pona∙sa kao glatka, zatim pove¶cavanjem brzine ulazi u prelaznu
oblast iz glatke u hrapavu cev, i na kraju, cev se pona∙sa kao hrapava.
Dakle, ra∙s¶cenjem brzine v cev prolazi redom kroz sve oblasti od (I)
do (V).

Nagib linije energije IE = Eizg=L (gde je Eizg izgubljena energija na
du∙zini L), koji je, kod jednolikog te∙cenja jednak nagibu pijezometarske
linije, podatak je koji, pre svega, zanima tehni∙cku praksu. O IE se za
istu cev i isti °uid mo∙ze re¶ci slede¶ce:

1. Za laminarno strujanje, naveden je izraz (96{28), za koga je pri-
me¶ceno da on iskazuje ,,linearnu zakonitost otpora": za istu cev,
i isti °uid, nagib IE linije energije srazmeran je sa srednjom brzi-
nom v.
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Naime sa (96{28) je napisano:

IE = I¦ =
32º

gD2
v (96{40)

∙sto za istu cev i isti °uid daje:

IE = constlamv gde je constlam =
32º

gD2
(96{41)

2. Za turbulentno strujanje u hrapavoj cevi, gde se za istu cev, kako
je razja∙snjeno pod (V), ostvaruje ¸ = const, ∙sto zna∙ci ,,kvadratna
zakonitost otpora", pa se primenom obrasca (91{23) dobija:

IE = ¸
v2

2gD
=

¸

2gD
v2 = Consthrv

2 (96{42)

gde je consthr =
¸

2gD
(96{43)

3. Izrazi (96{41) i (96{43) kori∙s¶ceni su za crtanje slike 96{5, gde oni
predstavljaju oblasti (I) i (V) sa sl. 96{1, odnosno 96{3. Izme¹du
toga su oblasti (II), (III) i (IV), gde zakonitost otpora nije ni li-
nearna, ni kvadratna.

Na prelazu iz (I) u (II) skok je u izgubljenoj energiji, jer stvara-
nje turbulencije naglo pove¶cava gubitke, to se vidi i iz slika 96{1,
96{3 i 96{4. Nadalje, i ovde je uo∙cljivo da turbulentno te∙ce-
nje (III, IV, V) daje znatno ve¶ce gubitke, nego ∙sto bi dalo lami-
narno (I) kada bi se moglo odr∙zati.

IV

UTICAJ OTPORA TRENJA NA RASPORED BRZINA

Raspored brzina u cevi prikaza¶ce se u takvom obliku da se ubedljivo
izrazi znatno manja neravnomernost srednjih brzina kod turbulentnog
strujanja, nego kod laminarnog, i nadalje, da se pregledno ispolji kako
otpor trenja uti∙ce na ve¶cu ili manju neravnomernost kod turbulentnog
strujanja.
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nagib linije energije

brzina

II

III

IV

I

lam

I

v

   = const    
   

E

LI izgE
E

V

hr
ap

I  
 =

 co
ns

t  
   

  v

E

2

V
kvadratni zakon otpora

λ(    = const)

const hrap
λ

2gD

prema (96-42)

V

I

I
linearna zakonitost otpora
prema (96-41)

g  D    = 2const lam
32 v

v

Slika 96{5 Zavisnost izgubljene energije Eizg od brzine v za odre¹denu
du∙zinu L jedne odre¹dene cevi pri strujanju istog °uida

Iz izraza (94{31), napisanog za ,,de¯cit brzine", uz zamenu h sa r,
pi∙se se za brzinu u na rastojanju x2 od zida:

u = um ¡ 2;5

s
¿

½
ln

r

x2

Srednja brzina v, prema (96{9) iznosi:

v = um ¡ 3;75

s
¿

½

Oduzimanjem drugog napisanog izraza od prvog dobija se:

u¡ v =

s
¿

½

µ
3;75¡ 2;5 ln

r

x2

¶
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iz ∙cega se pi∙se odnos lokalne i srednje brzine

u

v
= 1 +

q
¿=½

v

µ
3;75¡ 2;5 ln

r

x2

¶

Kako je ¿=½v2 prema (96{25) jednako ¸=8, prethodno se pi∙se sa:

u

v
= 1 +

s
¸

8

µ
3;75¡ 2;5 ln

r

x2

¶
(96{44)

Tako se dobija lokalna brzina u, izra∙zena u odnosu na srednju brzi-
nu v, u zavisnosti od relativnog rastojanja x2=r od zida, a uz samo
jednu parametarsku veli∙cinu { to je koe¯cijent trenja ¸. Vrednost za ¸,
u prete∙znom delu zadataka za turbulentno strujanje, kre¶ce se od 0,01
do 0,06, pa su na sl. 96{6 nacrtani rasporedi brzine za te dve vredno-
sti, a prema izrazu (96{44). Dodat je upore¹denja radi, i raspored za
laminarno strujanje, koji je odre¹den sa (93{49), gde treba um zameniti
sa 2v, ∙sto proizilazi iz (93{53).

Slika 96{6 ubedljivo name¶ce zaklju∙cak da turbulentno strujanje daje
mnogo ravnomerniji raspored osrednjenih brzina od laminarnog, ∙sto je

brzina

1

u1x2
r

x 2
r

ra
st

oj
an

je
od

 z
id

a

u
v

laminarno

turbulentno

= 
0.

06
λ

= 
0.

01
λ

po
lu

pr
ec

ni
k

v - srednja brzina
     za presek

0 1 2
0

0.5

1

Slika 96{6 Rasporedi brzine u cevi kru∙znog preseka za turbulentno stru-
janje (pri koe¯cijentima trenja ¸ = 0;01 i ¸ = 0;06) i za laminarno strujanje
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razumljivo, jer turbulencija, svojim me∙sanjem doprinosi ujedna∙cavanju
osrednjenih brzina. Slika pokazuje da je turbulentnost strujanja i rav-
nomernost brzina ve¶ca ako je vrednost koe¯cijenta trenja ¸ manja, a
to je kod glatkih cevi pri ve¶cem Re-broju, a kod hrapavih pri manjoj
relativnoj hrapavosti. Odnos maksimalne um i srednje brzine v, koji
mo∙ze da poslu∙zi kao pokazatelj neravnomernosti, dobija se iz (96{9),
jer je u = um za x2 = r:

um

v
= 1 + 3;75

s
¸

8
(96{45)

Za ¸ = 0;01, odnosno 0,06, prethodni odnos je 1,13, odnosno 1,32.
Prakti∙cni zadaci su redovno bli∙zi ni∙zoj vrednosti za ¸, tako da je kod
turbulentnog strujanja neravnomernost brzina slabo izra∙zena dok je kod
laminarnog jako izra∙zena { tamo je um=v jednako 2, tako je napisano
izrazom (93{53), a tako je i nacrtano na sl. 96{6.
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97
EKSPONENCIJALNE ZAKONITOSTI ZA

RASPORED BRZINA I ZA OTPOR TRENJA

I

RASPORED BRZINA

Prakti∙cna primena eksponencijalnih izraza za raspored brzina na-
gove∙stena je zavr∙snim izlaganjem Poglavlja 95. Za prakti∙cne zadatke
predla∙ze se zavisnost:

u
um

=
³
x2
h

´n
(97{1)

gde je n konstanta.
Oznake su iste kao i u dosada∙snjim izlaganjima. Napisano va∙zi do

polovine struje izme¹du plo∙ca do x2 = h, a druga polovina je simetri∙cna
prvoj.

Ovaj izraz je veoma prost (prostiji je te∙sko zamisliti) i u tome je
njegova prakti∙cna vrednost, pogotovo ako se pogodnim izborom za n
dobije zavisnost koja sledi eksperimentalne podatke. Pobornici ekspo-
nencijalnih zavisnosti ba∙s ih zastupaju zbog prostote izraza, iako su
pribli∙zni, a oni i logaritamskim izrazima, zbog neujedna∙cenosti kon-
stanti, prime¶cuju tako¹de pribli∙znost, koja nije izbegnuta, iako je izraz
slo∙zeniji.

Izraz (97{1) primenljiv je za slu∙cajeve i sa glatkim i one sa hrapa-
vim zidovima, samo se za prve mora uklopiti u funkciju (95{18), a za
druge u (95{19).

¤ ¤ ¤
Najpre ¶ce se raspraviti provodnici sa glatkim zidovima. Za njih se

na osnovu (95{18) i (97{1) pi∙se:

uq
¿=½

= Cn

0
@x2

q
¿=½

º

1
A
n

(97{2)
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umq
¿=½

= Cn

0
@h

q
¿=½

º

1
A
n

(97{3)

Cn je konstanta koja se odre¹duje prilago¹davanjem izraza eksperi-
mentalnim podacima. Ako se ovi sla∙zu sa logaritamskim zakonom,
mo∙ze se eksponencijalna funkcija shvatiti kao aproksimacija za logari-
tamsku. Sa n = 1=7 i Cn = C1=7 = 8;3 do 8,7 (vidi linije 2 i 3 na
sl. 97{1) dobija se zakonitost koja mnogo ne odstupa od logaritamske
(prikazane kao 1 na istoj slici).

Jedna∙cina (97{2) napisana je za turbulentni sloj, a za njega po-
stoji grani∙cni uslov u njegovoj vezi sa laminarnim (viskoznim) pod-
slojem. Iz toga uslova proizilazi i vrednost konstanti Cn. Naime, na
dodiru sloja i podsloja, mora da va∙zi jedna∙cina za podsloj (94{26)
i jedna∙cina za sloj (97{2); obe moraju da daju istu brzinu u = uc

= XY
x 2

10

10

10

10 4

3

2

10 20 30

τ ρ

= Y
u1
τ ρ

1

1

1

2

2

3

3

4

4

4

Y X = 2.5 ln  + 5.5
Y X = 8.3 1/7

Y X = 8.7 1/7

Y X = 11.5 1/10

2 3

Slika 97{1 Upore¹denje logaritamske (1) i tri eksponencijalne zakonitosti
(2, 3, 4) za raspored brzina u turbulentnom sloju { glatki zidovi { logaritam-
ska zavisnost prema (94{25)
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za x2 = ±c = debljina podsloja. Upravo, mo∙ze se napisati:

ucq
¿=½

=
±c
q
¿=½

º
= Cn

0
@±c

q
¿=½

º

1
A
n

iz ∙cega sledi

Cn =

0
@±c

q
¿=½

º

1
A

1¡n

(97{4)

Ranije je sa (94{19) uveden Rec kao bezdimenzionalna op∙sta kon-
stanta za granicu podsloja i sloja. Ako se u prethodnom izrazu napravi
smena, prema (94{21), Cn ¶ce se izraziti preko Rec:

Cn =
µq

Rec

¶1¡n
(97{5)

Treba se podsetiti da je prilikom izvo¹denja logaritamske zakonito-
sti uzeto

p
Rec = 11;6. Tako je navedeno ispred pisanja (94{25), pa bi

za n = 1=7 dalo C1=7 = 11;66=7 = 8; 2. Za malo pre prihva¶cene vrednosti
za Cn izme¹du 8,3 i 8,7 dobija se

p
Rec izme¹du 11,8 i 12,5, ∙sto ne pred-

stavlja zna∙cajnije odstupanje, ali to nije ni merodavno za prakti∙cne

zadatke, gde je potrebno raspraviti brzine u sloju za x2

q
¿=½=º ve¶ce

od 30, a to se postiglo. Naime, pri kraju Odeljka III Poglavlja 94 ob-
ja∙snjeno je da neposredna veza izme¹du podsloja i sloja mo∙ze da poslu∙zi
samo kao obra∙cunski grani∙cni uslov, a ne i za ta∙can raspored brzina
na tom prelazu (iz podsloja u sloj), gde se obrazuje prelazna oblast,
ozna∙cena sa (II) na sl. 94{3 i 94{4. Uvo¹denjem te oblasti mo∙ze se, ako
za to postoji posebno zanimanje, ta∙cno raspraviti raspored brzina na
prelazu iz podsloja u sloj.

Na sl. 97{1 data je linija (4) sa n = 1=10, koja daje dobru sagla-

snost sa logaritamskim rasporedom za 300 < x2

q
¿=½=º < 104, a ceo

sloj se mo∙ze nalaziti u tom rasponu. Povr∙san pogled na sliku ukazuje
na velika odstupanja za male vrednosti, ali to mo∙ze da ∙cini ∙cak manje

od 3% celokupne debljine struje uz zid (ako je h
q
¿=½=º ve¶ce od 104, a

to se ∙cesto dosti∙ze).
Ne mora, i ne treba, da se podobnost eksponencijalne zakonitosti

ceni prema podudaranju sa logaritamskom, ne mora se prva shvati-
ti kao aproksimacija druge. Eksponencijalnu zakonitost treba povezati
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neposredno sa onim ∙sto ona predstavlja, tj. kao izraz koji se dobro pri-
lago¹dava stvarno opa∙zenim eksperimentalnim podacima. Treba re¶ci da
su mogu¶cnosti eksponencijalnih izraza, pogotovo uz mogu¶cnost izbora
vrednosti za n i Cn, takve da mogu da izraze ono ∙sto je stvarno opa∙zeno.
Sliku 97{1 trebalo bi stoga shvatiti kao iskazivanje da su mogu¶cnosti
eksponencijalnih izraza iste kao i mogu¶cnosti logaritamskih izraza (gde
je tako¹de mogu¶ce menjanje konstanti) da bi se izrazilo ono ∙sto je u
datom slu∙caju stvarno opa∙zeno. Treba zapaziti da se eksponencijalna
zakonitost, prikazana sa (2) ili (3) na sl. 97{1, dobro sla∙ze sa logaritam-
skom zakonito∙s¶cu (linija 1), za deo sloja bli∙ze zidu, a da se za udaljeniji
deo sloja linije osetno razdvajaju. To bi se, me¹dutim, moglo ∙cak shva-
titi kao prednost eksponencijalne zakonitosti, ako se dovede u vezu sa
izlaganjima u Odeljku IV Poglavlja 94, gde se uvodi izraz ,,udaljeni deo
sloja", za koga se napu∙sta logaritamska zakonitost, koja se zadr∙zava
samo u ,,prizidnom delu sloja" (∙sto je prikazano slikom 94{4). Lini-
je (2) i (3) na sl. 97{1 upravo to i izra∙zavaju.

Svi prakti∙cni primeri za glatke cevi ulaze u prili∙cno uske granice
za n i Cn, n = 1=10 do 1=7, a Cn izme¹du 8 i 11. To je i razumljivo, jer
velikih odstupanja izme¹du rezultata opa∙zanja ne mo∙ze ni da bude.

¤ ¤ ¤

Mogu se napisati i izrazi za raspored brzina koje name¶cu hrapavi
zidovi. Izraz (97{1), kako je obja∙snjeno va∙zi i za glatke i za hrapave
zidove, samo se izrazi za hrapave zidove, umesto u (95{18), moraju
uklopiti u funkciju (95{19). Tako se dobija:

uq
¿=½

= Cn

µ
x2

k

¶n
(97{6)

umq
¿=½

= Cn

Ã
h

k

!n
(97{7)

Prva jedna∙cina, sa x2 = k i u = uk, i sa kori∙s¶cenjem (94{28), svodi
se na:

Cn =
ukq
¿=½

= CIII = const (97{8)

¤ ¤ ¤
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Ovo ukazuje da bi Cn trebalo da bude konstanta, nezavisna od vre-
dnosti za n. Vrednost konstante Cn nadalje je jednaka CIII, a za ovu
se ranije, za pisanje (94{30), uzelo CIII = 8;5. Me¹dutim, ne uzima se
svuda Cn = 8;5 jer je malopre obja∙snjeno da nije merodavna formula
podudarnosti ovako izabranih grani∙cnih uslova, nego ∙sto bolje slaganje
kroz ceo sloj. Tako, na primer, zavisnost:

uq
¿=½

= 11
µ
x2

k

¶1=8

(97{9)

prikazana na slici 97{2 pokazuje veoma dobro slaganje sa logaritam-
skom zakonito∙s¶cu sa CI = 2;5 i CIII = 8;5, upravo sa izrazom (94{30) i
uz ovo se mo∙ze postaviti pitanje podudaranja eksperimentalnih podata-
ka sa logaritamskom zavisno∙s¶cu i iza toga o odgovaraju¶cim konstantama
koje to prilago¹davanje najbolje sprovode. Mogu se obrazovati ekspo-
nencijalne zavisnosti sa n od 1/8 do 1/6 i sa Cn izme¹du otprilike 9 i 12,
koje se mogu prilagoditi datom pojedinom slu∙caju. U tim granicama

10

10

10

10

4

3

2

10 15 20 25 30 35

x
k

2X

u1
τ ρ

Y

Y X = 2.5 ln  + 8.5
Y X = 11 1/8

Slika 97{2 Upore¹denje eksponencijalne (97{9) i logaritamske funkcije
(94{30) rasporeda brzina za hrapave zidove
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za n i Cn na¶ci ¶ce se i dobre aproksimacije i za druk∙cije vrednosti kon-
stanti CI i CIII u logaritamskim zakonitostima.

Na kraju, i ovom prilikom treba primetiti, da se sve prethodno o
eksponencijalnim izrazima za rasporede brzina odnosi ne samo na ra-
vansko strujanje, sa debljinom struje 2h, nego i na strujanje u cevi
kru∙znog preseka, za koju bi samo trebalo zameniti h sa r (polupre∙cnik).

II

OTPORI TRENJA

Razmatra¶ce se samo otpor trenja za cevi kru∙znog popre∙cnog pre-
seka, upravo odre¹diva¶ce se koe¯cijenat trenja ¸ za taj slu∙caj, jer je to
redovni prakti∙cni zadatak. Struja izme¹du plo∙ca ¶ce se izostaviti, a za
nju, ako se ∙zeli, mo∙ze se odrediti koe¯cijent C¿ napona trenja ¿ na isti
na∙cin kao kod logaritamske zakonitosti, u po∙cetku Poglavlja 96 (samo
bi se sada uzela eksponencijalna zakonitost).

Za koe¯cijent trenja ¸ dobi¶ce se eksponencijalni izraz, ako se za ra-
spored brzina uzme eksponencijalni izraz jer su te dve zakonitosti (za ¸
i za raspored brzina) me¹dusobno povezane.

Srednja brzina v za eksponencijalni raspored brzina dobi¶ce se na
isti na∙cin kao kod logaritamskog rasporeda: u izrazu (96{8) za pro-
ticaj, umesto logaritamskog, treba uvrstiti raspored brzina, napisan
sa (97{1), uz zamenu h sa r (jer se isti raspored brzina prenosi na cev).
Dobija se:

Q =
Z r

0
u2¼(r ¡ x2)dx2 = 2¼r2

Z 1

0
u
µ
1¡ x2

r

¶
d
µ
x2

r

¶
=

= 2¼r2um

Z 1

0

"µ
x2

r

¶n
¡
µ
x2

r

¶1+n
#
d
µ
x2

r

¶

Izjedna∙cenje ovako izra∙zenog proticaja sa v¼r2 daje odnos izme¹du
maksimalne um i srednje brzine v:

um

v
=

(1 + n)(2 + n)

2
(97{10)

Prethodni izraz va∙zi za glatku i za hrapavu cev, a u nastavku ¶ce se
raspraviti glatka, a potom hrapava cev.

¤ ¤ ¤
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Za glatku cev primeni¶ce se izraz (97{3) za maksimalnu brzinu um

(uz zamenu h sa r). Mno∙zenjem toga izraza sa v=um, a uz dodatna
preure¹denja, dobija se:

vq
¿=½

=
v

um
Cn

0
@r

q
¿=½

º

1
A
n

=
v

um
Cn

µ
1

2

Dv

º

¶n0
@

q
¿=½

v

1
A
n

Preure¹denje je imalo svrhu da se pojave Re = Dv=º (D = 2r = pre∙c-

nik) i ¸. Naime, prema (96{25), v=
q
¿=½ je jednako

q
8=¸. Prethodno

se tako svodi na: 0
@
s

8

¸

1
A

1+n

=
v

um
Cn

µ
Re

2

¶n

pa se kona∙cno, dobija izraz za koe¯cijent trenja:

¸ = 8 ¢ 2 2n
1+n

µ
um

Cnv

¶ 2
1+n

Re
¡2n
1+n (97{11)

Na slici 97{1 prikazani su, a uz to i obrazlo∙zeni kao pogodni, raspo-
redi brzina sa n = 1=7 i sa C1=7 jednako 8,3 i 8,7. Uze¶ce se navedena
vrednost za n i sredina izme¹du navedenih vrednosti za Cn tj.

n =
1

7
C1=7 = 8;5

Prema (97{10) za n = 1=7 dobija se:

um

v
=

60

49

pa se, sa ovim navedenim podacima, primenom (97{11) dobija:

¸ = 0;32Re¡1=4 (97{12)

Sa vrednostima C1=7 = 8;3 odnosno 8,7, faktor ispred Re1=4 izno-
si 0,33, odnosno 0,31.

Za glatke cevi, jo∙s pre Nikuradzeovih opita, pojavila se Blazijusova
formula (BLASIUS):

¸ = 0;316Re¡1=4 (97{13)
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koja se podudara sa napisanim sa (97{12).
Iz sl. 97{3 uvi¹da se da je obrazac (97{13) veoma dobra aproksima-

cija za logaritamski izraz (96{16) za Re < 3 ¢ 105, a iza toga dolazi
do odstupanja. Obrazac (97{13) ve¶c za Re = 106 daje 15% manje vre-
dnosti od (96{16). Me¹dutim, u prete∙znom delu prakti∙cno ostvarljivih
hrapavosti, cev ¶ce prestati da bude glatka pre dostizanja Re = 105. To
se zaklju∙cuje iz slike 96{1, iz koje se vidi da se ,,odlepljivanje" od lini-
je (III) { prelaz u oblast (IV) { doga¹da pri Re < 105, ako je relativna
hrapavost k=D ve¶ca od otprilike 10¡4, a time su obuhva¶cene skoro sve
cevi u prakti∙cnoj upotrebi.

λ

Re

λ = 0.316 Re-1/4

10 10 10 104 5 6 70.008

0.01

0.02

0.03

0.04

2 logRe
2.5

λ1
λ

=

Slika 97{3 Upore¹denje koe¯cijenta trenja ¸ prema logaritamskoj (96{16)
i eksponencijalnoj zakonitosti (97{13) za glatku cev

Odre¹dena eksponencijalna zavisnost za raspored brzina name¶ce pot-
puno odre¹denu zavisnost za koe¯cijenat trenja ¸, tako¹de eksponenci-
jalnu. Izraz (97{11) mo∙ze se napisati u obliku:

¸ = constRe¡N N =
2n

1 + n
(97{14)

const i N u ovom izrazu, kako iskazuje (97{11), zavise od n i Cn
(dakle od usvojenog rasporeda brzina).

U razmatranom primeru bilo je n = 1=7, Cn = C1=7 = 8;5, i to je
dovelo do (97{12), koji se uklapa u (97{14) sa const = 0;32 i N = 1=4.

Ako bi se ∙zelela napraviti eksponencijalna zavisnost za ¸ za glatke
cevi, a koja bi se bolje slagala za logaritamskom, a za Re ve¶ce od 3 ¢105,
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trebalo bi uzeti zaN manju vrednost od 1=4. Ovo se uvi¹da iz slike 97{3,
jer bi manjem nagibu linije odgovarala manja vrednost zaN , a onda bi,
shodno (97{11), trebalo uzeti manju vrednost za n (manju od 1/7).

¤ ¤ ¤

Za hrapave cevi mogu da poslu∙ze slede¶ci eksponencijalni obrasci:

¸ = 0;115
µ
k
D

¶1=4

(97{15)

¸ = 0;185
µ
k
D

¶1=3

(97{16)

∙ciji su gra¯∙cki prikazi dati na slici 97{4, uporedo sa prikazom logari-
tamskog izraza (96{19). Uvi¹da se da se prvi napisani obrazac dobro
prilago¹dava logaritamskom izrazu za 102 < D=k < 104, a drugi za
20 < D=k < 1000.

k
D

= 0.115 k
D

1/4
λ

λ

2

2

3

3

2 3 4 5
0.01

0.02

0.05

0.1

1010 10 10 10

1

1

k
D

1/3
= 0.185λ

k
D=  2 log   3.7 -2

λ1

2

3

Slika 97{4 Upore¹denje koe¯cijenta trenja ¸ prema logaritamskoj i dve
eksponencijalne zakonitosti za hrapavu cev { izra∙zenog sa (96-19), (97{15) i
(97{16)

239

DRAFT verzija 2001.



Obrasci (97{15) i (97{16) namerno su uzeti u razmatranje, jer su
oni, u Poglavlju 91, ve¶c navedeni ,,na poverenje", kao obrasci prepo-
ru∙cljivi za prakti∙cnu upotrebu { tamo su napisani sa (91{25) i (91{26).
Tamo su napisane i granice za k=D u kojima se preporu∙cuje prvi, od-
nosno drugi obrazac. Iste granice ovde se mogu opravdati uvidom u
sliku 97{4. Treba posebno naglasiti da izraz (91{26), koji je malo pre
napisan kao (97{16), daje iste rezultate kao u praksi veoma ra∙sirena
Maningova formula (91{32), ako se pove∙zu apsolutna hrapavost k i Ma-
ningov koe¯cijent hrapavosti n, onako kako iskazuje njihova me¹dusobna
veza (91{35).

U nastavku ¶ce se raspravljati kakvi rasporedi brzina dovode do izra-
za (97{15) i (97{16). Za hrapave cevi, treba napisati odgovaraju¶ci izraz
za ¸, kao ∙sto je za glatke cevi napisan (97{11). Maksimalnu brzinu um

izra∙zava (97{7), uz zamenu h = r = D=2, ∙sto se odmah mno∙zi sa v=um,
pa se dobija:

vq
¿=½

=
v

um
Cn

µ
D

2k

¶n

∙sto, s obzirom da je leva strana jednaka
q

8=¸, daje

¸ = 8
µ
um

Cnv

¶2

22n

Ã
k

D

!2n

(97{17)

Ovaj izraz pokazuje da se koe¯cijent trenja ¸, za hrapave cevi, iz-
ra∙zava sa:

¸ = const

Ã
k

D

!2n

(97{18)

gde vrednost za const, kako iskazuje (97{17), odre¹duju n i Cn iz obra-
sca (97{3), a to zna∙ci da zakonitost za raspored brzina odre¹duje ¸.
U (97{17) pojavljuje se i um=v, ali je taj odnos, shodno (97{10), odre¹den
izborom eksponenta n. Dakle i kod hrapavih cevi je na¹deno isto kao kod
glatkih cevi: odre¹dena zakonitost za raspored brzina name¶ce potpuno
odre¹denu zakonitost za koe¯cijent trenja ¸.

Ako se uzme, primera radi, raspored brzina sa slike 97{2, gde je
n = 1=8, a Cn = C1=8 = 11, izraz (97{17) daje:

¸ = 0;112

Ã
k

D

!1=4

(97{19)
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Pri ovom ra∙cunu kori∙s¶ceno je:

um

v
=

153

128

sra∙cunato izrazom (97{10), za n = 1=8.
Dobijeno sa (97{19) neznatno se razlikuje od (97{15). Ako se ∙zeli

da se dobije ba∙s ta∙cno izraz (97{15) odgovaraju¶ci raspored brzina bio bi
dat sa istim izlo∙ziteljem (n = 1=8), ali bi Cn trebalo neznatno smanjiti
sa 11 na 10,9.

Obrazac (97{16) dobija se sa n = 1=6 i Cn = C1=6 = 9; 3.
Iz slike 97{4 lako se zaklju∙cuje da se bolje prilago¹davanje logari-

tamskoj zakonitosti postigne sa ve¶com vrednosti za n ako je obrazac
namenjen relativno hrapavijim cevima.

¤ ¤ ¤

Umesno je skrenuti pa∙znju na slede¶ce: Smanjivanjem vrednosti za n
dobija se ravnomerniji raspored brzina (za n = 0 brzina po celoj struji
bila bi ista). Odnos maksimalne i srednje brzine, um=v, dat sa (97{10),
pokazatelj je neravnomernosti i on se pribli∙zava jedinici kada n opada
{ za n = 1=6, on iznosi 1,26, dok je za n = 1=10 jednak 1,15. Ovo
upore¹deno sa izrazom (96{45) i sa prikazom na slici 96{6, pokazuje da
se navedeni pokazatelj neravnomernosti dobija skoro u istim granicama
i primenom logaritamskog rasporeda brzina, uz napomenu da je on
izrazitiji ako je tamo koe¯cijent ¸ ve¶ci, a ovde ako je izlo∙zitelj n ve¶ci.

¤ ¤ ¤

Dosada∙snja razmatranja u ovom poglavlju (97) mogla bi se shvatiti
kao da eksponencijalnu zakonitost za raspored brzina treba isklju∙ci-
vo shvatiti kao aproksimaciju za logaritamsku zakonitost, a onda pri-
hva¶ceni raspored brzine u vidu eksponencijalnog izraza name¶ce svoj
izraz (tako¹de eksponencijalnog oblika) za koe¯cijent trenja ¸. No, mo∙ze
se kao zadatak postaviti i neposredno uslovljavanje eksponencijalnog
izraza za ¸, koji se dobro prilago¹dava logaritamskom izrazu (za ¸), a
da se pri tome ne razmatra raspored brzina. Tako se eksponencijalni
izrazi mogu shvatiti kao aproksimacije za logaritamske (prostiji izrazi
mogu da poslu∙ze kao zamene za slo∙zenije). To bi zna∙cilo da je logari-
tamska zakonitost za raspored brzina neprikosnovena, da je proiza∙sla

241

DRAFT verzija 2001.



iz potpuno odre¹denih uslova, i postupkom kome se ne mo∙ze staviti
nikakva primedba. Drugim re∙cima: ne bi bilo uop∙ste osnove da se ra-
zlo∙zno razmi∙slja o nekakvoj druga∙cijoj zakonitosti za raspored brzina
(ako je to tako, onda isto va∙zi i za ono ∙sto iz toga, kao neminovno izlazi,
a to je logaritamska zakonitost za ¸). Ako bi se takvo shvatanje pri-
hvatilo, onda eksponencijalnim zakonitostima ne bi bilo ni mesta, jer
∙cemu aproksimacija jedne ve¶c dosta jednostavne zakonitosti { logari-
tamske.

Me¹dutim, navedena shvatanja ne bi bila u potpunom skladu sa zavr-
∙snim izlaganjima u Poglavlju 95, gde je re∙ceno, a na osnovu razmatranja
u poglavljima 94 i 95, da se logaritamska zakonitost za raspored brzina
ne mo∙ze prihvatiti kao neprikosnovena i kao jedino mogu¶ca. Ona se pri-
hvatila, izme¹du ostaloga, zbog jednostavnosti izraza za nju, dok izrazi
slo∙zeniji od nje nisu, uprkos svoje slo∙zenosti, davali ve¶ce pouzdanje za
ta∙cnost rezultata. Iz toga je proiza∙sao i nagove∙staj da bi imalo smisla
primeniti jo∙s prostije izraze i tako su najavljeni eksponencijalni izrazi
(uz pominjanje da ¶ce biti izlo∙zeni u Poglavlju 97).

Prema tome, mogu se eksponencijalni izrazi shvatiti kao izrazi koji
obuhvataju eksperimentalne rezultate, tj. oni su neposredno izra∙zavanje
opisanih rasporeda brzina. Prihvatanje eksponencijalnih eksperimen-
talnih izraza za raspored brzina name¶ce eksponencijalni izraz i za ¸.
Ali ne mora se uop∙ste ulaziti u raspored brzina ako se ∙zeli neposredno
na¶ci izraz za ¸, koji odgovara eksperimentalnim podacima.

Ova dopunska razmatranja mogu da poslu∙ze da se upore¹divanje li-
nija na slikama 97{1 do 97{4 protuma∙ce, ne samo kao iskazivanje da
eksponencijalne zakonitosti mogu biti dobre aproksimacije za logari-
tamske, nego i kao prilog shvatanju da eksponencijalna zakonitost mo∙ze
dobro da poslu∙zi kao neposredan izraz opa∙zenih rasporeda brzina, i koe-
¯cijenta ¸.

¤ ¤ ¤
Kao ∙sto su se logaritamski izrazi za glatku i hrapavu cev ujedinili u

jedinstven izraz za turbulentno strujanje u Kolbrukovoj formuli (96{36),
to ¶ce se u∙ciniti i kod eksponencijalnih izraza. Izrazi (97{12) i (97{15)
mogu se objediniti u:

¸ = 0;115

Ã
k

D
+

60

Re

!1=4

(97{20)
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Zanemarenjem jednog od sabiraka u zagradi, u odnosu na drugi,
dobijaju se zakonitosti za glatku, odnosno za hrapavu cev, a kada su
uticaji oba ∙clana takvi da jedan nije zanemarljiv u odnosu na drugi,
dobije se zakonitost za prelaznu oblast (izme¹du glatkih i hrapavih cevi).
Izrazi (97{12) i (97{15) su dobre aproksimacije za logaritamske zako-
nitosti za glatku (96{16), odnosno hrapavu cev (96{19) (razume se
u granicama uo∙cljivim na slikama 97{3 i 97{4), a onda i povezani u
izraz (97{20), dobro aproksimiraju ono ∙sto je dobijeno povezivanjem
(96{16) i (96{19), u (96{36), a to je Kolbrukova formula. Treba jo∙s
primetiti da ni za obrazac (97{20), isto kao i za Kolbrukovu formulu
(96{36), nije odre¹den raspored brzina, koji do nje dovodi. Za (97{12)
eksponent u (97{1) je bio n = 1=7, a za (97{15) je n = 1=8, pa bi za
prelaznu oblast (izme¹du glatkih i hrapavih cevi) bio negde izme¹du te
dve vrednosti.

¤ ¤ ¤
Formula (97{20) mo∙ze poslu∙ziti da se veoma lako oceni granica hra-

pavih cevi. Ako se u njoj zameni Re sa vD=º dobija se:

¸ = 0;115

Ã
k

D

!1=4
0
@1 +

60
kv
º

1
A

1=4

= ¸hr

0
@1 +

60
kv
º

1
A

1=4

(97{21)

¸hr je koe¯cijent trenja ako se cev sra∙cuna kao da je hrapava. Na-
pominje se da je prethodna jedna∙cina ve¶c ranije napisana, sa (91{38),
bez potrebnog obrazlo∙zenja, ,,na poverenje". Obrazlo∙zenje je dato sada,
ono je u razmatranjima koja su dovela do prethodne jedna∙cine (97{21).

Za vk=º = 750 dobija se ¸=¸hr = 1; 02, pa se mo∙ze napisati ono isto
∙sto je napisano sa (96{39), i jo∙s ranije sa (91{39).
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98
ENERGETSKE PROMENE
U JEDNOLIKOJ STRUJI

I

ENERGETSKE PROMENE U ZAPREMINI
IZMEDU DVA POPRE∙CNA PRESEKA STRUJE,

POSMATRANOJ KAO CELINA

Primena jedna∙cine (85{27) na jednoliku struju izme¹du dva njena
popre∙cna preseka, u kojima je strujanje potpuno istovetno svodi se na:

Eizg = ¦I ¡ ¦II =
def d

gl

°Q
+

def t

°Q
(98{1)

jer su veli∙cine v i ® u oba preseka iste. Pored toga, otpada poslednji
∙clan u (85{27), koji je posledica aproksimacija navedenih po ispisiva-
nju (85{27), jer odstupanja usled usvajanja navedenih pribli∙znosti i ne
postoje, ako je strujanje jednoliko, istovetno u oba preseka, jer su i tur-
bulentne karakteristike u oba preseka istovetne. Tamo∙snja primedba
pod 3 otpada, jer se ovde ne¶ce razmatrati struja sa slobodnom povr∙si-
nom vode.

Jedna∙cina (98{1) iskazuje gubitak energije po jedinici te∙zine, pa gu-
bitak za zapreminu izme¹du dva preseka, u jedinici vremena, dobija se
mno∙zenjem sa te∙zinom u jedinici vremena (tj. sa °Q):

°QEizg = def d
gl + def t (98{2)

Prvi sabirak je deformacioni rad devijatorskih napona u glavnom
strujanju, izra∙zen ranije desnom stranom (85{16). On viskoznim tre-
njem mehani∙cku energiju preobrate u toplotu.

Drugi sabirak izra∙zen je desnom stranom jedna∙cina (85{23), odno-
sno (85{24):

def t =
Z

V
¾t
ij

@uj
@xi

dV =
Z

V
¡½u0iu0j

@uj
@xi

dV (98{3)
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Vidi se da se radi o deformacionom ,,radu napona" turbulencije kojim se
obra∙cunava prelaz mehani∙cke energije iz glavnog strujanja u °uktuacije.

Kao i u dosada∙snjim izlaganjima i ovde je re∙c ,,napon" pisana u
navodnicima, a tako¹de i njegov ,,rad". Treba se prisetiti da ,,napon"
turbulencije nije pravi napon u ¯zi∙ckom smislu, niti je ,,rad" toga ,,na-
pona" rad stvarne sile (po jedinici povr∙sine). Navedeni deformacioni
,,rad" je u stvari iznos kineti∙cke energije koji se obra∙cunski oduzima
glavnom strujanju a dodaje °uktuacijama gde se pojavljuje kao dobitak
i naziva se ,,produkcija" turbulentne energije. Ako se struja obra∙cunski
ne razdvaja, nego se posmatrao kao jedinstveno strujanje, ∙sto zapravo
i jeste, toga ,,rada" i nema, jer se ono ∙sto se obra∙cuna kao manjak,
na drugom mestu dodaje se kao vi∙sak. U stvari ,,naponi" turbulencije
¯zi∙cki i ne postoje, oni su samo posrednici u obra∙cunskom razdvajanju
jedinstvenog strujanja na glavno strujanje i °uktuacije.

U Odeljku VII Poglavlja 85 raspravljane su energetske izmene u °uk-
tuacijama, i za sada razmatrani slu∙caj (jednoliko te∙cenje) u (85{31) tre-
ba staviti Ã = 0 (jer je stanje u dva preseka istovetno), pa se dobija da
se, bez ikakvih zanemarenja cela produkcija (ono ∙sto je pre∙slo iz glav-
nog strujanja) tro∙si na deformacioni rad °uktuiraju¶cih devijatorskih
napona kojima se posredstvom viskoznosti mehani∙cka energija preobra-
ti u toplotu. Dakle, u struji kao celini, sve ∙sto je za mehani∙cku energiju
izgubljeno otu¹deno je u toplotu. To je i ∙sematski prikazano na sl. 98{1.

¤ ¤ ¤
Ako je prvi ∙clan desne strane u (98{1), odnosno (98{2), zanemarljiv

u odnosu na drugi, skoro celu izgubljenu energiju za glavno strujanje
predstavlja prelazak mehani∙cke energije u °uktuacije, i onda se u izrazu
za izgubljenu energiju ne¶ce pojavljivati viskoznost, ili ako se izrazi
bezdimenzionalno ne¶ce se pojavljivati Re-broj. To se ostvaruje kod hra-
pavih cevi (ili hrapavih provodnika uop∙ste), kako se pokazalo u izrazima
za koe¯cijenat trenja ¸ (96{19), (97{15) i (97{16).

II

RASPORED ,,RADA NAPONA" TURBULENCIJE
PO POPRE∙CNOM PRESEKU STRUJE

U ovom odeljku raspravlja¶ce se motorni i deformacioni ,,rad napo-
na" turbulencije, upravo njihov raspored po popre∙cnom preseku struje.
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Smanjenje energije u glavnom strujanju

def d
gl

deformacioni rad
osrednjenih devijatorskih

napona

def  t

strujanja u fluktuaciju, gde se
pojavljuje kao "produkcija" turbulentne 

deformacioni "rad napona" turbulencije =
= prelaz energije iz glavnog

def  dfl

devijatorskih napona

po
sr

ed
st

vo
m

vi
sk

oz
no

st
i

utrosenom na

energije, koja se trosi na

deformacioni rad fluktuirajucih

t    o    p    l    o    t    a

γ γ Π ΠQE Qizg I II  =   ( - )

Slika 98{1 ∙Sematski prikaz energetskih promena za zapreminu struje
izme¹du dva preseka, u jedinici vremena

Posmatra¶ce se ravansko (u ravni 1; 2), paralelno i pravolinijsko struja-
nje (u pravcu 1) izme¹du dve paralelne po∙ce postavljene normalno na
ravan 2.

Prihvati¶ce se do sada redovno prihva¶cena pretpostavka o zanema-
renju u turbulentnom sloju osrednjenih devijatorskih napona u odnosu
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na ,,napone" turbulencije (¾d
ij ¿ ¾t

ij).
Motorni ,,rad napona" turbulencije, u jedinici vremena, za jednu

ta∙cku, a sveden na jedinicu zapremine, u∙sao je u jedna∙cinu (53{25) kao
poslednji ∙clan. Za posmatrani primer izraz za motorni ,,rad napona"
turbulencije uj@¾

t
ij=@xi svodi se na ud¾t

21=dx2, jer dolaze u obzir samo
brzine u pravcu 1 (u tome pravcu je usmereno osrednjeno strujanje),
pa je osrednjena brzina u1 = u (jer je u2 = 0), a od izvoda samo oni
po x2, pa je onda to totalni izvod (pravac 2 je upravljen normalno na
osrednjeno strujanje). Sli∙cno se mo∙ze napisati i za deformacioni ,,rad"
od ¾t

ij po jedinici zapremine, i u jedinici vremena, on se, za posmatrani
primer, svodi na ¾t

21du=dx2.

¤ ¤ ¤

Motorni ,,rad" po jedinici zapremine, i u jedinici vremena, za po-
smatrani primer, iznosi:

u
d¾t

21

dx2
= u

µ
¡¿
h

¶
(98{4)

Pri pisanju ovoga koristilo se da je d¾t
21=dx2 jednako ¡¿=h, ∙sto se

zaklju∙cilo iz (94{7).
Dobijeni izraz, zbog mno∙zenja brzine u sa konstantom za pojedini

primer, pokazuje da je ,,motorni rad napona" turbulencije raspore¹den
isto kao i brzina { uz zid je jednak nuli, a maksimalnu vrednost posti∙ze
u sredini struje (x2 = h), gde je maksimalna vrednost brzine um. Delje-
njem (98{4) sa ¡um¿=h dobija se bezdimenzionalna zamena za ,,motor-
ni rad napona" turbulencije, po jedinici zapremine, i u jedinici vremena:

M t =
u
d¾t

21
dx2

um
¿
h

=
u
³
¡¿h

´

um
¿
h

=
¡u
um

(98{5)

Za gra¯∙cki prikaz M t u zavisnosti od relativnog rastojanja x2=h od
zida treba znati raspored brzina. Slika (98{2) prikazuje kako otprilike
izgleda taj raspored (i brzina, i motornog ,,rada napona" turbulencije)
ako se primeni neka od uobi∙cajenih zakonitosti za raspored brzina { lo-
garitamska ili eksponencijalna, koje su izlo∙zene u poglavljima 94 (Ode-
ljak IV) i 97 (Odeljak I).
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Integrisanje M t u granicama od nule do jedinice daje:

Z 1

0
M td

µ
x2

h

¶
=
Z 1

0
¡ u

um

d
µ
x2

h

¶
= ¡ v

um

(98{6)

U ovom izrazu kori∙s¶cena je zamena:

1

h

Z 1

0
udx2 = v = prose∙cna brzina za presek (98{7)

¤ ¤ ¤
Deformacioni ,,rad napona" turbulencije po jedinici zapremine i u

jedinici vremena, za pokazani primer, svodi se na:

¾t
21

du

dx2
= ¿

µ
1¡ x2

h

¶
du

dx2
(98{8)

I ova jedna∙cina je napisana izra∙zavanjem napona ¾t
21 prema (94{7).

On je jednak nuli za sredinu struje, za x2 = h, a najve¶cu vrednost
ne dobija na zidu, gde nema turbulencije, nego veoma blizu zida, gde
po∙cinje turbulencija, i gde je x2 ¿ h, pa se ra∙cuna da je ¾21 = ¿ , tj.
prene∙sen je napon trenja sa zida.

Kako i izvod brzine du=dx2 opada sa udaljavanjem od zida, posma-
trani ,,rad" je sve manji ∙sto je deli¶c bli∙ze sredi∙stu struje (u sredi∙stu je
nula), a na po∙cetku sloja, gde je napon najve¶ci, a porast brzine najna-
gliji, posmatrani ,,rad" ima najve¶cu vrednost.

Bezdimenzionalna zamena za deformacioni rad dobi¶ce se na isti na-
∙cin koji je primenjen kod motornog rada { deljenjem (98{8) sa um¿=h:

Dt =
¾t

21
du
dx2

um
¿
h

=
¿
³
1¡ x2

h

´
du
dx2

um
¿
h

=

³
1¡ x2

h

´
d
³
u
um

´

d
³
x2
h

´ (98{9)

Gra¯∙cki prikaz Dt od x2=h izgleda otprilike kako je prikazano na
slici 98{2. U sredini struje (x2 = h), iz (98{9) se mo∙ze o∙citati da
je Dt = 0 dok ka zidovima naglo raste, jer naglo raste du=dx2, a uz to
raste i 1¡ x2=h. Napominje se da ne bi bilo osetne razlike u gra¯∙ckom
prikazu Dt = Dt(x2=h) ako bi se za raspored brzina uzela logaritamska,
ili neka od eksponencijalnih zakonitosti: smanjivanjem x2=h od jedinice
ka nuli, veli∙cina Dt vrlo sporo raste sve do blizine zida, gde po∙cinje naglo
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M  , Dt t
tM tD

+10 +5-1

h
2

1.0

0.5

0

tD
tM po jednacini (98-5)

po jednacini (98-9)
x

Slika 98{2 Raspored motornog i deformacionog 'rada napona' turbulen-
cije po popre∙cnom preseku ravanske struje debljine

da raste, da bi za x2 = 0 trebalo da bude beskona∙cna vrednost. Me¹du-
tim, na samom zidu toga rada nema, pa zakonitost ne va∙zi ba∙s do samo-
ga zida, ali integrisanje Dt na x2=h u granicama x2=h od nule do jedinice
daje kona∙cnu vrednost ∙sto se vidi iz slede¶cega izvo¹denja.

Integrisanje Dt po x2=h, u granicama x2=h od nule do jedinici daje:

Z 1

0
Dtd

µ
x2

h

¶
=

Z 1

0

µ
1¡ x2

h

¶
d
µ
u

um

¶
=

=
Z 1

0
d
µ
u

um

¶
¡
Z 1

0
d
µ
x2

h

u

um

¶
+
Z 1

0

u

um
d
µ
x2

h

¶

Ovde je primenjeno pravilo o integrisanju proizvoda.
Nadalje se mo∙ze pisati:

Z 1

0
Dtd

µ
x2

h

¶
=

u

um

¯̄
¯̄
1

0

¡ x2

h

u

um

¯̄
¯̄
1

0

+
v

um

Ovde je iskori∙s¶cena zamena prema (98{7).
Kako je brzina u uz zid (za x2 = 0) jednaka nuli, a u sredini struje

(x2 = h) je u = um, prvi sabirak u prethodnom izrazu je jednak 1.
Drugi sabirak oduzima jedinicu, jer je x2u = 0 za x2 = 0), a x2u = hum

(za x2 = h), pa se onda prva dva sabirka me¹dusobno potiru i ostaje
samo tre¶ci. Stoga je: Z 1

0
Dtd

µ
x2

h

¶
=

v

um

(98{10)
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Sabiranje ove jedna∙cine sa (98{6) kazuje da je:

Z 1

0
M td

µ
x2

h

¶
+
Z 1

0
Dtd

µ
x2

h

¶
= 0 (98{11)

tj. da se, za ceo presek, motorni i deformaconi ,,rad napona" turbu-
lencije me¹dusobno uravnote∙zuju. Ovo se i moralo dobiti, jer se za za-
preminu izme¹du dva popre∙cna preseka navedeni radovi uravnote∙zuje,
∙sto je ranije obja∙snjeno i napisano sa (85{23), odnosno (85{24). Jasno
je da grani∙cni preseci moraju da zadovolje uslov da je glavno (osred-
njeno) strujanje kroz njih paralelno i pravolinijsko, normalno na presek
(dok izme¹du njih taj uslov ne mora da bude zadovoljen).

Taj uslov je, me¹dutim, zadovoljen za sve preseke jednolike struje,
koja se ovde razmatra, jer je stanje potpuno istovetno u svim prese-
cima, pa se mo∙ze posmatrati deo struje izme¹du dva preseka, koji su
na neizmerno malenom me¹dusobnom rastojanju dx1, tako da obuhvate
deli¶ce na jednom popre∙cnom preseku, i u∙cinci navedenih ,,radova" za
sve te deli¶ce, uzeto zbirno, tako¹de se me¹dusobno uravnote∙zuju, ∙sto je
malo pre i dokazano.

¤ ¤ ¤

Analogija prikazanog na sl. 98{2 sa prikazanim na sl. 93{2 je o∙cigle-
dna. Tako, na sl. 93{2, prikazani su motorni i deformacioni rad devi-
jatorskih napona (pravih napona, koji deluju posredstvom viskoznosti)
u laminarnoj struji. Tako je Md jednak u=um, i tamo se oba rada
me¹dusobno uravnote∙zuju (za struju kao celinu) i tamo, udaljavanjem
od zida motorni rad raste, a deformacioni opada. Iako ,,rad napona"
turbulencije nije rad sila u ¯zi∙ckom smislu re∙ci, kao ∙sto je to rad devi-
jatorskih napona koji deluju posredstvom viskoznosti, postupak da se
sa ,,naponima" turbulencije formalno postupa kao sa pravim naponima
veoma je pogodan i koristan, jer se svodi na uobi∙cajene postupke koji se
primenjuju za prave napone, ∙sto se pokazalo pogodnim i u prethodnim
obja∙snjenjima.

Ono ∙sto se glavnom strujanju obra∙cunski oduzima biva sve ve¶ce
udaljavanjem od zida i to se formalno shvata kao motorni ,,rad napona"
turbulencije, a sve se to za struju kao celinu pojavljuje u istom iznosu
kao dobitak u °uktuacijama (,,produkcija") a to se formalno shvata
kao deformacioni ,,rad napona" turbulencije, mada se radi o izmeni
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kineti∙cke energije. To pokazuje zamena ¾t
21 sa ¡½u01u02 u (98{5) i (98{9):

M t =
u d
dx2

(¡½u01u02)
um

¿
½

(98{12)

Dt =
¡½u01u02 dudx2

um
¿
½

(98{13)

Brojitelj u drugom izrazu ¶ce se pojaviti u °uktuacijama kao dobitak
{ kao ,,produkcija".

¤ ¤ ¤
Na kraju, korisno je primetiti da bi raspored oba ,,rada napona"

turbulencije i za kru∙znu cev bio na∙celno isti kao ∙sto prikazuje sl. 98{2,
samo ∙sto bi se M t i Dt prikazivalo u zavisnosti od relativnog rastoja-
nja x2=r od zida, gde je r = polupre∙cnik cevi.

III

IZMENA ENERGIJE U FLUKTUACIJAMA
PO POPRE∙CNOM PRESEKU STRUJE

Izmena energije u °uktuacijama po popre∙cnom preseku struje mo∙ze
se razmatrati na osnovu jedna∙cine energije u °uktuacijama, napisane
za ta∙cku { to je jedna∙cina (53{31). Napominje se da je do sada podosta
kori∙s¶cena jedna∙cina energije u °uktuacijama, ali za kona∙cnu zapreminu
(posmatranu kao celinu) { to je jedna∙cina (53{32). Me¹dutim, u nared-
nim izlaganjima, kako je re∙ceno, mora se pre¶ci na razmatranje zbivanja
u ta∙cki, uz primenu odgovaraju¶ce jedna∙cine (53{31).

Razmatra¶ce se jednolika ustaljena struja izme¹du dve paralelne plo∙ce.
To je najjednostavniji prikaz struje, a njegova re∙senja mogu se primeniti
i na struju u cevi kru∙znog preseka. Taj primer se redovno razmatrao, a
uz usputnu napomenu da se na∙celno de∙sava i kod svih jednolikih struja.

Strujanje je izme¹du dve paralelne plo∙ce, postavljene normalno na
osu 2, dok se osrednjeno strujanje odvija u pravcu ose 1. Strujanje je
ustaljeno, ravansko i jednoliko, a ove osobine treba shvatiti uslovno,
kako se to shvata kod turbulentnog te∙cenja: osrednjena brzina i svi
osrednjeni proizvodi °uktuacionih brzina menjaju se samo sa prome-
nom x2, ∙sto zna∙ci da su im parcijalni izvodi po vremenu, po x1 i po x3,

251

DRAFT verzija 2001.



jednaki nuli. To znatno pojednostavljuje primenu jedna∙cine (53{31).
U njoj je prvi ∙clan sa leve strane jednak nuli, zbog ustaljenosti. Drugi
∙clan se svodi samo na izvod po x2 (on je onda totalni), u obzir dolaze
samo sabirci gde je i = 2, a uz to je u2 = 0. Prema tome, za posmatrani
slu∙caj cela leva strana jedna∙cine (53{31) je jednaka:

1

2
½
d

dx2

(u02u
0
ju
0
j) (98{14)

Prvi ∙clan desne strane otpada, jer se pretpostavlja da je zapremin-
ska sila te∙zina, a ona ne °uktui∙se. ∙Clan iza toga je motorni rad °uk-
tuacionog pritiska, a on se mo∙ze prikazati kao ukupni rad umanjen za
deformacioni:

¡u0j
@p0

@xj
= ¡ @

@xj
(u0jp0) + p0

@u0j
@xj

Drugi ∙clan (deformacioni rad) jednak je nuli za nesti∙sljiv °uid ka-
kav se razmatra, jer nema promene zapremine deli¶ca, odnosno @u0j=@xj
je jednako nuli. Prvi ∙clan se svodi, za posmatrani primer jednolikoga
osrednjenog strujanja, u pravcu 1, a ravanskog, u ravni (1; 2), samo
na izvod po x2 (a onda je on totalni), jer su izvodi po x1 i x3 (za
posmatrano strujanje) jednaki nuli. Stoga se kona∙cno pi∙se:

¡u0j
@p0

@xj
= ¡ d

dx2
(u02p0) (98{15)

Naredni ∙clan (tre¶ci ∙clan desne strane) unosi motorni rad °uktuira-
ju¶cih devijatorskih napona, u jedinici vremena, i po jedinici zapremine.
U jednom trenutku za njega se mo∙ze napisati:

u0j
@¾d

ij
0

@xi
= u0j

@

@xi

Ã
¹
@u0j
@xi

!
(98{16)

Pri pisanju ovoga izraza, @¾d
ij
0
=@xi je zamenjeno na osnovu jedna∙ci-

ne (41{8), gde je najpre izostavljen drugi ∙clan desne strane, jer je kod
nesti∙sljivog °uida @ui=@xi jednako nuli, a potom je izraz prilago¹den
°uktuacionim veli∙cinama.

Mo∙ze se prethodni izraz preobli∙citi tako ∙sto se koristi slede¶ce:

u0j
@

@xi

Ã
@u0j
@xi

!
=

@

@xi

Ã
u0j
@u0j
@xi

!
¡ @u0j
@xi

@u0j
@xi

(98{17)
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gde se primenilo pravilo o diferenciranju proizvoda.
Ako se u (98{16) obavi zamena prema prethodnom izrazu (98{17)

i sve se osrednji, dobija se za razmatrani ∙clan jedna∙cine (53{31):

u0j
@¾d

ij
0

@xi
= ¹

d2

dx2
2

Ã
u0ju

0
j

2

!
¡ ¹

@u0j
@xi

@u0j
@xi

(98{18)

Kako se prvi ∙clan desne strane u (98{17) svodi samo na izvod po x2

(kao i kod ranije raspravljenih ∙clanova), to je u (98{18) upisan totalni
izvod, gde se jo∙s obavilo preobli∙cavanje, koriste¶ci jedno od osnovnih
pravila diferenciranja. Drugi ∙clan desne strane u poslednje napisanom
izrazu (98{18) ne mo∙ze se, na ∙zalost, svesti na totalni izvod iz slede¶cih
razloga. U sva tri koordinatna pravca postoje °uktuacione brzine i izvo-
di svake od njih u sva tri pravca. Posmatra¶ce se jedan od tih 9 izvoda
(na primer @u02=@x1) i mo∙ze se za jedan trenutak napisati:

@u02
@x1

@u02
@x1

=

Ã
@u02
@x1

!2

¸ 0 (98{19)

jer kvadrat ima uvek pozitivnu vrednost bez obzira da li je izvod po-
zitivan ili negativan. Samo u pojedinim vremenskim trenucima taj
izvod mo∙ze da bude jednak nuli, ali ne mo∙ze da bude tokom celog vre-
mena.

Za svih 9 izvoda mo∙ze se zaklju∙citi isto, ∙sto zna∙ci da se nijedan izvod
ne mo∙ze izostaviti u zbiru koji se pi∙se sa:

@u0j
@xi

@u0j
@xi

a osrednjena vrednost ovoga zbira proizvoda pomno∙zena sa ¹ ∙cini ra-
zmatrani drugi deo desne strane izraza (98{18), koji ima pozitivnu vre-
dnost, jer su svi sabirci, kako je malo pre obja∙snjeno, pozitivne vredno-
sti.

Ostaje jo∙s poslednji ∙clan u (53{31), a u njemu otpadaju svi sabirci
izuzev onoga gde je j = 1, a i = 2, jer je osrednjena brzina upravljena
u pravcu 1, a menja se samo u pravcu 2, pa se mo∙ze napisati:

@uj
@xi

(¡½u0iu0j) =
du1

dx2

(¡½u01u02) (98{20)
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Desnu stranu jedna∙cine (53{31), primenjenu na razmatrani slu∙caj
strujanja, ∙cini zbir (98{15), (98{18) i (98{20), a leva strana se svodi
na (98{14), ∙sto dovodi do pisanja jedna∙cine:

1

2
½
d

dx2
(u02u

0
ju
0
j)

| {z }
(Ki)

=
d

dx2
(¡p0u02)

| {z }
(Po)

+¹

Ã
1

2

d2

dx2
2

u0ju
0
j ¡

@u0j
@xi

@u0j
@xi

!

| {z }
(Vis)

+

+
@u1

@x2
(¡½u01u02)

| {z }
(Pr)

= 0 (98{21)

U ovoj jedna∙cini Ki predstavlja preno∙senje difuzijom kineti∙cke ener-
gije, Po je preno∙senje potencijalne energije difuzijom (ili rad °uktuira-
ju¶ceg pritiska), Vis je rad devijatorskih °uktuiraju¶cih napona (posred-
stvom viskoznosti) i to motorni rad, a Pr je ,,produkcija" turbulentne
energije { sve po jedinici zapremine, i u jedinici vremena.

Sada ¶ce se raspraviti u∙cinak pojedinih ∙clanova jedna∙cine (98{21) po
celom preseku { integrisa¶ce se po x2, u granicama x2 = 0 do x2 = 2h,
tj. od zida do zida, po∙sto je debljina struje jednaka 2h.

Za prvi ∙clan (Ki) u jedna∙cini (98{21) navedena integracija daje:

Z 2h

0

1

2
½
d

dx2
(u02u

0
ju
0
j)dx2 =

1

2
½u02u

0
ju
0
j

¯̄
¯̄
2h

0
= 0

jer je na granicama (na zidovima) u02u
0
ju
0
j = 0.

Integracija drugog ∙clana (Po) tako¹de daje nulu jer je na granica-
ma u02p0 = 0.

Za prvi deo izraza (Vis) integrisanjem ¶ce se tako¹de dobiti nula, jer
ono dovodi do:

Z 2h

0

d2

dx2
2

(u0ju
0
j)dx2 =

d

dx2
(u0ju

0
j)

¯̄
¯̄
¯

2h

0

= 0

po∙sto je d(u0ju
0
j)=dx2 na zidovima iste apsolutne vrednosti a suprotnoga

predznaka.
Prethodna izjedna∙cavanja sa nulom u∙cinka razmatranih uticaja po

popre∙cnom preseku zna∙ce da se pozitivan uticaj na delu popre∙cnog pre-
seka potire sa negativnim na drugom delu.
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Ako se posmatra izmena energije u zapremini V izme¹du dva popre∙c-
na preseka struje (V = 2hL3L1, gde je L3 ∙sirina struje, L1 rastojanje
izme¹du ta dva preseka, a obe du∙zine mogu se uzeti proizvoljno), uticaj
∙clanova za koje je u∙cinak po popre∙cnom preseku nula tako¹de je nula i
za celu zapreminu, pa ostaje samo u∙cinak drugog dela ∙clana ozna∙cenog
sa (Vis) i ∙clana (Pr), a to iznosi:

Z

V
¹
@u0j
@xi

@u0j
@xi

dV =
Z

V

du1

dx2
(¡½u01u02) dV (98{22)

Upore¹divanjem ovoga izraza sa (85{31), u kome je za jednoliku stru-
ju Ã = 0 (zbog istovetnog stanja u oba preseka), uvi¹da se da je disipacija
u °uktuacijama (prelazak mehani∙cke energije u toplotu deformacionim
radom °uktuiraju¶cih devijatorskih napona), jer se mo∙ze napisati:

def d
° =

Z

V
¹
@u0j
@xi

@u0j
@xi

dV (98{23)

a to se prema (98{22) nakna¹duje ,,produkcijom" turbulentne energije,
∙sto je obja∙snjeno u Odeljku VII Poglavlja 85, a i pomenuto u Odeljku I
ovoga poglavlja.

U nastavku ¶ce se raspravljati o rasporedu po popre∙cnom preseku
u∙cinka onih ∙clanova u (98{21) koji za presek kao celinu daju nulu { ne-
gde je taj u∙cinak pozitivan, negde negativan, upravo ovi ∙clanovi negde
dodaju energiju, negde onda moraju da je oduzmu, a to zna∙ci popre∙cni
prenos energije.

Za jedan presek od zida ka sredini struje izme¹du dve plo∙ce (ili ka
centru preseka ako je struja u cevi kru∙znog preseka), difuzije kineti∙cke
i potencijalne energije (Ki;Po) pona∙saju se otprilike kako je prikazano
na sl. 98{3.

Pozitivna vrednost za (Ki) zna∙ci pove¶canje koneti∙cke energije u °uk-
tuacijama difuzijom. Uz zid, gde je Ki < 0 (vidi sliku 93{3), kineti∙cka
energija se smanjuje, dok se u preostalom delu sloja pove¶cava. Kroz
ceo presek ovo se mora uravnote∙ziti, jer zbor smanjenja i pove¶canja za
ceo presek mora da se uravnote∙zi { tako je malo pre dokazano.

(Po) u jedna∙cini eq:98-21 predstavlja rad °uktuiraju¶cih pritisaka, ili
pove¶canje potencijalne energije difuzijom. To isto predstavlja i odgova-
raju¶ci ∙clan u (53{21), na osnovu koga je, prema (98{15) napisano (Po).
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0

prelaz

laminarni podsloj Ki Po, 

turbulentni sloj
(98-21)

x  = udaljenost od zida2

clan ( )Ki 
clan (  )Po

u jednacini

Slika 98{3 Raspored difuzije kineti∙cke (Ki) i potencijalne (Po) energije
po popre∙cnom preseku struje { vidi se da je prva negativna u podsloju i u
prelazu u sloj, a u sloju (sve do sredine struje) je pozitivna; kod druge je
obrnuto

U blizina zida, gde je Po > 0 (vidi sliku 93{3), difuzijom se potencijalna
energija pove¶cava, dok se u preostalom delu sloja smanjuje. Za ceo
presek to se uravnote∙zava { isto kao i kod (Ki).

Jasno je da se navedena preno∙senja energije ne obavljaju prenosom
mase, jer je nemogu¶ce da se masa po popre∙cnom preseku u prizidnom
delu kre¶ce od zida ka sredini struje, a u drugom delu suprotnim smerom,
jer masa ne mo∙ze isprazniti jedan deo prostora da bi se nagomilala na
drugom delu. Korisno je podsetiti se obja∙snjenja u Poglavlju 52, iza
jedna∙cine (52{21), da termin ,,difuzija", kako je u na∙sim izlaganjima
prihva¶ceno, zna∙ci preno∙senje (na primer energije) iako preno∙senja mase
nema, ako se ono posmatra osrednjeno kroz vreme. U slu∙caju koji se
sada razmatra popre∙cna °uktuaciona trenutna brzina u02 unosi energiju,
a osrednjena kroz vreme je u02 = 0, jer ta brzina alternativno menja smer
tako da osrednjeno ne prenosi masu. Me¹dutim, prenos energije u oba
smera nije isti i odatle u02u

0
ju
0
j nije nula { to je u∙cinak difuzije.
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Za kasnija raspravljanja dobro ¶ce do¶ci zaklju∙cak da su difuzija kine-
ti∙cke i potencijalne energije svuda suprotnoga predznaka i da se skoro
potiru, ∙sto zna∙ci da se mo∙ze kao pribli∙znost re¶ci da se pove¶canje kineti∙c-
ke energije difuzijom pothranjuje uglavnom smanjivanjem potencijalne
energije difuzijom, i obrnuto.

Prvi deo ∙clana (Vis) u jedna∙cini (98{21) po celom preseku, kako je
zaklju∙ceno, daje u∙cinak jednak nuli, pa to, i kod ovog ∙clana ukazuje
na popre∙cno preno∙senje energije (posredstvom viskoznosti), jer je taj
∙clan na jednom delu preseka pozitivan, a na drugom negativan. Treba
primetiti da se ovo preno∙senje obavlja u laminarnom podsloju i u pre-
lazu iz toga podsloja u turbulentan sloj, dok ga u sloju nema.

Ve¶c je re∙ceno da drugi deo ∙clana (Vis) ne daje po celom preseku
u∙cinak jednak nuli, tako je na osnovu (98{19) zaklju∙ceno, jer je on zbir
kvadrata, pa je po celom preseku istoga znaka. On u jedna∙cini (98{21)
daje negativnu vrednost (usled predznaka ,,minus"), dok je ∙clan (Pr)
svuda pozitivna vrednost, jer on predstavlja dobitak za °uktuacije, a
to se oduzima glavnom strujanju kao ,,deformacioni rad napona" tur-
bulencije, pa je raspored (Pr) isti kao raspored (Dt) na slici 98{2.

Malo pre je re∙ceno da se (Ki) i (Po) u pojedinim ta∙ckama me¹dusob-
no skoro potiru, a da prvi deo ∙clana (Vis) ne deluje u sloju, pa deluje
samo u neznatnom delu preseka, pa se kao pribli∙znost mo∙ze prihvatiti
da se drugi deo ∙clana (Vis) i ∙clan (Pr) u pojedinoj ta∙cki me¹dusobno
uravnote∙zuju. Ovo bi zna∙cilo da se lokalna ,,produkcija" turbulentne
energije u pojedinoj ta∙cki tu i tro∙si na disipaciju, na otu¹denje meha-
ni∙cke energije posredstvom viskoznosti u toplotu. Prema tome, ono ∙sto
se sa (98{22) napisalo za struju kao celinu kao potpuno ta∙cno, mo∙ze se
napisati i za pojedinu ta∙cku, dodu∙se kao pribli∙zno izjedna∙cavanje:

¹
@u0j
@xi

@u0j
@xi

¼ du1

dx2

(¡½u01u02) (98{24)

¤ ¤ ¤
Na kraju, mogu se i ovde zaklju∙cci sa ravanske struje preneti na

osnosimetri∙cnu (struju u cevi kru∙znog preseka) jer sve je na∙celno bilo
isto u obe struje.
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IV

RASPORED PO POPRE∙CNOM PRESEKU
STRUJE VELI∙CINA KOJE UKAZUJU
NA RAZVIJENOST TURBULENCIJE

Izraz (94{7) omogu¶cava da se proceni osrednjeni proizvod °uktua-
cionih brzina u01u

0
2, u turbulentnom sloju u ravanskoj struji izme¹du plo-

∙ca, ili u cevi kru∙znog preseka, ∙cak i bez poznavanja rasporeda osrednje-
nih brzina, dovoljno je poznavati samo napon trenja ¿ o zid. Iz (94{7)
mo∙ze se napisati za ravansku struju izme¹du plo∙ca, odnosno za struju u
cevi kru∙znog preseka:

¡u01u02
¿=½

= 1¡ x2

h
(98{25)

¡u01u02
¿=½

= 1¡ x2

r
(98{26)

I ovde, kao i svuda, razmak izme¹du plo∙ca iznosi 2h, a polupre∙cnik
cevi je r.

Treba naglasiti da napisane jedna∙cine ne va∙ze za sam zid, za x2 = 0,
jer tamo nema °uktuacija, ali po∙cinju da va∙ze veoma blizu zida.

Zamenom ¿ sa C¿½v
2=2 mo∙ze se dobiti odnos izme¹du u01u

0
2 i srednje

brzine v u preseku (v = proticaj / povr∙sina preseka):

¡u01u02
v2

=
C¿
2

µ
1¡ x2

h

¶
(98{27)

Za struju u cevi kru∙znog preseka, umesto keo¯cijenta trenja C¿ uzi-
ma se koe¯cijent trenja ¸, gde je ¸ = 4C¿ , pa se pi∙se:

¡u01u02
v2

=
¸

8

µ
1¡ x2

r

¶
(98{28)

Eksperimentalni rezultati pokazuju da se navedene zakonitosti o-
stvaruju sa neznatnim odstupanjima i jednostavna zakonitost (98{26)
gra¯∙cki je prikazana na sl. 98{4. (Uz nju na slici je jo∙s jedna zakonitost
o kojoj ¶ce biti re∙ci kasnije.)

U prakti∙cnim zadacima ¸ se kre¶ce od 0,01 do 0,06, pa izraz (98{28)
kazuje da je red vrednosti za ¡u01u02=v2 izme¹du 0,001 i 0,01, ∙sto kazuje
da je osrednjeni proizvod °uktuacionih brzina veoma malen prema
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Slika 98{4 Raspored osrednjenog proizvoda °uktuacionih brzina u01u
0
2

(datog bezdimenzionalno) i koe¯cijenta korelacije K12 du∙z jednog (bilo koga)
pre∙cnika kru∙zne cevi (x2 = udaljenost od zida, r = polupre∙cnik cevi)

kvadratu srednje brzine za presek. Napominje se da je procena u∙cinjena
za x2 = 0 (gde je navedeni odnos najve¶ci), a re∙ceno je da navedene za-
visnosti ne va∙ze za zid (za x2 = 0), gde nema °uktuacija, ali po∙cetak
sloja, gde zavisnosti va∙ze, je na veoma malenom rastojanju od zida
(x2 je veoma maleno), pa se moglo postupiti kako je ura¹deno.

¤ ¤ ¤

U Poglavlju 54, kao jedan od pokazatelja za razvijenost ili ja∙cinu
(,,intenzitet") turbulencije, navodi se ,,srednje kvadratno odstupanje"
°uktuacione veli∙cine, napisano uop∙steno sa (54{5). Srednje kvadratno

odstupanje za brzinu u0i iznosi (u
02
i )1=2, ono je tamo pomenuto kao naj-

zna∙cajniji pokazatelj ,,intenziteta turbulencije" i upisano u (54{6).
Pod pretpostavkom da srednje kvadratno odstupanje °uktuacione

brzine zavisi od rastojanja x2 od zida, a da svaki pojedina∙cni primer
unosi jo∙s i parametarske veli∙cine (¿; ½; r), mo∙ze se napisati:

(u;2i )1=2 = f(x2; ¿; ½; r)
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Pretpostavka, i iz nje napisana funkcija, proizlaze iz shvatanja da
je u turbulentnom sloju uticaj viskoznosti bezna∙cajan, i da napon tre-
nja ¿ izme¹du zida i °uida unosi sve uticaje sa granice. Napisana funkci-
ja povezuje 5 dimenzionalnih veli∙cina, pa se promenom dimenzionalne
analize, mo∙ze zameniti sa vezom 2 bezdimenzionalne veli∙cine.

½

¿
(u;2i )1=2 = f

µ
x2

r

¶

Na slici 98{5 nacrtani su gra¯koni za funkcije napisane prethodnim
izrazom. Ako se ostvaruju prihva¶cene pretpostavke, ti gra¯koni va∙zili
bi za sva osnosimetri∙cka strujanja (pa i za ravanska, ako se r zameni
sa h). Ta∙cnije re∙ceno, barem bi mogli da se prihvate kao pribli∙znost
ako je pretpostavka suvi∙se pojednostavila zadatak.

Na slici 98{5 treba zapaziti da se turbulencija smanjuje udaljava-
njem od zida, ∙sto je lako obja∙snjivo. Udaljavanjem od zida porast
osrednjene brzine sve je ubla∙zeniji, vrednost du=dx2 opada, pa popre∙cno
me∙sanje deli¶ca unosi sve manje promene brzine, sve manje °uktuacije.

Uo∙cava se i da su °uktuacije brzina u podu∙znom pravcu osrednje-
nog strujanja (pravac 1) ne∙sto izrazitije od °uktuacija u popre∙cnim

1u'

2u '

3u '2x

2x

2r

10.5 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r

0

Fluktuacione brzine

u u' , '2 3
u ravni poprecnog 
preseka

= poprecne
= poduzne

3
2

i =1
ui

2ρ
τ

Slika 98{5 Bezdimenzionalni prikaz \intenziteta turbulencije" (sred-
njeg kvadratnog odstupanja °uktuacionih brzina) du∙z jednoga (bilo koga)
pre∙cnika kru∙zne cevi (¿ = napon trenja izme¹du zida cevi i °uida, ½= gustina)

260

DRAFT verzija 2001.



pravcima (2 i 3). I uz sl. 98{5 treba primetiti da prikazane zavisnosti
ne va∙ze za zid (za x2 = 0), ali po∙cinju da va∙ze na veoma malenom
rastojanju od zida.

Fluktuaciona komponenta brzine u02 upravljena je po pre∙cniku cevi,
a x2 meri rastojanje od zida, dok je komponenta u03 upravljena u pravcu
normalnom na pre∙cnik, a tako¹de i taj pravac le∙zi u ravni popre∙cnog
preseka (u2 i u3 su popre∙cne brzine { vidi sl. 98{5).

I ovom prilikom se prime¶cuje da shvatanje struje kao ravanske, ili
osnosimetri∙cne, ne zna∙ci da ne postoji brzina u03 (u pravcu normalnom
na ravan prou∙cavanja ravanskog zadatka, odnosno za kru∙znu cev kako
je malo pre navedeno). Osrednjena vrednost od u03 je nula (kao svaka
osrednjena vrednost °uktuacije), ali trenutna nije neprekidno nula (nula

je samo slu∙cajno). Postojanje u03 zna∙ci da u
02
3 ne mo∙ze da bude nula

(jer je to srednja vrednost kvadrata). Slika 98{5 pokazuje da je u
02
3 ∙cak

ve¶ce od u
02
2 .

Ako se u
02
1 , koji ukazuje na intenzitet podu∙zne °uktuacije brzine,

odnosno izrazi u
02
2 i u

02
3 za popre∙cnu °uktuaciju, ∙zele izraziti u odnosu

na v2 (na kvadrat srednje brzine za presek), dobijaju se odnosi kakav

je, primera radi, za u
02
1 , slede¶ci odnos:

u
02
1

v2
=

u
02
1

¿=½

¿=½

v2
=

u
02
1

¿=½

¸

8
(98{29)

(i ovde je kori∙s¶ceno ¿=½v2 = C¿=2 = ¸=8).

Ovo ukazuje da se u
02
1 =v

2 dobija mno∙zenjem ¸=8 sa kvadratima vre-
dnosti koje se mogu o∙citati sa sl. 98{5. Kako vrednosti na ovoj slici
za (½u

02
1 =¿)

1=2 uglavnom ne prelaze 2 (kvadrat ne prelazi 4), a ¸ izuzetno
dosti∙ze 0,06, odnos (98{29) ima za gornju granicu otprilike 0,03.

Minimalna vrednost za u
02
1 =v

2 ostvaruje se za x2 = r, gde je, prema

sl. 98{5,
q
½u

02
1 =¿ = 0;7, pa bi se za ¸ = 0;06, dobilo da je u

02
1 =v

2 ne∙sto
manje od 0,004 (za ¸ = 0;02 bilo bi manje ∙cak od 0,002).

Za koe¯cijent trenja ¸ = 0; 01, prethodne procene odnosa (98{29)
treba podeliti sa 6, pa se dobija 0,005, odnosno ne∙sto manje od 0,001.

Poznavanjem bezdimenzionalnih veli∙cina prikazanih na sl. 98{5, po-
znati su i kvadrati tih veli∙cina, pa je poznat i zbir tih kvadrata:

½(u
02
1 + u

02
2 + u

02
3 )

¿
=
½u0iu

0
i

¿
(98{30)
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Ovaj odnos, u zavisnosti od relativnog rastojanja x2=r od zida,
prikazuje slika 98{6.

x2

Y

0.5

1

50 10

1.0

0

2

γ

=

( '  + '  + '  ) =u u u= τY 1
2 2

2
2
3

u   u' 'ii

ρ

ρ
τ

Y   
    

= Y(x / )

Slika 98{6 Raspored { po preseku struje u kru∙znoj cevi { kineti∙cke ener-
gije °uktuacija, prikazan bezdimenzionalno

Treba se podsetiti da je ½u0iu
0
i=2 kineti∙cka energija °uktuacija, po

jedinici zapremine, a ista se mo∙ze izraziti u odnosu na ½v2=2 (za kineti∙c-
ku energiju po jedinici zapremine koju daje srednja brzina u preseku).
To je odnos napisan sa (54{7). Taj odnos se dobija mno∙zenjem pret-
hodnoga izraza sa ¿=½v2:

u0iu
0
i

v2
=
½u0iu

0
i

¿

¿

½v2
=
¸

8

½u0iu
0
i

¿
(98{31)

Dakle, vrednosti koje se o∙citavaju na sl. 98{6 treba mno∙ziti sa ¸=8
i sabrati i dobi¶ce se (98{31).

¤ ¤ ¤

Mo∙ze se u
02
1 (ili u

02
2 , ili u

02
3 , ili njihov zbir u0iu

0
i), izra∙zavati u odnosu

na osrednjenu brzinu u = u1 u istoj ta∙cki. To ima smisla, jer je to lokalni
pokazatelj kineti∙cke energije u °uktuacijama i lokalne kineti∙cke energije
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u glavnoj struji (u istoj ta∙cki), pa je to tako¹de jedan od smi∙sljenih

pokazatelja razvijenosti turbulencije. Ti odnosi (u
02
i =u

2 ili u0iu
0
i=u

2)
pokazali bi izrazitiju neravnomernost po preseku od onih koji daju
u
02
i =v

2 (odnosno u0iu
0
i=v

2).

¤ ¤ ¤

Izme¹du trenutnih istovremenih °uktuacionih komponenti brzina u01
i u02 u jednoj ta∙cki postoji me¹dusobna veza (,,korelacija"). Pre svega,
treba se podsetiti da je iza izraza (94{7) obja∙snjena pravilnost da su
trenutne °uktuacione brzine u01 i u02 suprotnoga znaka (kada je jedna
pozitivna, druga je negativna). Ovo va∙zi za polovinu struje (x2 ∙ h), a
va∙zi i za drugu polovinu ako se osovina x2 uvek postavi da meri rasto-
janje od bli∙zega zida i da joj je pozitivan smer od toga zida, ka sredini
struje. Sem toga, verovatno ¶ce se u prete∙znom delu vremena ostvari-
ti da ve¶ca (po apsolutnoj vrednosti) popre∙cna °uktuaciona brzina u02
daje i ve¶cu podu∙znu u01 (jer ve¶ce popre∙cno strujanje uti∙ce na promenu
podu∙zne brzine).

Korelacije izme¹du vrednosti dve °uktuacione veli∙cine na∙celno su pri-
kazane u Poglavlju 54. Korelacija °uktuacionih komponenti brzina u01
i u02 u jednoj ta∙cki, ∙sto se ∙zeli razmotriti, je primer (III) sa slici 54{2.
Za taj slu∙caj op∙sti izraz za korelacije °uktuacionih brzina (54{13) se
svodi na:

K12 =
u01u

0
2q

u
02
1

q
u
02
2

(98{32)

Nisu pisane koordinate ta∙caka na koje se odnose brzine, jer se ovde
podrazumeva da se radi o istoj ta∙cki.

Mo∙ze se re¶ci da je ,,korelacija ∙cvr∙s¶ca" ako je K12 bli∙ze ¡1. Nai-
me, najizrazitija me¹dusobna veza izme¹du u01 i u02 bila bi kada bi se
za istovremene °uktuacione brzine ostvarivalo u02 = constu01 (ovde je

const < 0), jer bi to zna∙cilo u
02
1 = const2u

02
2 , pa bi koe¯cijenat korelaci-

je bio K12 = ¡1. Me¹dutim, takva pravilnost se ne mo∙ze o∙cekivati, jer
je turbulencija, po svojoj prirodi, pojava koju karakteri∙se slu∙cajnost, a
ne potpuno pokoravanje nekakvim strogim i jednostavnim zakonitosti-
ma. Sa druge strane, nije za o∙cekivati da K12 bude blizak nuli, jer bi
to zna∙cilo da izme¹du u01 i u02 ,,nema nikakve korelacije" { tada bi jedna
od tih veli∙cina morala biti malene vrednosti, kada je druga velika. Iz
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malopre¹da∙snjih izlaganja to se zaista ne mo∙ze o∙cekivati, barem ne uvek,
i ne svuda.

Da bi se ocenile vrednosti koe¯cijenta, napisanoga izrazom (98{32),
taj izraz ¶ce se preobli∙citi, zamenom koju daje (98{26) { dobija se:

K12 =
¡
³
1¡ x2

r

´

s
u
02
1

¿=½

s
u
02
2

¿=½

(98{33)

Tako je K12 izra∙zen preko veli∙cina prikazanih na sl. 98{5, jer je ime-
nitelj u prethodnom izrazu proizvod vrednosti koje daju krive linije (1)
i (2) na navedenoj slici. Sa tim vrednostima zavisnostK12 od relativnog
rastojanja od zida x2=r gra¯∙cki je prikazana slikom (98{4).

Iz navedene slike se uvi¹da da se K12 kre¶ce od ¡0;6 za vrednosti x2=r
bliske nuli (za po∙cetak sloja) do ¡0:4 za x2=r = 0;6, ∙sto ukazuje na po-
stojanje prili∙cno dobre korelacije. Me¹dutim, za sredi∙snji deo struje,
za x2=r od 0,6 do 1,0 (∙sto ∙cini 16% preseka), korelacija naglo slabi, pri-
bli∙zavanjem sredi∙stu. U samom sredi∙stu (x2 = r), koe¯cijent K12 = 0.

Napomena. U Poglavlju 84, izrazima (84{11) i (84{12) i (84{18)
napisani su odnosi "11, "12 i "22, koji se uop∙steno mogu napisati sa:

"ij =

R
A u

0
iu
0
jdA

v2A
(98{34)

Tamo je navedeno da su oni reda vrednosti 0,01, uz obe¶canje da ¶ce
se ti navodi obrazlo∙ziti na kraju Poglavlja 98 (tj. ovde).

Napominje se da je navedena ocena, iako tamo jo∙s neobrazlo∙zena,
imala za posledicu zanemarenje izvesnih uticaja °uktuacija u odnosu
na ostale uticaje.

To zanemarenje je kori∙s¶ceno i u Poglavlju 85, gde se "11 pojavljuje
u izrazu (85{22).

Vrednost za "ij se odnosi na prose∙cnu vrednost od u
02
1 =v

2 za presek.

Za u
02
1 =v

2 navedeno je da, za ¸ = 0; 06, iznosi od 0,004 do 0,03, pa
onda "11 kao prosek prelazi 0,01 (negde je oko 0,015). Me¹dutim, u
prakti∙cnim slu∙cajevima relativna hrapavost k=D veoma retko je ve¶ca
od 0,01, a za tu vrednost ¸ je otprilike 0,04 (∙sto se vidi iz slike 96{3,
a sa tom vredno∙s¶cu za ¸ pokazatelj "11 iznosi 2/3 vrednosti od one
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za ¸ = 0; 06 { dakle, "11 je otprilike 0,01. Treba dodati da su prime-
ri sa ¸ pribli∙zno 0,04 veoma retki, jer je koe¯cijent ¸ obi∙cno manji.
Za ¸ = 0; 01, vrednost odnosa "11 bila bi znatno manja od 0,01 (jer
je 4 puta manja od vrednosti upisane za ¸ = 0; 04).

Vrednosti odnosa "22 su manje od "11 jer je u
02
2 manje od u

02
1 { tako

pokazuje slika 98{5.
Odnos "12 je jednak nuli za osnosimetri∙cnu (i ravansku) struju, jer

u01u
0
2 ima pozitivne vrednosti na jednoj polovini preseka, a negativne na

drugoj, ∙sto se vidi iz (98{26), onosno (98{25), i to tako raspore¹dene da
za sve ta∙cke simetri∙cno raspore¹dene u odnosu na sredinu struje, u01u

0
2

ima istu apsolutnu vrednost, a razli∙citi predznak. Za popre∙cne preseke
koji nemaju sredi∙snju simetralu ne mora da bude jednak nuli, ali "12

nije svuda istog znaka (nego im se dejstvo barem donekle potire), pa

se mo∙ze o∙cekivati da je "12 manji od "11 , jer je svuda u
02 > 0, a u

02
1 je

istoga reda vrednosti kao u01u
0
2.

Kao zaklju∙cak mo∙ze se re¶ci da su procene odnosa "11; "22; "21 u Po-
glavlju 84, odnosno 85, opravdane: ne prelaze 0,01.
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99
GLAVNA PITANJA PRI ODREDIVANJU
OTPORA TRENJA U HIDROTEHNI∙CKOJ

PRAKSI, SA POSEBNIM OSVRTOM
NA UTICAJ HRAPAVOSTI

I

TRI GLAVNA PITANJA PRI ODREDIVANJU
OTPORA TRENJA U HIDROTEHNI∙CKOJ PRAKSI

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta trebalo bi, na osnovu razmatranja u pret-
hodnim poglavljima, raspraviti slede¶ca pitanja:

1. Prete∙zan deo saznanja o otporima trenja u provodnicima °uida
odnosi se na cevi kru∙znog preseka, pa su se i prethodna izlaganja
uglavnom odnosila na njih. Iz njih, upravo iz ispisanih obrazaca,
mogu se procenjivati otpori trenja u kru∙znim cevima. Postavlja
se pitanje kako ta saznanja preneti i na provodnike druga∙cijeg
popre∙cnog preseka, na provodnike pod pritiskom nekru∙znog pre-
seka, a pre svega, na kanale. Ili, mo∙zda bi trebalo za te slu∙cajeve
davati posebne obrasce.

2. Ako posmatrani primer ulazi u oblast hrapavih cevi (ili, uop∙steno,
u provodnike gde se zidovi pona∙saju kao hrapavi), onda se ostva-
ruje zakonitost za otpor trenja u koju ne ulazi viskoznost °uida
(ili, u bezdimenzionalnom obrascu, ne ulazi Re-broj). Za isti pre-
sek su onda nagib linije energije i nagib trenja srazmerni sa kva-
dratom brzine { ostvaruje se, kako je ranije nazvana ,,kvadratna
zakonitost otpora". Name¶ce se pitanje granice ostvarivanja te
zakonitosti, upravo va∙zenja obrazaca namenjenih toj zakonitosti,
koji su obi∙cno veoma jednostavni i pogodni za praksu.

3. Ako se, barem za prakti∙cne zadatke iz hidrotehni∙ckog gra¹devinar-
stva, uka∙ze da se prete∙zan deo zadatka re∙sava uz pretpostavku da
ulaze u hrapave provodnike, onda je veoma va∙zno da se raspravi
∙sta treba u datom slu∙caju uzeti za hrapavost.
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Odgovori sa obrazlo∙zenjima na postavljena pitanja su slede¶ci:

1. Najjednostavnije re∙savanje postavljenog pitanja svodi se da
se zakonitosti za cevi kru∙znog preseka prenesu na ostale provodnike uz
zamenu:

D|{z}"
pre∙cnik

cevi

#
= 4R|{z}2
64
∙cetvorostruki
hidrauli∙cki

radijus

3
75

(99{1)

Ovo proizilazi iz toga ∙sto je kod cevi hidrauli∙cki radijus R jednak
D=4, pa bi isti otpor davali provodnik nekru∙znog preseka sa hidrauli∙c-
kim radijusom R i cev kod koje je D jednako ∙cetvorostrukom hidrauli∙c-
kom radijusu odnosnog provodnika. Ovo va∙zi, razume se, ako se prihvati
da je napon trenja ¿ ravnomerno raspore¹den po celom okva∙senom obi-
mu provodnika, ∙sto nije ba∙s tako, ali se prihvata kao pribli∙znost. Ta se
pribli∙znost mo∙ze opravdati, jer se mnogo ve¶ce gre∙ske unose u procenu
hrapavosti, nego u prihvatanju te pribli∙znosti.

Hidrauli∙cki radijus uveden je u Poglavlju 91, obrascem (91{9), i
tamo su prakti∙cni obrasci za cevi preneti na ostale provodnike, kori∙s¶ce-
njem zamene D = 4R.

2. Granica kvadratne zakonitosti odakle se cev mo∙ze ra∙cunati kao
hrapava napisana je u tri navrata: prvi put sa (91{39), bez potreb-
nih obrazlo∙zenja, mo∙ze se re¶ci ,,na poverenje", drugi put sa (96{39)
na osnovu ,,logaritamskog zakona otpora", a tre¶ci put sa (97{21) kao
posledica prihva¶cenog ,,eksponencijalnog zakona otpora". Sva tri puta
napisan je istovetan izraz:

vk

º
> 750 (99{2)

Ako se primena ograni∙ci na te∙cenje vode prethodno se svodi na na-
pisano sa (96{40), a za to vrede obja∙snjenja napisana iza tih izraza.
Prema njima prakti∙cni primeri hidrotehni∙cke prakse uglavnom ulaze u
kvadratnu zakonitost otpora.

Ako te∙ce °uid ve¶ce viskoznosti koja se obra∙cunava ve¶com vredno∙s¶cu
koe¯cijenta º u izrazu (99{2), taj izraz pokazuje da je za istu apsolutnu

267

DRAFT verzija 2001.



hrapavost (k = const), potrebna ve¶ca brzina da se u¹de u oblast hra-
pavih cevi. Drugim re∙cima, cevi iste apsolutne hrapavosti ne moraju
se pona∙sati kao hrapave (ne moraju ulaziti u oblast hrapavih cevi), ako
te∙ce °uid ve¶ce viskoznosti, iako se pona∙saju kao hrapave pri istoj brzini
ako kroz njih te∙ce voda.

Do istog zaklju∙cka mo∙ze se do¶ci i pogledom na sl. 96{3 gde se uvi¹da
da jedna cev (sa odre¹denom vredno∙s¶cu relativne hrapavosti k=D) ulazi
u oblast hrapavih cevi po∙sto Re-broj pre¹de odre¹denu vrednost. Ako je
°uid viskozniji (ve¶ca vrednost za º), treba ve¶ca brzina da se postigne
zahtevana vrednost Re broja za ulazak u oblast hrapavih cevi.

3. U svim dosada∙snjim razmatranjima hrapavost je predstavljena
jednim jedinim podatkom { apsolutnom hrapavo∙s¶cu k, koja predstavlja
visinu izbo∙cina na zidu. Ve¶c pri uvo¹denju pojma ,,apsolutna hrapavost"
u Odeljku III Poglavlja 94. re∙ceno je da je stvarna hrapavost slo∙zena
iz izbo∙cina razne visine, oblika i rasporeda po povr∙sini, a da su ekspe-
rimentalni radovi iz kojih su proiza∙sli obrasci za otpore trenja, izlo∙zeni
u Poglavlju 96, ra¹deni sa jednolikom pe∙s∙canom hrapavosti, gde je hra-
pavost mogu¶ce odrediti jednim podatkom. Re∙ceno je da ¶ce se svaki
slu∙caj hrapavosti izra∙zavati ,,ekvivalentnom pe∙s∙canom hrapavosti", koja
daje iste otpore kao pojedini prakti∙cni primer. Data je i kritika takvog
shvatanja, jer je na∙celno pitanje da li se po strogoj primeni zakona
sli∙cnosti to mo∙ze tako jednostavno prenositi.

Odre¹divanje hrapavosti nije nimalo jednostavno ako se ∙zeli ta∙can
njen geometrijski opis. Radi lak∙seg i ubedljivijeg obja∙snjenja uze¶ce
se primeri ∙ciji je geometrijski opis prili∙cno jednostavan (sl. 99{1). Svi
primeri na slici imaju istu visinu izbo∙cina, a onda i istu apsolutnu
hrapavost, a daju razli∙cite otpore, ako su razli∙citog oblika (polulopta,
kupa, polukocka), a uz to mogu biti i razli∙citoga rasporeda po povr∙sini
(vidi sl. 99{2).

Mada na prvi pogled izgleda da primeri nisu iz prakti∙cne primene
(nego su dati radi lak∙seg obja∙snjavanja), to nije ba∙s tako, jer su ispi-
tivanja takvih primera poslu∙zila da se razjasne otpori plo∙ca na kojima
su izbo∙cine u vidu zakivaka. (To se odnosilo na povr∙sine brodova i
pontona u dodiru sa vodom.)

Otpori trenja za istu visinu izbo∙cina i ista me¹dusobna rastojanja
pojedinih elemenata (iste vrednosti za k, l i b), kao i isti raspored po
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polulopte

kupe

polukocke

k

k

k

l
d

l

Slika 99{1 Hrapavost koja se lako opisuje, jer je sastavljena od jedno-
stavnih geometrijskih tela; sve tri hrapavosti su iste visine izbo∙cina, ali ne
daju iste otpore (nije ista ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost)

povr∙sini (,,A" ili ,,B" na sl. 99{2), najmanji je za polulopte, ve¶ci je
za kupe, a najve¶ci za polulocke, jer tim redom rastu otpori tih tela.
Naime, ovde je napon trenja ¿ zapravo zbir otpora tela sme∙stenih na
jedinicu povr∙sine, i to je ovde veoma ubedljivo. Ve¶c na kraju Odeljka II
Poglavlja 96 re∙ceno da se ,,otpor hrapavog zida" mo∙ze shvatiti kao zbir
velikog broja ,,otpora tela", i da se to obra∙cuna po jedinici povr∙sine,
kao ,,otpor trenja". Jasno je da je otpor trenja ve¶ci za raspored ,,B",

l 2l

d

b
b

b/2

b/2b

d

l l
(A) (B)

smer
tecenja

Slika 99{2 Dva rasporeda hrapavosti po povr∙sini, sastavljeni od istih
elemenata, a istim njihovim brojem po jedinici povr∙sine, ne daju isti otpor
trenja { u (B) je ve¶ci nego u (A), jer je suprostavljanje te∙cenju ve¶ce

269

DRAFT verzija 2001.



nego za ,,A", sa sl. 99{2, jer se u prvom slu∙caju ja∙ce ometa strujanje.
Lako je shvatljivo da je otpor manji ako su izbo∙cine jedna do druge
(l = b = d), nego kada su malo razmaknute. Pove¶canjem razmaka
otpor se pove¶cava do izvesnog razmaka, a iza toga otpor se smanjuje
pove¶canjem razmaka. Ovo je obja∙snjivo, jer treba odre¹deni razmak da
se razviju vrtlozi oko izbo∙cina, a u vrtlozima je glavni gubitak energije,
odnosno glavni uzrok otpora. Oni se ne mogu razviti ako je razmak
premalen, jer nema prostora za njihovo razvijanje. Za velike razmake
broj vrtloga po jedinici povr∙sine je manji, pa stoga i manji otpor.

Za potvrdu navedenoga poslu∙zi¶ce slika 99{3, gde je prikazano kolike
su ekvivalentne pe∙s∙cane hrapavosti (ke) za odre¹dene razmake izme¹du
pojedinih loptica, koje ovde predstavljaju hrapavost. Za posmatrani
primer slika 99{3 ukazuje da je otpor najve¶ci (ekvivalentna pe∙s∙cana
hrapavost ∙cak je 4 puta ve¶ca od visine izbo∙cina, od pre∙cnika loptice)
za rastojanje izra∙zeno sa l jednako otprilike 2d. Smanjivanjem rastoja-
nja l ispod te vrednosti smanjuje se otpor, a i pove¶cavanjem rastojanja
tako¹de se smanjuje otpor { a to je potpuno u skladu sa malopre¹da∙snjim
obja∙snjenjem.

l l
d

4

2

0
1 4 6 8

Hrapavost u vidu
loptica

Raspored po povrsini
prema "B"  na sl. 99-2

=b l

ke
d

Slika 99{3 Ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost ke daje iste otpore kao stvarna
hrapavost koju predstavlja pre∙cnik lopte d; slika prikazuje odnos te dve hra-
pavosti ke=d u zavisnosti od relativnog me¹dusobnog rastojanja loptica l=d
(opiti ra¹deni sa lopticama pre∙cnika d = 2 i 4mm)

Slika 99{4 prikazuje primer koji se mo∙ze shvatiti kao ravanski: dno
pravougaonog kanala znatne ∙sirine izgleda kako je nacrtano, a bokovi
su veoma glatki, tako da je trenje o njih zanemarljivo u odnosu na
trenje o dno. Za smer te∙cenja (1) ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost (koja
daje iste otpore kao prikazano dno) mo∙ze da bude i nekoliko puta ve¶ca
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2

Slika 99{4 Dno kanala pravougaonog popre∙cnog preseka, sa glatkim
bokovima ima ve∙sta∙cku hrapavost prema slici; za potpuno istu hrapavost
ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost za smer te∙cenja 1 mo∙ze da bude i 10 puta
ve¶ca od one za smer te∙cenja 2

nego za smer te∙cenja (2) { uzrok je u mnogo ja∙cem suprotstavljanju
strujanju pri smeru (1).

Zanimljivo je da se primeti da su eksperimentalna istra∙zivanja u
kanalima sa dnom od pe∙s∙canih zrna iste krupno¶ce (jednake d), tj. je-
dnolikih izbo∙cina, pokazala da je ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost ot-
prilike jednaka krupno¶ci zrna, ∙sto je i razumljivo, jer su i Nikuradzeovi
opiti, opisani u poglavljima 94 i 96 ra¹deni ba∙s sa pe∙s∙canom hrapavo∙s¶cu,
a iz njih su proiza∙sli i obrasci sa kojima se ra∙cunaju otpori za odre¹denu
hrapavost, odnosno za odre¹denu ekvivalentnu hrapavost.

U stvarnim uslovima, u iskopanim kanalima sa pe∙s∙canim dnom, ili
u re∙cnim tokovima, krupno¶ca peska (ili ∙sljunka) je nejednolika, pa se
postavlja pitanje ∙sta uzeti za apsolutnu hrapavost (koja jednolika, ili
ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost daje isti otpor). U praksi se obi∙cno
uzima krupno¶ca (pre∙cnik zrna) d90, ∙sto zna∙ci da je 90% mase peska
manjeg pre∙cnika od d90. Ovo se opravdava ste∙cenim iskustvom, jer
najkrupnija zrna imaju premo¶can uticaj na otpor, po∙sto ona stvaraju
najve¶ce lokalno vrtlo∙zenje, upravo ona najvi∙se ∙str∙ce iz dna. Ako se
∙zeli hrapavost izraziti Maningovim koe¯cijentom n, u izrazu (91{35)
zamenjuje se apsolutna hrapavost k sa d90, pa se pi∙se:

n =

s
0; 029

2g
d

1=6
90
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Kod prirodnih tokova ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost ne mora se
vezati za krupno¶cu peska ako su izbo∙cine u dnu u vidu nabora (sli-
ka 99{5). Visina tih nabora je mnogo ve¶ca od krupno¶ce peska, pa se
govori o ,,makrohrapavosti" (∙cine je nabori) i ,,mikrohrapavosti" (∙cine
je zrna peska), a uticaj prve je premo¶can.

k

Slika 99{5 Kod naboranog re∙cnog dna apsolutnu hrapavost ne odre¹duje
krupno¶ca pe∙s∙canih zrna nego visina ispup∙cenja k dna

U otpore trenja u cevovodima ura∙cunati su i lokalni otpori koje
stvaraju spojevi pojedinih komada cevi, a koji nisu zanemarljivi, pa i
to mora u¶ci u obra∙cunsku ekvivalentnu hrapavost. ∙Cesto se deonica
cevovoda, iz koje se odvajaju (ra∙cvama) priklju∙cci, ra∙cuna kao da je
hrapavija od one gde priklju∙caka nema, i tako se ura∙cunaju lokalni
uticaji na ra∙cvanju.

Uno∙senje uticaja lokalnih poreme¶caja u ekvivalentnu hrapavost na-
lazi se u preporuci da se krivudavi tokovi ra∙cunaju kao da su hrapaviji
od pravolinijskih. To se vidi iz Priloga 1, gde se, pod 26, za krivudave
tokove uzima ve¶ca vrednost koe¯cijenta n, nego za pravolinijske (25),
iako je sama hrapavost ista.

Nije lako odrediti otpore trenja u neoblo∙zenim provodnicima (kanal
ili tunel use∙cen u stenu, kanal iskopan u zemlji∙stu, tok kroz obrasle
grani∙cne povr∙sine i sl.).

Treba voditi ra∙cuna da se hrapavost menja vremenom, r¹danjem,
o∙ste¶cenjem povr∙sina, lepljenjem taloga, ispup∙cenjem i ugibanjem gra-
ni∙cne povr∙sine i sl.

Ako je cev iste ugla¹denosti obloge, trebala bi da pru∙zi otpor trenja,
uz ra∙cun sa istom apsolutnom hrapavo∙s¶cu k, bez obzira na pre∙cnik
cevi. Me¹dutim, ekvivalentna pe∙s∙cana hrapavost mo∙ze da bude ve¶ca,
ako je pre∙cnik cevi ve¶ci, iz slede¶cih razloga: ve¶ci je srazmerno uticaj
spojeva, jer su oni za ve¶ci pre∙cnik srazmerno u∙cestaniji (ne mo∙ze se
komad cevi pre∙cnika 1m napraviti da bude deset puta du∙zi nego komad
one pre∙cnika 10 cm, a to bi zahtevala srazmernost { ti su komadi ili iste
du∙zine, ili su ∙cak kra¶ci za cevi ve¶cega pre∙cnika. Uz to, te∙ze je posti¶ci
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da cev ve¶cega pre∙cnika bude ta∙cno kru∙znog preseka, na spojevima se
ne moraju ta∙cno poklapati popre∙cni preseci koji se spajaju (a to stvara
dopunski otpor), za cev ve¶cega pre∙cnika te∙ze je posti¶ci da sve izvodnice
budu idealno prave linije (a izbo∙cavanja i ulegnu¶ca stvaraju dopunske
otpore).

Izlo∙zene okolnosti kazuju ∙sta sve treba da u¹de u procenu za odre¹de-
nje ekvivalentne jednolike hrapavosti da bi se za dati primer hrapavost
izrazila samo jednim podatkom.

¤ ¤ ¤

Jo∙s u Odeljku III Poglavlja 94, prilikom uvo¹denja pojma ,,apsolut-
na hrapavost" nagove∙stene su te∙sko¶ce oko odre¹divanja hrapavosti, koje
su i uslovile pojavu brojnih empirijskih obrazaca u kojima se hrapa-
vost unosi sa odre¹denim ,,koe¯cijentom hrapavosti" vezanim samo za
odre¹deni obrazac, a vrednosti koe¯cijenta upisane su u spisak u kome
su grani∙cne povr∙sine razvrstane prema materijalu od koga su naprav-
ljene. Takav spisak uz primenu Maningovog obrasca je Prilog 1. Skre¶ce
se pa∙znja na ,,Primedbe" uz taj prilog, gde se ukazuje na ograni∙cenost
primene Maningovog obrasca i na prili∙cno veliki raspon u vrednosti
koe¯cijenta hrapavosti za grani∙cne povr∙sine od istog materijala.

U Odeljku 2 prikaza¶ce se kratak pregled kako se razvijalo istra∙zi-
vanje otpora trenja i odre¹divanje uticaja hrapavosti.

Napomene:

1. Obja∙snjenje nemogu¶cnosti potpuno ta∙cnog odre¹denja apsolutne
ekvivalentne hrapavosti (ili Maningovog koe¯cijenta) dovodi u
praksi do odre¹divanja donje i gornje granice za o∙cekivanu hrapa-
vost u zadatom primeru. Usvajanjem kao merodavne gornje gra-
nice za o∙cekivanu hrapavost (najve¶ca o∙cekivana hrapavost) dolazi
se do re∙senja koje je, kako se to obi∙cno ka∙ze ,,na strani sigurnosti":
za raspolo∙zivi nagib linije energije mo∙ze da te∙ce samo ve¶ci proticaj
od sra∙cunatog, ili za zadati proticaj bi¶ce manji nagib linije energi-
je. Me¹dutim ima primera kada se mora, pored gornje, ra∙cunati i
sa donjom granicom hrapavosti (najmanja o∙cekivana hrapavost),
jer treba obezbediti da brzina (ili proticaj) ne pre¹de nedozvoljenu
vrednost. Slikama 104{10, 104{11 i 104{12 prikazani su primeri
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koji su na kraju Poglavlja 104 (u ,,Napomeni") obrazlo∙zeni za-
htevom da se ra∙cuna sa gornjom i donjom granicom hrapavosti.

2. Otpori trenja (ta∙cnije re∙ceno, nagib linije energije) odre¹deni su
odgovaraju¶cim formulama za jednoliko te∙cenje (gde se popre∙cni
proticajni presek ne menja du∙z struje. Za isti presek i isti proticaj
ra∙cuna se sa istim nagibom i ako je te∙cenje nejednoliko (popre∙cni
presek se du∙z struje menja, sli se uslovljava postepenost), mada
to nije potpuno ta∙cno. Tako je i navedeno iza jedna∙cine (92{8).
Sa nagibom za ustaljeno te∙cenje ra∙cuna se i neustaljeno, ∙sto je
navedeno iza jedna∙cine (92{37).

II

PREGLED ISKUSTVENIH FORMULA
ZA ODREDIVANJE OTPORA TRENJA

Jednu od prvih zakonitosti za otpor trenja u kanalima, koja poti∙ce
sa kraja 18-og veka, dao je ∙Sezi (CH¶EZY). Ona je glasila da za dva
kanala, pri jednolikom te∙cenju, postoji veza:

µ
AI

Ov2

¶

1
=
µ
AI

Ov2

¶

2
(99{3)

Leva strana se odnosi na jedan od kanala (1), a desna na bilo koji
drugi kanal (2). Ovde su primenjene oznake koje su uvedene jo∙s u
Poglavlju 91. To su:

A = popre∙cni proticajni presek,

O = okva∙seni obim,

v = prose∙cna brzina = Q=A (Q = proticaj),

I = nagib dna kanala = nagib pijezometarske linije = nagib linije ener-
gije; ranije su ta tri nagiba nosili oznake ID, I¦, IE, a sada, po∙sto
se raspravlja isklju∙civo jednoliko te∙cenje, pi∙se se I bez indeksa.

Kako se prethodni izraz (99{3) odnosi na sve kanale, jer se odnosi
na bilo koja dva kanala, ispada da je:

AI

Ov2
= const (99{4)
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Iz ovoga se dobija da je brzina:

v =

s
1

const

s
A

O
I

Uvo¹denjem hidrauli∙ckog radijusa R, ∙sto je u∙cinjeno obrascem

(91{9), zamenjuje seA=O saR. Ako se uz to jo∙s
q

1=const zameni sa no-

vom konstantom (ozna∙ci¶ce se za CCh) dolazi se do izraza poznatog kao:

∙Sezijeva jedna∙cina (CH¶EZY)

v = CCh

p
RI

CCh = ∙Sezijev koe¯cijent

(99{5)

Skre¶ce se pa∙znja da je ovaj izraz dimenzionalno nesre¹den; CCh ima
dimenziju [L1=2T¡1], a obi∙cno se navodi samo sa numeri∙ckom vredno∙s¶cu,
∙sto prisiljava da se mora ra∙cunati sa jedinicama [m; s].

Mada je ∙Sezi svoju zakonitost izrazio tako da je napisana sa (99{3),
iz nje se, kako je malo pre izvedeno mo∙ze do¶ci do jedna∙cine koja je
prozvana ,,∙Sezijeva". Mora da se naglasi da bi CCh trebalo da bude
op∙sta konstanta { tako je prethodno obja∙snjeno, ako se prihvate ∙Sezijeva
rasu¹divanja. Me¹dutim, kasnijim istra∙zivanjima je utvr¹deno da CCh nije
konstanta (∙sto ¶ce se malo kasnije i ovde iskazati), ali je formula ostala,
sa namenom da se utvr¹duje od ∙cega ,,navodna konstanta" CCh zavisi.
Uz takvo odstupanje od prvobitne zamisli, formula je pre∙zivila vi∙se od
dva veka, pa se i danas navodi u svakom ud∙zbeniku ,,Hidraulike" i pod
tim imenom se koristi u hidrauli∙ckoj praksi.

Da CCh, s obzirom na dana∙snja saznanja, nije konstanta, lako se
pokazuje slede¶cim izvo¹denjem.

Izra∙zavanje nagiba I prema utvr¹denom u Poglavlju 91 sa (91{19) i
prema ∙Sezijevoj jedna∙cini (99{5) daje:

I = C¿
v2

2gR
=

v2

C2
ChR

pa se mogu povezati koe¯cijenti trenja C¿ i ∙Sezijev CCh:

CCh =

s
2g

C¿
odnosno C¿ =

2g

C2
Ch

(99{6)
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∙Sezijeva jedna∙cina va∙zi i za cevi kru∙znog preseka gde se obi∙cno upo-
trebljava koe¯cijent trenja ¸ jednak 4C¿ , ∙sto je napisano sa (91{22), pa
je veza izme¹du CCh i ¸ slede¶ca:

CCh =

s
8g

¸
odnosno ¸ =

8g

C2
Ch

(99{7)

Kako je ¸ funkcija od relativne hrapavosti k=D i Re-broja, ∙sto se
zaklju∙cilo u Poglavlju 96, i napisalo sa (96{24), mora i CCh biti funkcija
istih bezdimenzionalnih veli∙cina, uz napomenu da se umesto k=D mo∙ze
uzeti k=R, pa se pi∙se:

CCh = CCh

Ã
k

R
;Re

!
(99{8)

¤ ¤ ¤
Rasu¹divanje koje je dovelo do (99{3) zasniva se na ravnote∙zi izme¹du

komponente sile te∙zine u pravcu strujanja (Gx), kojoj se suprostavlja
sila trenja (T ). Nadalje, sila Gx je srazmerna sa AI, jer ta sila po
jedinici du∙zine kanala iznosi °AI (° = speci¯∙cna te∙zina), pa zaista po-
stoji navedena srazmernost. Za silu T pretpostavlja da je srazmerna
sa Ov2, jer ta sila deluje po povr∙sini koja po jedinici du∙zine provod-
nika iznosi O, a srazmernost sa kvadratom brzine ukazuje da se radi
o kvadratnoj zakonitosti otpora. Svakako da ova pretpostavka izaziva
sumnju, jer bi odnos izme¹du sile trenja T i Ov2 bio za sve slu∙cajeve isti
(faktor srazmernosti je konstanta). Me¹dutim, trenje mora da zavisi od
hrapavosti, a ona nije u svim primerima ista. Prvi istra∙ziva∙ci otpora
trenja, na ∙zalost, mislili su da na otpor trenja ne uti∙ce hrapavost zidova.
Pored toga, ima provodnika koji ne ulaze u kvadratni zakon otpora, pa
onda T nije srazmerno ni sa v2.

Ako se prihvate izlo∙zene srazmernosti, a ne vodi se ra∙cuna o datim
primedbama, jer one poti∙cu iz saznanja ste∙cenih kasnije (po objavlji-
vanju ∙Sezijevog stava), mo∙ze se pisati:

Navedene dve sile (Gx i T ) stoje u ravnote∙zi u svakom pojedina∙cnom
slu∙caju pa i za slu∙cajeve (1) i (2):

Gx1 = T1 Gx2 = T2
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iz ∙cega sledi
Gx1

Gx2
=
T1

T2
i

Gx1

T1
=
Gx2

T2

∙sto uz navedene srazmernosti dovodi do
µ
AI

Ov2

¶

1
=
µ
AI

O v2

¶

2

a to je ba∙s napisano sa (99{3).
Navedena sumnja u ispravnost pretpostavki o sili trenja pokazala je

ve¶c svoju opravdanost, jer je sa (99{8) pokazano da CCh nije konstanta
i da se ne mo∙ze prihvatiti stav (99{3).

Opravdanje za ∙Sezijev stav prema kome bi ono ∙sto se danas naziva
koe¯cijentom sa njegovim imenom trebalo da bude op∙sta konstanta
(u svim primerima) verovatno je u tome ∙sto su njegova rasu¹divanja
proizlazila iz posmatranja dovodnih kanala za pariski vodovod, gde je
svuda bila skoro ista hrapavost, a ni hidrauli∙cki radijusi se nisu mnogo
razlikovali.

¤ ¤ ¤
Me¹du prvim formulama koje se odnose na te∙cenje u kanalima bila

je Ajtelvajnova (EYTELWEIN), koja je glasila:

v = 50;9
p
RI

∙sto upore¹duju¶ci sa ∙Sezijevom jedna∙cinom (99{5) pokazuje da je

Cch = 50;9 (99{9)

Ova jedna∙cina je potpuno u skladu sa ∙Sezijevom jedna∙cinom uz tvr-
¹denje da je CCh = const tj. ne pojavljuje se u njoj uticaj hrapavosti.

Razume se da vrednost konstante (50,9) va∙zi samo ako se R izrazi
u metrima, pa ¶ce se v dobiti u [m=s], jer je CCh, kako je ve¶c nagla∙seno
(iza izraza (99{5)), dimenzionalna veli∙cina. Treba primetiti da ∙zelja da
formula izgleda ta∙cnom dovela do ta∙cno odre¹dene vrednosti (ba∙s 50,9),
∙sto je osobina gotovo svih formula u pro∙slom i po∙cetkom ovoga veka.

Izraz (99{9) uz (99{7) ukazuje da je onda:

¸ = 0;03 (99{10)
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a to je negde gornja granica za vodovodne cevi ako se ra∙cunaju po
novijim zakonitostima.

Nagove∙steno je da su se istra∙ziva∙ci iza ∙Sezija, tokom 19-og veka, ba-
vili ta∙cnijim odre¹divanje vrednosti ∙Sezijevog koe¯cijenta, jer nije kon-
stanta. Sada∙snje izra∙zavanje svelo bi se na vezu (99{8), a za kvadratnu
zakonitost, gde CCh (isto kao i ¸) ne zavisi od Re-broja nego samo od re-
lativne hrapavosti k=D (to je oblast hrapavih zidova), CCh se izra∙zava sa

CCh = CCh(koe¯cijent hrapavosti; R) (99{11)

Ovaj koe¯cijent hrapavosti izra∙zava apsolutnu hrapavost i svaka for-
mula ima svoj koe¯cijent hrapavosti, a njegove vrednosti daju se u
,,spisku materijala" koji prati formulu. Taj koe¯cijent uz hidrauli∙cki
radijus R zamenjuje k=R u izrazu (99{8). Jedna od takvih formula je
i Maningova (91{32), gde se apsolutna hrapavost izra∙zava koe¯cijen-
tom n, ∙cije su vrednosti date u Prilogu 1. Taj prilog je prate¶ci ,,spisak
materijala" za tu formulu. U Poglavlju 94, Odeljak III, obja∙snjene su
te∙sko¶ce oko odre¹divanja hrapavosti, i za∙sto su iskustvene formule bile
sa∙cinjene da opis materijala zidova name¶ce vrednost nekakvog koe¯-
cijenta hrapavosti sa kojim se ra∙cuna, a ∙cija numeri∙cka vrednost ne
predstavlja ni∙sta u ¯zi∙ckom smislu re∙ci.

Ako bi se u∙slo u oblast nekvadratne zakonitosti (oblast prelaza iz
glatke u hrapavu cev), ne bi se u (99{8) izostavljao Re-broj. Tada bi
u (99{11) trebalo jo∙s dodati ili brzinu v, ili nagib linije energije I, tj.

CCh = CCh(koe¯cijent hrapavosti; R; v ili I) (99{12)

Naime, u nekvadratnoj zakonitosti trenje nije srazmerno sa v2, pa
se to onda mora izraziti stavljaju¶ci v u izraz (99{12). Ili, ako se ne
ostvaruje srazmernost v sa

p
I, kako daje kvadratna zakonitost, mora

se to ispoljiti kroz ubacivanje I u vezu (99{12).
Jedan od veoma primenjivanih obrazaca bio je i Gangje-Kuterov

(GANGUILLET-KUTTER):

CCh =
23 + 0;00155

I + 1
n

1 +
µ
23 + 0;00155

I

¶
np
R

(99{13)

Ovaj obrazac, ∙ciji su autori navedeni ∙svajcarski in∙zenjeri, navodi
se ne samo zato ∙sto je imao ∙siroku primenu od sedamdesetih godina
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19-og veka, nego i zbog toga ∙sto se u njemu vide sve bitne osobine
tada∙snjih obrazaca proiza∙slih iz iskustva. Prvo, slo∙zenost obrasca i pre-
ciznost konstanti u njemu valjda slu∙ze kao preporuka za ta∙cnost. Drugo,
uvo¹denje nekakvog koe¯cijenta hrapavosti { ovde je to n { ∙cije su vre-
dnosti ispisane u opisu zidova provodnika. Mo∙ze se odmah re¶ci da ovde
va∙ze iste vrednosti za n kao kod Maningove formule. Treba naglasiti
da se Maningova formula pojavila krajem 19-og veka, odnosno posle
Gangje-Kuterove, a Maning je svoju formulu obrazovao tako da koristi
iste koe¯cijente hrapavosti kao i Gangje-Kuterova formula.

Vidi se da je (99{13) jedan od vidova izraza (99{12), odnosno da
ne izra∙zava kvadratnu zakonitost, jer CCh zavisi i od nagiba I. U pre-
te∙znom delu prakti∙cnih zadataka zanemarljiv je uticaj nagiba I, pa se
ostvaruje kvadratna zakonitost (za iste vrednosti n i R, ∙Sezijev koe¯ci-
jent CCh je konstanta).

Izostavljanjem sabiraka (u brojitelju i imenitelju) gde se pojavlju-
je I, dobija se kvadratna zakonitost koju izra∙zava tzv. skra¶cena formula
Gangje-Kutera:

CCh =
23 + 1

n
1 + 23 np

R

(99{14)

Ona je jedan od vidova veze (99{11).
Da li je mogu¶ce (i kada) skratiti formulu sa (99{13) na (99{14)?

Odgovor na to pitanje daje procena uticaja ∙clanova koje unosi nagib I.
Ako je I ve¶ce od 0,001 ∙clanovi imaju zanemarljiv uticaj (a to je kod sko-
ro svih vodovodnih cevi pri maksimalno predvi¹denom proticaju). Ako
je I manje, upravo znatno manje, ose¶ca se uticaj tih ∙clanova, a to zna∙ci
menjanje vrednosti za CCh i pri istim vrednostima za n i R.

Za∙sto je primenjivana formula (99{13), a ne mnogo jednostavnija
(99{14)? Razlog je izgleda u tome ∙sto se izmereni podaci na reci Misisi-
pi nisu mogli uklopiti u kvadratnu zakonitost, verovatno zbog izuzetno
malenih padova, odnosno malenih brzina. Uz to treba uo∙citi i da su
odstupanja izme¹du (99{13) i (99{14) primetnija za ve¶ce vrednosti hi-
drauli∙ckog radijusa, ∙sto ukazuje da je (99{13) namenjen toku ve¶ceg
popre∙cnog preseka.

Skoro iste rezultate kao skra¶cena formula (99{13), sa istim vredno-
stima za koe¯cijent hrapavosti n, daje i Maningova formula, ve¶c ne-
koliko puta pominjana (pa i malo pre), po∙cev∙si sa Poglavljem 91, gde
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je prvi put napisana sa (91{32). Upore¹denje toga izraza sa ∙Sezijevom
jedna∙cina (99{5) daje:

CCh =
1

n
R1=6 (99{15)

Dokaz da (99{14) i (99{15), uz iste vrednosti za n, daju pribli∙zno
iste rezultate daje sl. 99{6, ∙sto ukazuje da jedna veoma prosta zavi-
snost (99{15) daje iste rezultate kao i slo∙zenija (99{14), pa je onda o∙ci-
gledna prednost na strani jednostavnije. Na sl. 99{6 ucrtane su zavisno-
sti u realnim granicama u kojima se mogu na¶ci vrednosti za n u zavi-
snosti od R. Svakako da nije razumno, na primer, razmatranje n = 0;03
za R manje od 1m, jer toj vrednosti za n odgovara, shodno (91{35)
apsolutnu hrapavost od 23 cm.

Maningova formula stekla je veoma ∙siroku primenu, od svih formula
ima najdu∙zi vek, jo∙s i danas se primenjuje. Svakako da je njenoj raspro-
stranjenosti najvi∙se doprineo veoma prost izraz. Ona je dokaz da jednu
zakonitost, koja ina∙ce ne mo∙ze biti potpuno ta∙cno odre¹divanje onoga ∙sto
se zbiva u prirodnim uslovima, i gde se veoma te∙sko ta∙cno procenjuje

120
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40

0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 [m]

prema (99-15)
prema (99-14)

n = 0.02
n = 0.03

n = 0.01

CCh

R

80

1/2m   /s

20

Slika 99{6 Vrednosti ∙Sezijevog koe¯cijenta CCh koje daju skra¶cena
Kuterova formula (99{14) i Maningova formula (99{15) za upisane vrednosti
koe¯cijenta hrapavosti n
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ono ∙sto je najbitnije, a to je hrapavost, ne treba izra∙zavati slo∙zenim
izrazima, sa numeri∙ckim vrednostima koje stvaraju iluziju ta∙cnosti, ako
se ista procena mo∙ze obaviti sa veoma prostim obrascem. Treba se pri-
setiti da su se u vreme pre dana∙snjih ra∙cunara in∙zenjeri slu∙zili tzv.
logaritamskim ra∙cunalom gde se veoma lako o∙citavalo R2=3 (kvadrat, a
potom kubni koren), a to se nalazi u Maningovoj formuli. To je prak-
ti∙cno odvla∙cilo od slo∙zenijih formula, a privla∙cilo Maningovoj, koja je
postala i najra∙sirenija.

Jo∙s u Poglavlju 91 nagla∙seno je da dimenzionalno uskla¹divanje do-
vodi do toga da Maningov koe¯cijent n ima dimenziju [L¡1=3T ], ∙sto
se mo∙ze izraziti sa [m¡1=3s]. ∙Cudno je da jedna geometrijska veli∙cina
(apsolutna hrapavost) ima takvu dimenziju, ali prakti∙cari nisu bili na
to osetljivi (a mo∙zda nisu ni danas), va∙zno je da se sa formulom postupa
onako kako je propisano, i da se tako do¹de do rezultata. Ranije se to
(dimenzionalna nesre¹denost) pre¶cutkivalo i davani su samo numeri∙cki
podaci (na primer, n = 0;012), ali je to bilo uslovljeno da se mora
ra∙cunati sa jedinicama [m¡1=3s]. Maningovi koe¯cijenti, sa istom nu-
meri∙ckom vredno∙s¶cu, ako se primene na anglosaksonski sistem jedinica
(stopa, umesto metra), dovode do obrasca:

v =
1;49

n
R2=3I1=2

i sada seR izra∙zava u stopama, pa se dobija brzina u stopama u sekundi.
Ovo pokazuje da je Maning, kao Irac, formulu namenio evropskoj je-

dinici { metru, a ne stopi, koja je tada bila u isklju∙civoj upotrebi u En-
gleskoj. Mo∙zda se iz toga mo∙ze izvu¶ci nekakav zaklju∙cak, koji ne spada
u predmet ovih razmatranja. Veoma je zanimljivo da je Maning napisao
novu formulu, dimenzionalno ispravnu, ∙cime je valjda hteo da otkloni
dimenzionalnu nesre¹denost prve formule. Slobodnije re∙ceno, on se odre-
kao prve formule, ali to mu nije pomoglo, nova formula nije prihva¶cena
(ni ovde je nije nu∙zno navoditi), jer je slo∙zenija od prve, i stoga za
prakti∙care neprihvatljivija od prve, a prva se, zbog svoje jednostavnosti,
sve vi∙se i vi∙se primenjivala, i tako se prva Maningova formula, kakva se
i danas koristi, u stvari primenjuje protivno ∙zelji i preporuci autora.

Velika rasprostranjenost Maningove formule, navela je Francuze da
se formula poku∙sa nazvati Goklerovom (GAUCKLER), jer je on navo-
dno prvi tvrdio da je brzina srazmerna sa R2=3, za isti nagib I i za istu
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hrapavost. Pored toga, neki put se nailazi i na naziv ∙Sezi-Maningova
formula, ∙cime treba da se ka∙ze da je Maning samo dopunio ∙Sezijevu
formulu. Maningovi koe¯cijenti su malene vrednosti, negde od 0,01 do
0,04, pa se u∙cinilo zgodnije da se uzmu njihove recipro∙cne vrednosti
{ tako je napisana ∙Striklerova formula (STRICKLER), koja poti∙ce iz
∙Svajcarske. Ona glasi:

v = kR2=3I1=2

gde k = ∙Striklerov koe¯cijenat = 1/n.
Sve to otimanje o Maningovu formulu govori o njenoj prikladnosti,

svi se otimaju o ne∙sto ∙sto je ∙siroko prihva¶ceno, a sam autor sa tim, na
∙zalost, nije bio zadovoljan.

Bilo je jo∙s formula tipa:

CCh =
1

n
RY (99{16)

koje su davale razli∙cite vrednosti za Y , a ne samo 1=6 (koliko je kod
Maningove formule).

Koe¯cijent trenja ¸ u izrazu (99{7) izrazi¶ce se prema (97{15) i
(97{16), gde ¶ce se i D zameniti sa 4R, pa ¶ce dobiti izrazi, koji se mogu
svesti na:

CCh = constI

µ
R

k

¶1=8

i CCh = constII

µ
R

k

¶1=6

Ovo pokazuje da kori∙s¶cenje prvoga obrasca (97{15) dovodi u je-
dna∙cini (99{15) do Y = 1=8 i do srazmernosti koe¯cijenta n sa k1=8,
dok kori∙s¶cenje (97{16) dovodi do Y = 1=6 i n srazmernog sa k1=6.
Drugi izraz, kao ∙sto je ranijim izlaganjima u vi∙se navrata obja∙snjavano,
mo∙ze se zameniti Maningovom formulom, a srazmernost n sa k1=6 jo∙s
je ustanovljena sa (91{35).

Iz sl. 97{4 uvi¹da se da prvi obrazac, kome odgovara Y = 1=8, daje
rezultate koji se bolje prilago¹davaju logaritamskoj zakonitosti od dru-
goga (gde je Y = 1=6) ako je relativna hrapavost manja. To se mo∙ze
uop∙stiti pa zaklju∙citi da bi pove¶canje vrednosti za Y odgovaralo pro-
vodnicima sa ve¶com relativnom hrapavosti. To je ve¶c zaklju∙ceno u
Poglavlju 97 ba∙s na osnovu slike 97{4.

Istra∙ziva∙ci koji su davali neke druge vrednosti za n u (99{15) o∙ci-
gledno su imali podatke za odre¹denu oblast relativne hrapavosti.
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Navodi se da su ruski hidrauli∙cari voleli da primenjuju svoju formulu
{ formulu Pavlovskoga koja je napisana ba∙s sa (99{16), a za Y daje vre-
dnosti koje se kre¶cu otprilike od 1;3

p
n do 1;5

p
n (n je iste vrednosti kao

i Maningov koe¯cijent), pa se za n = 0;01 do 0;03, Y kre¶ce od 0,13 do
0,22, i raste kako je cev hrapavija, ∙sto je saglasno sa malo pre iskazanim.

Zanimljivo je primetiti da su zanemarljiva odstupanja za sra∙cuna-
te vrednosti koe¯cijenta ¸ prema logaritamskoj zakonitosti i prema
(97{16), za relativnu hrapavost k=D izme¹du 1/20 i 1/1000, ∙sto se uvi¹da
iz sl. 97{4. Kako Maningova formula daje iste rezultate kao i (97{16),
ako se primeni (91{35) kao veza izme¹du Maningovog koe¯cijenta n i
apsolutne hrapavosti k, ovo zna∙ci da ¶ce se dobiti skoro isti rezultati
primenom Maningove formule i obrasca (96{19), odnosno Kolbrukove
formule (96{36) primenjene na hrapavu cev { razume se za navedene
granice relativne hrapavosti, a za njih se mo∙ze re¶ci da obuhvataju veliki
deo primera hidrotehni∙cke prakse. To se mo∙ze shvatiti i kao jo∙s jedna
preporuka za kori∙s¶cenje Maningove formule.

¤ ¤ ¤
Ne∙sto ranije od prethodno navedenih formula,pojavila se i dosta

∙siroko prihva¶cena (i kod nas sve do novijeg vremena) Bazenova formula
(BAZIN):

CCh =
87

1 + °Bp
R

(99{17)

°B = koe¯cijent hrapavosti po Bazenu.
Bazen je dao ∙sest klasa hrapavosti: od prve klase u koju po njemu

ulaze ,,veoma glatki zidovi" { rendisane daske, ugla¹den cementni pre-
maz, gde je °B = 0;06, do ∙seste klase gde ulaze ,,neoblo∙zene i zatravljene
padine kanala, ili krupan ∙sljunak", gde je °B = 1;75. Ako zidovi nisu
ba∙s veoma glatki, onda iz prve ulaze u drugu klasu sa °B = 0;16, a
opet ako su padine i dno kanala ,,u obi∙cnom stanju", prelazi se iz ∙seste
u petu klasu sa °B = 1;30. Izme¹du druge i pete klase nalaze tre¶ca i
∙cetvrta kategorija, svrstane po Bazenu, sa °B = 0;46, odnosno 0,85.

Za Kutera, pored (99{14) i (99{13), povezuje se i slede¶ca formula
napravljena po ugledu na Bazenovu:

CCh =
100

1 + mp
R

(99{18)
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koja je 87 zamenila sa okruglom vredno∙s¶cu (100) i uvela svoj koe¯cijent
hrapavosti m, ∙cije se vrednosti, zbog promene formule, razlikuju od
Bazenovog koe¯cijenta.

Kuterova formula dosta se primenjivala (sa njom su se slu∙zili i na-
∙si stru∙cnjaci), naro∙cito za vodovodne i kanalizacione cevi: za prve sa
m = 0,25, a za druge sa m = 0;35.

Slika 99{7 pokazuje da se sa m = 0; 25, za vrednosti hidrauli∙ckog ra-
dijusa R izme¹du 0,1 i 0,7 (pre∙cnik izme¹du 0,4 i 2,8m) dobija uz malena
odstupanja, n = 0; 012, a ta vrednost se mo∙ze primeniti za vodovodne
cevi. Za pre∙cnike manje od 0,4 m odgovaraju¶ca vrednost za n raste sa
opadanjem pre∙cnika da bi se za pre∙cnik od 0,1m podigla na 0,0135.

Za m = 0; 35 odgovaraju¶ca vrednost za n se kre¶ce izme¹du 0,0135 i
0,0145 za vrednosti hidrauli∙ckog radijusa R ve¶ce od 0,1 m (pre∙cnik ve¶ci
od 0,4m) a sa n = 0; 014 se obi∙cno ra∙cunaju kanalizacione cevi.

Zaklju∙cak koji se iz ovoga mo∙ze izvesti je da se rezultati po razli-
∙citim formulama mogu dobro slagati u izvesnom podru∙cju, ali mogu
davati rezultate sa znatnim razlikama van toga podru∙cja.

Ista slika pokazuje da izme¹du koe¯cijenata hrapavosti po dve ra-
zmatrane formule ne postoji jednozna∙cna veza: jednoj odre¹denoj vre-

R

n

0.010

0.012

0.014

0.016

0.018

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 [m]

m    /s-1/2

m = 0.25

m = 0.35

Slika 99{7 Vrednosti Maningovog koe¯cijenta n u obrascu (99{15) koji
daje vrednost ∙Sezijevog koe¯cijenta CCh koju daje Kuterova formula (99{18)
za m = 0;35 i 0,25, a u zavisnosti od hidrauli∙ckog radijusa R
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dnosti za m ne odgovara odre¹dena vrednost za n, nego se to menja
sa promenom hidrauli∙ckog radijusa. To stvara te∙sko¶ce oko upore¹denja
rezultata koje daje primena bilo koje dve formule. Razlog je razli∙cita
struktura formula, razli∙cite zakonitosti.

Ako bi se koe¯cijent hrapavosti u nekoj od formula hteo povezati sa
odgovaraju¶com apsolutnom hrapavosti k u Kolbrukovoj formuli (da se
dobije isti otpor trenja), veza tako¹de ne bi bila jednozna∙cna. Rezulta-
ti koje daje ra∙cun po Maningovoj formuli, i oni koje daje Kolbrukova
formula, neznatno se razlikuju, ali za relativne hrapavosti od 1/1000
do 1/20, ∙sto se zaklju∙cuje iz slike 97{4, gde se linije (1) i (3) skoro
poklapaju za navedeni raspon relativne hrapavosti, a prva predstavlja
Kolbrukovu formulu, primenjenu na hrapavu cev, a druga daje iste
rezultate kao Maningova formula. Navedenim granicama hrapavosti
obuhva¶cen je dobar deo prakti∙cnih primera.

¤ ¤ ¤

Pored ∙Sezijeve formule, pojavljivali su se i izrazi, namenjeni cevima,
i koji su tvrdili da je:

DI

v2
= const (99{19)

gde je D = pre∙cnik cevi = 4R = 4A=O.
Ako se D zameni sa 4A=O, ovaj izraz kaziva¶ce isto ∙sto i (99{4),

samo je u njemu const 4 puta ve¶ca od one u (99{4).
Upore¹divanjem (99{19) sa izrazom (91{23), uvi¹da se da je:

const (u (99{19)) =
DI

v2
=

¸

2g

Ovo zna∙ci da je koe¯cijenat trenja ¸ op∙sta konstanta, i da ne zavisi
ni od pre∙cnika ni od hrapavosti. U skladu sa tim je ranije napisano,
sa (99{10), da je ¸ = const = 0;03.

Darsi (DARCY) je uo∙cio da DI=v2 nije konstanta, tj. da se ne ostva-
ruje iskazano sa (99{19). Od njega poti∙ce izraz:

DI

v2
= 0;001014 +

0;0000259

D
(99{20)

u kome su konstante isuvi∙se precizno odre¹dene (re∙ceno je ve¶c da su
autori tako hteli da kod korisnika stvore iluziju ta∙cnosti).
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Ako se, shodno (91{23), ¸ izrazi sa 2gDI=v2, mo∙ze se na osnovu
prethodnog izraza napisati:

¸ = 0;0199 +
0;00051

D

ili, zaokru∙zeno

¸ = 0;02
µ
1 +

1

40D

¶
(99{21)

gde se D mora meriti u metrima.
U ovoj formuli nema hrapavosti. Re∙ceno je ve¶c da starija shvata-

nja nisu uo∙cavala uticaj hrapavosti, pa je to slu∙caj i ovde. Me¹dutim, i
uticaj pre∙cnika nije zna∙cajan. Ako se D promeni ∙cak 10 puta, od 1 m
do 0,1m, ¸ ¶ce se pove¶cati sa 0,0205 na 0,025 (odnos 1,22). Me¹dutim,
ako se primeni formula (97{16), za istu apsolutnu hrapavost k, u dva
slu∙caja gde je u drugom pre∙cnik 10 puta manji od prvoga, navedeni
odnos bi¶ce znatno ve¶ci, iznosi¶ce 2,15 (umesto 1,22).

Darsijeva formula davala je izgleda znatno manje otpore trenja od
onih koji su prime¶ceni u praksi, pa je preporu∙ceno da formula va∙zi za
nove cevi, a za stare cevi treba uzeti 2 puta ve¶cu vrednost za ¸. Treba
zapaziti da se na taj na∙cin posredno uneo uticaj hrapavosti (jer je stara
cev hrapavija). Zaista jednostavan postupak, a on preporu∙cuje da se
ra∙cuna tako, jer ¶ce svaka cev postati stara. U sredini rezultata za nove
i stare cevi, a s obzirom da uticaj pre∙cnika nije zna∙cajan, dobi¶ce se
otprilike ¸ = 0;03, a to je navedeno sa (99{10).

Darsijeva istra∙zivanja obavljena sredinom 19-og veka u Francuskoj
nastavio je Bazen ∙cija su prva istra∙zivanja dovela do tzv. ,,Prve Baze-
nove formule", koja ∙Sezijev koe¯cijent izra∙zava sa:

CCh =
1q

a+ b=R

gde a i b nisu op∙ste va∙ze¶ce konstante, nego zavise od hrapavosti i hi-
drauli∙ckog radijusa R.

Ako se CCh zameni sa v=
p
RI , ∙sto dozvoljava ∙Sezijeva formula

(99{5), prethodni izraz mo∙ze se preobli∙citi u:

RI

v2
= a+

b

R
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Upore¹denjem ovoga izraza sa (99{20) uvi¹da se da je ovde upisan
hidrauli∙cki radijus R, umesto pre∙cnika D, ∙sto je posledica namere da
formula va∙zi ne samo za cevi kru∙znog preseka, nego i za sve provodni-
ke razli∙citog popre∙cnog preseka (pre svega, za kanale). Treba uo∙citi da
ovde a i b nisu op∙ste va∙ze¶ce konstante, kao u (99{20), nego u pojedinom
primeru zavisi, kako je malo pre obja∙snjeno, od hidrauli∙ckog radijusa i
hrapavosti. Time se otklanja neopravdana pojednostavljenost koja je
izra∙zena sa (99{20).

Bazen nije bio zadovoljan svojom ,,prvom formulom", malo pre na-
pisanom, pa je napisao drugu u obliku:

CCh =
1

®+ ¯=
p
R

Ova formula sa ® = 1=87 i ¯=® = °B svodi se na ve¶c sa (99{17)
napisanu Bazenovu formulu.

¤ ¤ ¤
Treba jo∙s dodati da su istra∙ziva∙ci odavno (ve¶c od prvih obrazaca za

trenje u cevima) uo∙cavali da se kvadratna zakonitost otpora ne ostva-
ruje za manje brzine. Smanjenjem brzine cev napu∙sta kvadratnu zako-
nitost za hrapave cevi i, na kraju, ako se brzina svede na veoma malene
vrednosti, strujanje postaje laminarno, gde se ostvaruje linearna zako-
nitost, ∙sto je obja∙snjeno u Poglavlju 96 iza izraza (96{28).

U skladu sa izlo∙zenim bilo je izraza koji se svode na:

DI

v2
= a+

b

v
(99{22)

gde su a i b konstante.
Ovaj izraz kazuje da za veoma malene brzine postaje premo¶can

drugi ∙clan desne strane, pa prvi mo∙ze postati zanemarljiv (u odnosu na
drugi) i tada je zakon linearan:

DI

v
= b = const

Ovaj izraz se danas ne mo∙ze opravdati, jer iz izraza koji je napisan
iza (96{28) sledi:

DI

v
=

32º

gD
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tj. da b nije konstanta, jer i za isti koe¯cijent viskoznosti º desna strana
u prethodnom izrazu zavisi od pre∙cnika D.

Ako je pak u (99{22) drugi ∙clan zanemarljiv u odnosu na prvi (brzi-
ne ve¶ce vrednosti), onda se izraz svodi na (99{19) sa const = a.

Izraz (99{22) ve∙ze se za ime Proni (PRONY).
Kasnije je ispisano dosta iskustvenih obrazaca sa nekvadratnom za-

konito∙s¶cu { o njima ¶ce biti re∙ci u nastavku.

¤ ¤ ¤
∙Siroku primenu imali su (a jo∙s i sada ponegde imaju) eksponencijalni

monomni obrasci koji ne izra∙zavaju kvadratnu zakonitost otpora, jer je
praksa pokazala da se dobar deo prakti∙cnih zadataka ne mo∙ze uklopiti
u kvadratnu zakonitost, jer ne ulaze u oblast provodnika sa hrapavim
zidovima. Pojedini obrazac iz ove grupe mo∙ze se svesti na oblik:

I = a
vb

Dc
(99{23)

Isti rezultat za nagib I dalo bi ra∙cunanje obrascem (91{23) sa koe-
¯cijentom trenja:

¸ =
2ga

v2¡bDc¡1
(99{24)

∙sto se dobilo izjedna∙cenjem desnih strana jedna∙cina (99{24) i (91{23).
Veli∙cina a odre¹duje vrstu zida provodnika, za istu vrstu ista je vre-

dnost za a, ∙sto zna∙ci da ta veli∙cina unosi apsolutnu hrapavost, to je
,,koe¯cijent hrapavosti" u istom smislu kao u nizu do sada ispisanih
formula.

Izlo∙zitelj b u (99{23) daje se u granicama:

1;75 ∙ b < 2 (99{25)

Zakonitost za jednu odre¹denu cev predstavlja kriva linija koja od-
govara relativnoj hrapavosti k=D za tu cev. U oblasti IV na sl. (96{3)
ta kriva linija ima manji nagib od linije III za glatku cev, a jo∙s nije
pre∙sla u horizontalnu pravu (u oblast V { hrapave cevi). Za glatku cev
zakonitost (97{13) ukazuje da je koe¯cijent ¸ srazmeran sa Re¡1=4, a
to bi za istu cev i istu viskoznost zna∙cilo srazmernost sa v¡1=4, a to bi
u izrazu (99{24) zna∙cilo da je 2¡ b jednako 1/4, pa je b = 7=4. To je
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donja vrednost za b, dok je gornja (kvadratna zakonitost) jednaka 2.
Ovo rasu¹divanje je omogu¶cilo pisanje (99{25).

Za izlo∙zitelj c u (99{23) vrednost u razli∙citim formulama kre¶ce se u
granicama:

1;10 ∙ c ∙ 1;25 (99{26)

Ovo pokazuje da ¶ce koe¯cijenat trenja ¸ za istu brzinu v i za istu
apsolutnu hrapavost (ista vrednost koe¯cijenta hrapavosti a), sa po-
rastom pre∙cnika D opadati { to se zaklju∙cuje iz (99{24), uz primenu
(99{26). Ovo je prihvatljivo, jer sa porastom pre∙cnikaD uz istu apsolut-
nu hrapavost k, opada relativna hrapavost k=D, a sa njom i koe¯cijent
trenja ¸, ∙sto je uo∙cljivo iz gra¯kona na sl. 96{3.

Koe¯cijentu hrapavosti a daje se red vrednosti otprilike od 0,0006
do 0,0015 ako se primene na vodovodne cevi. Treba naglasiti dimen-
zionalnu nesre¹denost obrasca (99{23), pa se uz preporu∙cene vrednosti
za a, mora ra∙cunati sa jedinicama [m; s].

Nekvadratna zakonitost zapravo unosi uticaj viskoznosti, pa bi onda
trebalo to iskazati, a to formule ne iskazuju, one onda mogu da va∙ze
samo za odre¹denu viskoznost, podrazumeva se da su namenjene vodi pri
uobi∙cajenim temperaturama (kada je viskoznost pribli∙zno konstantna).

Jedna dosta kori∙s¶cena formula iz oblasti koja se razmatra je Flama-
nova (FLAMANT) { pojavila se krajem 19-og veka (nekako u vreme po-
jave i Maningove formula) i dugo se koristila, mo∙zda zahvaljuju¶ci ∙cinje-
nici da je bila u dugotrajnoj upotrebi u pariskom vodovodu. Ona glasi:

DI = 0;000704
4

s
v7

D
(99{27)

∙sto va∙zi za nove vodovodne cevi, dok stare (posle du∙ze upotrebe) treba
ra∙cunati sa 0,00092 umesto 0,000704.

Upore¹divanje (99{27) sa (99{23) daje:

a = 0;000704 b = 1;75 c = 1;25 (99{28)

Vrednost 0,000704 namenjena je novim cevima, a za stare cevi je
a = 0; 00092.

Vrednosti napisane u (99{28) uvr∙stene u (99{24) daju za nove cevi:

¸ =
0;0138

v0;25D0;25
(99{29)
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dok se za stare dobija

¸ =
0;0180

v0;25D0;25
(99{30)

Na osnovu sra∙cunatih vrednosti za ¸ po (99{29) i (99{30) na sli-
ci 99{8 gra¯∙cki su prikazane zavisnost koe¯cijenta trenja ¸ od brzine v
(za brzine od 0,5 do 2m/s), a za pre∙cnike D = 0;1 i 1 m. Zanimljivo je
uporediti te vrednosti sa onima koje daje Kolbrukova formula (96{36),

0.02

k=1mm

0.04

0.03

F-s

k =1mm

F-s

k=0.2mm

vv

F-n

F-nD
=0

.1
m

D
=1

m

0.01

D
=0

.1
m

D
=1

m

0.5 1

(A)

(B)

1.5 2 0.5 1 1.5 2[m/s] [m/s]

λ

λ

k =0.2mm

k=0.2mm

k=0.05mm

k=0.2mm

k=0.05mm

Slika 99{8 Koe¯cijenti trenja ¸ koje daje ra∙cunanje po Flamanovoj for-
muli za nove cevi (prvi gra¯kon) i za stare cevi (drugi gra¯kon) { ∙sto je
sra∙cunato po jedna∙cinama (99{29) i (99{30) { upore¹deni sa vrednostima
koje daje Kolbrukova formula (96{36) za upisane vrednosti apsolutne hra-
pavosti k, uz koe¯cijent viskoznosti odre¹den sa (99{31), za pre∙cnike D = 1m
i 0,1 m, i za brzine od 0,5 do 2 m/s
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i svrha slike 99{8 je ba∙s to upore¹denje. Za primenu Kolbrukove formule
daju se slede¶ce napomene:

{ U Kolbrukovoj formuli pojavljuje se Re-broj jednak vD=º, gde
je º = kinemati∙cki koe¯cijent viskoznosti, pa vrednost za º uti∙ce
na vrednost za ¸, ∙sto se i ostvaruje u nekvadratnoj zakonitosti.
Malo pre je re∙ceno da je taj uticaj u iskustvenim formulama ti-
pa (99{23) sakriven, pa one va∙ze samo sa odre¹denu konstantnu
viskoznost vode, za onu viskoznost koju ima voda pri uobi∙cajenim
temperaturama. Razume se da autori iskustvenih formula to u
ranija vremena nisu tako opisivali, a podrazumevali su da je for-
mula namenjena vodi, prvenstveno u vodovodnim cevima.

{ Koe¯cijent viskoznosti º menja se sa temperaturom vode, i opada
sa porastom temperature i za porast temperature od 5 do 200 vre-
dnost koe¯cijenta º se spu∙sta od otprilike 0,015 na 0,011 cm2s¡1.
Kao prose∙cnu vrednost za taj uobi∙cajeni raspon temperature vode
u vodovodnim cevima uze¶ce se:

º = 0;0125 cm2s¡1 (99{31)

{ Deo (B) na sl. 99{8 ukazuje da ra∙cun po formuli Flamana za
stare cevi, upravo po jedna∙cini (99{30) daje iste rezultate kao i
ra∙cun po Kolbrukovoj formuli (96{36) ako se ra∙cuna sa apsolut-
nom hrapavo∙s¶cu k jednakom otprilike 1mm za brzinu od 0;5 ms¡1

i sa k = 0;2mm za brzinu od 2ms¡1, i da se otprilike isto dobija
i za pre∙cnik D = 0;1m, i za D = 1 m.

Prihvatljiv je deo zaklju∙cka da Flamanova formula daje rezultate
koje bi dala Kolbukova za odgovaraju¶cu vrednost apsolutne hra-
pavosti koja se mnogo ne menja sa pre∙cnikom cevi, ali nije lako
obrazlo∙ziti za∙sto se promenom brzine dobija sve manja odgovara-
ju¶ca apsolutna hrapavost, iako se ona ne menja.

Opadanje koe¯cijenta trenja ¸ sa porastom brzine v, a za isti
pre∙cnik D, je shvatljivo, jer u prelaznoj oblasti od glatkih u hra-
pave cevi ¸ opada sa porastom Re-broja (vidi sl. 96{3), a Re-broj
raste sa porastom brzine, a za isti pre∙cnik. Me¹dutim, ovo opada-
nje koe¯cijenta ¸ sa porastom brzine mnogo je naglije ako se pri-
meni Flamanova formula, nego ako se primeni Kolbrukova. Mo∙ze

291

DRAFT verzija 2001.



se re¶ci da i Kolbrukova formula nije neprikosnovena, jer ni ona
ne obezbe¹duje potpunu ta∙cnost, ona smatra da se bilo kakva hra-
pavost mo∙ze obra∙cunati sa ekvivalentnom jednolikom pe∙s∙canom
hrapavosti iako za to povezivanje nije obazbe¹dena geometrijska
sli∙cnost, ali tu se ne mo∙ze na¶ci isklju∙civi razlog za izra∙zeno nesla-
ganje formula. Mora se ipak primetiti da je Flamanova formula
preterala u uticaju brzine na koe¯cijenat trenja, jer su kasnije
formule istoga tipa to ubla∙zile. To ¶ce se videti u slede¶coj formuli.

{ Deo (A) na sl. 99{8 prikazuje upore¹denje rezultata po Flamano-
voj formuli za nove cevi, upravo po (99{29), i po Kolburkovoj
formuli (96{36). Ovde je odgovaraju¶ca apsolutna hrapavost k
u Kolbrukovoj formuli koja daje iste rezultate kao Flamanova
izme¹du 0,05 i 0,2 mm, i to za oba pre∙cnika. Upore¹denje gra¯kona
(A) i (B) pokazuje da je kod novih cevi opadanje koe¯cijenta ¸
sa porastom brzine manje izrazito nego kod starih cevi, manja
je razlika izme¹du toga opadanja koje daje Flamanova formula i
opadanja koje daje Kolbrukova.

¤ ¤ ¤

Formula Hazen-Vilijamsa (HAZEN-WILLIAMS), pojavila se po∙cet-
kom 20-og veka, bila je veoma primenjivana, koristili su je podosta i
na∙si in∙zenjeri (verovatno se jo∙s ponegde koristi). Ona se, svedena na
jedinice [m; s], ispisuje sa:

v = 0;85CHWR
0;63I0;54 (99{32)

pa se brzina v ra∙cuna u zavisnosti od hidrauli∙ckog radijusa R i nagi-
ba I linije energije (koji je ujedno i nagib pijezometarske linije), uz
prethodno utvr¹divanje vrednosti za:

CHW = koe¯cijent uz Hazen-Vilijamsovu formulu

Taj koe¯cijent zavisi od vrste obloge cevi i njegove vrednosti daju
se u ,,spisku materijala", koji prati ovu formulu, kako je to bilo i kod
svih do sada navedenih iskustvenih formula. Zavisno od vrste obloge
(materijala od koga je provodnik napravljen), i od godina upotrebe
(starosti) provodnika, preporu∙cene vrednosti se kre¶cu od CHW = 50
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(jako zapu∙stene cevi, sa skamenjenim hrapavim talogom na zidovima)
do CHW = 150 (za izuzetno glatke cevi). Jasno je da se i ovde podrazu-
meva da formula sa preporu∙civane vrednosti koe¯cijenta CHW va∙zi za
konstantnu viskoznost (za vodu pri uobi∙cajenim temperaturama) i da
se brzina izra∙zava u [m=s], a hidrauli∙cki radijus u [m].

Iz (99{32), uz prethodnu zamenu R sa D=4, dobija se:

I =
6;84

C1;85
HW

v1;85

D1;17
(99{33)

Upore¹denje ovoga izraza sa izrazom (99{23) ukazuje da su u (99{33):

a =
6;84

C1;85
HW

b = 1;85 c = 1;17

Sa tim vrednostima izraz (99{24) daje koe¯cijent trenja:

¸ =
134

C1;85
HWv0;15D0;17

(99{34)

Slika 99{9 ima za svrhu upore¹denje vrednosti koe¯cijenta trenja ¸
koje daju ra∙cunanja po Hazen-Vilijamsovoj formuli, upravo po izrazu
(99{34), i po Kolbrukovoj formuli (96{36), za odre¹dene vrednosti koe-
¯cijenta CHW u prvoj, odnosno apsolutne hrapavosti k po drugoj, a za
pre∙cnike D = 0;1 i 1m i brzine v od 0,5 do 2m/s. Pri primeni Kolbru-
kove formule vrednost koe¯cijenta viskoznosti uzeta je prema (99{31).

Kao prvo, poku∙sa¶ce se da se objasni ∙sta se mo∙ze zaklju∙citi iz prvog
dela slike 99{9, ozna∙cenog sa (A). Zaklju∙cuje se:

{ Krive linije za pojedine konstantne vrednosti za CHW (135, 140,
145) opadaju sa brzinom v, a za isti pre∙cnik D, otprilike isto
kao linije za konstantne vrednosti za k (0,01 i 0,05mm). Ovde,
dakle, otpada zamerka u∙cinjena Flamanovoj formuli da kod nje
preterano naglo opada koe¯cijent trenja ¸ sa porastom brzine, a
za isti pre∙cnik. Ovde je zakonitost na∙celno ista kao kod Kolbru-
kove u prelaznoj oblasti iz glatke u hrapavu cev { razume se, u
zahva¶cenom podru∙cju.

{ Da bi se dobila ista vrednost koe¯cijenta trenja ¸, jednoj odre¹de-
noj vrednosti za CHW trebalo bi da odgovara jedna odre¹dena vre-
dnost za k, jer se radi o istoj cevi (zidovi iste ugla¹denosti), ali se
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to ne ostvaruje. Ra∙cun po Hazen-Vilijamsovoj formuli za jednu
odre¹denu vrednost za CHW da¶ce za ¸ istu vrednost kao Kolbruko-
va formula ako se uzme ve¶ca (ne ista) apsolutna hrapavost ako je
pre∙cnik ve¶ci. Iz sl. 99{9A to se uvi¹da za sve prikazane vrednosti
za CHW, a primera radi, navodi se da se ra∙cun sa CHW = 140
poklapa sa ra∙cunom za k = 0;05mm za D = 0;1 m, dok je za
D = 1m odgovaraju¶ce k ve¶ce od 0;1 mm. Kod Flamanove for-
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Slika 99{9 Upore¹denje vrednosti koe¯cijenta trenja koje daje ra∙cun po
Hazen-Vilijamsovoj formuli, po obrascu (99{34), i ra∙cun po Kolbrukovoj
formuli (96{36) za upisane koe¯cijente CHW i apsolutne hrapavosti k

294

DRAFT verzija 2001.



mule zaklju∙ceno je da apsolutna hrapavost k, koja po Kolbrukovoj
formuli daje iste rezultate kao Flamanova formula, za odre¹denu
vrstu cevi ne zavisi od pre∙cnika i to je usvojeno kao prihvatljivo.
Kakvo opravdanje onda na¶ci na zapa∙zeno kod Hazen-Vilijamsove
formule? Opravdanja uvek ima, a ovde bi se na∙slo u obja∙snjenju
pri kraju Odeljka I ovoga poglavlja, gde se primetilo da, za cev od
istog materijala, ve¶ci pre∙cnik mo∙ze da name¶ce ve¶cu odgovaraju¶cu
obra∙cunsku apsolutnu hrapavost k, a svako opravdanje je prihvat-
ljivo ako je potvr¹deno iskustvom.

Iz dela (B) slike 99{9 saznaje se da sa apsolutnom hrapavosti
k = 1 mm cev se pribli∙zila hrapavoj cevi (linije su skoro horizontalne),
pa je tu ubedljivo neslaganje sa krivim linijama za odre¹dene vrednosti
za CHW, koje imaju isti osetni pad sa porastom brzine. Iz ovoga se
mo∙ze zaklju∙citi da pogotovo za manje vrednosti za CHW od ovih obu-
hva¶cenih slikom, Hazen-Vilijamsova formula sigurno nije primenljiva.
Kod mnogih iskustvenih formula ∙zelja da primena bude ∙sto ∙sira mo∙ze
da dovede do pro∙sirenja van podru∙cja u kome formula daje rezulta-
te bliske stvarnosti, i ovde se verovatno radi o tome. Mogu se na¶ci
∙cak navo¹denja i tako hrapavih provodnika kao ,,tunel use∙cen u stenu"
u ,,spisku materijala" za primenu Hazen-Vilijamsove formule, ∙sto bi
trebalo ra∙cunati sa CHW = 40. Me¹dutim, van svake sumnje je da tunel
u steni ulazi u oblast hrapavih zidova, pri uobi∙cajenim brzinama, a
primena formule ne daje otpor po kvadratnoj zakonitosti.

Treba jo∙s dodati da se i na sl. 99{9B prime¶cuje ve¶c zapa∙zeno da sa
porastom pre∙cnika istom CHW odgovara ve¶ca vrednost za k.

¤ ¤ ¤

Razmatrane su jedna od prvih i ∙sire prihva¶cenih formula (Flamano-
va) i jedna koja je imala isto ∙siroku primenu, pa i u na∙soj hidrotehni∙ckoj
praksi (Hazen-Vilijamsova). Nije potrebno navoditi i razmatrati ∙citav
niz formula sa nekvadratnim zakonitostima za otpor trenja, u obliku
eksponencijalnog izraza, jer sve imaju skoro iste osobine. Vrednost eks-
ponenta b u izrazu (99{23) je izme¹du 1,8 i 1,9 a eksponenta c izme¹du
1,1 i 1,2, dok je koe¯cijent hrapavosti a negde izme¹du 0,0006 i 0,001.
Navedena vrednost za b mo∙ze da rezultate po ovim formulama uskladi
sa Kolbrukovom, kao ∙sto je to bilo kod Hazen-Vilijamsove formule, gde
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je b = 1;85. Kod Flamanove formule prenagli pad koe¯cijenta trenja sa
porastom brzine (za isti pre∙cnik) posledica je toga ∙sto je vrednost za
eksponent b ni∙za (b = 1;75). Treba naglasiti da je uskla¹divanje Hazen-
Vilijamsove formule ostvareno pri primeni na gla¹de cevi, ∙cija apsolutna
hrapavost ne prelazi osetno k = 0;1mm. Ne treba da se primenjuje
za hrapavije cevi za koje je re∙ceno da je Hazen-Vilijamsova formula
nepodesna.

Ve¶cina primenjivanih eksponencijalnih formula sa nekvadratnom za-
konito∙s¶cu, koje su se pojavljivale posle Hazen-Vilijamsove formule, obi∙c-
no su bile namenjene ugla¹denim cevima. Posebno su bile prihva¶cene za
ra∙cun azbest-cementnih cevi i onda je uz njih i navedeno da su njima
namenjene.

Prime¶ceno je da i ovi eksponencijalni obrasci sa nekvadratnom za-
konito∙s¶cu otpora imaju istu osobinu kao i oni raniji koji izra∙zavaju kva-
dratnu zakonitost, a to je da se daju sa isuvi∙se preciznim numeri∙ckim
vrednostima { valjda da pru∙ze iluziju ta∙cnosti. I svi oni name¶cu pi-
tanje ograni∙cenosti primene, jer bi ona bila opravdana samo u grani-
cama brzina i pre∙cnika, ili hidrauli∙ckog radijusa, u kojima je ste∙ceno
iskustvo (opitima), a te se granice obi∙cno ne navode, a ∙zelja da for-
mula ima ∙sto ∙siru primenu mo∙ze dovesti do toga da u¹de u podru∙cje gde
ne daje dobre rezultate. Kod formule sa nekvadratnom zakonito∙s¶cu
name¶cu se jo∙s dve primedbe: to je oblast u kojoj na otpor trenja uti∙ce
viskoznost, a to se iz formule ne vidi, pa se podrazumeva da je na-
menjena vodi pri uobi∙cajenoj temperaturi, i drugo, postavlja se pitanje
granice primene, jer cev mo∙ze u¶ci u kvadratnu zakonitost, gde je koe-
¯cijent trenja ¸ = const, a svakako se toj zakonitosti pribli∙zava pri
porastu Re-broja, a formula to ne iskazuje (po njoj se osetno opadanje
sa porastom brzine nigde ne zaustavlja). Ove osobine prime¶cene su i
protuma∙cene kod razmatranih formula.

¤ ¤ ¤

Na kraju ovoga, Devetoga dela knjige, poku∙sa¶ce se da se pregledno
i ukratko izlo∙zi ono ∙sto je bitno u razmatranjima u ovom delu, i ∙sto
se mo∙ze shvatiti kao ,,zaklju∙cak". Glavni problem re∙savanja bilo je od-
re¹divanje otpora (ili gubitka energije) usled kretanja, a za to slu∙ze obra-
sci koji se zasnivaju na iskustvenim (empirijskim) saznanjima, ste∙cenim
u eksperimentalnom radu. Nema zaista prostijih zadataka od re∙savanja
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te∙cenja kroz cevi i kanale, a bez lokalnih poreme¶caja, a najprostiji sva-
kako te∙cenje kroz cev konstantnog kru∙znog preseka. Me¹dutim i za te
zadatke nema teorijskog (analiti∙ckog) re∙senja, bez uno∙senja empirijskih
saznanja a i cela je Hidraulika, semiempirijska nauka.

Poku∙sa¶ce se da se izvedu neki op∙sti zaklju∙cci iz do sada napisanoga,
a oni se mogu uobli∙citi otprilike u slede¶cim navodima.

Skoro dva veka in∙zenjeri su morali nekako da procenjuju otpore tre-
nja, jer su morali da projektuju i grade cevovode i kanale. Zanimljivo je
da se razmotri kako se do∙slo do dana∙snjih saznanja. Mo∙ze se, dodu∙se,
postaviti pitanje: Da li je to potrebno, da li ima smisla da se ispituju
obrasci koji danas vi∙se nisu u upotrebi? Ako se zastupa shvatanje da se
treba baviti isklju∙civo onim ∙sto se danas neposredno koristi, besmisleno
je baviti se istorijatom. Ako se pak ∙zeli da se do¹de do saznanja kako se
do dana∙snjeg stanja do∙slo, i da bi se dobro razumelo ono ∙sto se danas
preporu∙ca, bavljenje istorijatom nije ni besmisleno, ni beskorisno. Isto-
rija ba∙s i slu∙zi da bi se shvatila sada∙snjica kao posledica prethodnih
zbivanja.

Kratki istorijski pregled do sada izlo∙zenoga iskazuje da su in∙zenjeri
jo∙s od kraja 18-og veka poku∙savali da do¹du do zakonitosti za otpore
trenja u cevima i kanalima, pa i rekama. U po∙cetku se o hrapavosti
nije vodilo ra∙cuna, a kasnije se opisivala i za odre¹denu vrstu grani∙cnih
∙cvrstih povr∙sina davani su odre¹deni ,,koe¯cijenti hrapavosti", sre¹deni u
spisku koji je pratio obrazac koji se preporu∙cuje. Korisnik treba da je
uveren da ¶ce dobiti krajnji rezultat ako uzme odgovaraju¶ci ,,koe¯cijent
hrapavosti", a pri tome koe¯cijent u ¯zi∙ckom smislu ni∙sta ne zna∙ci, a
ulazi u obrazac dimenzionalno nesre¹den, tako da koe¯cijent ima neku
,,∙cudnu" dimenziju.

Nudio se veoma veliki broj obrazaca, pa problem nije bio u tome ∙sto
obrazaca nema, ve¶c u tome ∙sto ih ima previ∙se, pa je problem u izboru
kome obrascu treba najvi∙se verovati. Neki autori su u obrasce unosili
isuvi∙se precizne (sa mnogo decimala) numeri∙cke vrednosti, ∙sto je trebalo
da bude preporuka za obrazac, iako je prevelika preciznost u izradi
obrasca neprimerena zadatku koji se re∙sava. Neki daju prili∙cno dobre
rezultate u odre¹denim granicama za pre∙cnik (ili hidrauli∙cki radijus), a
gres

¹
ke nastaju ako se primene van tih granica, a to se i ∙cini, jer se uz

obrazac obi∙cno nikakva upozorenja ne daju. Neki obrasci su prihvatani
iz ,,patriotskih razloga" jer su ponikli u zemlji upotrebe, a oni treba da
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budu bolji od ,,tu¹dih". Bez obzira na kritike sa dana∙snjih stanovi∙sta
mora se priznati da su ti obrasci dobro poslu∙zili hidrotehni∙ckoj praksi.

Preokret je nastao tridesetih godina 20-og veka kada se uveo pojam
,,apsolutne hrapavosti" kojim se meri visina izbo∙cina na zidu provodni-
ka. Dakle, hrapavost se izra∙zava odgovaraju¶com veli∙cinom, sa isprav-
nom dimenzijom (du∙zinom). Eksperimentalnim putem se do∙slo do za-
konitosti za otpor trenja, ali za ,,jednoliku pe∙s∙canu hrapavost", koja je
ve∙sta∙cki napravljena. Kod nje je hrapavost odre¹dena jednim podatkom
i stoga je podobna za utvr¹divanje zakonitosti za trenje. Me¹dutim, u
prakti∙cnim primerima hrapavost nije jednolika, niti ima oblik zrnaca
peska, ona je nejednolika (izbo∙cine nisu jednake), a razlikuju se po
obliku, a razli∙cito su raspore¹dene po povr∙sini zida provodnika. Zato se
pribegava da se hrapavost u nekom prakti∙cnom primeru izrazi sa ,,ekvi-
valentnom jednolikom pe∙s∙canom hrapavosti", koja daje isti otpor trenja
kao primer koji se re∙sava. U svakom primeru mo∙ze se oceniti koliko ta
ekvivalentna hrapavost treba otprilike da bude. Na primer, ne mo∙ze
da bude nekoliko milimetara za tunel use∙cen u steni (bez doterivanja),
ni nekoliko desimetara za ugla¹denu betonsku oblogu. Sa druge strane,
za izbor ,,koe¯cijenta hrapavosti" u starijim obrascima nema nikakve
mogu¶cnosti da se oceni njegova podobnost, sem poverenja u obrazac.

Navo¹denja iza izraza (91{27) upu¶cuju na apsolutne hrapavosti sa
kojima se obi∙cno ra∙cuna.

Mora se primetiti da se preno∙senje rezultata dobijenih sa jednolikom
pe∙s∙canom hrapavo∙s¶cu na bilo kakvu hrapavost ne mo∙ze prihvatiti bez
ozbiljne kritike, jer se rezultat prenosi bez zadovoljenja zakona sli∙cnosti.
No, uprkos tome, danas najprimenljivija formula, Kolbrukova, je zasno-
vana na ekvivalentnoj pe∙s∙canoj hrapavosti. To je, van svake sumnje,
veoma pogodno, za primenu, jer se u ra∙cun unosi samo jedan podatak
o hrapavosti (ekvivalentna hrapavost), dok je ta∙can geometrijski opis
hrapavosti za jedan primer iz prakse, toliko slo∙zen, da se mo∙ze re¶ci da
je to, prakti∙cno uzev∙si, nesavladivo.

Sem obrazaca sa logaritamskom zakonito∙s¶cu (kakva je Kolbruko-
va), mogu se upotrebljavati i obrasci sa eksponencijalnom zakonito∙s¶cu.
Jedni i drugi su posledica odgovaraju¶cih rasporeda brzina. Jedna od
formula koja prihvata eksponencijalnu zakonitost je i Maningova. Ne
treba kriti (naprotiv, treba naglasiti) da je u ovoj knjizi u∙cinjen poku∙saj
da se opravda primena Maningove formule koja je odolela vremenu, i
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danas se ∙cesto upotrebljava. Naime, sem prostog izraza, treba joj pri-
pisati i prednost ∙sto daje skoro iste rezultate kao i Kolbrukova za hra-
pave provodnike (uz odre¹denu vezu izme¹du Maningovog koe¯cijenta i
apsolutne hrapavosti).

Niko razborit danas ne¶ce vi∙se izmi∙sljati i predlagati nove obrasce za
ra∙cun trenja u cevima i kanalima. Jasno je da se ne∙sto na∙celno novo
ne mo∙ze predlo∙ziti, iscrpljene su mogu¶cnosti za to. Treba se pomiriti
sa time da se ne mo∙ze do¶ci do ta∙cne zakonitosti za prakti∙cne primere,
ali se u svakom primeru mo∙ze dobro proceniti uticaj trenja, sa ∙cime ¶ce
se hidrotehni∙cka praksa zadovoljiti.

Kao zaklju∙cak mo∙ze se navesti da je najprihvatljivije hrapavost izra-
ziti samo sa jednim podatkom, sa ekvivalentnom jednolikom hrapavosti,
i onda primeniti Kolbrukovu formulu, ili neku eksponencijalnu formu-
lu. Mo∙ze se od starijih primenjivati Maningova formula { razume se za
hrapave provodnike. Pregled formula koja se mogu preporu∙citi dat je
u Prilogu 2.

¤ ¤ ¤
U novije vreme u Hidraulici se istra∙zuje zakonitosti za slo∙zenije pro-

cese u strujanju (pre svega, u turbulentnom strujanju), a pri tome se
na∙celno isto rasu¹duje kao kod izvo¹denja zakona za otpor trenja u ce-
vima. Unose se neke veze empirijskog porekla, uz niz pretpostavki,
koriste se izvesne konstante (koje su navodno proverene, ili ¶ce to biti).
Name¶ce se stoga velika opreznost pri usvajanju pretpostavki, jer na to
upozoravaju sva ona dovijanja, i pode∙savanja, koja su preko rasporeda
brzina dovela do zakonitosti za otpor trenja u cevima, a to je, kako je
nagla∙seno najprostiji hidrauli∙cki zadatak. Koliko tek onda treba dovi-
janja i pode∙savanja da se do¹de do zakonitosti za neki slo∙zeniji proces?
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deo deseti

KRATKI OBJEKTI { LOKALNE
PROMENE U STRUJANJU
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Prethodni, Deveti deo knjige odnosnio se na tokove pod isklju∙civim
uticajem trenja, a bez lokalnih poreme¶caja { tako je naslovljen. U prak-
ti∙cnim primerima nema toka bez lokalnih uticaja. Pre svega, u cev, ili
kanal, mora negde postojati ulaz, a negde izlaz. Sem toga, provodnik
mo∙ze da menja popre∙cni presek, mo∙ze da menja pravac, ∙sto dovodi do
lokalne promene u struji. Ovaj, Deseti deo knjige, raspravlja¶ce lokalne
promene koje se moraju uklopiti u struju u cevi, ili kanalu, upravo u
one deonice gde je struja pod isklju∙civim dejstvom trenja. Lokalna pro-
mena mo∙ze se shvatiti kao kratak objekat u duga∙ckom objektu. Ima i
prakti∙cnih primera gde se ceo zadatak sastoji u re∙savanju jednog kratkog
objekta { na primer, preliv preko brane.
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101
O LOKALNIM GUBICIMA ENERGIJE U

CEVIMA { OP∙STA RAZMATRANJA

I

IZRA∙ZAVANJE GUBITAKA ENERGIJE U LOKALNOM
POREME¶CAJU STRUJE U CEVI { UKLJU∙CIVANJE

TOGA GUBITKA U ENERGETSKI OBRA∙CUN STRUJE

Jednoliko strujanje u cevi kru∙znog popre∙cnog preseka poreme¶ceno
je uticajem neke prepreke { neka to bude, primera radi, tanka plo∙ca,
polo∙zena u popre∙cni presek cevi, a na plo∙ci u njenoj sredini je kru∙zni
otvor, kroz koji se struja prisiljava da pro¹de { sl. 101{1. Takva prepreka
naziva se ,,dijafragma" (doslovno se mo∙ze prevesti ,,tanka pregrada" ili
,,pre∙caga"). Ona ¶ce se u Poglavlju 103 razmatrati kao merni ure¹daj za
odre¹divanje proticaja na osnovu izmerene pijezometarske razlike, a sada
¶ce poslu∙ziti kao pogodan primer koji izaziva lokalni gubitak energije.
To je op∙sti naziv za koncentrisani gubitak energije na manjem prosto-
ru (u mestu) izazvan lokalnim poreme¶cajem strujanja. Sa prakti∙cnog
stanovi∙sta treba pre svega oceniti iznos toga gubitka, koji ulazi u ener-
getski obra∙cun struje, upravo u jedna∙cinu energije (83{9), primenljivu
za struju izme¹du dva njena preseka. Desna strana te jedna∙cine izra∙za-
va izgubljenu energiju Eizg { to je gubitak energije (po jedinici te∙zine)
izme¹du preseka (I) i (II) u koji ¶ce u¶ci i lokalni gubitak energije ako ima
lokalnih poreme¶caja izme¹du dva preseka. Korisno je ponoviti, da bi
se naglasilo, da primena navedene jedna∙cine (83-9) zahteva da u pre-
seku (I), kao i u preseku (II), strujanje bude pravolinijsko i paralelno,
normalno na presek. Na samom po∙cetku razmatranja o prou∙cavanju
struja, u po∙cetku Poglavlja 81, naveden je uslov da se te∙cne struje
mogu prou∙cavati upore¹denjem struja u dva tako uslovljena popre∙cna
preseka, a u tim presecima uzimaju se veli∙cine vezane za presek (ne
ulaze¶ci u raspore¹divanje po preseku), a te veli∙cine su pijezometarska
kota ¦ i prose∙cna brzina v za presek. Pod navedenim uslovom (paralel-
no i pravolinijsko strujanje, normalno na presek) izvedena je i malo pre
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Slika 101{1 Dijafragma kao primer lokalnog gubitka energije; Eizg;lok je
dodatni gubitak energije, prouzrokovan ugra¹divanjem dijafragme

pomenuta jedna∙cina (83{9). Taj uslov se namerno ovde ponavlja, jer
on stvara izvesne te∙sko¶ce odre¹divanja lokalnog gubitka ∙sto ¶ce se uvideti
u nastavku, razmatraju¶ci dijafragmu kao primer, a sve ∙sto ¶ce se izlo∙ziti
mo∙ze se primeniti na bilo koji lokalni gubitak.

Strujanje u blizini dijafragme nije ni pribli∙zno paralelno i pravoli-
nijsko { naprotiv, ono je krivolinijsko, sa odvajanjem velikih vrtloga od
osnovne struje. Stoga se za preseke neposredno ispred i iza dijafragme
ne mo∙ze tvrditi da je pijezometarska kota ista za ceo jedan presek. Na-
dalje, u tim presecima brzina nije ni pribli∙zno ravnomerno raspore¹dena
po preseku (brzina nije po celom preseku ni pribli∙zna prose∙cnoj za pre-
sek), uz zidove strujanje je ∙cak i povratno. Preseci neposredno ispred
i iza dijafragme, dakle, nisu podobni da se za njih napi∙se jedna∙cina
koja povezuje energije u dva preseka, u kojoj za svaki presek ulaze
samo po dva podatka (¦ i v). Me¹dutim, na izvesnim rastojanjima
od dijafragme, ispred i iza nje (ili, uop∙steno re∙ceno, negde dalje od
samog uzroka lokalnog poreme¶caja), mogu se uzeti preseci u kojima se
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ispunjavaju uslovi za postavljanje popre∙cnog preseka, koji mo∙ze da bude
une∙sen u jedna∙cinu (sa svojim podacima za ¦ i v), jer je tu strujanje
pribli∙zno pravolinijsko i paralelno, normalno na presek, a brzina, u
prete∙znom delu preseka, ne razlikuje se mnogo od proseka za presek.
To su preseci (I) i (II) na sl. 101{1.

Da nema dijafragme, gubitak energije izme¹du preseka (I) i (II) bi bio
gubitak usled trenja u jednolikom te∙cenju u cevi, a na du∙zini jednakoj
rastojanju izme¹du preseka (I) i (II). Dijafragmi treba pripisati samo
pove¶canje izgubljene energije, koje je posledica njenog stavljanja u cev.
To pove¶canje je na sl. 101{1 prikazano kao lokalni gubitak energije, a
ozna∙ceno sa Eizg;lok. Druk∙cije re∙ceno, da nema lokalnog poreme¶caja,
izgubljena energija na pravoj cevi iste du∙zine { izme¹du (I) i (II) { bila
bi manja za Eizg;lok. Isti na∙cin prikazivanja primeni¶ce se na bilo koji
lokalni poreme¶caj, dijafragma je poslu∙zila samo kao primer.

Ovakvo izra∙zavanje je veoma pogodno za prakti∙cnu upotrebu, jer se
tako izra∙zava pove¶canje izgubljene energije usled uno∙senja u cev lokalnog
poreme¶caja, a to praksu prevashodno i zanima.

Prime¶cuje se da se Eizg odre¹duje eksperimentalno, a samo u retkim
izuzecima se do Eizg mo∙ze do¶ci analiti∙ckim putem. Ti izuzeci su Pri-
meri 2 i 3 Poglavlja 83, gde je odre¹dena izgubljena energija na ulazu u
cev uguranu u rezervoar i u naglom pro∙sirenju (sl. 82{5, sl. 83{5).

Do eksperimentalnih podataka o izgubljenoj energiji Eizg lako se do-
lazi { na na∙cin obja∙snjen u Poglavlju 85. Slika 85{3 ukazuje da se meri
pijezometarska razlika ¦I¡¦II i proticajQ pa se, na osnovu izmerenoga,
jedna∙cinom (83{9) izra∙cuna EI¡II

izg , i od toga se oduzme gubitak usled
trenja pa se dobija Eizg;lok. To je potpuno u skladu sa malopre¹da∙snjim
shvatanjem lokalnog gubitka energije.

Gubitak usled trenja koji se unosi u ra∙cun za primer na sl. 83{5
je gubitak usled trenja koji bi se ostvario u cevima pre∙cnika jednakog
pre∙cniku pre su∙zenja, odnosno iza su∙zenja, i na du∙zinama jednakim
du∙zini od preseka (I) do promene preseka, odnosno od promene prese-
ka do preseka (II). Taj ra∙cun gubitaka usled trenja obavlja se prema
eksperimentalnim rezultatima na pravim cevima (bez lokalnih poreme-
¶caja) istih pre∙cnika i iste hrapavosti, ili, jo∙s bolje, u produ∙zetku cevi,
gde se odre¹duje lokalni gubitak.

Kod dijafragme ceo ra∙cun je prostiji, jer je cev od preseka (I) do
(II) istoga preseka, a tu je i izgubljena energija jednaka pijezometarskoj
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razlici, EI¡II
izg = ¦I ¡¦II, jer su brzine u oba preseka iste, vI = vII.

Nagla∙sava se da je bitno da ¶ce se na svim primerima na koja ¶ce
se preneti eksperimentalna saznanja gubitak obra∙cunavati na isti na-
∙cin kako su obra∙cunati eksperimentalni podaci, a to ¶ce se i posti¶ci, jer
¶ce se postupati na opisani na∙cin. Stoga se lako otklanja zamerka sa su-
∙stinske strane da trenje nije isto u pravoj cevi bez lokalnog poreme¶caja
i u zahva¶cenom podru∙cju lokalnog poreme¶caja, jer je strujanje druk-
∙cije, druk∙ciji je, pre svega, raspored brzine, jer se lokalni poreme¶caj
ispoljava kroz vrtlo∙zenja, delimi∙cno povratno strujanje uz zid cevi, i
sli∙cno. Me¹dutim, to isto se de∙sava i u eksperimentalnim istra∙zivanji-
ma i na primerima gde ¶ce se saznanja sa njih primeniti, a svi primeri
ra∙cunaju se na isti na∙cin, pa je krajnji rezultat ra∙cunski ispravan bez
obzira ∙sto, strogo uzev∙si, nije ono ∙sto se ra∙cuna ba∙s trenje u podru∙cju
lokalnog poreme¶caja. Zamerka se mo∙ze objasniti neminovno∙s¶cu upli-
tanja trenja u lokalni poreme¶caj, jer se grani∙cni preseci (I) i (II) mo-
raju odmaknuti da bi strujanje u njima bilo pravolinijsko, paralelno
i normalno na presek, pa je zbog toga podoban prihva¶ceni postupak.
I, na kraju, u dobrom delu prakti∙cnih primera, ono ∙sto se ra∙cuna kao
trenje je bezna∙cajno u odnosu na ukupni gubitak u podru∙cju lokal-
nog poreme¶caja, pa onda primedba na na∙cin obra∙cuna trenja postaje
bezna∙cajna.

Umesno je pitanje: Koliko treba da budu odmaknuti grani∙cni pre-
seci (I) i (II) pa da u njima bude pravolinijsko i paralelno strujanje,
normalno na presek? U eksperimentalnim istra∙zivanjima zaklju∙cuje se
da su dovoljno udaljeni ako je ispred preseka (I), i iza preseka (II), te-
∙cenje jednoliko ∙sto se ispoljava kroz konstantan nagib pijezometarske
linije na slikama 85{3 i 101{1 to se i pokazalo kroz tri pijezometarske
kote.

Pri re∙savanju prakti∙cnih primera prihva¶ceni postupak ne tra∙zi da se
utvr¹duje odakle i dokle se prostire uticaj lokalnog poreme¶caja, odno-
sno ne upu∙sta se u polo∙zaj preseka (I) i (II), dovoljno je da se zna da
je otpo∙cinjanje, odnosno zavr∙savanje, lokalnog poreme¶caja, u pravoli-
nijskom i paralelnom strujanju, a to ¶ce biti ako se razmatrani lokalni
poreme¶caj ne prepli¶ce sa nekim prethodnim ili narednim. Kao gruba
procena dovoljno je da su sredine podru∙cja dva lokalna gubitka odmak-
nute jedna od druge za otprilike 10 pre∙cnika cevi.

¤ ¤ ¤
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Uobi∙cajen je obrazac:

Eizg;lok = »lok
v2

2g

Izgubljena energija usled lokalnog poreme¶caja

»lok = koe¯cijent lokalnog gubitka

(101{1)

Umesto op∙steg indeksa ,,lok" uz Eizg obi∙cno se koristi indeks koji
ukazuje o kakvom se gubitku radi, na primer ,,dia" za dijafragmu, ,,ul"
za ulaz u cev, ,,pro∙s" za pro∙sirenje cevi itd.

Svakako da je to za prakti∙cne potrebe veoma pogodno, ali treba
upozoriti i na slede¶ce: Iako je iz prakti∙cnih izlaganja posve jasno, opet
nije beskorisno ponovo skrenuti pa∙znju da navedeno crtanje linija ener-
gija i pijezometarske (ova druga je za brzinsku visinu v2=2g ispod prve)
u podru∙cju lokalnog poreme¶caja nije ispravno sa su∙stinske strane, jer se
one i ne mogu nacrtati u podru∙cju gde vlada lokalni poreme¶caj i gde se
kote energije i pijezometarska i ne mogu vezati za presek. U Odeljku III
ovoga poglavlja bi¶ce u∙cinjen poku∙saj da se uka∙ze na potrebu uvida u
to kakve prakti∙cne posledice (∙cak i nepo∙zeljne) mogu imati zbivanja u
podru∙cju lokalnog poreme¶caja. Opreznost u tom smislu izra∙zena je na
slikama 101{1 i 101{2 gde se izbeglo crtanje linija (E;¦) u podru∙cju
lokalnog poreme¶caja, dok je ta opreznost napu∙stena na sl. 101{3, gde
se postupilo onako kako je u praksi uobi∙cajeno.

Ako ispred i iza lokalnog gubitka brzina nije ista (jer se menja presek
struje), mora se nazna∙citi sa kojom se brzinskom visinom mno∙zi v2=2g
(da li sa onom ispred ili iza lokalne promene). Ovo pitanje se odnosi,
na primer, na pro∙sirenje (sl. 83{5), ili na su∙zenje (sl. 85{3), dok otpada
kod dijafragme gde je vI = vII.

Kod preklapanja uticaja dva lokalna poreme¶caja (na primer uz di-
jafragmu se nalazi i koleno kojim se menja pravac strujanja { slika
101{2) mora se to posmatrati kao jedinstven lokalni gubitak, koji se
razmatra samo kao celina, izme¹du dva neporeme¶cena popre∙cna pre-
seka. Ne mogu se pojedina∙cno obra∙cunavati, a potom sabirati pojedini
elementi slo∙zenog lokalnog poreme¶caja, jer se za svaki element pojedi-
na∙cno ne mogu postaviti jasno odre¹deni grani∙cni uslovi, jer se ne mogu
rastaviti popre∙cnim presekom gde je strujanje pravolinijsko i paralelno.
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Dva { ili vi∙se { lokalnih uticaja stapaju se u jedan jedinstven lokalni
gubitak ako pojedini elementi nisu odvojeni dovoljnom du∙zinom prave
cevi, da bi se mogli posmatrati odvojeno.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta umesno je pitanje ostvarenja kvadratne
zakonitosti, jer to zna∙ci srazmernost Eizg i v2, a onda je » konstanta
za jedan odre¹deni lokalni poreme¶caj, za jedno geometrijsko odre¹denje
podru∙cja lokalnog poreme¶caja, ∙sto znatno upro∙stava procenu vredno-
sti Eizg. Navedena srazmernost izme¹du Eizg i v2=2g je srazmernost

Eizg, lok

koleno

koleno

dijafragma

dijafragma

a) b)

E

E

Π

Π

v  
g
2

2

v  
g
2

2

α

Slika 101{2 Lokalni gubitak za sadejstvo dva lokalna uticaja (za primer
su uzeti dijafragma i koleno) je jedinstven gubitak a nije zbir pojedina∙cnih
lokalnih uticaja kada su oni usamljeni { (a) i (b) { jer se u zajedni∙stvu uticaji
preklapaju, usled njihove blizine
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izme¹du izgubljene energije i kineti∙cke energije (obe po jedinici te∙zine),
∙sto zna∙ci odnos izme¹du energije koju lokalni poreme¶caj oduzima i ener-
gije koju struja u te∙cenju poseduje.

Gubitak energije u jednolikom te∙cenju, koji nastaje isklju∙civo zbog
trenja (bez lokalnih poreme¶caja), raspravljan je u Poglavlju 91, gde
je izra∙zen sa (91{24), a za koe¯cijenat trenja ¸ treba uzeti obrazac
(91{25) ili (91{26) i onda se dobija kvadratna zakonitost: za istu cev
Eizg je srazmerno sa v2. Ograni∙cenje je dato sa (91{28), jer se kvadrat-
na zakonitost ne¶ce ostvariti ako brzina i hrapavost ne pre¹du odre¹dene
vrednosti. Ako se to ostvari za jednoliko te∙cenje u cevi, onda ¶ce se, van
svake sumnje, ostvariti i za lokalni poreme¶caj, jer on pove¶cava gubitak,
∙sto bi mogla dati samo izuzetno pove¶cana hrapavost. U slu∙cajevima
gde se ne ostvaruje kvadratna zakonitost brzine su obi∙cno malene, pa
onda ni lokalni gubitak nije zna∙cajan.

Za prikaz dijafragme pretpostavlja se da je ona tanka i da njena
debljina ne uti∙ce na obrazovanje strujanja kroz njen otvor. Upravo
struja se odlepljuje od njene uzvodne o∙stre ivice. Sa tom ostvarljivom
pretpostavkom, uz prihvatanje kvadratne zakonitosti, koe¯cijent lokal-
nog gubitka » zavisi samo od odnosa otvora dijafragme i preseka cevi,
od A0=A, ∙sto je jednako D2

0=D
2, gde je D0 pre∙cnik otvora dijafragme, a

D pre∙cnik cevi. U narednom poglavlju (102) razmatra¶ce se niz lokalnih
gubitaka u cevima, izme¹du ostalih i za dijafragmu { unapred se ukazuje
na sl. 102{11 gde je nacrtan gra¯kon » = »(A0=A) za dijafragmu.

¤ ¤ ¤

Lokalni gubitak se obi∙cno prikazuje naglim (skokovitim) spu∙stanjem
linije energije, iako se taj gubitak ne ostvaruje u jednom preseku, nego
na izvesnoj du∙zini, tako da nacrtane linija energije i pijezometarska li-
nija prikazuju ono ∙sto je obra∙cunato. Primer za to je slika 101{3. Tu
se pojavljuju dva lokalna gubitka: na ulazu u cev i u kolenu u kome se,
pored skretanja struje, menja i presek cevi (smanjuje se). Izme¹du njih,
i iza drugoga, su dovoljne du∙zine prave cevi, tako da su grani∙cni uslovi
za pojedine lokalne gubitke jasni. U tim presecima strujanje je nepo-
reme¶ceno jednoliko te∙cenje, bez uticaja lokalnog poreme¶caja. Shodno
prethodnim obja∙snjenjima koleno sa su∙zenjem se mora razmatrati kao
jedan (i jedinstven) lokalni poreme¶caj (obra∙cunava se kao jedan lokalni
gubitak) jer se uticaji preklapaju.
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Slika 101{3 Uklapanje lokalnih gubitaka u kontinualno prikazivanje linija
energije (E) i pijezometarske (¦)

Iz slike 101{3 se uvi¹da da se smatralo da je brzina u sudu zanemarlji-
va, a slobodno isticanje name¶ce izlaznu pijezometarsku kotu u sredi∙stu
izlaznog otvora cevi. Jedna∙cina energije, data sa (83{9), izrazi¶ce (posve
razumljivo) ono ∙sto je nacrtano:

Esud¡izl
izg = Esud ¡Eizl = ¦sud ¡

Ã
¦izl +

v2
II

2g

!
= H ¡ v2

II

2g

Gubitak se izra∙zava zbirom pojedina∙cnih gubitaka (lokalnih, i na
trenje):

Eizg =
µ
»ul + ¸I

LI

DI

¶
v2

I

2g
+
µ
»kol+su∙z + ¸II

LII

DII

¶
v2
II

2g
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Prime¶cuje se da je gubitak na kolenu sa su∙zenjem izra∙zen preko
v2
II=2g, a moglo bi i preko v2

I =2g (jer se tu sem skretanja prelazi sa
brzine vI na vII), ali bi onda bila druk∙cija vrednost koe¯cijenta »kol+su∙z.
Uticaj trenja je izra∙zen prema obrascu (91{24), a indeksi I, odnosno II,
uz ¸, L i D se odnose na prvi, odnosno drugi deo cevi.

Kako je proticaj Q = vIAI = vIIAII (gde su AI i AII preseci cevi),
na osnovu napisanih jedna∙cina pi∙se se slede¶ca veza izme¹du proticaja Q
i visinske razlike H:

H =
Q2

2g

"
1

A2
I

µ
»ul + ¸I

LI

DI

¶
+

1

A2
II

µ
1 + »kol;su∙z + ¸II

LII

DII

¶#

pa se na osnovu jedne od veli∙cina Q ili H { odre¹duje druga.
Ako se ostvaruje kvadratna zakonitost, koe¯cijenti ¸ i » su kon-

stante, pa se uspostavlja veza H = constQ2.
Za svaki zadatak strujanja vode u cevi mo∙ze se, po∙stuju¶ci date

grani∙cne uslove, napisati odgovaraju¶ca jedna∙cina i nacrtati E i ¦-linije,
na∙celno na isti na∙cin kao za razmatrani primer.

¤ ¤ ¤

U prakti∙cnim primerima lokalni gubitak se redovno prikazuje naglim
(skokovitim, stepeni∙castim) spu∙stanjem linije energije, kao ∙sto je to
u∙cinjeno na sl. 101{3. Taj postupak proizilazi iz odgovaraju¶ceg ra∙cuna,
a pogodan je jer ne zahteva odre¹divanje du∙zine na kojoj se ose¶ca lokalni
poreme¶caj, a prikazivanjem u∙cinka lokalnog poreme¶caja na jednom pre-
seku uklapa se u prihva¶ceno obra∙cunavanje lokalnog gubitka kao vi∙ska
gubitka energije iznad onoga koje bi dalo trenje na istoj du∙zini cevi
po∙sto se linija energije produ∙zava celom du∙zinom cevi sa nagibom koji
daje trenje { kao na sl. 101{3.
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II

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE NA
ODREDIVANJE LOKALNOG GUBITKA U CEVI

U Poglavlju 62 veli∙cina © u izrazu (62{10) zamenjuje se bezdimen-
zionalnom veli∙cinom C© u (62{11), a pri tom se za osnovne veli∙cine
uzimaju: gustina ½ i karakteristi∙cna du∙zina L0 i brzina u0 (karakte-
risti∙cne za pojavu u kojoj se odre¹duje ©). Pri odre¹divanju lokalnih
gubitaka u cevi za karakteristi∙cne veli∙cine name¶cu se pre∙cnik cevi D i
brzina v u jednom od preseka { ako su preseci istovetni onda se odnose
na oba preseka { (I) i (II). Ovde treba uo∙citi da Eizg ima dimenziju
du∙zine, pa bi bezdimenzionalna zamena bila Eizg=D (jer bi dimenzio-
nalna analiza za C© dala Eizg=½

0D1v0). Do ovoga nesklada dolazi zbog
toga ∙sto se energija formalno izra∙zava sa du∙zinom, upravo sa energijom
po jedinici te∙zine, a taj nesklad se mo∙ze otkloniti tako da se ispolji da
je energija dinami∙cka, a ne geometrijska veli∙cina. U tu svrhu se mo∙ze
uzeti izgubljena energija po jedinici zapremine { ozna∙cava se sa eizg, a
dimenzija joj je [sila/du∙zina2]. Ako je eizg na levoj strani izraza (62{10),
na istoj strani u (62{11) bi¶ce eizg=½

1D0v2 pa se mo∙ze napisati:

eizg

½v2
= f(Re;Ko) (101{2)

Kako je Eizg ukupna energija podeljena sa te∙zinom (= °V ), a eizg je
ukupna energija podeljena sa zapreminom (= V ), onda je eizg = °Eizg

(° = speci¯∙cna te∙zina), pa se umesto prethodnog izraza pi∙se :

gEizg

v2
= f(Re;Ko) (101{3)

Po∙sto je, shodno (101{1), » = 2gEizg=v
2, to zna∙ci da je:

» = »(Re;Ko) (101{4)

Mora se dati obja∙snjenje za∙sto su u prethodnom izrazu izostavljeni
Ko∙sijev, Frudov i Veberov broj (Ca;Fr;We), koji su uvr∙steni u (62{11).
Obja∙snjenje je slede¶ce: Po∙sto se radi o nesti∙sljivom °uidu, u razmatra-
nju ne u∙cestvuje Ca-broj jer on unosi sti∙sljivost, a ni We-broj jer on
unosi povr∙sinski napon, a ovde nema slobodne povr∙sine vode. Re∙ceno
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je ispred i iza jedna∙cine (62{18) da Fr-broj ne uti∙ce na pojavu ako je
bitan zbirni uticaj te∙zine i pritiska, a nije bitno kako su ta dva utica-
ja raspore¹deni. Navedeni zbirni uticaj izra∙zava pijezometarska kota i
kod te∙cenja pod pritiskom bitna je samo pijezometarska razlika za dva
preseka, a nije bitno koliko u tim kotama u∙cestvuje polo∙zajna kota Z,
a koliko unosi pritisak sa p=°. Tako su i na slikama 101{1 do 101{3
upisane samo pijezometarske kote.

Recipro∙cna vrednost leve strane u (101{3) mo∙ze se shvatiti kao Fr-
broj, ako se Eizg shvati kao karakteristi∙cna du∙zina, ∙sto bi zna∙cilo da je
bitan uticaj sile te∙zine. Me¹dutim, malo pre je obja∙snjeno da to nije
tako pa je izostavljen Fr-broj. Mo∙ze se re¶ci da leva strana u (101{3),
koja podse¶ca na Fr-broj, ukazuje da se Eizg meri odgovaraju¶cim radom
sile te∙zine (spu∙stanjem za visinu jednaku Eizg), da tu rad sile te∙zine
slu∙zi za upore¹denje (za merenje), a ne zna∙ci da ba∙s sila te∙zine mora da
svojim radom nadoknadi energiju koja se gubi. Mogu to, umesto nje,
uraditi i rad sila pritiska i smanjenje kineti∙cke energije.

U Ko treba, pre svega, obuhvatiti geometrijsko odre¹denje (bezdi-
menzionalnim veli∙cinama) uzroka lokalnog poreme¶caja. Na primer, kod
dijafragme (sl. 101{1) to je odnos pre∙cnika D0 otvora dijafragme i pre∙c-
nika D cevi, tj. D0=D. Ako uti∙ce i debljina dijafragme (±), onda treba
dodati i ±=D. Me¹dutim, dijafragma je obi∙cno tanka i o∙stroivi∙cna pa se
ovo mo∙ze izostaviti. Kod kolena { sl. 101{2 { pod b), u Ko ulazi ugao ®
(ucrtan na slici).

U Ko ulaze i bezdimenzionalno izra∙zeni rasporedi brzina u preseci-
ma (I) i (II), jer to ulazi u grani∙cne uslove.

Odnos brzine u u pojedinoj ta∙cki i srednje brzine v u preseku izra∙zen
je sa (96-44), u zavisnosti od rastojanja x2 od zida, izra∙zenog bezdimen-
zionalno, sa x2=r (gde je r polupre∙cnik cevi) i koe¯cijenta trenja ¸, a ¸,
shodno (96-24) zavisi od Re-broja i od relativne hrapavosti k=D. Pre-
ma tome, mo∙ze se napisati:

u

v
= f

"
x2

r

Ã
Re;

k

D

!#
(101{5)

Prethodno je napisano namerno tako da se iska∙ze da, za jedan od-
re¹deni slu∙caj (za jedan odre¹deni proticaj u jednoj odre¹denoj cevi),
brzina u zavisi od rastojanja x2 od zida cevi { ili bezdimenzionalno
izra∙zeno u=v zavisi od x2=r { dok Re i k=D imaju parametarski ka-
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rakter tj. za jedan odre¹deni slu∙caj su konstante, a menjaju se od jednog
primera do drugog (drugi proticaj, druga cev).

Re-broj je ve¶c u∙sao u vezu (101{4), pa se postavlja samo pitanje da
li k=D treba da u¹de u Ko (u grani∙cne uslove). Strogo uzev∙si treba, a sa
prakti∙cnog stanovi∙sta mo∙ze k=D da se izostavi ako su posledice toga izo-
stavljanja bezna∙cajne. Za procenu izgubljene energije naime, neopho-
dan je uslov, i ve¶c nagla∙sen, da je u grani∙cnim presecima izme¹du kojih
se obra∙cunava lokalni gubitak strujanje neporeme¶ceno upravo onakvo
kakvo je u podru∙cju gde lokalnog poreme¶caja nema, pa se rasporedi
brzina (dati bezdimenzionalno) za razli∙cite vrednosti k=D veoma malo
razlikuju, tako da ta razlika ne mo∙ze osetno uticati na promenu strujne
slike koju stvara lokalni poreme¶caj u podru∙cju ovoga uticaja. Razume
se da nije dozvoljeno da se za grani∙cni presek uzme presek koji je jo∙s
pod uticajem prethodnog, ili ve¶c pod uticajem narednog lokalnog po-
reme¶caja, jer ba∙s poreme¶ceni raspored brzina u njima uti∙ce na strujnu
sliku u lokalnom poreme¶caju koji se posmatra. Iz tog razloga prekla-
panje uticaja dva (ili vi∙se) lokalna poreme¶caja mora se razmatrati kao
jedinstveni lokalni gubitak, i to je ve¶c re∙ceno, i obja∙snjenja radi, prika-
zano primerima na sl. 101{2 i 101{3. Prvi prikaz je zajedni∙cki gubitak
na dijafragmi i kolenu, a drugi na kolenu sa su∙zenjem.

Treba napomenuti da hrapavost, sem opisanog uticaja na raspored
brzina u grani∙cnim presecima, mo∙ze uticati i na zbivanja u podru∙cju
lokalnog poreme¶caja. Hrapavost trenjem mo∙ze da uti∙ce na to gde ¶ce se
struja odvojiti od zida, i otpo∙ceti vrtlo∙zenje, a onda i na rasprostira-
nje vrtlo∙zne oblasti, koja tro∙si energiju, a to je prete∙zni deo onoga ∙sto
se obra∙cunava kao izgubljena energija. U Poglavlju 51, slikom 51{3, i
prate¶cim obja∙snjenjima, ukazano je da je energija koju uzmu prvostvo-
reni vrtlozi za struju nepovratno izgubljena. Me¹dutim, u prete∙znom
delu primera na iznos lokalnog gubitka uticaj hrapavosti je bezna∙cajan.
Istini za volju mora se ipak primetiti da ima primera gde hrapavost
mo∙ze da uti∙ce na obrazovanje vrtlo∙zne oblasti. U Odeljku II narednog
poglavlja (102) bi¶ce razmatran lokalni uticaj krivine, gde ¶ce se skrenuti
pa∙znja na navedeni uticaj hrapavosti.

¤ ¤ ¤

Izostavljanje Re-broja u (101{4) znatno bi uprostilo odre¹divanje
koe¯cijenta lokalnog gubitka, jer bi se svelo na vezu:
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» = »(Ko) (101{6)

∙sto dovodi do
» = const za Ko = idem (101{7)

Izraz idem (= isto) uveden je sa (63{3) uz obja∙snjenje da je to
pogodan izraz za istovetnost grani∙cnih uslova, napisanih bezdimenzio-
nalno, u svim slu∙cajevima koji su me¹dusobno sli∙cni. Prema tome,
prethodni izraz (101{7) kazuje da koe¯cijent lokalnog gubitka » ima
konstantnu vrednost za sve slu∙cajeve gde su isti grani∙cni uslovi, napi-
sani u bezdimenzionalnim veli∙cinama. Ako se izostavi, shodno malo-
pre¹da∙snjim obja∙snjenjima, uticaj hrapavosti, napisano sa (101{7) zna-
∙cilo bi » = const za sve dijafragme kod kojih je ista vrednost za A0=A
(odnos povr∙sine otvora prema povr∙sini preseka cevi). Ili, za sve dijafrag-
me » je funkcija isklju∙civo od A0=A. To je ve¶c zaklju∙ceno u prethodnom
odeljku (I) ovoga poglavlja i bi¶ce prikazano na sl. 102{11 u slede¶cem
poglavlju (102). Za koleno, ako je usamljeno (slu∙caj b) na sl. 101{2),
» je funkcija isklju∙civo od ugla ®.

Nepojavljivanje Re-broja u izrazima za gubitak energije, pa i u
(101{6), na∙celno je raspravljeno na kraju Odeljka V Poglavlja 85 gde
je obja∙snjeno da to zna∙ci da je ono ∙sto se ra∙cuna kao gubitak energije
za glavno strujanje u stvari prelazak mehani∙cke energije u °uktuacije i
re∙ceno je da se tada ka∙ze da se radi o ,,razvijenoj turbulenciji". Me¹du-
tim, ne mora u svim slu∙cajevima da bude turbulencija toliko razvijena
da viskoznost ne uti∙ce na osrednjene veli∙cine, pa i na Eizg. Uticaj vi-
skoznosti ¶ce se ispoljiti kroz zavisnost » i od Re-broja. Uostalom, kako
obra∙cunati lokalni gubitak u laminarnom strujanju gde su ba∙s premo¶cni
uticaji viskoznosti?

Za laminarno te∙cenje kroz podru∙cje lokalnog gubitka mo∙ze se pret-
postaviti da su inercijalni uticaji (a to su uticaji gustine) zanemarljivi
u odnosu na uticaje viskoznosti, jer su ubrzanja deli¶ca bezna∙cajna, a
ovo zna∙ci da se gustina ½ mo∙ze izostaviti u funkciji (62{10), a onda se
za osnovne veli∙cine mogu uzeti koe¯cijent viskoznosti ¹, pre∙cnik D i
brzina v, tj. bezdimenzionalna zamena za eizg je eizg=¹vD

¡1. Sa tom
bezdimenzionalnom veli∙cinom umesto funkcije (101{2) pi∙se se:

eizg

¹v=D
= f(Ko) (101{8)
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Ranije je obja∙snjeno da za posmatranu pojavu lokalnog poreme¶caja
u cevima u vezi bezdimenzionalnih veli∙cina ne u∙cestvuju Ca, Fr, We, a
sada je izostao i Re-broj, jer njega unosi viskoznost, a ona je ve¶c u∙sla (u
levu stranu izraza). Izraz (101{8) je veza samo jedne bezdimenzionalne
veli∙cine (napisane na levoj strani izraza) sa bezdimenzionalno izra∙ze-
nim grani∙cnim uslovima Ko, dok je (101{2) veza dve bezdimenzionalne
veli∙cine (leva strana i Re) sa Ko. Smanjivanje za jednu bezdimenzio-
nalnu veli∙cinu je posledica ∙sto je u vezi dimenzionalnih veli∙cina koja je
dovela do (101{8) izostala jedna veli∙cina { gustina ½.

Neposredno iza pisanja (101{2) pokazano je da eizg = °Eizg, a
Eizg je jednako »v2=2g, pa se mo∙ze leva strana u (101{8) zameni-
ti sa °»vD=2g¹, u ∙cemu se opet mo∙ze °=g zameniti sa ½, a ½vD=¹
sa Re-brojem. Tako se, umesto (101{8) pi∙se:

»Re = f(Ko) (101{9)

Za jedne odre¹dene bezdimenzionalno opisane grani∙cne uslove on-
da je:

»Re = const za Ko = idem (101{10)

Te∙cenje kroz jedno odre¹deno podru∙cje koje izaziva lokalni gubitak
mo∙ze da bude laminarno ako je brzina dovoljno malena, pa pove¶canjem
brzine postaje turbulentno uz postepeno smanjenje uticaja viskoznosti
da bi, kada brzina dovoljno poraste, turbulencija bila toliko razvijena
da viskoznost prestaje da ima uticaja na Eizg. Za jedan tip lokalne
promene koja se bezdimenzionalno izra∙zava sa Ko = idem, prethodno
iskazano zna∙ci da ¶ce se porastom Re-broja od zavisnosti (101{10) pre¶ci
na (101{7), sa napomenom da taj prelaz nije odre¹den.

Taj prelaz mo∙ze da bude kako je na∙celno prikazano sa (a) na sli-
ci 101{4, ili prema (b) na istoj slici.

Za slu∙caj (a) celokupna oblast se mo∙ze prikazati sa:

» =
constI

Re
+ constII (101{11)

constI i constII su konstante napisane u (101{10), odnosno (101{7).
Za malene vrednosti Re-broja prvi ∙clan desne strane prethodnog izraza
je premo¶can u odnosu na drugi, pa se izraz svodi pribli∙zno na (101{10),
a za velike vrednosti Re-broja, prvi ∙clan je zanemarljiv pa se izraz svodi
na (101{7).
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Slika 101{4 Dve mogu¶cnosti zavisnosti koe¯cijenta » za lokalni gubitak
od Re-broja { pri istim grani∙cnim uslovima, datim u bezdimenzionalnim
veli∙cinama (Ko = idem)

Kod zavisnosti prema gra¯konu (b) na sl. 101{4, » ne opada sa
porastom Re-broja u celom podru∙cju, kao ∙sto je bilo kod (a). Vrednost
za » se spusti ispod vrednosti constII i onda raste pa se sa donje strane
asimptotski pribli∙zi pravoj liniji izra∙zenoj sa » = constII. Jedinstvena
zakonitost (101{11) ne mo∙ze se prilagoditi ovom slu∙caju, jer se prelaz
iz oblasti (1) u oblast (2) na slici ne mo∙ze uklopiti u tu zavisnost.

Na prvi pogled na sl. 101{4 izgledalo bi da su u turbulentnom stru-
janju gubici manji od onih u laminarnom, jer je » manje. Me¹dutim,
da se laminarno strujanje nastavilo, nastavila bi se na gra¯konima lini-
ja » = constI=Re koja bi si∙sla ispod vrednosti za » koja daje turbulentno
te∙cenje.

Za primer gra¯∙ckog prikazivanja zavisnosti » = »(Re) uzeta je i
ovde dijafragma, za koju se prema ranijim obja∙snjenjima bezdimenzio-
nalno izra∙zeni grani∙cni uslovi Ko svode samo na D0=D (odnos pre∙c-
nika otvora dijafragme i pre∙cnika cevi), pa jedna zavisnost » = »(Re)
va∙zi za sve dijafragme kod kojih je odnos D0=D isti { na slici 101{5 su
date zavisnosti za D0=D jednako 0,8 i 0,4. Uo∙cava se oblast kvadratne
zakonitosti, za Re-brojeve ve¶ce od izvesne vrednosti, » postaje kon-
stanta za odre¹deno D0=D. To se uklapa u izraz (101{7) i sliku 101{4.
Kasnije, u Poglavlju 102, ve¶c pomenutom slikom 102{11 bi¶ce prikazana
zavisnost » za razli∙cite odnose A0=A, ali samo za oblast kvadratne za-
konitosti.
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Slika 101{5 Koe¯cijenti » lokalnog gubitka energije u zavisnosti od Re-
broja za dijafragme pri D0=D = pre∙cnik otvora dijafragme/pre∙cnik cevi =
0,4 i 0,8

III

OSVRT NA PROMENE PRITISAKA I BRZINA
U PODRU∙CJU LOKALNOG POREME¶CAJA

Na kraju Odeljka I nagove∙steno je da ¶ce poku∙sati da se napravi
osvrt na prakti∙cne posledice zbivanja u podru∙cju lokalnog poreme¶caja,
∙sto se ne mo∙ze videti iz nacrtanih linija energije i pijezometarske ako se
one povuku kontinualno kao na sl. 101{3 (a tako se u praksi i postupa).

Ako rasporedi brzina i pritisaka u podru∙cju lokalnog gubitka ne
dovode do posledica koje su nepo∙zeljne i neprihvatljive sa prakti∙cnog
stanovi∙sta, navedenim zamerkama na crtanje kontinualnih linija ener-
gije i pijezometarske ne mora se pridavati zna∙caj, jer je za prakti∙care
va∙zno da cev propu∙sta odre¹deni proticaj uz odre¹denu visinsku razliku,
a da pri tome ne dolazi ni do kakvih ne∙zeljenih posledica. Me¹dutim,
lokalni poreme¶caj mo∙ze da se ispolji kroz izrazito pove¶canje lokalne
brzine, koje prati lokalno sni∙zenje pritiska, ili se pak pojavljuju lokalni
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pove¶cani pritisci, a mo∙ze do¶ci i do pojave jakog vrtlo∙zenja, mogu se
stvoriti i uslovi za pobudu vibracija, ili nekakva druga nepo∙zeljna po-
java. To mo∙ze dovesti u sumnju prihvatljivost re∙senja i onda se mora
pri¶ci i posebnom prou∙cavanju lokalnog poreme¶caja { to je onda poseban
zadatak. Tu, pre svega, treba utvrditi raspored brzina i pritisaka.

Za primer ukazivanja na promene brzine i pritiska u podru∙cju lokal-
nog poreme¶caja neka i ovde poslu∙zi uticaj dijafragme.

Za dijafragmu se mo∙ze lako utvrditi da neposredno iza nje dolazi
do izrazitog pove¶canja brzine, a onda i smanjenja pritisaka. Mlaz koji
prodire kroz otvor dijafragme nazva¶ce se ,,sredi∙snji mlaz", on je ,,ak-
tivni" deo preseka jer se njime te∙cnost prenosi nizvodno, a njega op-
koljava vrtlo∙zna oblast, koja je ,,pasivni" deo preseka (ili ,,mrtvi" deo)
koji ne u∙cestvuje u preno∙senju te∙cnosti nizvodno, jer deli¶ci krenu niz
struju kada se odvoje od sredi∙snjeg mlaza, ali se to preno∙senje poni∙sti,
jer deli¶ci krenu kasnije u povratno strujanje. Naime, sredi∙snji mlaz na-
stoji da pokrene ,,mrtvi" deo, a ovaj se tome suprostavlja, i tako se u
tom me¹dusobnom dejstvu ,,zamotavaju" vrtlozi.

Sredi∙snji mlaz ima minimalni presek, nazvan ,,su∙zeni" (vidi sliku
101{6), jer je on su∙zen ∙cak i u odnosu na otvor dijafragme. Od toga
preseka sredi∙snji mlaz se ∙siri dok u preseku (II) ne ispuni ceo presek cevi,
a pri tome je strujanje u mlazu pribli∙zno pravolinijsko i paralelno, jer
se mlaz postepeno (blago, a ne naglo) ∙siri, pa je pijezometarska kota
u su∙zenom preseku ni∙za (∙cak osetno ni∙za) od pijezometarske kote u
preseku (II), jer znatno smanjivanje brzine (upravo smanjivanje v2=2g)
name¶ce znatno pove¶canje pijezometarske kote.

Iskustvo je pokazalo da se mo∙ze prihvatiti stav da se pijezometarska
kota iz sredi∙snjeg mlaza skoro nepromenjena pronosi kroz ceo jedan
presek, i kroz vrtlo∙znu oblast sve do zida. To se podrazumeva i za ¦su∙z

na sl. 101{6.

Na istoj slici se uvi¹da da je ¦I > ¦II > ¦su∙z. Namerno se na slici
htelo ista¶ci da sni∙zenje pijezometarske kote na ¦su∙z mo∙ze da se spusti
toliko da ta kota bude ispod cevi, tako da se ostvaruje potpritisak
tj. apsolutni pritisak manji od atmosferskog. Ovo name¶ce rasu¹divanje
op∙steg zna∙caja { za sve lokalne poreme¶caje.

O lokalnom sni∙zavanju pritiska mora se voditi ra∙cuna jer to mo∙ze
da bude presudno za ocenu ispravnosti re∙senja. Ako bi zadati proticaj
zahtevao toliko veliko sni∙zenje pritiska, da je ono neostvarljivo, onda
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Slika 101{6 Kod strujanja poreme¶cenog dijafragmom u presecima iza
dijafragme pijezometarska kota je ni∙za od kote u preseku (II)

bi to proticanje bilo neostvarljivo. Naime, apsolutni pritisak mo∙ze da
se spu∙sta samo do nule, pa se najni∙za pijezometarska kota ne mo∙ze
spu∙stati ispod polo∙zajne za vi∙se od patm=°vode ∙sto je za vodu oko 10m
pri normalnom atmosferskom pritisku. O tome je bilo re∙ci u Poglav-
lju 83 (tekst neposredno ispred ,,Primera"), gde je skrenuta pa∙znja da
su i apsolutni pritisci koji se pribli∙zavaju nuli nepo∙zeljni, jer na njima
voda isparava i pri uobi∙cajenim temperaturama (pojava nazvana ,,ka-
vitacija"). Za podru∙cje lokalnog poreme¶caja trebalo bi raspolagati sa
pouzdanim dokazom da je u svim ta∙ckama apsolutni pritisak ne∙sto ve¶ci
od nule.

Sem sni∙zenih pritisaka zanimljivi su i pove¶cani. Nadalje u podrob-
nijem razmatranju lokalnih uticaja treba ste¶ci uvid u raspored brzina,
sa posebnim ukazivanjem na maksimalne, i na povratne brzine. Vrtlozi,
njihovo rasprostiranje i pojave periodi∙cnosti u njima, tako¹de mogu da
budu predmet prou∙cavanja.
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PRIMEDBA

Predmet prou∙cavanja mo∙ze da bude i ta∙cniji uvid ∙sta se obra∙cunava
sa Eizg { to se na∙celno raspravljalo u Poglavlju 85. U jedna∙cini (85{27)
desna strana iskazuje ono ∙sto se obra∙cunava sa Eizg. Vidi se da na to ima
uticaj neravnomernost brzina po preseku, ∙sto se izra∙zava koe¯cijentom
neravnomernosti ®, koji u oba preseka ne mora biti isti, ako preseci nisu
istovetni. Mnogo su, me¹dutim, uticajniji slede¶ca dva ∙clana, pa se mo∙ze
istra∙zivati raspored po zapremini sabiraka koji zbirno za zapreminu
(izme¹du dva popre∙cna preseka) daju integrale napisane na desnoj strani
izraza (85{16) i (85{23). To bi bio veoma te∙zak zadatak, ali se barem
mo∙ze oceniti nije li def d

gl zanemarljivo u odnosu na def t, a to se lako
utvr¹duje { to je tako ako se ostvaruje kvadratna zakonitost, ∙sto zna∙ci
zanemarljiv uticaj ∙clana koji unosi viskoznost, odnosno izostavljanje
Re-broja iz funkcije », ∙sto je protuma∙ceno u Odeljku II ovoga poglavlja.

Valja primetiti da se u dosada∙snjem izlaganju podrazumevalo da
se misli na osrednjene vrednosti pijezometarskih kota, pritisaka, brz-
ina i svih ostalih veli∙cina. Me¹dutim, one °uktui∙su, pa se u nekim
zadacima izu∙cavanja lokalnih pojava mora pri¶ci i izu∙cavanju °uktua-
cionih veli∙cina, upravo njihovih statisti∙ckih pokazatelja (navedeni su u
Poglavlju 54).

Prema izlaganjima u Odeljku VII Poglavlja 85 mo∙ze se zaklju∙citi da
se u podru∙cju lokalnog gubitka ne mora sva ,,produkcija" turbulentne
energije (a lokalni gubitak je ba∙s zna∙cajan ,,proizvo¹da∙c" te energije)
biti preobra∙zena u toplotu. U tom slu∙caju ¶ce turbulencija iza lokalnog
gubitka biti razvijenija nego pre njega, upravo bi¶ce kineti∙cka energija u
°uktuacijama ve¶ca. To mo∙ze da bude zaklju∙cak za istra∙zivanje, ali to
ne mora da bude merodavno za prakti∙cne zaklju∙cke, jer se ono ∙sto su fu-
luktuacije uzele ne¶ce vratiti mehani∙ckoj energiji i bi¶ce kad-tad, odnosno
negde nizvodnije, preobra¶ceno u toplotu i stoga se odmah otpisuje { kao
gubitak.
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IV

ODREDIVANJE SILE
KOJOM ∙CVRSTA GRANICA DELUJE NA FLUID

U PODRU∙CJU LOKALNOG POREME¶CAJA STRUJE

Pri kraju Odeljka II Poglavlja 83, u zaklju∙ccima, koji su proiza-
∙sli iz tuma∙cenja prethodno navedenih primera, pod (b) se nagla∙sava
da poznavanje izgubljene energije omogu¶cava da se primeni jedna∙cina
uravnote∙zenja sila kojom se mo∙ze odrediti sila K kojom ∙cvrsta granica
deluje na masu izme¹du dva popre∙cna preseka struje (suprotno usmerena
je sila kojom °uid optere¶cuje ∙cvrstu granicu).

Primena jedna∙cine uravnote∙zenja sila, gde je uklju∙cena i inercijal-
na ,,sila" obja∙snjeno je u Poglavlju 82. Naime, uz poznati proticaj
poznate su komponente inercijalne ,,sile" u presecima (I) i (II), a uz
poznatu izgubljenu energiju Eizg poznata je i pijezometarska razlika
¦I ¡ ¦II, pa je na osnovu jedne zadate pijezometarske kote poznata
i druga, ∙cime su odre¹dene sile pritiska (PI; PII) na presecima, dok je
sila te∙zine uvek poznata, jer se zna na koju se zapreminu jedna∙cina
primenjuje. Tako ostaje samo nepoznata sila K koju jedna∙cina onda
sra∙cunava. Uostalom, to je primenjivano i na primerima uz poglavlja
82 i 83.

Navedeni postupak primeni¶ce se i na dijafragmu. Razmotri¶ce se,
kao prvo, sile koje deluju u pravcu strujanja (x-pravac) { to su (vidi sli-
ku 101{7) komponenta sile te∙zine Gx, sile pritiska u presecima (I) i (II),
ozna∙cene sa PI i PII, kao i komponenta Kx sile K kojom ∙cvrsta granica
deluje u tom pravcu. Tu komponentu ∙cine sila kojom dijafragma deluje
na °uid (Kdia) i sila trenja (Ktr).

Jedna∙cina ravnote∙ze za pomenute sile glasi:

Gx + PI ¡ PII = Kx = Kdia +Ktr (101{12)

U prethodnoj jedna∙cini mo∙ze se obaviti zamena:

Gx + PI ¡ PII = °A (¦I ¡¦II) (101{13)

Ovo je napisano po ugledu na jedna∙cinu (91{4), gde leva strana
izra∙zava Gx + PI ¡ PII, a vidi se da je to jednako °A(¦I ¡ ¦II), i to se
i tamo, u (91{4), i ovde, (101{12) izjedna∙cava sa silom Kx.
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Slika 101{7 Sile koje deluju na masu °uida izme¹du preseka (I) i (II);
dijafragma deluje silom Kdia

Prema obja∙snjenjima u Odeljku I ovoga poglavlja, trenje se obra∙cu-
nava isto kao na pravoj deonici, pa se za posmatrani slu∙caj, na osnovu
sl. 101{7, mo∙ze napisati:

Ktr = A° [(¦I ¡¦1) + (¦2 ¡¦II)] (101{14)

gde su pijezometarske kote ¦1 i ¦2 ucrtane na slici 101{7 kao pri-
kaz ra∙cuna. U jedna∙cini (101{12) obavi¶ce se zamene prema (101{13) i
(101{14), pa se dobija:

Kdia = °A (¦1 ¡ ¦2) (101{15)

Iz slike 101{7 se vidi da je pijezometarska razlika ¦I ¡ ¦II jedna-
ka Eizg;lok, pa je onda uspostavljena veza izme¹du lokalnog gubitka ener-
gije i sile kojom deluje dijafragma na °uid:

Kdia = °AEizg;lok (101{16)
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Treba uo∙citi da se za odre¹divanje sile ne treba upu∙stati u du∙zine
ispred i iza dijafragme, gde se mogu postaviti preseci (I) i (II), da
u njima bude strujanje pravolinijsko i paralelno. Tako je bilo i kod
odre¹divanja lokalnog gubitka, ∙sto je, posve razumljivo, ocenjeno kao
veoma pogodno za prakti∙cnu primenu. I ovde se, kao i kod razmatranja
izgubljene energije, mo∙ze staviti su∙stinska primedba da trenje nije isto u
podru∙cju lokalnog poreme¶caja kao na istoj du∙zini prave cevi (a tako se
ra∙cuna), ali je ta primedba bespredmetna ako je trenje zanemarljivo u
odnosu na dodatni lokalni gubitak, a tako i jeste ako je lokalni gubitak
zna∙cajnijeg iznosa. Ako pak nije tako, onda uticaj lokalnog gubitka nije
zanimljiv za prakti∙cna razmatranja. U vezi sa navedenom primedbom
treba primetiti da pijezometarske kote ¦1 i ¦2 nisu kote za ceo jedan
popre∙cni presek, jer tu strujanje nije pravolinijsko i paralelno, normalno
na presek. One su samo, kako je re∙ceno, prikaz obra∙cuna.

Vrednost sile Kdia kojom dijafragma deluje na °uid (a suprotno
usmerenom silom °uid napada dijafragmu, ∙sto praksu u prvom redu i
zanima) odre¹dena je sa (101{16), ali se ne zna njena napadna ta∙cka ako
se ne koristi dopunsko saznanje da je strujanje izazvano dijafragmom
osnosimetri∙cno, pa onda sila deluje po sredi∙snjoj osnovi cevi { tako je i
prikazano na slici 101{7.

Da je zbir momenata svih sila koje deluju u pravcu strujanja (x-pra-
vac) jednak nuli nije te∙sko dokazati. Za obrtnu osovinu uze¶ce se hori-
zontalna osovina, normalno upravljena na crte∙z na slici 101{7, a prolazi
kroz te∙zi∙ste zapremine struje izme¹du preseka (I) i (II), upravo kroz ta∙c-
ku obele∙zenu sa ,,T" na pomenutoj slici. Komponenta Gx sile te∙zine
prolazi kroz te∙zi∙ste (T ), a sile pritiska (PI; PII) na grani∙cnim preseci-
ma me¹dusobno potiru momente oko navedene osovine, jer je momenat
svake od njih jednak °I, gde je I te∙zi∙sni momenat inercije preseka, a on
je isti za oba grani∙cna preseka (jer su preseci isti). Da je momenat sile
pritisaka jednak °I vidi se iz jedna∙cine (72{20), u kojoj za jedan pre-
sek Ap0 predstavlja silu P , a PLP je njen momenat. Sila trenja, koja
je zbirno dejstvo osnosimetri∙cno raspore¹denih napona trenja po omo-
ta∙cu cevi, deluje po osovini cevi. Stoga je jednak nuli njen momenat u
odnosu na obrtnu osovinu za koju su ra∙cunati momenti do sada razma-
tranih sila. Re∙ceno je malo pre da i sila Kdia kojom dijafragma deluje
na °uid, zbog osnosimetri∙cnog stujanja, deluje po osovini cevi pa je i
njen momenat, u odnosu na izabranu osovinu obrtanja, jednak nuli.
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Me¹dutim, ovim razmatranje sila i momenata nije zavr∙seno, jer sile
deluju i u y-pravcu. Koordinatna osa y le∙zi u ravni crte∙za i u ravni
popre∙cnog preseka. Tre¶ca osa je malo pre izabrana za osovinu obrta-
nja (pri razmatranju momenta). Ona je normalna na ravan crte∙za, a
prilazi kroz ta∙cku T i horizontalna je. U njenom pravcu ne deluje kom-
ponenta sile te∙zine (jer je pravac horizontalan), a sile pritiska kojima
deluje zid cevi na °uid sa jedne polovine obima potiru se onim sa druge
polovine (zbog simetri∙cnosti strujanja). Prema tome, ostaju samo kom-
ponente te∙zine Gy i sila pritiska Ky u y-pravcu. Ove dve komponen-
te sila me¹dusobno se uravnote∙zuju (Gy = Ky), tako je na slici 101{7
i prikazano. Na slici je prikazano da obe prolaze kroz istu ta∙cku T
∙sto se lako dokazuje. Kada bi bio hidrostati∙cki raspored pritisaka po
popre∙cnom preseku, za elementarnu zapreminu izme¹du dva bliska po-
pre∙cna preseka (na me¹dusobnom rastojanju dx) uravnote∙zila bi se ele-
mentarna sila Gy sa elementarnom silom Ky (tj. Gy = Ky), pa onda
zbir momenata svih tih elementarnih sila bi davao nulu. Me¹dutim, u
podru∙cju uticaja dijafragme ne vlada hidrostati∙cki raspored pritisaka
po preseku, pa se mo∙ze posebno razmatrati razlika izme¹du stvarnog
pritiska i pritiska koji bi dao hidrostati∙cki pritisak. Ta razlika, zbog
osnosimetri∙cnog strujanja, tako¹de je raspore¹dena osnosimetri∙cno, pa se
njen uticaj po celom obimu, uzet zbirno, svodi na nulu, stoga je isprav-
no postupljeno ∙sto su sile na sl. 101{7 nacrtane da prolaze kroz istu
ta∙cku. Zaklju∙ceno je dakle da sile u oba pravca (x, y) ne stvaraju
momenat, tako i mora da bude.

¤ ¤ ¤

Na slici 101{8 prikazana je tzv. ,,segmentna dijafragma" koja se,
umesto razmatrane osnosimetri∙cne, mo∙ze tako¹de upotrebiti kao merni
ure¹daj. Me¹dutim, to za sada∙snja razmatranja nije bitno, jer se sada
pokazuje kako se odre¹duje sila kojom prepreka deluje na °uid, odnosno
sila kojom °uid nju napada.

I u ovom primeru, kao i u prethodnom, mogu se sra∙cunati kompo-
nente Kx i Ky sile K kojom ∙cvrsta granica deluje na °uid, ali se ne
mogu odrediti njihove napadne ta∙cke. Naime, u slu∙caju ,,segmentne
dijafragme" strujanje nije osnosimetri∙cno i odatle komponenta Kx ne
deluje po sredi∙snjoj osovini, njen pravac delovanja ne prolazi kroz te∙zi∙ste
zapremine, pa onda daje momenat u odnosu na horizontalnu osovinu,
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Slika 101{8 Sile koje deluju na masu °uida izme¹du preseka (I) i (II); silu
Kdia prima segmentna dijafragma

normalnu na crte∙z (sl. 101{8), a koja prolazi kroz te∙zi∙ste zapremine
(,,T" na slici), dok komponenta Gx te∙zine i sile pritiska (PI, PII) u
grani∙cnim presecima, uzete zbirno, ne daju momenat u odnosu na
pomenutu osovinu (isto kao kod osnosimetri∙cne dijafragme). Po∙sto sve
sile koje deluju na masu izme¹du preseka (I) i (II) moraju zbirno dati
momenat jednak nuli, moraju komponente Ky i Gy (koje imaju istu
vrednost, a suprotno su usmerene) dati momenat koji se suprostavlja
momentu sile Kx. Ovo zna∙ci da sile Gy i Ky ne deluju po istoj pravoj
liniji, a po∙sto sila Gy prolazi kroz te∙zi∙ste zapremine, sila Ky mora biti
pomerena od te∙zi∙sta. Da je to zaista tako obja∙snjava se u nastavku.

Raspored pritiska po omota∙cu cevi (ti pritisci integralno daju si-
lu Ky) nije osnosimetri∙can (kao ∙sto je u prethodnom primeru), pa ra-
zlika izme¹du stvarnih pritisaka i onih koje bi dao hidrostati∙cki raspored
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nije osnosimetri∙cno raspore¹dena, pa se ta razlika po celom obimu, u zbi-
ru, ne potire. Prema tome, nisu u ravnote∙zi elementarne sile dGy i dKy

za deo struje izme¹du dva bliska popre∙cna preseka, a to zna∙ci da delova-
nje koje zbirno daje sila Ky nije ravnomerno raspore¹deno, pa je sila Ky

pomerena u odnosu na te∙zi∙ste zapremine izme¹du preseka (I) i (II).
Re∙ceno je da sile Gy i Ky moraju dati momenat koji se suprostavlja

momentu sile Kx, a kako Gy prolazi kroz te∙zi∙ste, zna∙ci da se momen-
ti sila Ky i Kx me¹dusobno uravnote∙zavaju (u odnosu na osovinu kroz
te∙zi∙ste). Prema tome, ukupna sila K (∙cije su komponente Kx i Ky)
prolazi kroz te∙zi∙ste zapremine izme¹du preseka (I) i (II), jer dve njene
komponente, uzete zbirno, daju momenat jednak nuli. Razumljivo je
da primenjeni postupak odre¹divanja sila mora dati ukupnu siluK (njen
iznos i napadnu ta∙cku), ali ne i napadne ta∙cke komponenti.

Skre¶ce se pa∙znja da su na slici 101{8 sve navedene sile, odnosno
njihove komponente, prikazane u skladu sa prethodnim tuma∙cenjima.

U ovom zadatku za praksu je manje zanimljiva ukupna sila K od
njene komponente Kx, jer prete∙zan deo komponente je sila Kdia kojom
segmentna dijafragma deluje na °uid, a ona se i ovde mo∙ze odredi-
ti jedna∙cinom (101{16), uz pretpostavku da je poznat lokalni gubitak
energije. Me¹dutim, napadna ta∙cka te sile (Kx) ne mo∙ze se, na ∙zalost,
odrediti, ali se zna da deluje iznad te∙zi∙sta isturene povr∙sine, jer se razli-
ka pritisaka (sa prednje i stra∙znje strane te povr∙sine), koja daje optere-
¶cenje, smanjuje pribli∙zavanjem otvoru, po∙sto na donjoj ivici dijafragme
ta razlika postaje nula.

¤ ¤ ¤

U oba prethodna primera primenjeni postupak, utvr¹den u Poglav-
lju 82, uz poznavanje lokalnog gubitka energije, ne mo∙ze dati raspored
pritisaka koji daju optere¶cenja, a u drugom slu∙caju ∙cak ni napadnu
ta∙cku sile zanimljive za prakti∙cna razmatranja. Za prakti∙cne potrebe,
mo∙ze se kao pribli∙znost uzeti ravnomeran raspored optere¶cenja, ali to
je ipak ,,gruba procena".

¤ ¤ ¤

Na sl. 101{9 prikazane su dve segmentne dijafragme, od kojih prva
zauzima donji, a druga gornji deo preseka cevi. Takva ugradnja ima za
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Slika 101{9 Na osnovi poznavanja pijezometarskih kota u presecima (I)
i (II) mo∙ze se odrediti zbirna sila koje primaju obe pregrade, ali ne i sila
na svaku pregradu posebno, jer su na premalenom me¹dusobnom rastojanju,
pa se izme¹du njih ne mo∙ze uspostaviti pravolinijsko i paralelno strujanje po
celom preseku cevi

svrhu jako me∙sanje te∙cnosti koje zahtevaju prakti∙cni razlozi. Iako se,
na osnovu poznate izgubljene energije, znaju pijezometarske kote u pre-
secima (I) i (II), u kojima je strujanje pravolinijsko i paralelno, ne mo∙ze
se utvrditi koliko optere¶cenje prima prva, a koliko druga dijafragma {
mo∙ze se sra∙cunati samo ukupna sila za obe, a prakti∙cni razlozi tra∙ze
odre¹divanje sila za svaku dijafragmu posebno. Razlog za ovu nemogu¶c-
nost je ∙sto se izme¹du dijafragmi ni u jednom preseku ne uspostavlja
paralelno i pravolinijsko strujanje, pa se zadatak ne mo∙ze razdvojiti.

¤ ¤ ¤

Cev pravougaonog preseka naglo smanjuje visinu (sl. 101{10) pa se
presek smanjuje sa AI na AII.

Sile koje deluju u x-pravcu (u pravcu strujanja) su komponente te∙zi-
ne od preseka (I) do promene preseka, odnosno od promene preseka do
preseka (II), ozna∙cene sa GI

x i GII
x , sile pritiska (PI, PII) u presecima (I)

i (II), komponente inercijalne ,,sile" u istim presecima (II; III), kao i sile
trenja (TI; TII) za deo cevi do i od promene preseka. I, na kraju, deluje
i sila Ks kojim na °uid deluje ∙ceona povr∙sina kojom se prelazi iz ve¶ceg
preseka u manji. Sve sile su upisane na sl. 101{10, a njihovu ravnote∙zu
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Slika 101{10 Uz odre¹divanje sile Ks kojom na °uid deluje ∙ceona povr∙sina
kojom se iz cevi ve¶ce visine prelazi u manju

izra∙zava jedna∙cina:

°AI (ZI ¡ Z1) + °AII (Z2 ¡ ZII) + pIAI ¡ pIIAII + ½QvI ¡ ½QvII¡

¡° (¦I ¡¦1)AI ¡ ° (¦2 ¡ ¦II)AII ¡Ks = 0

Sile su napisane redosledom: GI
x, G

II
x , PI, PII, II, III, TI, TII, Ks, uz

napomenu da se polo∙zajne kote (Z) odnose na te∙zi∙ste odgovaraju¶ceg
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preseka, a napisani pritisci (p) su tako¹de pritisci u te∙zi∙stu.
Sre¹divanjem napisane jedna∙cine ravnote∙ze dobija se:

°AI

³
ZI + pI

° ¡ ¦I + ¦1 ¡ Z1

´
¡ °AII

³
ZII + pII

° ¡ ¦II + ¦2 ¡ Z2

´
+

+½AIv
2
I ¡ ½AIIv

2
II ¡Ks = 0

U prethodnom postupku proticaj Q je zamenjen sa AIvI, odnosno
sa AIIvII. Nadalje ¶ce se koristiti zamene Z + p=° sa ¦ za preseke (I) i
(II), a ¦¡ Z sa p=° za preseke (1) i (2) { tako se dobija:

Ks = p1AI¡ p2AII +½
³
AIv

2
I ¡ AIIv

2
II

´
= AI

³
p1 + ½v2

I

´
¡AII

³
p2 + ½v2

II

´

(101{17)
I ovde, kao i kod segmentne dijafragme, ne mo∙ze se do¶ci do napa-

dne ta∙cke sile, a pogotovo do rasporeda optere¶cenja. Ali, i podatak o
vrednosti sile mo∙ze korisno da poslu∙zi.

Pritisci p1 i p2 koji ulaze u jedna∙cinu (101{17), koja odre¹duje si-
lu Ks, poznati su ako se obavi energetski obra∙cun { iz sl. 101{10 se vidi
da je:

¦1 +
v2
I

2g
= ¦2 +

v2
II

2g
+ Eizg;lok (101{18)

pa se poznavanjem pijezometarskih kota ¦1 i ¦2 (∙sto, razume se, pret-
postavlja da je poznata izgubljena energija Eizg;lok) odre¹duju pritisci
p1 = °(¦1 ¡ Z1) i p2 = °(¦2 ¡ Z2), i na osnovu (101{17) sra∙cuna se
sila Ks.

Treba ista¶ci da je sprovedeni ra∙cun pokazao da se do sile Ks do∙slo
bez upu∙stanja u du∙zine cevi od preseka (I) do promene preseka, i od
promene preseka do preseka (II), ∙sto je sa prakti∙cnog stanovi∙sta veoma
pogodno.

¤ ¤ ¤
Za naglo pro∙sirenje cevi (Primer 3 iz Poglavlja 83, slika 83{5), do si-

le koju prima prstenasta povr∙sina AII¡AI, kojom se iz u∙ze cevi prelazi
u ∙siru, mo∙ze se do¶ci iz same pretpostavke koja je dovela do odre¹de-
nja izgubljene energije. Naime, u tom primeru, uravnote∙zenje sila nije
uslovljeno prethodnim poznavanjem izgubljene energije, nego, napro-
tiv, tu se moglo po¶ci od svih poznatih sila, pa se do∙slo do izraza za
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izgubljenu energiju (∙sto je izuzetna okolnost, kako je obja∙snjeno na
kraju Poglavlja 83 i ponovljeno na po∙cetku Odeljka I Poglavlja 101).

Pri ranijem razmatranju naglog pro∙sirenja pretpostavilo se da je u
preseku neposredno po ulasku u ∙siru cev hidrostati∙cka raspodela pri-
tiska sa pritiskom u te∙zi∙stu preseka jednakim pritisku neposredno pre
pro∙sirenja, i ozna∙cenom sa pI

0. Ako se ta raspodela prenese i na zid,
uz koga je navedeni presek, onda je sila Ks kojom prstenasta povr∙si-
na AII ¡AI deluje na °uid jednaka:

Ks = pI
0 (AII ¡AI) = pI

0

¼

4

³
D2

II ¡D2
I

´
(101{19)

Njena napadna ta∙cka, shodno jedna∙cini (72{20), je ispod te∙zi∙sta, a
na rastojanju (od te∙zi∙sta):

LP =
°I

Ks
(101{20)

gde je te∙zi∙sni momenat I kru∙znog prstena:

I =
¼

64

³
D4

II ¡D4
I

´
(101{21)

Za primere gde je lokalni poreme¶caj u menjanju pravca strujanja
(krivina) neumesno je raspravljati o sili kojom ∙cvrsta granica deluje na
°uid u pravcu strujanja jer se taj pravac menja. Jasno je da i za takve
primere (promena pravca), kao i kod svakog lokalnog poreme¶caja, po-
znavanja izgubljene energije omogu¶cava da se do¹de do sile kojom ∙cvrsta
granica deluje na °uid izme¹du dva preseka struje. Sila je odre¹dena
iznosom, pravcem, smerom i napadnom ta∙ckom. Pravac, dabome, nije
pravac strujanja ni kroz presek (I), ni kroz (II). Iako je sila K u pot-
punosti odre¹dena, ona se ne mo∙ze deliti na sile za pojedine delove ∙cvrste
povr∙sine { na pr. za krivinu u kanalu (sl. 81{7) se ne zna ∙cak ni koliko
posebice primaju spoljna i unutra∙snja strana, nego samo koliko primaju
obe zajedno (to je sila K).

Na kraju, umesto nekakvog zaklju∙civanja, mo∙ze se naglasiti da je
izgubljena energija Eizg, svojim uvo¹denjem (Poglavlje 83) kao pojam
vezana za zapreminu struje izme¹du dva njena preseka, i to za tu za-
preminu posmatranu kao celinu, a na to se primenjuje i uravnote∙zenje
sila, kojim se (postupkom iz Poglavlja 82) dolazi do sile kojim ∙cvrsta
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granica deluje na °uid, i to do njenog potpunog odre¹denja, do njene vre-
dnosti, pravca, smera i napadne ta∙cke. To je veliki doprinos u re∙savanju
prakti∙cnih zadataka, ali od navedenoga postupka ne treba o∙cekivati vi∙se
nego ∙sto on mo∙ze da pru∙zi. Ne mo∙ze se do¶ci do rasporeda napona po
grani∙cnoj povr∙sini koji integralno ∙cine silu kojom ∙cvrsta granica deluje
na °uid, ne mo∙ze se ni raspore¹divati optere¶cenje po delovima povr∙sine.
Ima i primera gde se ∙cak ne mogu u potpunosti odrediti ni komponente
te sile (ne znaju se ni napadne ta∙cke).

Ako prakti∙cni razlozi tra∙ze vi∙se obave∙stenja od ukupne sile izme¹du
∙cvrste grani∙cne povr∙sine i °uida, mora se pri¶ci istra∙zivanju rasporeda
pritisaka.

NAPOMENE

1. Valja se podsetiti da se, u svim prethodnim razmatranjima, pod-
razumevalo da se pijezometarske kote i pritisci (i sve druge veli-
∙cine) odnose na osrednjene vrednosti, ali da sve veli∙cine u turbu-
lentnom strujanju °uktui∙su, pa i prou∙cavanje °uktuacije mo∙ze da
bude ne samo zanimljivo, nego { u nekim primerima { i nu∙zno,
jer °uktuiraju¶ce optere¶cenje mo∙ze da ima presudan uticaj po sta-
bilnost cevi, u podru∙cju lokalnog poreme¶caja u struji.

2. U razmatranjima neustaljenog te∙cenja mogu se koristiti vrednosti
za lokalni gubitak energije i silu na ∙cvrstu grani∙cnu povr∙sinu usled
lokalne promene, uz opravdanje da se veli∙cine obra∙cunavaju u
jednom preseku kao dodatak na delovanje trenja koje se ra∙cuna
celom du∙zinom lokalnog uticaja. U slu∙caju neustaljenog te∙cenja
trenje ¶ce biti obra∙cunato jedna∙cinom za ustaljeno te∙cenje.
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102
LOKALNI GUBICI U CEVIMA

PRI PROMENI PRESEKA,
PRI PROMENI PRAVCA TE∙CENJA,

NA SPAJANJU I RAZDVAJANJU CEVI
I NA ZATVARA∙CIMA

I

PROMENA POPRE∙CNOG PRESEKA CEVI

Naglo pro∙sirenje je razmatrano u Poglavlju 83, kao jedan od primera
kod koga se mo∙ze ra∙cunskim putem do¶ci do izgubljene energije, kao
posledice iz re∙sene jedna∙cine uravnote∙zenja sila. To je bio Primer 3 uz
Poglavlje 83, sa prate¶com slikom 83{5, gde je izgubljena energija na
kraju prikazivanja primera izra∙zena sa:

Eizg =
(vI ¡ vII)

2

2g

∙sto se mo∙ze napisati sa

Eizg =
v2
I

2g

³
1¡ vII

vI

´2

ili Eizg =
v2
II

2g

³
vI
vII
¡ 1

´2

9
>>>>=
>>>>;

(102{1)

Deljenjem prethodnih izraza sa v2
I =2g, odnosno sa v2

II=2g, dobijaju
se koe¯cijenti lokalnog gubitka:

»I
pro∙s =

Eizg

v2
I =2g

=
µ
1¡ AI

AII

¶2

ili »II
pro∙s =

Eizg

v2
II=2g

=
µ
AII
AI

¡ 1
¶2

9
>>>>>=
>>>>>;

za naglo
pro∙sirenje

(102{2)
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U prethodnom su vI i vII brzine, a AI i AII popre∙cni preseci cevi
ispred i iza pro∙sirenja, a kori∙s¶cena je i istovetnost proticaja u oba pre-
seka (AIvI = AIIvII). Ovde brzine ispred i iza lokalnog gubitka nisu iste
i stoga su se mogla obrazovati i dva koe¯cijenta lokalnog gubitka. Pri
uvo¹denju pojma ,,koe¯cijent lokalnog gubitka", iza jedna∙cine (101{1)
skrenuta je pa∙znja da se uz koe¯cijent lokalnog gubitka mora nazna∙citi
brzinska visina v2=2g uz koju se on pi∙se pri obra∙cunu izgubljene ener-
gije, ako brzina ispred i iza lokalnog gubitka nije ista.

U navedenom Primeru 3 iz Poglavlja 83, pri uspostavljanju ravno-
te∙ze zanemarena je sila trenja izme¹du zida cevi i °uida, pa je onda
i u izgubljenoj energiji, koja je proiza∙sla iz takvog postupka, izostao
uticaj trenja. To se mo∙ze na neki na∙cin opravdati ako se napisano
sa (102{1) shvati kao izgubljena energija usled lokalnog poreme¶caja,
na koju treba dodati gubitak energije usled trenja. Takvo shvatanje
je u skladu sa zavr∙snim izlaganjima u Odeljku I Poglavlja 101. Tako
je postupljeno i pri crtanju slike 102{1, gde je lokalni gubitak energije
prikazan naglim (stepeni∙castim) padom linije energije, a ispred i iza
toga linija energije je u nagibima koji odgovaraju trenju. Ova linija
energije prikazana je isprekidanom linijom (E) na slici. Ispod nje za
odgovaraju¶cu brzinsku visinu v2

I =2g, odnosno v2
II=2g, nacrtana je punom

linijom pijezometarska linija (¦). Sve se to mo∙ze shvatiti kao gra¯∙cki
prikaz sra∙cunatoga, uz napomenu da te linije u podru∙cju uticaja lokal-
nog poreme¶caja ne prikazuju ono ∙sto bi trebalo, njihove kote ne mogu
se vezati za popre∙cne preseke, jer tu kroz njih nije strujanje pravoli-
nijsko i paralelno, normalno upravljeno na presek, niti se brzine malo
razlikuju od prose∙cne za presek, uz zid su ∙cak povratno usmerene (vidi
presek ,,ml" na slici 102{1).

Na istoj slici je ipak u∙cinjen poku∙saj da se ta∙ckasto nacrtanim lini-
jama prika∙zu linije energije i pijezometarska, ali samo za sredi∙snji mlaz,
koji je opkoljen vrtlo∙znom obla∙s¶cu.

Kod dijafragme, u Odeljku III Poglavlja 101, opisano je da je sre-
di∙snji deo preseka ,,aktivni deo" preseka kojim se te∙cnost prenosi, dok
je on opkoljen ,,pasivnim" delom koji ne doprinosi te∙cenju, jer se u
tom delu, u vrtlo∙znoj oblasti, onoliko proticanja koje sredi∙snji mlaz
povu∙ce nizvodno vrati unatrag povratnim strujanjem uz zid. Tako je
i kod naglog pro∙sirenja. U sredi∙snjem mlazu strujanje je blisko pravo-
linijskom i paralelnom, jer se mlaz blago (postepeno) ∙siri, pa se onda
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ml

raspored
brzina

II

I I'

DI D IIvII

ml

Eml

Π ml

vII
2  

2g

Eizg,lok

ΠI

E =
v -v

gizg,lok  
I II

2

 
( )

2
vI

2  
2g

E

Π

vmlv I

E
Π

vml
2

 
2g

ml II

II

Slika 102{1 Naglo pro∙sirenje cevi: obra∙cunati lokalni gubitak je prikazan
na uobi∙cajeni na∙cin skokovitim spu∙stanjem linije energije (isprekidana linija
{ E); za sredi∙snji mlaz ta∙ckasto nacrtane su linija energije i pijezometarska
(Eml;¦ml), dok se te linije ne mogu odnositi na vrtlo∙znu oblast koja opkoljava
mlaz

mogu uspostaviti barem pribli∙zne linije energije i pijezometarska (te su
pomenute linije nacrtane ta∙ckasto na slici 102{1). U pomenutom opisu
strujanja iza dijafragme navodi se da se pijezometarska kota za jedan
presek nepromenjena prenosi iz sredi∙snjeg mlaza kroz vrtlo∙znu oblast,
sve do zida (gde je i nacrtana kota ¦su∙z na slici 101{6). Treba se pod-
setiti da je isti stav kori∙s¶cen i pri prvom razmatranju naglog pro∙sirenja
(Primer 3 u Poglavlju 85) na kome se zasnivaju i ovda∙snja razmatranja
naglog pro∙sirenja cevi.
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Vrtlo∙zna oblast u ovom primeru, i kod svih lokalnih poreme¶caja gde
se obrazuje, tro∙si za odr∙zavanje vrtlo∙zenja mehani∙cku energiju koja ∙cini
prete∙zni deo onoga ∙sto se ra∙cuna kao izgubljena energija. Vrtloge treba
stalno ,,pothranjivati" energijom (koja se u njima trenjem gubi) i oni
tu energiju ,,crpu" iz sredi∙snjeg mlaza, pa kroz njega energija opada.

Du∙zina na kojoj se obavlja pro∙sirenje mlaza iznosi 4 do 6 puta
DII ¡DI. Ako se uzme 5(DII ¡DI), to bi zna∙cilo da se sredi∙snji mlaz
∙siri uz prose∙cni nagib grani∙cne strujnice (prema sredi∙snjoj osovini) je-
dnak 0;1. Ako se ta strujnica aproksimira pravom linijom ona sa sre-
di∙snjom osovinom zaklapa ugao ®, gde je tg® = 0;1.

Sila kojom kru∙zni prsten ∙sto spaja u∙zu i ∙siru cev deluje na °uid
ve¶c je odre¹dena u Odeljku III Poglavlja 101 i njena vrednost i polo∙zaj
odre¹deni su sa izrazima (101{19) i (101{20).

¤ ¤ ¤

Poseban slu∙caj naglog pro∙sirenja je izlaz iz cevi u sud velike zapre-
mine (slika 102{2). Za taj slu∙caj je AI=AII blisko nuli, pa prvi izraz u
(102{2) daje:

za izlaz iz cevi »izl =
Eizg

v2=2g
= 1 (102{3)

E, Π ξizl  = 1E = gizg  
2
 

v
2

E

Π

v

Slika 102{2 Izlazni gubitak (iz cevi u sud velike zapremine) jednak je
brzinskoj visini, celokupna kineti∙cka energija iz cevi raspe se u sudu
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gde je v brzina u cevi. Ovo zna∙ci da se celokupna kineti∙cka energija
koju unosi struja u sud raspe u njemu, jer postoji dovoljno prostora
za obrazovanje vrtlo∙zenja u kome ¶ce se to rasipanje obaviti (gde ¶ce se
mehani∙cka energija izgubiti).

¤ ¤ ¤

Gubitak energije se mo∙ze smanjiti ako se umesto nagloga primeni
postepeno pro∙sirenje { slika 102{3 { gde se koe¯cijent lokalnog gubitka,
umesto sa (102{2), ra∙cuna sa:

»I = ´
µ
1¡ AI

AII

¶2

(102{4)

gde je faktor ´ prikazan kao ´ = ´(®) na slici 102{3 gde je ® ugao ko-
ji zatvaraju izvodnice pro∙sirenja sa onima na pravoj cevi. Upore¹de-
nje (102{4) sa (101{2) pokazuje da je:

´ =
izgubljena energija pri postepenom pro∙sirenju

izgubljena energija za naglo pro∙sirenje

α η=0

η=1

η α=tg -0,1 
0,5

tg  < 0,1α

0,1  <  tg  < 0,6α

tg   0,6α >

A  I popre~ni preseci   AII

Slika 102{3 Za postepeno pro∙sirenje izgubljena energija se ra∙cuna
mno∙zenjem izgubljene energije za naglo su∙zenje (za isto AII=AI) sa koe¯-
cijentom smanjenja ´, gde je ´ = ´ (®)

Iz slike 102{3 zaklju∙cuje se da lokalni gubitak ne treba dodavati
trenju ako je ® manji od 60 (tg® < 0;1). Ovo je shvatljivo ako se do-
vede u vezu sa malopre¹da∙snjim navodom da se kod naglog pro∙sirenja
sredi∙snji mlaz ∙siri uz prose∙cni nagib grani∙cne njegove strujnice (prema
sredi∙snjoj osovini) jednak 0;1. Ako se ∙cvrsta granica postavi umesto
obima sredi∙snjeg mlaza, treba da bude tg® otprilike jednak 0;1 (ili ma-
nje) i onda ne bi trebalo da dodje do obrazovanja vrtlo∙zne oblasti i
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do lokalnog gubitka. Ovo, na prvi pogled, izgleda paradoksalno, jer se
smanjivanjem zapremine odstranjuju gubici energije. Me¹dutim, energi-
ja ¶ce se manje gubiti ako se te∙cnosti oduzme prostor u kome se obrazuje
sna∙zno vrtlo∙zenje, a ono je glavni oduzima∙c mehani∙cke energije.

Tako¹de, iz slike 102{3 uvi¹da se da postepenost u pro∙sirivanju za
® > 300, odnosno tg® > 0;6, ne doprinosi smanjenju gubitka energije
(´ = 1), ∙sto je obja∙snjivo: za takva pro∙sirivanja obrazuje se vrtlo∙zna
oblast koja ima dovoljno prostora da oni najkrupniji vrtlozi uzmu isti
zamah kao kod naglog pro∙sirenja, pa odatle i skoro isti gubici energije.
Me¹dutim, ve¶c za tg® = 0;25, a to je pro∙sirivanje na du∙zini jednakoj
svega 2(DII ¡DI), lokalni gubitak se smanjuje na otprilike 30% onoga
koje bi dalo naglo pro∙sirenje. Na sl. 102{4a nacrtano je kako se uklapa
lokalni gubitak u linije energije i pijezometarsku: do polovine pro∙sirenja
produ∙zavaju se nagibi usled trenja za u∙zu, a od polovine za ∙siru cev, i tu
(na polovini pro∙sirenja) se ucrta lokalni gubitak. Trenje se ra∙cuna sa:

Etr
izg =

L

2

Ã
¸I

v2
I

2gDI
+ ¸II

v2
II

2gDII

!
(102{5)

gde se brzina v, pre∙cnik D i koe¯cijenat trenja ¸ odnose na u∙zu cev
(indeks ,,I"), odnosno ∙siru (,,II"). Prethodno je napisano prema osnov-
nom obrazcu za trenje u cevima (91{24). Sa L je ozna∙cena du∙zina na
kojoj se cev pro∙siruje.

Mo∙ze se pro∙sirivanje shvatiti kao zamena zavr∙snog dela u∙ze cevi
sa prvom polovinom pro∙sirivanja, a po∙cetni deo ∙sire cevi sa drugom
polovinom. Tako shvatanje je u skladu sa ra∙cunom trenja prema pret-
hodnom izrazu (102{5) i sa crtanjem energetske linije sa stepeni∙ca-
stim padom za Eizg na polovini pro∙sirenja, kako je prikazano na slici
102{4a. Sa prakti∙cnog stanovi∙sta prethodno je prihvatljivo, jer se po-
kazuje za koliko se pove¶ca izgubljena energija ako se obavi navedena
zamena { pove¶ca se za Eizg;lok. Ako je pro∙sirenje naglo, navedene za-
mene nema.

Trenje je obi∙cno bezna∙cajno ako je pro∙sirenje kratko, pa se opisa-
ni postupak mo∙ze prihvatiti. Me¹dutim, ako je pro∙sirenje takvo da do
lokalnog gubitka ne dolazi (slika 102{4.b), a pogotovo ako je tg® ∙cak
manji od 0,1, opisanom postupku mogu se staviti ozbiljne primedbe,
jer precenjuje trenje, ∙sto se obrazla∙ze u produ∙zetku.
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α
a)

b)

E izg,lok

η η α= ( )
ξ ηizg,lok

I 
II

2= - A
A( )1E

Π

DI
DII

α

Π
E

tg  < α 0.1

A  I popre~ni preseci   AII

Slika 102{4 a) Za tg® > 0:1 treba ra∙cunati sa lokalnim gubitkom prema
napisanom na sl. 102{3; b) za tg® < 0:1 gubitak ∙cini samo trenje

Gubitak usled trenja ta∙cnije se izra∙zava sa:

Eizg =
Z L

0
¸
v2

2gD
dx = ¸I

v2
IL

2gDI

Z L

0

¸

¸1

v2

v2
I

DI

D

dx

L
= ¸1

v2
IL

2gDI

ª (102{6)

Du∙zina pro∙sirenja od pre∙cnika DI do DII ozna∙cena je sa L, a njen
elementarni deo sa dx. Bezdimenzionalna veli∙cina ª je odnos gubitka
na pro∙sirenju prema gubitku kada bi na celoj du∙zini L bila cev pre∙cni-
ka DI. Jasno je da je ª < 1.
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Nepromenjenost proticaja du∙z pro∙sirenja name¶ce da je v=vI jedna-
ko (DI=D)2, a primenom obrasca (91{25), za istu apsolutnu hrapa-
vost k, dobija se da je ¸=¸I jednako (DI=D)1=3. Geometrijski odnosi
ukazuju da je:

dx

L
=

dD

DII ¡DI

Ako se sve napisano iskoristi za izra∙zavanje odnosa ª dobija se:

ª =
Z L

0

¸

¸1

v2

vI

DI

D

dx

L
=
Z DII

DI

µ
DI

D

¶21=4 dD

DII ¡DI

ª =
DI

DII ¡DI

Z DII=DI

1

µ
DI

D

¶21=4

d
µ
D

DI

¶

ª =
4

17

DI

DII ¡DI

"
1¡

µ
DI

DII

¶17=4
#

Prethodni izraz za DII=DI = 1; 5, odnosno 2, odnosno 3, daje vre-
dnosti ª = 0; 39, odnosno 0,22, odnosno 0,12. Ako se primeni jedna∙ci-
na (102{5), dobija se:

Eizg = ¸I
v2
I

2gDI
L

"
1

2
+

1

2

µ
DI

DII

¶21=4
#

pa je

ª =
1

2

"
1 +

µ
DI

DII

¶21=4
#

Primenom prethodnog izraza, upravo primenom (102{5), za
DII=DI = 1,5 dobija se ª = 0,56, umesto 0,39 koliko se dobija, kako je
navedeno, primenom (102{6). Za DII=DI = 2 dobija se ª = 0,51, ume-
sto 0,22, a za DII=DI = 3 dobija se ª = 0,50, umesto 0,12. Dakle, izraz
(102{5) daje 1,5 do 4 puta ve¶ce gubitke od onih koji se dobijaju pri-
menom postupka koji je doveo do (102{6), a to zaista nije bezna∙cajno.

¤ ¤ ¤

Naglo su∙zenje popre∙cnog preseka cevi (sl. 102{5) ne dozvoljava da
se ceo presek cevi iskoristi za preno∙senje °uida nizvodnim smerom, jer
se odvajaju vrtlo∙zne oblasti pri kraju ∙sire i po∙cetku u∙ze cevi. One
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Slika 102{5 Naglo su∙zenje cevi: obra∙cunati lokalni gubitak energije
prikazan je skokovitim spu∙stanjem linije energije (E)

opkoljavaju ,,aktivni deo" preseka, koji se i ovde, kao i kod pro∙sirenja
cevi, mo∙ze nazvati ,,sredi∙snji mlaz" kojim se ostvaruje proticanje, dok
tome ne doprinose vrtlo∙zne oblasti. Sredi∙snji mlaz se odvaja od zida
cevi i po∙cinje svoje su∙zavanje ne∙sto ispred promene preseka cevi, a po
ulasku u u∙zu cev suzi se ∙cak vi∙se nego u∙za cev.

Pojava su∙zavanja strujanja vi∙se od raspolo∙zivog preseka unutar ∙cvr-
stih granica naziva se ,,kontrakcija" (struje ili mlaza), a to doslovno zna-
∙ci ,,skupljanje" ili ,,stezanje". Sredi∙snji mlaz, opkoljen vrtlo∙znom obla-
sti, ima prose∙cnu brzinu vml u preseku Aml. Tamo gde je struja naju∙za
pisa¶ce se za presek Asu∙z (tj. Asu∙z je Aml;min), a za brzinu vsu∙z = Q=Asu∙z.
Tako je upisano i na sl. 102{5. Mo∙ze se uvesti:

koe¯cijent kontrakcije (su∙zenja) CA =
Asu∙z

AII

(102{7)

Napisani odnos Asu∙z=AII ne sme se pobrkati sa odnosom AII=AI

popre∙cnog preseka cevi iza i ispred su∙zenja.
Lokalni gubitak u su∙zenju jednim delom je na stvarnom su∙zenju

sredi∙snjeg mlaza, a drugim delom je gubitak na pro∙sirenju (od su∙zenog

341

DRAFT verzija 2001.



preseka do preseka cele cevi). Ovo navodi na pisanje:

Eizg;lok = '
v2
su∙z

2g
+

(vsu∙z ¡ vII)
2

2g
(102{8)

gde se prvi deo odnosi na su∙zavanje mlaza, a drugi na pro∙sirenje ,,pre-
su∙zenog mlaza". Drugi deo je napisan prema obrascu (102{1), name-
njenog pro∙sirenju.

Jedna∙cinom (102{8) zadatak se rastavio na dva dela ∙sto je zna∙cilo da
je prihva¶cena pretpostavka da je u su∙zenom preseku strujanje pravolinij-
sko i paralelno. Ovo razdvajanje je posledica ∙zelje da se olak∙sa obja∙snje-
nje lokalnog gubitka na naglom su∙zenju cevi. Strogo uzev∙si morala bi se
jedna∙cina energije primeniti za struju izme¹du preseka (I) i (II), sa jedin-
stvenim gubitkom energije izme¹du ta dva preseka, jer je u tim presecima
ispunjen uslov za primenu jedna∙cine (pravolinijsko i paralelno strujanje,
normalno na presek, po celom preseku cevi). To me¹dutim, nije ispunje-
no u umetnutom preseku ,,su∙z", ali i u tom preseku, u sredi∙snjem mlazu
to je pribli∙zno ispunjeno, a jedna∙cina (102{8) se odnosi na sredi∙snji
mlaz, a ne i na vrtlo∙znu oblast koja ga opkoljava (u toj oblasti strujanje
nije pravolinijsko, nego je zakrivljeno, ∙cak sa povratno usmerenim brzi-
nama uz zid). Me¹dutim, ta vrtlo∙zna oblast ne pronosi te∙cnost, ne uti∙ce
na proticaj, ceo proticaj ide kroz sredi∙snji mlaz. Ovim obja∙snjenjima
mo∙ze se opravdati primena jedna∙cine (102{8), upravo uno∙senje su∙zenog
preseka.

Izgubljena energija, napisana sa (102{8) izra∙zena u odnosu na brzin-
sku visinu daje:

»su∙z =
Eizg;lok

v2
II=2g

= '
µ
vsu∙z

vII

¶2

+
µ
vsu∙z

vII

¡ 1
¶2

(102{9)

Skre¶ce se pa∙znja da je prvi deo desne strane u (102{8) napisan kao
proizvod koe¯cijenta ' i vsu∙z=2g, pa se ' mo∙ze shvatiti kao koe¯cijent
lokalnog gubitka uz vsu∙z=2g. Nagla∙sava se da namerno nije za koe¯cijent
uzeta oznaka », jer se » uvek povezuje sa izgubljenom energijom izme¹du
dva preseka cevi sa paralelnim i pravolinijskim strujanjem, normalnim
na presek, gde su brzine potpuno odre¹dene (deli se proticaj sa presekom
cevi), pa se », u posmatranom slu∙caju odnosi na izgubljenu energiju
izme¹du preseka (I) i (II) i mno∙zi se sa v2

II=2g ili v2
I =2g. U (102{9) to je
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u∙cinjeno izra∙zavanjem Eizg kao »su∙zv
2
II=2g. Tako se ne mora poznavati

koliko iznosi vsu∙z { razume se ako iskustveni podaci prikazuju »su∙z.
Na osnovu (102{7) i uz kori∙s¶cenje jedna∙cine odr∙zanja mase

vsu∙zAsu∙z = vIIAII, dobija se da je vsu∙z=v jednako 1=CA, pa se prethodna
jedna∙cina mo∙ze napisati i na ovaj na∙cin:

»su∙z =
'

C2
A

+
µ

1

CA
¡ 1

¶2

(102{10)

Za presek cevi ispred su∙zenja koji je veoma velik u odnosu na presek
iza su∙zenja tj. za AI À AII, ili AII=AI blisko nuli (a to je najizrazitije
su∙zenje), iskustvo ka∙ze da je CA oko 0,62. Od te vrednosti (0,62) sa
porastom AII=AI raste CA, i to u po∙cetku blago, a zatim sve naglije
da bi za AII=AI = 1 dostigao CA = 1, jer za taj grani∙cni slu∙caj nema
su∙zavanja cevi, pa onda ni su∙zavanja mlaza.

Sve pobrojano dozvoljava da se CA pribli∙zno izrazi sa:

CA = 0;62 + 0;38
µ
AII

AI

¶2

(102{11)

Za koe¯cijent su∙zenja struje ' procene su da za najizrazitije su∙ze-
nje, AII=AI = 0, iznosi oko 0,05, a za AII=AI = 1 (su∙zenja nema), koe¯-
cijent ' mora da bude jednak nuli. Uz to neka ' po∙cinje naglo da opada
kada se AII=AI pribli∙zi jedinici. Navedenom mo∙ze da odgovara izraz:

' =

p
1¡ CA
12

(102{12)

Za zadati odnos AII=AI najpre se obrascem (102{11) odredi CA, a
potom se primenom (102{12) odredi ' na osnovu prethodno sra∙cuna-
toga CA. Na kraju se CA i ' uvrste i (102{10) i dobija se koe¯cijent
lokalnog gubitka »su∙z. Gra¯∙cki prikazi sva tri koe¯cijenta (CA; '; »su∙z),
u zavisnosti od AII=AI, nacrtani su na slici 102{6.

Mo∙ze se primetiti, da je izuzev malo izra∙zenih su∙zenja (AII > 0;7AI

tj. DII=DI > 0;85) prvi deo desne strane jedna∙cine (102{10) manji od
drugoga, ∙sto zna∙ci da je gubitak do su∙zenog preseka (su∙zavanje mlaza)
manji od onoga na pro∙sirivanju mlaza, jer je vrtlo∙zna oblast na kra-
ju ∙sire cevi manje razvijena (tro∙si manje energije za svoje odr∙zavanje)
od oblasti na po∙cetku u∙ze cevi. Za izrazito su∙zenje AII = 0;1AI prvi
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Slika 102{6 Uz postupak za odre¹divanje koe¯cijenta lokalnog gubitka
(»su∙z) pri naglom su∙zenju cevi (sl. 102{5)

deo u (102{10), prema ra∙cunu po (102{11) i (102{12), iznosi 0,13, a
drugi 0,36 (njihov zbir je »su∙z = 0;49).

Po∙sto se u prakti∙cnim procenama ne tra∙zi ,,knjigovodstvena ta∙c-
nost", a nekakvu jako veliku i neprikosnovenu ta∙cnost hidrauli∙cki obra-
sci ne obezbe¹duju, mo∙ze se na osnovu gra¯∙ckog prikaza na sl. 102{6
prihvatiti kao pribli∙znost:

»su∙z =
Eizg;lok

v2
II=2g

=
1

2

µ
1¡ AII

AI

¶
za naglo su∙zenje cevi (102{13)

Napisano sa (102{8) iz ∙cega se do∙slo do (102{10) i (102{13) je lokal-
ni gubitak energije koga i ovde treba shvatiti kao razliku izme¹du ukup-
nog gubitka koji se ostvaruje izme¹du preseka (I) i (II) i gubitka usled
trenja na istim du∙zinama pravih cevi. Tako je postupljeno i kod naglog
pro∙sirenja cevi, a i ovde ¶ce se lokalni gubitak prikazati naglim (skokovi-
tim, stepeni∙castim) spu∙stanjem linija energije (E) na slici 102{5, ∙cime
se nacrtalo ono ∙sto se ra∙cuna.

Na slici 102{5 ta∙ckasto je ucrtana pijezometarska linija koja se
odnosi na deli¶ce u osovini cevi. Ta linija iskazuje da porast brzine
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u sredi∙snjem izlazu (smanjivanjem preseka mlaza) izaziva pad pijezo-
metarske kote (jer pove¶canje kineti∙cke energije ide na ra∙cun smanjenja
potencijalne), pa pijezometarska linija opada do preseka gde se posti∙ze
maksimalna brzina vsu∙z u sredi∙snjem mlazu. Iza toga pijezometarska
linija raste, jer brzina opada (mlaz se ∙siri).

Na istoj slici (102{5) ucrtana je i pijezometarska linija za zid cevi,
koja se podudara sa linijom za osovinu samo za deo od su∙zenog preseka.
Ovako podudaranje prihva¶ceno je i pri raspravljanju naglog pro∙sirenja,
jer se i ovde sredi∙snji mlaz ∙siri kao i tamo. Isto obja∙snjenje, me¹dutim,
ne va∙zi za strujanje do su∙zenoga preseka, tu se pijezometarske kote za
osovinu cevi i zid razlikuju, ∙sto ubedljivo pokazuje da u podru∙cju lo-
kalnog poreme¶caja pijezometarska kota ne mora biti ista za ceo jedan
presek. Kota ¦a, uz zid, je vi∙sa od kote ¦I, jer je tu (uz zid) struja
zaustavljena, pa smanjenje brzine pove¶cava pijezometarsku kotu.

Za potpuno zaustavljeni deli¶c, pod pretpostavkom da je pre po∙cetka
zaustavljanja imao brzinu jednaku prose∙cnoj brzini vI u ∙siroj cevi, nave-
deno pove¶canje pijezometarske kote ¦a¡¦I iznosilo bi v2

I =2g, jer se za
toliko smanjila kineti∙cka energija, a onda se za isto toliko pove¶ca po-
tencijalna energija. Prime¶cuje se da pijezometarska kota nije ista za
ceo zavr∙sni presek ∙sire cevi jer se odmicanjem od zida, a pribli∙zavanjem
osovini cevi, pove¶cava brzina, pa se pijezometarska kota sni∙zava.

Na po∙cetku u∙ze cevi pijezometarska kota uz zid (¦b) je ni∙za od kote
za sredi∙snji mlaz u istom preseku, jer to name¶ce zakrivljenost strujanja
u sredi∙snjem mlazu. Na unutra∙snjoj strani krivine, pijezometarska kota
je ni∙za (tako je to obja∙snjeno u Poglavlju 81, i prikazano primerima
na sl. 81{3), a unutra∙snja strana krivine kod zakrivljenosti sredi∙snjeg
mlaza je njegov obim. Na obimu mlaza pijezometarska kota je, dakle,
ni∙za nego u njegovoj osovini, a tu (na po∙cetku u∙ze cevi) obim mlaza je uz
sam zid (iza toga mlaz se odvaja). Na slici 102{5 je tako i prikazano:
kota ¦b je ispod kote koja odgovara osovini mlaza u istom preseku.
Mo∙ze se kao pribli∙znost uzeti, i ne¶ce se mnogo pogre∙siti, da se kota ¦b

izjedna∙ci sa kotom ¦c = ¦su∙z koja se odnosi na su∙zeni presek.

Ranije su razmatrane sile koje deluju kod nagle promene preseka
cevi pravougaonog preseka { slika 101{10 { i odre¹dena je sila Ks kojom
na °uid deluje ∙ceona povr∙sina koja spaja cev ve¶ceg pre∙cnika sa onom
manjeg. U slu∙caju naglog su∙zenja kojom se iz ∙sire prelazi u u∙zu cev
kru∙znog preseka { ∙sto se sada razmatra (sl. 102{5), zanimljiva je tako¹
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de sila Ks kojom na °uid deluje kru∙zni prsten koji spaja ∙siru sa u∙zom
cevi. I ovde se ta sila odre¹duje na isti na∙cin kao i tamo, i izra∙zena
je sa jedna∙cinom (101{17). Tamo je re∙ceno da se nije mogla odredi-
ti napadna ta∙cka sile Ks, a ovde ¶ce se mo¶ci, jer tu mogu¶cnost pru∙za
osnosimetri∙cnost strujanja.

Na pomenutom kru∙znom prstenu pritisci nisu raspore¹deni po hidro-
stati∙ckoj zakonitosti, ali osnosimetri∙cnost strujanja ima za posledicu
da su razlike izme¹du pritisaka koji dejstvuju i onih koje bi dala hidro-
stati∙cka zakonitost raspore¹dene osnosimetri∙cno. Ovo zna∙ci da u∙cinak
svih tih razlika po celoj povr∙sini zbirno daje momenat jednak nuli u
odnosu na osovinu cevi, pa za momenat ostaje samo ono ∙sto bi dala
hidrostati∙cka zakonitost. Isto je bilo i kod razmatranja sile na di-
jafragmu, u Poglavlju 101, pa je sila na slici 101{7 nacrtana da deluje po
osovini cevi. Prema tome, napadna ta∙cka sile Ks na navedenu prste-
nastu povr∙sinu se odre¹duje po hidrostati∙ckoj zakonitosti, a to je ve¶c
ura¹deno za prstenastu povr∙sinu kod naglog pro∙sirenja, pa se mo∙ze za-
klju∙citi da sila Ks deluje ispod te∙zi∙sta na rastojanju (od njega) LP
napisanom sa (101{20), uz prihvatanje izraza (101{21) za momenat
inercije prstenaste povr∙sine.

Mada je iz prethodnih izlaganja jasno, nije beskorisno naglasiti da
se napadna ta∙cka sile Ks mo∙ze sra∙cunati kao da raspored pritisaka (koji
zbirno ∙cine silu Ks) sledi hidrostati∙cku zakonitost, iako on nije takav,
ali je osnosimetri∙cnost dozvolila da se tako postupi.

¤ ¤ ¤

Za postepeno su∙zenje (sl. 102{7), sli∙cno kao kod postepenog pro∙sire-
nja (sl. 102{4) mo∙ze se gubitak ra∙cunati sa ,,koe¯cijentom umanjenja",
koji se, po ugledu na izraz (102{4), pi∙se sa:

´ =
Eizg(postepeno su∙zenje)

Eizg(naglo su∙zenje)

Uz sliku 102{7a upisane su vrednosti za ´ u zavisnosti od ugla ®
koji izvodnice u su∙zenju zatvaraju se osovinom cevi. Napisano ukazuje
da za tg® > 1,2 postepenost nema uticaj na smanjenje gubitka, a da
za tg® < 0,2 ne treba dodavati lokalni gubitak na gubitak usled trenja,
jer nema odvajanja strujanja u vrtlo∙znu oblast (sl. 102{7b). Upore¹denje
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Slika 102{7 a) Lokalni gubitak dodaje se gubitku na trenje, b) ne dodaje
se, c) umesto koni∙cnog (b) mo∙ze se primeniti i zaobljeno su∙zenje

sa postepenim pro∙sirenjem dovodi do zaklju∙cka da je ovde (kod su∙ze-
nja) potrebna dva puta manja du∙zina su∙zavanja pa da se lokalni gubitak
svede na zanemarljivu meru (tamo tg® < 0,1, ovde tg® < 0,2).

Lokalni gubitak se ucrtava stepeni∙castim spu∙stanjem linije energije
na polovini su∙zavanja { vidi sliku 102{7a. Na isti na∙cin se postupalo i
kod postepenog pro∙sirenja. I ovde se, kao i tamo, gubitak usled trenja
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procenjuje primenom izraza (102{5). Ako se lokalni gubitak ne ra∙cuna,
mo∙ze se i ovde primeniti postupak koji je doveo do (102{6).

¤ ¤ ¤

Poseban slu∙caj su∙zenja preseka je ulaz u cev iz suda velike zapremine
(sl. 102{8).

Prvi crte∙z na slici odnosi se na cev uvu∙cenu u sud, a to je bio jedan
od primera gde se do∙slo do izgubljene energije bez kori∙s¶cenja iskustve-
nih podataka, kori∙s¶cenjem jedna∙cine uravnote∙zenja sila (Tre¶ci primer
uz Poglavlje 82, sl. 82{5) ∙cije je re∙senje kasnije nametnuto jedna∙cini
energije da sra∙cuna izgubljenu energiju (Primer 3 uz Poglavlje 83). Re-
zultat je: koe¯cijent lokalnog gubitka na ulazu »ul = 1.

Drugi crte∙z na sl. 102{8 je o∙stroivi∙cni ulaz u cev, koji se mo∙ze shva-
titi kao naglo su∙zenje cevi sa veoma velikoga preseka na drugi neu-
poredivo manji tj. da je AII=AI jednako nuli, pa jedna∙cina (102{13)
daje » = 0,5.

Na istoj slici (102{8) prikazani su i koni∙cni i zaobljeni ulaz u cev.
Kod koni∙cnog ulaza ulazna brzina je manja pa je gubitak energije znat-
no manji: dovoljno je uzeti » = 0,1 do 0,2. Za zaobljeni ulaz treba
zapaziti da on mo∙ze da se toliko prilagodi strujanju da ne do¹de do su-
∙zavanja ulaza unutar preseka cevi, pa ne¶ce onda biti ni pro∙sirivanja

0.5 0.1 do 0.2 do 0.1

zaobljen, struji
prilago|en ulaz

uvu~ena 
cev

o{troivi~ni
ulaz

koni~ni
ulaz

v v v v
ξul     1

ξul  
izg,ul

 =
E
v / g2 2

Slika 102{8 Koe¯cijenti gubitka na ulazu u cev
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mlaza, a time je otklonjen glavni razlog za otu¹denje energije, pa je
gubitak energije veoma malen (» oko 0,05) tj. skoro zanemarljiv.

¤ ¤ ¤

Slikama 102{9 i 102{10 prikazano je naglo su∙zenje iza koga sledi
naglo pro∙sirenje na presek pre su∙zenja, upravo jedan komad cevi zame-
njen je sa cevi manjega pre∙cnika, i tako se stvorila prepreka strujanju.
Namera je da se uka∙ze na razliku izme¹du prikazanog na te dve slike.

I II III

Π IV

Π I

Π II ΠIII

Eizg.suz.

Eizg.pros.

Πsuz

E

L
IV

D0 D

Slika 102{9 Su∙zenje i potom pro∙sirenje na presek pre su∙zenja { su∙zena
deonica je duga∙cka pa se zadatak mo∙ze rastaviti na naglo su∙zenje (od I do II)
i na naglo pro∙sirenje (III do IV), jer se struja, odbijena od zida na po∙cetku
su∙zene cevi, pro∙siri na ceo popre∙cni presek su∙zene cevi, pre njenoga kraja

U slu∙caju sa sl. 102{9 na jednom delu su∙zene cevi uspostavlja se pra-
volinijsko i paralelno strujanje { to je deo izme¹du preseka (II) i (III), jer
je vrtlo∙zna oblast sa po∙cetka su∙zenja zavr∙sena do preseka (II). Bitno je
da se ona zavr∙si pre kraja su∙zene cevi, jer to omogu¶cava da se posebno
posmatra su∙zenje { od (I) do (II) { a posebno pro∙sirenje cevi { od (III)
do (IV).
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Slika 102{10 Su∙zenje i potom pro∙sirenje na presek { su∙zena deonica je
kratka, pa se su∙zeni mlaz, odvojen od zida na po∙cetku su∙zene cevi ne mo∙ze
pro∙siriti na du∙zini (L) su∙zene deonice da pre njenog kraja zauzme ceo presek;

U slu∙caju sa sl. 102{10 su∙zena deonica je prekratka da se u njoj sre-
di∙snji deo struje, odbijen od zidova na po∙cetku su∙zenja, mo∙ze pro∙siriti
na ceo presek su∙zene cevi pre njenoga kraja. U su∙zenoj cevi nema prese-
ka nezahva¶cenog vrtlo∙znom oblasti, jer je u istu vrtlo∙znu oblast spojeno
odvajanje mlaza od zida na po∙cetku su∙zenja i ,,trag" iza su∙zenja cevi.
Stoga se lokalni gubitak na sl. 102{10 prikazuje jedinstveno, za deo
struje od preseka (I) do preseka (II).

Za ostvarenje slu∙caja sa sl. 102{9 potrebno je da du∙zina su∙zene cevi
bude tolika da se u njoj sredi∙snji mlaz suzi sa A0 (presek su∙zene cevi)
na Asu∙z (minimalni presek mlaza), i da se onda pro∙siri sa Asu∙z ponovo
naA0. Kod pro∙sirenja cevi re∙ceno je da se mlaz sa pre∙cnikaDI pro∙siri na
pre∙cnik DII, na rastojanju koje se procenjuje na L = 5(DII ¡DI). Ova
procena se mo∙ze koristiti i u primeru koji se sada razmatra, uz napo-
menu da se primenjuje na ∙sirenje mlaza od pre∙cnika Dsu∙z na pre∙cnik D0

(od preseka Asu∙z na presek A0), pa onda potrebna du∙zina za pro∙sirenje
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mlaza iznosi 5(D0 ¡ Dsu∙z). Ispred te du∙zine nalazi se deo su∙zene cevi
u kojoj se mlaz su∙zava od pre∙cnika D0 na pre∙cnik Dsu∙z, a i tu du∙zinu
treba obezbediti (da bi se ostvario slu∙caj sa sl. 102{9). Du∙zina na kojoj
se mlaz su∙zava je kra¶ca od one na kojoj se pro∙siruje, ∙sto se uvi¹da iz
prikazanog na sl. 102{9. Ako se uzme da su obe du∙zine podjednake,
∙cime ¶ce se uneti i izvesna rezerva (da se bude, kako se to obi∙cno ka∙ze
,,na strani sigurnosti"), ukupna du∙zina su∙zene cevi L = 10(D0 ¡Dsu∙z)
je dovoljna da se ostvario slu∙caj sa sl. 102{9.

Za naglo su∙zenje cevi, za najizrazitije su∙zenje gde je AII=AI blisko
nuli, koe¯cijent skupljanja mlaza CA iznosi 0,62. To se mo∙ze pro∙citati
iz obrasca (102{11). Stepen su∙zavanja u sada posmatranom slu∙caju
izra∙zen je sa Asu∙z=A0, ili (Dsu∙z=D0)

2, pa se Dsu∙z=D0 mo∙ze izraziti sap
0;62 ∙sto pribli∙zno iznosi 0,8, a onda zahtevana du∙zina 10(D0 ¡Dsu∙z)

iznosi 2D0. U ovoj proceni uzeta je minimalna vrednost za koe¯ci-
jent CA, a za njegove ve¶ce vrednosti dobila bi se jo∙s kra¶ca du∙zina L.
Iako su svi uzimani pokazatelji birani tako da ne do¹de do potcenjivanja
du∙zine L, mo∙ze se, da se bude potpuno siguran, ta du∙zina pove¶cati, da
se mlaz ,,dobro zalepi na zid" na izvesnoj du∙zini na zavr∙setku u∙ze cevi.
Stoga se mo∙ze pouzdano tvrditi da je za:

L ¸ 3D0 (102{14)

obezbe¹deno da se ostvari slu∙caj sa sl. 102{9.
U slu∙caju sa slike 102{9 treba odvojeno sra∙cunati gubitak na su∙ze-

nju { od preseka (I) do preseka (II), a odvojeno gubitak na pro∙sirenju
{ od (III) do (IV) { za to mogu da poslu∙ze obrasci (102{13) i (102{2).
Lokalnim gubitkom energije, kako je obja∙snjeno u Poglavlju 101, i ta-
mo prikazano slikom 101{1, obra∙cunava se dodatni obra∙cunski gubitak
usled lokalnog poreme¶caja (∙sto je zapravo vi∙sak gubitka u odnosu na
gubitak usled trenja na istoj du∙zini kada lokalnog gubitka ne bi bilo).
Ako se lokalni gubici na pro∙sirenje i na su∙zenje stepenasto prika∙zu na
liniji energije, i to na po∙cetku i na kraju su∙zene cevi (tako je ura¹deno
i na sl. 102{9), du∙z su∙zene cevi treba obra∙cunati (i prikazati nagibom
linije energije) odgovaraju¶ce trenje. Time ¶ce biti obuhva¶cena i izgub-
ljena energija izme¹du preseka (II) i (III).

U slu∙caju sa sl. 102{10 izgubljena energija od (I) do (II) morala bi
se iskazati jedinstveno, jer od (I) do (II) nema preseka sa paralelnim
i pravolinijskim strujanjem za ceo presek cevi, svuda vrtlo∙zna oblast
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opkoljava sredi∙snji mlaz. Me¹dutim, i ovde se mo∙ze primeniti jedna∙cina
(102{8) koja deli struju na deo do su∙zenog preseka i od njega, uz ista
opravdanja koja su pratila navedenu jedna∙cinu. I ovde mlaz suzi vi∙se
nego ∙sto se suzila cev, a potom se ∙siri. Razlika je jedino u tome ∙sto
se ovde ne ∙siri mlaz samo do preseka su∙zene cevi, nego do preseka iza
su∙zenja. Ako se neporeme¶cena brzina u preseku iza su∙zenja, a takva je
i u preseku iza su∙zenja, ozna∙ci jednostavno sa v, onda v zamenjuje vII

u (102{8) pa se pi∙se:

Eizg;lok = '
v2
su∙z

2g
+

(vsu∙z ¡ v)2

2g
(102{15)

Koristi¶ce se oznake: A = presek cevi (ispred i iza su∙zenja), A0 = su-
∙zeni presek cevi, Asu∙z = su∙zeni presek mlaza i CA = koe¯cijent su∙za-
vanja (kontrakcije) mlaza (CA = Asu∙z=A0). One omogu¶cuju da se vsu∙z

(pri proticaju Q) izrazi sa:

vsu∙z =
Q

Asu∙z
=

Q

CAA0
=

vA

CAA0
(102{16)

pa se iz jedna∙cine (102{15), uz kori∙s¶cenje (102{16), dobija koe¯cijent
lokalnog gubitka energije

» =
Eizg;lok

v2=2g
= '

µ
A

CAA0

¶2

+
µ

A

CAA0

¡ 1
¶2

(102{17)

Kod naglog su∙zenja cevi prime¶ceno je da je, sem slabo izra∙zenih
su∙zenja, gubitak na su∙zavanju struje manji od onoga na pro∙sirivanju,
a to je za slu∙caj sa slike 102{10 jo∙s izra∙zenije. Za upore¹denje gubitka
u slu∙cajevima prema slikama 102{9 i 102{10 stoga mo∙ze da poslu∙zi, u
svrhu procene, samo upore¹divanje gubitaka na pro∙siravanju, a oni su
srazmerni sa levom (za slu∙caj sa sl. 102{9), odnosno desnom stranom
(za slu∙caj sa sl. 102{10) slede¶ce nejedna∙cine:

(vsu∙z ¡ v0)
2 + (v0 ¡ v)2 < (vsu∙z ¡ v)2 (102{18)

Nejedna∙cinom se naglasilo da je manja izgubljena energija ako se
mlaz ∙siri u dva ,,koraka" (od Asu∙z do A0, a potom od A0 do A), nego
ako je to neposredno (od Asu∙z do A). Ovim se tvrdi da je izgubljena
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energija manja u slu∙caju sa sl. 102{9, nego u slu∙caju sa sl. 102{10. Ovo
je razumljivo, jer dve u∙ze vrtlo∙zne oblasti skromnijih zamaha manje
tro∙se od jedne jedinstvene ∙ciji je zamah znatno ve¶ci.

Iako je prethodno izlo∙zeno shvatljivo, treba ipak proveriti da li to
iskazuje napisana nejedna∙cina (102{18), odnosno treba proveriti nje-
nu valjanost. To je veoma lako { treba samo desnu stranu zameniti
prema slede¶cem:

(vsu∙z ¡ v)2 = [(vsu∙z ¡ v0) + (v0 ¡ v)]2

Slu∙caj sa sl. 102{10 postaje dijafragma, ako se du∙zina L u∙ze cevi
smanji na debljinu dijafragme (dijafragma je bila primer za obja∙snjenje
lokalnog gubitka energije u Odeljku I Poglavlja 101). Me¹dutim, ako je
du∙zina L i ne∙sto du∙za, ali ne toliko da se su∙zeni sredi∙snji mlaz pro∙siri
po celom preseku u∙ze cevi pre njenoga kraja, opet ¶ce gubitak energije
biti pribli∙zno isti kao kod dijafragme. Stoga ¶ce se nastavak razmatranja
odnositi na dijafragmu.

Za koe¯cijent su∙zenja CA kod dijafragme uze¶ce se ista vrednost kao
kod naglog su∙zenja cevi, jer je u oba slu∙caja su∙zavanje mlaza posledica
prelaska iz ve¶ceg preseka cevi u manji. Razlika je u tome ∙sto se ranije
razmatrao slu∙caj prelaz iz preseka cevi AI u presek cevi AII, a kod
dijafragme je prelaz iz preseka cevi A u otvor dijafragme povr∙sine A0.
Prihvatanjem ovakvog stava, koe¯cijent su∙zenja za dijafragmu ra∙cuna¶ce
se, po ugledu na izraz (102{11), sa:

CA = 0;62 + 0;38
µ
A0

A

¶2

(102{19)

Na osnovu ovako odre¹dene vrednosti za CA, sra∙cuna se ' po obra-
scu (102{12), pa se CA i ' uvrste u (102{17) i dobija se koe¯cijent gubit-
ka energije »dia na dijafragmi za bilo koji pojedina∙cni primer. Gra¯kon
na sl. 102{11 daje uvid u zavisnost »dia od A0=A, nacrtan na osnovu
rezultata prema izlo∙zenom postupku.

Skre¶ce se pa∙znja da se iz slike 102{11 uvi¹da da je za A0=A = 0,1,
koe¯cijent lokalnog gubitka »dia jednak 240. Tako velika vrednost ne
treba da zbunjuje, jer se izra∙zava u odnosu na v2=2g (brzinsku visinu
u cevi), a da bi » bio jednak pribli∙zno jedinici kada bi se izra∙zavao u
odnosu na v2

su∙z=2g. Dijafragma ∙ciji je pre∙cnik otvora D0 jednak 0;2D
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Slika 102{11 Koe¯cijent lokalnog gubitka na dijafragmi

(D = pre∙cnik cevi) tj. gde je odnos A0=A jednak 0;04, prema preporu-
∙civanom ra∙cunanju, ima ∙cak »dia oko 1620.

¤ ¤ ¤

Ako se slu∙cajevi sa sl. 102{9 i 102{10 shvate kao prepreka, sila koju
prima prepreka preko prednje ∙ceone svoje povr∙sine (kru∙zni prsten) i
iste takve stra∙znje povr∙sine, mo∙ze se u slu∙caju sa sl. 102{10 dobiti
samo zbirno (bez razdvajanja na prednju i stra∙znju povr∙sinu) dok se,
za slu∙caj sa sl. 102{9 mo∙ze dobiti razdvojeno (posebno sila na prednji, a
posebno na stra∙znji kru∙zni prsten). Ovo je lako shvatljivo, jer proizlazi
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iz prethodnih izlaganja, gde se zadatak prema sl. 102{9 razdvajao na
dva (jer je postojao presek sa paralelnim i pravolinijskim strujanjem za
zavr∙setak prvog i po∙cetak drugoga odvojenog zadatka), dok se zadatak
prema sl. 102{10 ne mo∙ze razdvojiti (nema u su∙zenom delu presek koji
bi to omogu¶cio).

Za slu∙caj sa sl. 102{9 sila koju uzima prednji kru∙zni prsten odre¹du-
je se kao kod naglog su∙zenja cevi, a sila koju prima stra∙znji prsten od-
re¹duje se kao kod naglog pro∙sirenja cevi.

Za slu∙caj sa sl. 102{10 sila koju primaju oba prstena, kako je re∙ceno,
mo∙ze se odrediti zbirno (bez razdvajanja na prednji i stra∙znji prsten),
a primenom uobi∙cajenog postupka uravnote∙zenja sila koje deluju na
masu izme¹du preseka (I) i (II) { razume se, uz prethodno poznavanje
izgubljene energije izme¹du ta dva preseka.

¤ ¤ ¤

Slika 102{12 prikazuje 6 oblika kojima se presek cevi lokalno pri-
gu∙suje { sve su to su∙zenja preseka iza ∙cega sledi pro∙sirenje na presek
ispred su∙zenja, pa se mogu shvatiti kao lokalne prepreke struji.

U prva dva slu∙caja (a) i (b) su∙zeni presek Asu∙z je isti, jer se sredi∙snji
mlaz, odbijen od otvora, ne pro∙siri toliko da u slu∙caju (b) ispuni ceo
presek su∙zene cevi pre njenog kraja. Po∙sto je su∙zeni presek isti, gubitak
energije u (a) i (b) zanemarljivo se razlikuje { u oba slu∙caja, kako je
svojevremeno obja∙snjeno, Eizg se ra∙cuna kao kod dijafragme, odnosno
prema slici 102{11.

U slu∙caju (c) zaobljavanje ulaza spre∙cava su∙zavanje mlaza (u odno-
su na otvor u sredini cevi), pa je gubitak energije znatno manji nego
u (b), jer se pro∙sirivanje mlaza obavlja od preseka A0, a ne od su∙zenog
preseka Asu∙z. Ra∙cuna se i ovde sa (102{17), ali sa CA = 1. Gubitak
energije je za (d) ve¶ci nego za (c), na pro∙sirenju se pribli∙zno isti, ali je
na su∙zavanju (usled skupljanja mlaza) ve¶ci nego u (c).

U slu∙caju (d) su∙zena cev je toliko duga∙cka da se su∙zeni mlaz pre
kraja su∙zene cevi pro∙siri na ceo njen presek (ostvaruje se prikazano
na sl. 102{9). Gubici energije ra∙cunaju se odvojeno za su∙zenje { po
obrascu (102{13) { i za pro∙sirenje { po (102{2).

Slu∙cajevi (e-1) i (e-2) oblikuju i ulaz u su∙zenje i izlaz iz njega tako
da se lokalni gubici energije mogu zanemariti { ra∙cuna se samo tre-
nje. Razlika me¹du njima je u tome ∙sto prvi sadr∙zi ,,koni∙cno" a drugi
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Slika 102{12 Prepreke u cevi. Za isti proticaj i iste preseke A i A0

redosled smanjenja izgubljene energije je: (a) = (b), (d), (c), (e)

,,zaobljeno" su∙zenje { vidi sl. 102{7.
Treba naglasiti da ve¶ci gubitak energije zna∙ci i ve¶cu pijezometarsku

razliku, a onda i ve¶ci otpor, ve¶cu silu K kojom prepreka deluje na °uid.

II

PROMENA PRAVCA STRUJANJA
U CEVI { KRIVINA, KOLENO

Razmatranja naglog pro∙sirenja i su∙zenja cevi ukazala su na osnov-
ni razlog za gubitak energije { on je u odvajanju strujanja u vrtlo∙znu
oblast, koja se neminovno obrazuje, jer se te∙cnost nizvodnim smerom
ne mo∙ze prenositi celim presekom cevi ako se on naglo menja.

I kod krivine postoji isti razlog. Na unutra∙snjoj strani krivine do-
lazi do odvajanja u vrtlo∙znu oblast, jer struja ne mo∙ze tako naglo da
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skrene kako joj name¶cu ∙cvrste granice u krivini. Na sl. 102{13, izme¹du
ostaloga, ∙zeli se prikazati obrazovanje odvojene vrtlo∙zne oblasti, ∙sto je
na slici ozna∙ceno sa ,,1".

U uvodnim izlaganjima o strujama, u Poglavlju 81, razmatrani su
uslovi za popre∙cni presek struje koji se mo∙ze uzeti za pisanje jedna∙cine
namenjene struji kao celini. U tom preseku strujanje je paralelno i
pravolinijsko, normalno na presek, i pijezometarska kota je ista za ceo
presek. Tamo je kao ubedljiv primer nepodobnog preseka uzet ba∙s pre-
sek u krivini { sl. 81{3 { jer u njemu pijezometarska kota pokazuje
izrazitu nejednakost, raste od unutra∙snje ka spoljnoj strani krivine { to
je prikazano na sl. 102{13, gde je ozna∙ceno sa ,,2".

U krivini se uspostavlja popre∙cno strujanje: u ravni popre∙cnog pre-
seka komponenta brzine usmerena je od unutra∙snje ka spoljnoj strani
krivine kroz sredinu preseka (vidi ozna∙ceno pod ,,3" na sl. 102{13), a
onda uslov neprekidnosti (odr∙zavanja mase) zahteva da je u preostalom
delu preseka strujanje suprotno usmereno. Slaganje ovoga popre∙cnog
strujanja sa podu∙znim (u pravcu osnovnog toka) daje, du∙z krivine spi-
ralno strujanje (dve spirale). To spiralno strujanje uzima energiju, treba

3)

Π za ceopresek

2)

2)

ΠspΠ

presek C-C
α

C

C

1)R

D

v D 
gR

2

Πun

Slika 102{13 Uz obja∙snjenje pojava u krivini: 1) obrazovanje od zida
odvojene vrtlo∙zne oblasti, 2) pijezometarska kota u jednom preseku nije ista
za ceo presek: raste od unutra∙snje ka spoljnoj strani krivine (od ¦un do ¦sp),
3) popre∙cno strujanje (sa podu∙znim sla∙ze se u spriralno strujanje)
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ga ,,pothranjivati" energijom, a i to odvajanje energije uklju∙cuje se
u ,,izgubljenu energiju", pored malo pre opisanog o∙cuvanja energije u
odvojenu vrtlo∙znu oblast, prikazanu sa (1) na sl. 102{13.

¤ ¤ ¤

Obi∙cno se koe¯cijenat » lokalnog otpora krivine izra∙zava sa:

»kr = »kr

µ
R

D
;®
¶

(102{20)

gde je R=D odnos radijusa zakrivljenja prema pre∙cniku cevi, ® je ugao
skretanja (vidi sl. 102{14).

za 30o< <180oα

α

R/D

0,6

0,4

0,2

0
0 2 4 6 8

ξ α ξ α( )     (90 )    
90

o
o

D

R
R α  90= o

α  90= o
ξ

Slika 102{14 Koe¯cijenti gubitka energije za krivinu; u osen∙cenom
podru∙cju nalazi se prete∙zan deo preporu∙civanih vrednosti za prakti∙cnu
upotrebu

Prikazano na slici lako se obja∙snjava. ∙Sto je krivina naglija (o∙strija),
tj. ∙sto je manji odnos R=D, strujanje te∙ze skre¶ce, pa se obrazuje ve¶ca
odvojena vrtlo∙zna oblast, u kojoj je onda ve¶ca izgubljena energija, a
ja∙ce je i opisano spiralno strujanje, pa i ono tro∙si vi∙se energije. Zna∙ci, sa
opadanjem R=D raste »kr za isti ugao skretanja ®. Za isti odnos R=D,
a ve¶ci ugao ®, oba navedena uzroka gubljenja energije su ve¶ca, jer je
krivina du∙za, pa koe¯cijent »kr raste sa porastom ugla ®. Slika 102{14
potvr¹duje opisane zavisnosti. Treba primetiti da se gra¯kon odnosi na
® = 900, a za ® izme¹du 300 i 1800 na slici je napisano da se ra∙cuna

dobijeno sa gra¯kom »(900) pomno∙zeno sa
q
®=900. Ovo pokazuje da
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se prikazuje da je vrednost koe¯cijenta » srazmerna sa
p
®, a to je bli∙ze

stvarnosti, nego da se napisala srazmernost sa uglom skretanja ®, jer
se dejstvo uzroka gubitka energije (odvajanje u vrtlo∙znu oblast, spi-
ralno strujanje) ne menja u tolikoj meri da se ostvaruje srazmernost sa
uglom ®.

Skre¶ce se pa∙znja da gra¯kon zavisnosti » = »(R=D) nije prikazan
linijom nego pojasom u koga ulazi ve¶cina preporu∙civanih zavisnosti.
Razlike izme¹du pojedinih zavisnosti su u neodre¹denosti mesta odva-
janja od struje vrtlo∙zne oblasti (prikazano kao ,,1" na slici 102{13),
a onda i prostiranje te oblasti, a ona je glavni ,,potro∙sa∙c" energije (ko-
ja se ra∙cuna kao izgubljena). Gde ¶ce se vrtlo∙zna oblast odvojiti za-
visi od rasporeda prizidnih brzina i od hrapavosti (i to ne prose∙cne,
nego najkrupnijih izbo∙cina), a to je te∙sko obuhvatiti u nekakvu zakoni-
tost.

Nije beskorisno podse¶canje da se na procenjeni lokalni gubitak do-
daje i trenje { to je op∙ste prihva¶ceni postupak, izlo∙zen na po∙cetku Po-
glavlja 101. Po∙sto je du∙zina krivine L jednaka ¼R®=1800, treba dodati
trenje na du∙zini L. Ako se to ne uradi, a ra∙cuna se samo lokalni gubitak
prema sl. 102{14, do¶ci ¶ce do o∙cigledne gre∙ske: za du∙ze i bla∙ze krivine
obra∙cunati lokalni gubitak prema sl. 102{14 mo∙ze da bude manji nego
gubitak usled trenja na istoj tolikoj du∙zini prave cevi.

Za naglo skretanje cevi, ∙sto se naziva ,,koleno" (sl. 102{15) gubici
energije su ve¶ci nego kod krivine, jer je kod nje skretanje postepeno.
Kod naglog skretanja dolazi do izrazitog su∙zenja mlaza, ∙sto se htelo i
prikazati slikom (102{15). Oko su∙zenoga mlaza nastaje njegovo pro∙si-
rivanje na ceo presek cevi.

45o

v v
ξ    0.3ξ    1.2

vsuz

Slika 102{15 Koe¯cijenti gubitka energije u kolenu (uz v2=2g)
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Za ugao skretanja ® = 900 brzina u su∙zenom preseku vsu∙z ceni se da
je dva puta ve¶ca od brzine v cevi (su∙zeni presek struje dva puta manji
od preseka cevi). Uz to se pretpostavlja da je koe¯cijenat gubitka u
su∙zavanju jednak otprilike 0,05. Po ugledu na jedna∙cinu (102{15) mo∙ze
se sa ' = 0;05 napisati

Eizg;lok = 0;05
v2
su∙z

2g
+

(vsu∙z ¡ v)2

2g

∙sto sa postepenim su∙zavanjem mlaza, sa vsu∙z = 2v, daje

»kol =
Eizg;lok

v2=2g
= 0;05£ 4 + 1 = 1;2 (102{21)

Preporuke za prakti∙cnu primenu daju »kol izme¹du 1,0 i 1,4 (za
® = 900). Za skretanje od 450 gubitak energije je znatno manji i vre-
dnost za »kol je oko 0,3.

¤ ¤ ¤

PRIMEDBA

Razlika izme¹du pijezometarskih kota na spoljnoj i unutra∙snjoj strani
krivine, i to u popre∙cnom preseku na sredini krivine mo∙ze se proceniti
pribli∙znim ra∙cunom po jedna∙cini (81{17) u kojoj se pretpostavlja da
je brzina u po celom preseku ista (uze¶ce se za brzinu u prose∙cna brzi-
na za presek v), a za ∙sirinu preseka (mereno u pravcu normale), koja
je u navedenoj jedna∙cini ozna∙cena sa d uze¶ce se pre∙cnik cevi D. Sa
takvim oznakama navedena jedna∙cina za razliku pijezometarskih kota
na spoljnoj i unutra∙snjoj strani krivine daje:

¦sp ¡ ¦un =
v2D

gR
(102{22)

U Odeljku II Poglavlja 101 napisan je sa (101{3) op∙sti obrazac za
lokalni gubitak energije, dobijen primenom dimenzionalne analize. Za
krivinu u bezdimenzionalno izra∙zavanje grani∙cnih uslova (Ko) ulaze,
pre svega odnos polupre∙cnika zakrivljenja R=D i ugao skretanja ® { to
je i upisano u funkciju (102{20).
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Iza obrasca (101{3) raspravljalo se i o uticaju hrapavosti na raspo-
red brzina u grani∙cnim presecima (I) i (II), izme¹du kojih se ostvaruje
izgubljena energija koja se odre¹duje. Uticaj hrapavosti (izra∙zen rela-
tivnom hrapavo∙s¶cu, k=D) na raspored brzina po preseku, upisan je u
izraz (101{5) pored Re-broja. Me¹dutim, sem uticaja hrapavosti na ra-
spored brzina u grani∙cnim presecima, skrenuta je pa∙znja i na mogu¶ci
uticaj hrapavosti na polo∙zaj mesta po∙cetka odvajanja u vrtlo∙znu oblast,
a to zna∙ci uticanje na prostorno zahvatanje te oblasti. ∙Sto je ta oblast
ve¶ca, ve¶ci su gubici energije u njoj. Kao primer za ovakvo uticanje
hrapavosti navedena je ba∙s krivina.

U krivini po∙cetak odvajanja u vrtlo∙znu oblast nije jasno, i ubedljivo,
nametnut ∙cvrstim granicama: ne mo∙ze se unapred re¶ci gde ¶ce odvaja-
nje otpo∙ceti. Nasuprot tome, kod naglog pro∙sirenja, mesto odvajanja
je potpuno jasno odre¹deno samim oblikom ∙cvrstih granica.

Kod krivine na odvajanje u vrtlo∙znu oblast osetno uti∙ce raspored
brzina po preseku, jer za istu srednju brzinu u preseku v, mogu da bu-
du druk∙cije brzine u prizidnom delu preseka, a od toga zavisi gde ¶ce
do¶ci do zaustavljanja deli¶ca u blizini zida na unutra∙snjoj strani krivine
i otpo∙cinjanja njihovog kretanja unatrag, ∙cime se i za∙cinje vrtlog, upra-
vo otpo∙cinje vrtlo∙zna oblast. Raspored brzina u popre∙cnom preseku
tako¹de uti∙ce i na opisano spiralno strujanje.

Ako se iz navedenih razloga uticaj hrapavosti unosi u izraz za izgub-
ljenu energiju u bezdimenzionalno izra∙zene grani∙cne uslove (Ko) u funk-
ciji (101{3) pored ve¶c navedenih bezdimenzionalnih veli∙cina (R=D, ®)
ulazi i relativna hrapavost k=D, pa je:

» = »

Ã
Re;

R

D
; ®;

k

D

!
(102{23)

Uno∙senje uticaja hrapavosti na obrazovanje strujanja u krivini (od-
vajanje u vrtlo∙znu oblast spiralno strujanje) ne bi, strogo uzev∙si, bilo
dovoljno izra∙zeno samo uno∙senjem relativne hrapavosti k=D sa kojom
se ra∙cuna trenje, jer k=D treba shvatiti kao obra∙cunski pojam. Ra∙cun sa
prihva¶cenom apsolutnom hrapavo∙s¶cu daje onoliki gubitak usled trenja
koliki bi dala jednolika pe∙s∙cana hrapavost sa visinom izbo∙cina jedna-
kom k.

U Odeljku I Poglavlja 99 prikazano je da stvarno stanje hrapavosti u
prakti∙cnim primerima ∙cine izbo∙cine razli∙cite visine, oblika i rasporeda
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po povr∙sini, pa se ne mo∙ze tvrditi da ¶ce se na istom mestu vrtlo∙z-
ne oblasti odvojiti za sve slu∙cajeve gde je ista obra∙cunska hrapavost.
Verovatno da je presudan uticaj najvi∙sih izbo∙cina, kao i njihov oblik. Za
krivine izra¹dene iz vi∙se me¹dusobno zavarenih komada, polo∙zaj njihovog
spajanja mo∙ze uticati gde ¶ce se odvojiti vrtlo∙zna oblast.

Prethodna obja∙snjenja, navode na pomisao da je ta∙cno odre¹denje
uticaja hrapavosti na zbivanja u krivini preterano slo∙zeno, pa se mo∙ze
shvatiti da je nedosti∙zno. Iz prakti∙cnih razloga stoga se obi∙cno ne uno-
si relativna hrapavost u obrazac kojim se odre¹duje koe¯cijent lokalnog
gubitka » jer ona verovatno ne bi dovoljno odra∙zavala mogu¶ci uticaj
hrapavosti, a slo∙zeniji obrazac bi samo stvarao iluziju ve¶ce ta∙cnosti.
Ra∙cunaju¶ci da ¶ce prakti∙cni zadaci do¶ci u kvadratnu zakonitost izostav-
lja se i Re{broj, kao ∙sto je to u∙cinjeno u op∙stem obrazcu (101{6). Tako
se umesto slo∙zenije funkcije (102{22) obi∙cno navodi prostija (102{20).
Me¹dutim, ovo upro∙stavanje kod krivine ima za posledicu da se preporu-
∙civane zakonitosti za koe¯cijent lokalnog gubitka » za krivinu podosta
razlikuju, ali se prete∙zan deo iskustvenih obrazaca mo∙ze uklju∙citi u
osen∙cenu oblast na sl. 102{14.

III

SPAJANJE I RAZDVAJANJE CEVI

U∙cini¶ce se poku∙saj da se do¹de do iznosa izgubljene energije usled
uvo¹denja u cev priklju∙cka { sl. 102{16. Primeni¶ce se isti postupak koji
je doveo do izraza za izgubljenu energiju kod naglog pro∙sirenja, i kod
ulaza u cev uvu∙cenu u rezervoar (sl. 83{5 i 82{6) tj. primeni¶ce se di-
nami∙cka jedna∙cina uravnote∙zenja sila i njen rezultat ¶ce se nametnuti
jedna∙cini energije da obra∙cuna izgubljenu energiju. Priklju∙cak je pod
uglom od 900 (sl. 102{16) i uravnote∙zuju se sile koje deluju u x-pravcu
(pravac glavne cevi u koju se uvodi priklju∙cak), na masu °uida ograni-
∙cenu presecima (I), (II) i (S), uz pretpostavku da je strujanje kroz te
preseke pravolinijsko i paralelno, normalno na presek.

Jedna∙cina za navedeno uravnote∙zenje pi∙se se sa:

Gx + PI ¡ PS + II ¡ IS = 0 (102{24)

Sile su upisane na sl. 102{16 i one su komponenta te∙zine (u x-prav-
cu) posmatrane mase, PI i PS su sile pritiska u presecima (I) i (S), dok
su II i IS komponente inercijalne ,,sile" u tim presecima.
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I = AvI I2ρ
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(
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S
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x
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Q

Slika 102{16 Sile koje u pravcu pru∙zanja glavne cevi (x{pravac) deluju
na masu °uida izme¹du preseka (I), (II) i (S)

Prve tri sile u (102{24) zajedno iznose °A(¦I ¡ ¦S), ∙sto se dobi-
ja na isti na∙cin kao kod dijafragme { vidi jedna∙cinu (101{13), dok su
komponente inercijalne ,,sile" jednake ½Av2

I , odnosno ½Av2
S. U pretho-

dnom pisanju A = presek cevi koji je isti u oba preseka, u (I) i (S)
dok su vI i vs brzine u odgovaraju¶cim presecima. Koriste¶ci prethodna
izjedna∙cenja kao zamene u (102{24) dobija se:

°A(¦I ¡ ¦S) + ½A
³
v2
I ¡ v2

S

´
= 0

¦I ¡ ¦S =
v2

S

g
¡ v2

I

g
(102{25)

Ovako odre¹dena pijezometarska razlika nametnu¶ce se jedna∙cini ener-
gije da obra∙cuna izgubljenu energiju:

Eizg = ¦I+
v2
I

2g
¡
Ã

¦S +
v2
S

2g

!
= ¦I¡¦S+

v2
I

2g
¡ v2

S

2g
=

v2
S

2g
¡ v2

I

2g
(102{26)

U prethodnoj jedna∙cini uravnote∙zenja sila (102{24) nije uzeta u
obzir sila trenja °uida o zidove. Isto tako se postupilo i kod naglog
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pro∙sirenja (Primer 3, Poglavlje 83), pa je tako dobijena izgubljena
energija onda, u Odeljku I ovoga poglavlja shva¶cena kao dodatna iz-
gubljena energija izazvana lokalnim poreme¶cajem tj. Eizg;lok. Trenje ¶ce
biti obuhva¶ceno ako se ono ra∙cuna za cevi sve do spajanja, i saglasno
sa tim crtaju se pijezometarska i linija energije sa stepeni∙castim spu-
∙stanjem linije energije za lokalni gubitak. Deljenjem (102{26) sa v2

S=2g
dobija se koe¯cijent lokalnog gubitka:

³
»S
I

´
S

= 1¡
µ
vI

vS

¶2

= 1¡
Ã
Q¡ q

Q

!2

= 2
q

Q
¡ q2

Q2
(102{27)

Ovo je napisano kori∙s¶cenjem zamena:

vI

vS
=
Q¡ q

Q

gde je q proticaj iz priklju∙cka, a Q proticaj posle spajanja.
Prethodnim obele∙zavanjem koe¯cijenta » ukazalo se da se odnosi na

lokalni gubitak energije za struju od preseka (I) do (S), a da » treba
mno∙ziti sa v2

S=2g (da bi se sra∙cunao lokalni gubitak).
Opiti za DI = DII = DS pokazuju (sl. 102{17; crte∙z dole, levo) da

je stvarni lokalni gubitak manji od onoga ∙sto daje jedna∙cina (102{27).
Razlog je u odstupanju stvarnih okolnosti od prihva¶cenih pretpostavki
koje su dovele do (102{27). Naime, kroz presek (II), usled skretanja
struje, strujanje nije pravolinijsko i paralelno, normalno na presek, pa
inercijalna ,,sila" za taj presek ne deluje normalno na presek (II), ne-
go ima komponentu i u pravcu strujanja, koju je, me¹dutim nemogu¶ce
jednostavno odrediti (trebalo bi poznavati brzine, po iznosu i pravcu,
po celom preseku), ali se mo∙ze tvrditi da navedena komponenta (III;x)
deluje pozitivnim smerom (takvo je skretanje), tj. deluje istim sme-
rom kao II, pa bi uno∙senje i te sile (III;x) u jedna∙cinu (102{24), dovelo
do toga da bi ¦I ¡ ¦S bilo manje od onoga ∙sto pokazuje (102{25),
a onda bi Eizg bilo manje od napisanoga sa (102{27). To pokazuje i
upore¹denje linija na sl. 102{17 dole, levo.

Mo∙ze se postaviti pitanje za∙sto se presek (II)na sl. 102{16 ne pomeri
na polo∙zaj (II'), gde je strujanje normalno na presek (jo∙s nije otpo∙celo
skretanje), pa onda otpada komponenta III u x-pravcu. Me¹dutim,
pomeranje preseka zahteva uvo¹denje sile Kx, kojom omota∙c deluje na
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..........jednacina
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Slika 102{17 Koe¯cijenti lokalnih gubitaka (») pri spajanju cevi (isti je
pre∙cnik cevi u sva tri kraka)

°uid. To je dejstvo pritiska sa omota∙ca zahva¶cenog dela priklju∙cne
cevi (izme¹du preseka II i II'). Ova sila (Kx) bi se potirala sa kompo-
nentom GII

X te∙zine °uida u pravcu x u tom delu cevi, ali samo ako
bi strujanje bilo skroz pravolinijsko i paralelno (tada se u normalnom
pravcu uravnote∙zuju sile kao u hidrostatici). Me¹dutim, ovde nije tako,
pa se zadatak, preno∙senjem grani∙cnog preseka sa (II) na (II') zapetljava
uno∙senjem sila Kx i GII

x , od kojih je prva neizvesna, upravo neodre¹dena
bez poznavanja rasporeda pritisaka po omota∙cu priklju∙cne cevi.

Ovaj primer mo∙ze da pru∙zi pouku op∙stijeg zna∙caja koja se mo∙ze
izraziti na slede¶ci na∙cin: Treba biti oprezan pri prihvatanju pretpostav-
ki koje pojednostavljuju zadatak, i tako ga ∙cine re∙sivim, jer se te pret-
postavke ne moraju ostvariti ni toliko pribli∙zno da bi se dobio barem
pribli∙zan rezultat, koji bi primena mogla prihvatiti. Primeri naglog
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pro∙sirenja cevi (sl. 83{5) i ulaza u cev uvu∙cenu u rezervoar (sl. 82{6)
re∙seni su sa pretpostavkama koje se uglavnom ostvaruju i stoga su i
dobijena re∙senja prihvatljiva. Me¹dutim, iako se pretpostavke koje su
dovele do (102{27), ne mogu prihvatiti kao pogodne da bi dovele do pou-
zdanog rezultata, dobijeni rezultat (102{27) je opet od koristi. Zna se
da je stvarani gubitak energije manji od toga, i da je to odstupanje ma-
nje ako je q manje. Mo∙ze, u nekom primeru, i gubitak prema (102{27)
biti od malenoga zna∙caja, a onda to pogotovo va∙zi za stvarni gubitak.

Slika 102{17 (dole levo) pokazuje i koliki su gubici za energije u
glavnoj cevi, izra∙zeni sa koe¯cijentom (»S

I )S, kada je priklju∙cak pod
uglom ® = 450. Ti gubici su znatno manji nego sa priklju∙civanjem pod
uglom ® = 900, ∙sto je razumljivo, jer je za ® = 450 inercijalna ,,sila"
u preseku (II) usmerena tako da ima zna∙cajnu komponentu u pravcu
strujanja u glavnoj cevi (x-pravcu). Taj uticaj znatno smanjuje razli-
ku ¦I¡¦S, jer ta komponenta deluju u istom smeru kao II, u suprotnom
od IS, pa je manja izgubljena energija.

I za ® = 900 i za ® = 450, kada iz priklju∙cka nema proticaja (q = 0),
koe¯cijent lokalnog gubitka » = 0, ∙sto zna∙ci da u struji du∙z glavne cevi
od (I) do (S) nema gubitka lokalne energije. To, me¹dutim, nije potpuno
ta∙cno jer je struja prolaze¶ci pored priklju∙cka ipak malo uznemirena,
stvara se vrtlo∙zenje, jer struja ho¶ce da povu∙ce mirnu vodu iz priklju∙cka,
a ona se odupire { dakle ima lokalnog poreme¶caja, a onda i lokalnog
gubitka energije, ali nije zna∙cajan { mo∙zda reda vrednosti » = 0;05.

Treba zapaziti da se za ® = 450, a za odnos q=Q jednak jedinici,
dobija negativna vrednost za », pa onda i za izgubljenu energiju. Ovo
je protivre∙cno stavu o neminovnom smanjenju mehani∙cke energije niz
struju. Taj stav, me¹dutim pretpostavlja da se energija izme¹du dva pre-
seka struje ne unosi u nju, a ovde se u struju izme¹du preseka (I) i (S)
unosi energija iz priklju∙cka. Mora se naglasiti da se ovde (kod spajanja
struja) sa Eizg izra∙zava ,,obra∙cunska izgubljena energija" pri isklju∙civom
posmatranju struje od (I) do (S), a bo∙cna struja iz priklju∙cka mo∙ze struji
od (I) do (S) energiju pove¶cati, uprkos gubitku (jer je primanje energije
ve¶ce od gubitka), ali se tada u zasebnom ra∙cunu za energiju, od (II)
do (S) u njenoj ,,ra∙cunskoj energiji" pojavljuje i ono ∙sto je stvarno
izgubljeno i ono ∙sto je predato prvoj obra∙cunatoj struji.

Ra∙cun, koji ¶ce otkloniti navedeni nesporazum, obuhvati¶ce ukupnu
izgubljenu energiju u spajanju, a ona je razlika izme¹du energije koja se
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unosi u posmatrani ∙cvor kroz preseke (I) i (II) i energije koja se iznosi
kroz presek (S). Ukupnu energiju po jedinici te∙zine izra∙zava energetska
kota E, a ona je zbir potencijalne i kineti∙cke energije ¦ + v2=2g. Za
svaki presek, E treba pomno∙ziti sa te∙zinom koja proti∙ce i dobija se
ukupna energija (ne vi∙se po jedinici te∙zine) koja ulazi, odnosno izlazi,
kroz presek. Razlika izme¹du ulaza kroz (I) i (II) i izlaza kroz presek (S)
mora da bude pozitivna (vi∙se ulazi nego izlazi) a to je onda izgubljeno.
Ovaj navod se ispisuje sa:

°(Q¡ q)EI + °qEII > °QES (102{28)

Desna strana se zamenjuje izrazom koji proticajQ razdvaja na Q¡q
i q, pa se, i uz delenje sa °, dobija:

(Q¡ q) (EI ¡ ES) + q (EII ¡ ES) > 0

ili (Q¡ q)EI¡S
izg + qEII¡S

izg > 0 (102{29)

Ova nejedna∙cina bi¶ce uvek zadovoljena, a to onda ukazuje da se
na spajanju, posmatranom kao celina, mehani∙cka energija uvek gubi.
Kasnije ¶ce se pokazati da je izraz (102{29) zaista ispravan.

Desni crte∙z na donjem delu slike 102{17 odnosi se na gubitak energi-
je za struju od preseka (II) do preseka (S). I ovde se koe¯cijent gubitka »
mno∙zi sa brzinskom visinom u preseku iza spajanja, sa v2

S=2g.

Na pomenutom crte∙zu se vidi da je (»S
II)S < 0 sve dok proticaj q iz

priklju∙cka ne prelazi otprilike 1/4 ukupnog proticaja Q (za ® = 900),
odnosno 1/3 (za ® = 450). Za grani∙cni slu∙caj, q = 0, koe¯cijent
(»S

II)S = ¡1. Ovi podaci ne treba da za∙cu¹duju, ako se prihvate pret-
hodna obja∙snjenja o mogu¶cnosti da je obra∙cunska izgubljena energija
negativna, odnosno da posmatrani deo struje od (II) do (S) primi vi∙se
energije od glavne struje, nego ∙sto se u njemu izgubi.

Da je, za q=Q jednako nuli, (»S
II)S = ¡1 lako je obja∙snjivo, jer tada

u pravoj cevi od (I) do (S) skoro i nema gubitaka, a brzina od (I) do (S)
se ne menja, pa je pribli∙zno ista pijezometarska kota u presecima (I)
i (S), a ona se skoro nepromenljiva prenosi i u priklju∙cak, gde nema
strujanja, pa je:

¦II = ¦S (102{30)

367

DRAFT verzija 2001.



a kako je u preseku (II) pijezometarska kota ¦II ujedno i energetska
(EII = ¦II), prethodno napisana jedna∙cina mo∙ze se svesti na

EII = ES ¡
v2
S

2g
(102{31)

∙sto ukazuje da je

EII¡S
izg = EII ¡ ES = ¡v

2
S

2g
(102{32)

pa je (»SII)S = ¡1.
Za q = Q, tj. kada voda doti∙ce isklju∙civo iz priklju∙cka, koe¯ci-

jent lokalnog gubitka je otprilike 1, odnosno 0;4 (za ® = 900, odnosno
za ® = 450), a to je pribli∙zno onoliko koliko iznosi skretanje u kolenu
(sl. 102{15).

Iza jedna∙cine (102{29) dato je obe¶canje da ¶ce se kasnije potvrditi
njena ispravnost, i to ¶ce se sada ispuniti. Po∙sto se izgubljene energije
upisane u navedenu jedna∙cinu dobijaju mno∙zenjem odgovaraju¶ceg koe-
¯cijenta lokalnog gubitka sa istom brzinskom visinom, sa v2

s=2g, mo∙ze
se nejedna∙cina napisati i sa:

(Q¡ q)(»sI ) + q(»sII) > 0

ili Ã
1¡ q

Q

!
(»sI ) +

q

Q
(»sII) > 0

Na gra¯konima na slici 102{17 mogu se za niz vrednosti q=Q, o∙citati
odgovaraju¶ce vrednosti za koe¯cijente », i sa tim vrednostima treba u¶ci
u napisanu nejedna∙cinu i zaklju∙ci¶ce se da je ona zadovoljena, a to je
trebalo dokazati.

Izgubljena energija se mo∙ze znatno smanjiti, ako se spajanje obli-
kuje i kada su preseci cevi pode∙seni prema proticajima. Slika 102{18
pokazuje kako se to mo∙ze re∙siti u prakti∙cnoj primeni. Pre spajanja
mo∙ze se priklju∙cak krivinom skrenuti da se uvede pod manjim uglom u
glavnu cev. Na slici 102{16 u∙cinjen je poku∙saj da se prika∙ze odbaciva-
nje mlaza od o∙stre ivice i obrazovanje vrtlo∙zne oblasti iza spajanja cevi.
Zaobljavanjem zidova to se znatno ubla∙zava. Pribli∙zno ista brzina u sve
tri cevi po∙zeljna je (pa tako treba podesiti pre∙cnike), jer vrtlo∙zenje u
spajanju struja utoliko je ve¶ce ukoliko je razlika brzina ve¶ca. Jasno je
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I

II

S

Slika 102{18 Oblikovanje priklju∙civanja cevi (sa istom brzinom u sva tri
kraka gubici energije su zanemarljivi)

da se ovo ne mo∙ze podesiti za sve mogu¶ce slu∙cajeve, ako se o∙cekuju
razli∙citi odnosi proticaja, ali se mo∙ze za one koji su najve¶ci, ili naj∙ce∙s¶ci.

¤ ¤ ¤

Slika 102{19 pru∙za uvid u gubitke energije pri odvajanju struje
(ra∙cvanje, grananje). Kao i na sl. 102{17 koe¯cijent se obra∙cunava
uz brzinsku visinu skupne struje { to je ovde presek pre razdvajanja.
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Slika 102{19 Koe¯cijenti lokalnog gubitka (») pri razdvajanju cevi (isti
je pre∙cnik cevi u sva tri kraka)
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Iz isprekidane linije na gra¯konu uvi¹da se da je gubitak u glavnoj
(pravoj) cevi zanemarljiv, izuzev∙si slu∙cajeve kada ve¶ci deo proticaja
odlazi u odvojak. Ali, i za q = Q, koe¯cijent (»I

S)S dosti∙ze svega oko 1/4,
a to ∙zna∙ci da se pijezometarska kota od (S) do (I) popne za 3/4 od v2

S=2g
{ dakle, prete∙zni deo kineti∙cke energije se preobrati u potencijalnu.

Sl. 102{19, ali punim linijama, pokazuje koe¯cijente gubitka (»II
S )S,

tj. za razmatranje struje od zajedni∙ckog toka u priklju∙cak. Vidi se da
je (»II

S )S = 1 za q = 0 ∙sto se mo∙ze objasniti na isti na∙cin kao ∙sto je
kod spajanja bilo zaklju∙ceno da je (»S

II) = ¡1 za q = 0. Naime, isto je
rasu¹divanje, pa se dolazi i ovde do jedna∙cina (102{30) i (102{31), ali je
sada smer strujanja od (S) prema (II), pa se, umesto (102{32) pi∙se:

ES¡II
izg = ES ¡ EII =

v2

2g

iz ∙cega sledi da je (»S
II) = 1.

Za ® = 900, koe¯cijent (»II
S )S ima vrednost pribli∙zno jedinici (ne∙sto

je malo ve¶ci kada se q pribli∙zi Q). Ovo (vrednost jedinica) zna∙ci da
je za odvojak izgubljena kineti∙cka energija koju poseduje struja pre
odvajanja tj. da treba obezbediti novu kineti∙cku energiju za odvojak.
Za ® = 450 prethodno se ne ostvaruje u potpunosti, pa su manji gubici:
ako se u odvojak odvaja vi∙se od 1/3 ukupnog proticaja, (»II

S )S je oko 0;5.
Za manje uglove skretanja vrednosti su jo∙s ni∙ze: oko 0;3 (za ® = 300),
oko 0;1 (za ® = 150). Zanimljivo je primetiti da, za q = Q (ceo proticaj

I

II

S

Slika 102{20 Oblikovanje ra∙cvanja cevi
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dolazi u odvojak), (»II
S )S je otprilike 1;3, odnosno 0;4 (za ® = 900,

odnosno 450), a to je pribli∙zno kao kod kolena (sl. 102{15).
Nagla∙sava se da se sve navedeno odnosi na slu∙caj da su sve tri cevi

(glavna pre i posle odvajanja, i odvojak) istoga pre∙cnika i da su sve
ivice o∙stre (nezaobljene). Manjim uglom skretanja, zaobljavanjem ivica
i oblikovanjem spoja, uz pode∙savanje preseka cevi prema proticajima,
mo∙ze se lokalni gubitak na ra∙cvanju svesti na zanemarljiv iznos. Slika
102{20 pokazuje kako se to otprilike u praksi ostvaruje.

IV

ZATVARA∙CI

Radi regulisanja proticaja u cevi se ugra¹duju zatvara∙ci { jedan od
mnogobrojnih zatvara∙ca je tzv. ,,tablasti zatvara∙c" { slika 102{21. Slo-
bodan otvor za proticanje odre¹duje polo∙zaj zatvara∙ca, on se podi∙ze,
odnosno spu∙sta na onaj polo∙zaj kojim se ostvaruje zahtevani proticaj.
Na slici 102{22, sa (I), nacrtane su linije energije i pijezometarska za

Slika 102{21 Tablasti zatvara∙c
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E I
 izg,zatv

linija energije
pijezometarska linija

pijezometarska linija

zatvara~ potpuno otvoren (I)

zatvara~ delimi~no otvoren (II)

zatvara~ potpuno zatvoren (III)

zatvara~

E II
 izg,zatvH

II
III

I

I

II
III

I

I

Slika 102{22 Regulisanje proticaja zatvara∙cem: za istu raspolo∙zivu visin-
sku razliku H, zavisno od otvorenosti zatvara∙ca, kroz cev teku razli∙citi pro-
ticaji { u svakom slu∙caju name¶ce se gubitak energije potreban da se ostvari
∙zeljeni proticaj

potpuno otvoren zatvara∙c, pri ∙cemu je izgubljena energija minimalno
mogu¶ca, a proticaj maksimalno mogu¶ci za raspolo∙zivu visinsku razli-
ku H izme¹du nivoa u rezervoarima. Na istoj slici, sa (II) prikazane
su linije energije i pijezometarska za delimi∙cno otvoren zatvara∙c kojim
se ostvaruje izgubljena energija ba∙s onolika koliko zahteva proticaj koji
se propu∙sta. I, na kraju, na istoj slici ta∙ckastom linijom prikazana je
pijezometarska linija za hidrostati∙cko stanje pri potpuno zatvorenom
zatvara∙cu.

Gubitak energije, isto kao i kod dijafragme, uglavnom je u pro∙sirenju
mlaza iza zatvara∙ca i, prema tome, zavisi od brzine u su∙zenom pre-
seku, a za to treba oceniti koe¯cijenat kontrakcije CA, dok je poznata
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povr∙sina otvora A0 za odre¹deni polo∙zaj zatvara∙ca { i razume se, i presek
cevi A. Koe¯cijenat lokalnog gubitka »zatv koji pomno∙zen sa brzinskom
visinom v2=2g (za brzinu v u cevi) daje izgubljenu energiju, ima vre-
dnosti od bliske nuli (za potpuno otvoren zatvara∙c) do veoma velikih
(isto kao kod dijafragme { vidi sl. 102{11). Kod zatvara∙ca, kao i kod
dijafragme (sl. 101{6) treba biti oprezan zbog mogu¶ce pojave izrazitih
potpritisaka u su∙zenom mlazu.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta najva∙znije je da se zna gubitak energije za
potpuno otvoren zatvara∙c, kada te∙ce maksimalni mogu¶ci proticaj. Sva-
ki ∙zeljeni proticaj lako se posti∙ze, pritvaranjem zatvara∙ca. Kod tabla-
stog zatvara∙ca, kako je re∙ceno, gubitak je zanemarljiv, kada je zatvara∙c
potpuno otvoren { gubitak energije nastaje samo zbog udubljenja po
obimu cevi u koje ulazi zatvara∙c kada se klizanjem pomera. Za potpunu
otvorenost mo∙ze se, sigurnosti radi, ra∙cunati sa »zatv = 0;1, ∙sto se ne¶ce
ni dosti¶ci.

Prethodni zaklju∙cak name¶ce pomisao da bi svuda trebalo primenji-
vati tablasti zatvara∙c, jer zanemarljivo smanjuje propusnu mo¶c cevi,
dok zatvara∙ci drugih tipova daju i za potpunu otvorenost znatan gubi-
tak energije. Zatvara∙c sa sl. 102{23, i njemu sli∙cni, za potpunu otvore-
nost daju »zatv izme¹du 2 i 5, ∙sto je i obja∙snjivo velikom kontrakcijom

Slika 102{23 Zatvara∙c { ventil
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mlaza, dvostrukim skretanjem struje, i velikim vrtlo∙zenjem. Po∙sto se
radi o fabri∙ckim serijskim proizvodima, pre njihove primene, treba pri-
baviti i podatke o gubicima energije koje oni stvaraju.

Umesno je pitanje: Za∙sto ne primenjivati svuda tablasti zatvara∙c?
Odgovor name¶cu prakti∙cni razlozi. Kod zatvara∙ca sa sl. 102{23 zapti-
vanje (potpuno zatvaranje) lako se obezbe¹duje, ne postoji mogu¶cnost
talo∙zenja materijala koji voda nosi tako da bi spre∙cili zaptivanje, po-
meranje zatvara∙ca nije ometano nikakvim dodirom. Kod tablastog za-
tvara∙ca te∙sko¶ce stvara njegovo klizanje, kao i obezbe¹denje potpunog
zaptivanja, a uz to i mogu¶cnost talo∙zenja u dnu udubljenja na koje
zatvara∙c nale∙ze kada potpuno zatvara. Dakle, izbor zatvara∙ca ne spada
u razmi∙sljanja koja proizilaze iz hidrauli∙ckih zakonitosti nego iz prak-
ti∙cnih razloga koja name¶ce prihvatljivo kori∙s¶cenje zatvara∙ca.

Prethodna razmatranja dozvoljavaju da se izvedu slede¶ci zaklju∙cci:

1. Zatvara∙c je lokalni poreme¶caj sa promenljivim ∙cvrstim granica-
ma strujanja, pa to name¶ce i promenljivost koe¯cijenta » lokalnog
gubitka energije.

2. Za prakti∙cno re∙senje zadatka merodavno je stanje potpune otvo-
renosti zatvara∙ca, odgovaraju¶ci gubitak energije obezbe¹duje ma-
ksimalno mogu¶cu propusnu mo¶c.

3. Treba obratiti pa∙znju na to da li pritvoreni zatvara∙c stvaraju¶ci
velike lokalne brzine ne stvara nedozvoljene sni∙zene pritiske.

V

U∙CE∙S¶CE LOKALNIH GUBITAKA U UKUPNIM
GUBICIMA U CEVIMA { ODNOS LOKALNIH
GUBITAKA I GUBITAKA USLED TRENJA

U prakti∙cnim razmatranjima lokalne gubitke energije treba ceniti
prema njihovom u∙ce∙s¶cu u ukupnom gubitku u cevi. Ako su lokalni gu-
bici maleni u odnosu na gubitke usled trenja, njima ne treba obratiti
veliku pa∙znju. Nasuprot tome, ako oni imaju zna∙cajni udeo u ukupnim
gubicima, ili su ∙cak od prete∙znog uticaja, njima se mora posvetiti i
odgovaraju¶ca pa∙znja. U prvom slu∙caju ra∙cun se svodi na gubitke usled
trenja, pa se zadatak uklapa u ono ∙sto se nazvalo ,,duga∙cki objekti"
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(a tako je naslovljen Deveti deo knjige), jer je uticaj lokalnih gubitaka
bezna∙cajan. U drugom slu∙caju zadatak se, ubraja u ,,kratke objekte",
jer se, u prvom redu, razmatra lokalni uticaj, odnosno vi∙se lokalnih
uticaja, ∙sto zna∙ci vi∙se ,,kratkih objekata", a trenje je od manjeg zna∙caja.

Navedeno rasu¹divanje mo∙ze se iskazati na slede¶ci na∙cin: Ili je lokalni
gubitak energije malen u odnosu na trenje du∙z cevi, pa se ne treba
mnogo truditi oko njegovog smanjenja, pogodnim oblikovanjem, ili pak,
lokalni gubitak ima zna∙cajan udeo u ukupnom gubitku energije, pa ga
treba svesti na zanemarljivu meru. Iz onoga ∙sto je u vi∙se navrata na-
pisano i prikazano u ovom poglavlju mo∙ze se ste¶ci utisak kako se obli-
kovanjem ∙cvrstih granica strujanja mo∙ze lokalni gubitak znatno uma-
njiti. Primera radi, gubici usled naglog pro∙sirenja, ili su∙zenja cevi, su
zna∙cajni, a mogu se postepenim pro∙sirivanjem, ili su∙zavanjem, dovesti
do toga da se ra∙cuna samo gubitak usled trenja, dok se ne dodaje
dodatni gubitak usled lokalne promene, jer je zanemarljiv.

Odnos izme¹du gubitaka energije zbog lokalnih promena i gubitka
usled trenja ukazuje ∙sta u datom primeru preovla¹duje. Taj odnos se
pi∙se sa:

Ã =
»1 + »2 + : : :+ »n

¸ LD

=
§n

1»i

¸LD

(102{33)

Ovo je napisano na osnovu toga ∙sto brojitelj, pomno∙zen sa brzin-
skom visinom v2=2g, daje ukupni gubitak energije na svim lokalnim
promenama, ∙sto se uvi¹da iz (101{1), dok imenitelj, tako¹de pomno∙zen
sa v2=2g, shodno (91{24), daje gubitak usled trenja.

Kori∙s¶cenje odnosa (102{33) pokaza¶ce se na dva primera.

U vodovodnoj praksi ∙cesto se ra∙cunaju samo gubici usled trenja, pa
se na to doda izvestan procenat od toga da bi se podmirili lokalni gubici
{ obi∙cno se doda 10%. Ra∙cun u ovom smislu je opravdan ako odnos Ã,
napisan sa (102{33), ne prelazi 0;1. Ta vrednost ne¶ce biti pre¹dena ako
zbir koe¯cijenta lokalnih gubitaka §»i ne pre¹de 2 na du∙zini L = 1000D,
i ako koe¯cijent trenja ne bude manji od 0,02.

Drugi na∙cin obuhvatanja lokalnih gubitaka je obra∙cunsko pove¶canje
hrapavosti: ra∙cuna se sa ve¶com hrapavo∙s¶cu od one koju poseduje cev,
pa se dobijaju ve¶ci gubici od onih koji stvara samo trenje, i taj vi∙sak
onda podmiruje lokalne gubitke. O tome je bilo re∙ci pri razmatranju
hrapavosti na kraju Odeljka I Poglavlja 99.
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Bilo bi nesmotreno da se iz prethodnoga zaklju∙ci da lokalnim gu-
bicima uop∙ste ne treba obra¶cati pa∙znju, jer ima primera gde su veoma
uticajni { kao u slede¶cem primeru.

Na sl. 102{24 prikazan je izlaz iz tunela kru∙znog preseka i pokaza¶ce
se da je razmi∙sljanje o oblikovanju izlaza veoma umesno. Zavr∙sni deo
tunela izve∙s¶ce se u postepenom pro∙sirivanju sa pre∙cnika D na izlazni
pre∙cnik Dizl (= 1,5D) { na pomenutoj slici dato pod ,,b", umesto re∙senja
bez pro∙sirivanja { ista slika pod ,,a". Pro∙sirivanjem izlazni presek po-
staje 1,52 ve¶ci od preseka tunela, izlazna brzina je onda v=1,52, gde je v
brzina u tunelu, pa je v2

izl=2g (a toliko se gubi na izlazu) jednako v2=2g

1.05 2
v2

g

0.23 2
v2

g

2.5D

0

2.5D

Dv D Dizl=1.5

Π

Dv

Π

E

0

a)

b)

Slika 102{24 Pro∙sirivanjem tunela na izlazu (b) smanjuje se izgubljena
energija, u odnosu na (a) za 0;82v2=2g { znatno se smanjuje izlazna kineti∙cka
energija, pa se erozija dna i uznemiravanje nivoa znatno ubla∙zeni
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pomno∙zeno sa 1,5¡4 tj. izlazni gubitak iznosi 0,20v2=2g, pa je koe¯ci-
jent gubitka (ra∙cunat uz v2=2g) »izl = 0,20. Dakle gubitak je sveden
na petinu od gubitka za slu∙caj bez pro∙sirivanja, gubitak se smanjuje
za 0,8v2=2g.

U samom pro∙sirivanju gubitak ¶ce se svesti samo na trenje ako se
u strujanju ne obrazuje vrtlo∙zna oblast. To ¶ce se posti¶ci oblikova-
njem prema prikazanom na slici 102{4b, tj. pro∙sirenjem izvedenim sa
tg® = 0,1. Ispunjavanje ovoga uslova zahteva da du∙zina pro∙sirivanja
bude L = 2,5D, a toliko je i nacrtano na sl. 102{24b.

Treba jo∙s dodati da je i trenje manje u pro∙sirivanju nego u istoj du-
∙zini tunela pre∙cnika D. Za slu∙caj ,,a" na sl. 102{24, gubitak na trenje,
i na du∙zini L = 2;5D i sa koe¯cijentom trenja ¸ = 0;02 iznosi:

Eizg;tr(a) = ¸
L

D

v2

2g
= 0;05

v2

2g

Trenje u pro∙sirenju, uz kori∙s¶cenje koe¯cijenta Ã u (102{6) iznosi:

Eizg;tr(b) = 0;02v2=2g

jer je iza izraza (102{6) navedeno da je Ã = 0,39 za pro∙sirenje sa
pre∙cnika DI na pre∙cnik DII = 1;5DI

Smanjenje izgubljene energije usled trenja ako se primeni re∙senje
prema (b), umesto (a) nije zna∙cajno { svega 0;03v2=2g. Stoga se mogla
primeniti i pribli∙zna procena trenja, prema (102{5), a mogao se ∙cak
zanemariti u uticaj smanjenja trenja.

Zaklju∙cuje se da se prilikom pro∙sirenja izgubljena energija smanjuje
za 0;83v2=2g (0;80 + 0;03 = 0;83) { vidi sl. 102{24, a to je zna∙caj-
no, iznosi skoro v2=2g, a toliko se na trenje gubi na du∙zini L = 50D
(za ¸ = 0;02, a kod tunelskih pre∙cnika treba o∙cekivati i manju vrednost
za ¸). Ako je tunel i nekoliko puta du∙zi od L = 50D, ne¶ce smanjivanje
energije na izlazu biti bezna∙cajno. Treba dodati da se oblikovanjem
mo∙ze znatno smanjiti i gubitak na ulazu, sa 0;5v2=2g (za neoblikovan
ulaz) na 0;2v2=2g, pa i manje (za oblikovan) { vidi sl. 102{8.

∙Sta prakti∙cno zna∙ci smanjenje izgubljene energije? To zna∙ci za to-
liko smanjenje i visinske razlike nivoa ispred i iza tunela za isti proticaj.
Ili, ako se zadr∙zi ista visinska razlika, dobi¶ce se ve¶ci proticaj. A, ako se
zadr∙zi i ista visinska razlika, i isti proticaj, bi¶ce manji pre∙cnik tunela.
Hidrauli∙cki ra∙cuni pokaza¶ce koliko iznose te prednosti.
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Uz prethodno treba primetiti { i naglasiti { da se oblikovanje ne
sme shvatiti samo kao smanjenje izgubljene energije, nego treba ceniti i
njegovo uticanje na posledice koje strujanje izaziva na objekat ili njego-
vo okru∙zenje. Na primeru izlaza iz tunela, bilo u bazen ve¶ce zapremine,
ili bo∙cno u re∙cni tok, celokupna kineti∙cka energija se mora izgubiti po
ulivanju tunela. Za oblikovani izlaz, izgradnjom zavr∙snog dela tunela
u pro∙sirivanju, izlazna kineti∙cka energija je 5 puta manja (u odnosu na
slu∙caj gde nema pro∙sirivanja), pa ¶ce se struja koja prodire iz tunela,
lak∙se i na manjem prostoru smiriti, uz manje uznemiravanje nivoa u
bazenu, odnosno u reci, manja je i erozija dna (manje su mogu¶cno-
sti potkopanja dna iza tunela), a ako se tunel izliva u reku manje se
ometa njen tok (normalan na pravac izlivanja). Namera je bila da se,
sem smanjivanja izgubljene energije, prika∙ze opisano uticanje pro∙sirenja
izlaza tunela na zbivanja iza tunela.

¤ ¤ ¤

U prakti∙cnim razmatranjima za izra∙zavanje uticaja lokalnog gubitka
energije slu∙zi ,,ekvivalentna du∙zina" cevi (ozna∙ci¶ce se sa Le). Naime, do-
datni lokalni gubitak po iznosu jednak je gubitku usled trenja na du∙zi-
ni Le. Ovo zna∙ci da je:

» = ¸
Le

D
(102{34)

Strane ove jedna∙cine pomno∙zene sa v2=2g daju lokalni gubitak,
odnosno odgovaraju¶ci gubitak usled trenja (na du∙zini Le).

Prema tome, umesto da se ra∙cunaju lokalni gubici, ra∙cuna se samo
trenje, ali uz formalno produ∙zenje cevi za Le.

Za u∙cinak vi∙se lokalnih gubitaka na osnovu (102{34) pi∙se se:

§»i = ¸§Le=D (102{35)

pa se upore¹denjem ovoga izraza i izraza (102{33) dobija

Ã =
§Le

L
(102{36)

tj. odnos izme¹du zbira ekvivalentnih du∙zina i stvarne du∙zine cevi ∙cini
odnos izme¹du zbira lokalnih gubitaka i gubitaka usled trenja. Razumlji-
vo je da je produ∙zenje cevi formalno (da bi se uklju∙cili i lokalni gubici).
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PRIMEDBA UZ
POGLAVLJE 102

U celom ovom, sto drugom poglavlju, vrednosti za koe¯cijente lokal-
nog gubitka energije, koje su ispisane, ili prikazane gra¯konima, odnose
se na tzv. ,,kvadratnu zakonitost otpora", po kojoj na te koe¯cijen-
te ne uti∙ce viskoznost, odnosno u izrazima se ne pojavljuje Re-broj,
nego samo geometrijski opis lokalne promene. Izuzetak je samo u∙ci-
njen u razmatranju gubitka u krivini (,,Primedbe" u Odeljku II), gde
se pominje Re-broj. Svakako da se svaku lokalnu promenu, a za manje
proticaje (za manje vrednosti Re-broja) mora ispoljiti zavisnost od toga
broja, ∙sto je na∙celno obja∙snjeno u Odeljku II Poglavlja 101. Me¹dutim,
u objektima u hidrotehni∙ckoj praksi za projekat objekta merodavni
su najve¶ce o∙cekivani proticaji, a njihovo te∙cenje ¶ce u¶ci u kvadratnu
zakonitost, jer je turbulencija dovoljno razvijena da se to ostvari. Za
malene proticaje, koji su i manje zanimljivi, gubici nisu zna∙cajni.
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103
ODREDIVANJE PROTICAJA MERENJEM

JEDNE PIJEZOMETARSKE RAZLIKE

I

DIJAFRAGMA

Dijafragma je, u Poglavlju 101, uzeta kao primer za razja∙snjenje
pojma ,,lokalnog gubitka energije", a narednim izlaganjima ¶ce se ona
razmotriti kao merni objekat. Na njoj se meri jedna visinska razlika { to
je pijezometarska razlika (¦a¡¦b na sl. 103{1), tj. razlika pijezometar-
skih kota po obodu cevi neposredno ispred i iza dijafragme { i time
je odre¹den proticaj, jer postoji utvr¹dena jednozna∙cna veza izme¹du te
razlike i proticaja. Treba primetiti da se mere pijezometarske kote na
mestima gde one ne va∙ze za ceo popre∙cni presek cevi, nego samo za

E
Π

EI
ΠI

Πa

b

Πb

H
EII
ΠII

E
Π

A

Dov

v  
g
2

2

vsuz

A Ao        suz
otvor      suzeni mlaz

A
cev

popre~ni
preseci

IIaI

Π zid

Π
osa

D

Slika 103{1 Dijafragma { meri se samo jedna visina (pijezometarska
razlika H) i time je odre¹den proticaj Q, jer je poznata veza Q = Q(H)
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obim (gde su pijezometarski priklju∙cci), ali to nije nikakva zamerka.
Naprotiv, to je prednost, ∙sto se mo∙ze zaklju∙citi na osnovu slede¶ceg
obja∙snjenja.

Merena razlika odre¹duje se eksperimentalno za odre¹deni tip dija-
fragme, pa je onda merodavno samo obezbe¹denje istih grani∙cnih uslova
na svim dijafragmama koje ¶ce se primenjivati u praksi na osnovu eks-
perimentalno utvr¹denih zakonitosti. Ovo je olak∙sano ba∙s uzimanjem
mernih podataka uz samu dijafragmu, pa pijezometarski priklju∙cci ∙cine
celinu sa njom, zajedno se izra¹duju. Udaljeniji preseci (I) i (II), gde
je strujanje pravolinijsko i paralelno, ne bi bili pogodni da se njihova
pijezometarska razlika ¦I ¡ ¦II uzme kao merena veli∙cina, jer se tu
neminovno upli¶ce trenje, ∙sto bi stvaralo te∙sko¶ce, koje su ba∙s izbegnu-
te uzimanjem pijezometarske razlike ¦a ¡ ¦b. Kod procene izgublje-
ne energije u Poglavlju 101 (sl. 101{1) morali su se uzeti preseci (I)
i (II), jer oni ispunjavaju uslov o pravolinijskom i paralelnom struja-
nju. Uz ovo treba dodati da procena izgubljene energije dozvoljava
izvesnu pribli∙znost, kojoj ne smeta neminovno uplitanje trenja, dok
merenje treba da bude znatno ta∙cnije. Treba primetiti da je merena
razlika H = ¦a ¡ ¦b ve¶ca od Eizg = EI ¡ EII (vidi sliku 103{1), i to
je pogodno, jer merenju je pogodnije da se mere ve¶ce visine (manja je
onda mogu¶ca relativna gre∙ska), a da se pri tome gubi manje visine.

Jedna∙cina energije za presek (I) ispred dijafragme u koje je strujanje
jo∙s neporeme¶ceno dijafragmom i za presek (su∙z) u su∙zenom mlazu iza
dijafragme (to je minimalni presek) glasi:

EI ¡Esu∙z = ¦I +
v2

I

2g
¡
Ã

¦su∙z +
v2
su∙z

2g

!
= '

v2
su∙z

2g
(103{1)

Ovaj gubitak energije je ve¶c napisan sa prvim delom desne strane
jedna∙cine (102{15), a sa ' je ozna∙cen koe¯cijent gubitka samo do su-
∙zenog preseka (a taj deo struje se ovde i razmatra).

Pretpostavi¶ce se da se pijezometarskom kotom ¦a meri zaustavna
pijezometarska kota tj. da je:

¦a = ¦I +
v2
I

2g
= EI (103{2)

Pretpostavi¶ce se da je:

¦b = ¦su∙z (103{3)
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Za obja∙snjenje za navedene dve pretpostavke mo∙ze poslu∙ziti raz-
matranje pijezometarskih kota kod naglog su∙zenja koje prati prikazano
na sl. 102{5. Uvr∙stavanjem iskazanog sa (103{2) i (103{3) u (103{1)
dobija se:

('+ 1)
v2
su∙z

2g
= ¦a ¡ ¦b = H (103{4)

gde je H = merena visinska razlika. Iz prethodne jedna∙cine sledi:

vsu∙z =

s
1

1 + '

q
2gH = Cv

q
2gH (103{5)

Radi kra¶ceg pisanja ovde je uveden

koe¯cijent brzine Cv = 1p
1 + '

(103{6)

To je jedan od uobi∙cajenih koe¯cijenata koji se ∙cesto koristi pri re-
∙savanju prakti∙cnih zadataka, a on izra∙zava odnos izme¹du stvarne brzine
i brzine za idealan °uid, u kome nema gubitka energije (gde je ' = 0).

Proticaj je jednak proizvodu brzine i preseka mlaza:

Q = Asu∙zvsu∙z = A0CAvsu∙z = A0CACv
q

2gH (103{7)

Ovde je upisan i ,,koe¯cijent kontrakcije" (skupljanja mlaza) CA,
koji je uveden prilikom razmatranja naglog su∙zenja, gde je napisan
sa (102{7), a ovde je:

CA =
Asu∙z

A0
(103{8)

Uvodi se i:

koe¯cijent proticaja CQ = CACv (103{9)

koji udru∙zuje smanjenje preseka i smanjenje brzine, jer oba uticaja
smanjuju proticaj. Uvo¹denjem CQ u jedna∙cinu (103{7), ona se pi∙se sa:

Q = CQA0

p
2gH (103{10)

Ta jedna∙cina povezuje ono ∙sto se meri (to je pijezometarska razli-
ka H) sa onim ∙sto je time odre¹deno (to je proticaj Q). Povr∙sina otvora
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dijafragme A0 je poznata, pa CQ potpuno odre¹duje zakonitost za dija-
fragmu. Treba primetiti da se CQ veoma lako eksperimentalno odre¹du-
je, jer je CQ odre¹deno za poznato A0 i izmereno H i Q (proticaj se meri
na drugi na∙cin prilikom utvr¹divanja zakonitosti za dijafragmu). Uz ovo
valja naglasiti da bi koe¯cijente CA i Cv, svaki pojedina∙cno, bilo veoma
te∙sko odrediti, dok se { kako je navedeno { njihov proizvod CQ veoma
lako odre¹duje.

U ranijim razmatranjima, u Poglavlju 102, navedeno je da se koe¯-
cijent kontrakcije CA mo∙ze izraziti obrascem (102{11), dok je ' izra∙zen
sa (102{12). Poznavanjem vrednosti za ', dobija se, primenom (103{6)
i Cv. Na kraju mno∙zenjem Cv sa CA dobija se CQ. Opisani ra∙cun daje
vrednost za CQ u zavisnosti od odnosa A0=A (odnos povr∙sine otvora
dijafragme i preseka cevi) upisane u tablicu:

A0=A 0,2 0,4 0,6 0,8
CQ 0,62 0,66 0,74 0,85

Eksperimentalni rezultati su saglasni sa ovim ra∙cunom. Me¹dutim,
treba naglasiti da se to odnosi na oblast kvadratne zakonitosti (za istu
dijafragmuH srazmerno saQ2). Utvr¹divanje granica va∙zenja kvadratne
zakonitosti bi¶ce, izme¹du ostalog, predmet narednih izlaganja.

DODATAK

Odre¹divanje koe¯cijenta proticaja CQ u jedna∙cini (103{10) olak∙sa¶ce
primena dimenzionalne analize. Merena visinska razlika H ima dimen-
ziju du∙zine, iako izra∙zava smanjenje energije { na∙celno je isto kao sa
izgubljenom energijom Eizg. Primena dimenzionalne analize na Eizg

dovela je do izraza (101{4), gde dimenzionalna veli∙cina gEizg=v
2 zavisi

od Re i Ko. Umesto Eizg sada se posmatra H, a v se mo∙ze zameni-
ti sa Q=A0 (∙cime se ne remeti dimenzionalni sklad), pa se po ugledu
na (101{4) pi∙se:

gH

(Q=A0)2
= f(Re;Ko) (103{11)

Prema jedna∙cini (103{10) leva strana iznosi recipro∙cnu vrednost
od 2C2

Q, a to zna∙zi da se ostvaruje zavisnost:

CQ = CQ(Re;Ko) (103{12)
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Grani∙cni uslovi podesi¶ce se tako da u njihovo bezdimenzionalno
odre¹denje ulazi samo D0=D tj. odnos pre∙cnika otvora dijafragme i pre∙c-
nika cevi pa se mo∙ze napisati:

CQ = CQ(Re; D0=D) (103{13)

Umesto odnosa pre∙cnika mogu se uzeti i odnosi povr∙sina tj. A0=A
jer je A0=A jednako (D0=D)2.

Ovako upro∙steni grani∙cni uslovi mogu se i obezbediti ako se postupi
kako se nala∙ze u nastavku.

Dijafragma mora da bude dovoljno tanka: njena debljina ¢ ne treba
da prelazi 0,1D (vidi sl. 103{2a). Sem toga dijafragma mora da bude
o∙stroivi∙cna, a to zna∙ci da prednja strana njenoga otvora ,,kao se∙civo
odseca mlaz" i tako se mlaz oblikuje bez uticaja debljine dijafragme,
jer se mlaz odmah ,,odlepi" od dijafragme, razume se, ako je ona, do-
voljno tanka (∙sto je malo pre i uslovljeno). Debljina ,,se∙civa" ±, da bi
ispunila navedenu ulogu ne treba da prelazi 0;02D0 (i ovo je prikazano
na sl. 103{2a).

Po∙sto se meri razlika pijezometarskih kota, mora se ta∙cno usloviti
gde priklju∙citi pijezometarske cev∙cice: one se priklju∙cuju na dva odvo-
jena prstenasta prostora (obrazovana neposredno ispred i iza dijafrag-
me), koji su u vezi sa cevi kroz otvor po celom obimu cevi { taj otvor
je malene ∙sirine (na sl. 103{2 ta ∙sirina je ozna∙cena sa e), a dobijena
je tako ∙sto cev ne nale∙ze na dijafragmu, nego se ostavljaju ti otvori.
Na ovaj na∙cin mogu¶ca sitnija nepodudarnost pijezometarskog stanja
po jednom obimu ne mogu uticati na rezultat merenja, jer ono ∙sto se
meri, to je neka vrsta proseka za obim, a to je ba∙s podatak koga treba
uzeti. Uz malene ∙sirine otvora strujanje se ne menja zbog uticaja ∙sirine
otvora, koja onda ne ulazi u opis grani∙cnih uslova, dok bi se za ve¶ce
∙sirine otvora morala ona dodati (a uz nju i debljina zida cevi), a to bi
nepotrebno pro∙sirivalo uslove zadatka.

Merenjem se odre¹duje kroz vreme osrednjena vrednost zaH (ta∙cnije
trebalo bi pisati H, ali to nije nu∙zno svuda iskazivati, jer se kod svih
prakti∙cnih izlaganja o strujama, ako se posebno ne naglasi druk∙cije,
podrazumeva da se radi o osrednjenim vrednostima). Mo∙ze se meriti
pijezometarska kota neposredno u pijezometarskoj cev∙cici (u obe) ili se
meri razlika pritisaka { tako je i prikazano na sl. 103{3. U prvom slu∙caju
u cev∙cicama mo∙ze da do¹de do °uktuacija nivoa, ali znatno ubla∙zenijim
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dijafragma

l  = D2 5l  = D1 20

45o

45o

δ

e

meri se
pijezometarska razlika

a)
merodavni

geometrijski
podaci 

o dijafragmi

b) zahtevana pravolinijska duzina cevi ispred i iza dijafragme

pijezometarski prikljucci

∆

Do D

debljina dijafragme

otvor po obimu

d D   0.05 o

∆   0.1D

debljina "seciva"

sirina    e D0.02

Slika 103{2 Grani∙cni uslovi za dijafragmu

u odnosu na °uktuacije pritiska na obimu cevi, jer umiruju¶ce deluje
masa te∙cnosti u prstenu i pijezometarskoj cevi, a prigu∙sivanjem pijezo-
metarske cevi mo∙ze se posti¶ci da je nivo smiren na osrednjenoj vredno-
sti. Ako se primeni manometar za merenje pritiska, on ¶ce prikazivati
osrednjenu vrednost, jer obi∙cno ne mo∙ze tako brzo prihvatati promenu
pritiska da bi se izrazile °uktuacije pritiska. Na slici 103{3 namerno
je cev koso polo∙zena da bi se naglasilo da se dijafragma mo∙ze ugraditi
u cev polo∙zenu u bilo kome nagibu. Tako se i cev na sl. 103{1 mogla
polo∙ziti u proizvoljnom nagibu.
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H

p Hmax  = γ

Slika 103{3 Odre¹divanje pijezometarske razlike H manometrom

Povr∙sina dijafragme je glatka pa njena hrapavost zanemarljivo uti∙ce
na strujanje kroz dijafragmu. Hrapavost uop∙ste ne uti∙ce na mesto odva-
janja mlaza od o∙stre ivice dijafragme. Treba se podsetiti da je kod
krivine (Poglavlje 102, Odeljak II) re∙ceno da hrapavost uti∙ce na mesto
odvajanja mlaza, jer to mesto tamo nije predodre¹deno, dok je dijafrag-
ma ba∙s ubedljiv primer gde je mesto odvajanja jasno odre¹deno.

Po∙sto su se prethodnim zahtevima grani∙cni uslovi na samoj dija-
fragmi sveli samo na odnos pre∙cnika otvora dijafragme i pre∙cnika cevi,
ostaje jo∙s da se utvrdi da li raspored dolaznih brzina uti∙ce na zakoni-
tost za dijafragmu. U op∙stim razmatranjima o lokalnim poreme¶cajima
(Poglavlje 101), iza funkcije (101{5) obja∙snjeno je da je ovaj uticaj za-
nemarljiv ako je u grani∙cnom preseku za posmatrano lokalno podru∙c-
je raspored brzina isti kao u pravolinijskoj cevi konstantnog pre∙cnika,
upravo ako na taj raspored ne uti∙ce nikakav lokalni poreme¶caj. To ¶ce
se obezbediti ako ispred i iza dijafragme na izvesnim du∙zinama bude
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prava cev, tako da se uticaj prethodnog lokalnog poreme¶caja smiri pre
nego ∙sto po∙cne uticaj dijafragme, odnosno da se uticaj iza dijafragme
ne preklopi sa uticajem nizvodnog lokalnog poreme¶caja.

Potrebna du∙zina l1 prave cevi ispred dijafragme (vidi sl. 103{2b)
zavisi od toga kakav je lokalni poreme¶caj ispred dijafragme, da li on
ja∙ce ili slabije poremeti strujanje. Ve¶ca du∙zina treba da bude ako je
ispred dijafragme zatvara∙c koji znatno uznemiri strujanje, ili koleno
sa velikim uglom skretanja, ili krivina sa malenim radijusom zakriv-
ljenja, a velikim skretanjem, ili ∙cak dvostruko ili trostruko skretanje,
ili neoblikovana ra∙cva itd. Manja du∙zina treba da bude ako je pore-
me¶caj koji prethodi dijafragmi slabije izra∙zen { na primer, postepeno
su∙zenje ili pro∙sirenje, ili neka druga promena oblikovana tako da ∙sto
manje uznemiri strujanje. Pored toga, potrebna du∙zina l1 prave cevi
ispred dijafragme treba da bude manja ako je su∙zenje dijafragmom
izrazitije (manja je vrednost odnosa D0=D), jer je onda brzina ispred
dijafragme manja, u odnosu na brzinu mlaza koji prodire kroz otvor
dijafragme.

Navedene okolnosti ne mogu dovesti do jedinstvene preporuke za
du∙zinu l1 prave cevi ispred dijafragme, jer se ne radi o istim uslovima
za sve primere. Nigde se ne preporu∙cuje da l1 bude manje od 10D,
a ve¶cina preporuka se svodi na l1 izme¹du 10D i 20D. U ∙zelji za ∙sto
ve¶com ta∙cno∙s¶cu, i ako je ispred dijafragme lokalni poreme¶caj sposoban
za izrazito uznemirene struje, nalaze se preporuke i da se l1 uzima i
do 40D, ∙sto prakti∙cari smatraju preteranim. Iza dijafragme se zahteva
da prava du∙zina cevi bude l2 = 5D. Svakako da je prihvatljiv savet
da se dijafragma postavi tamo gde je znatna du∙zina prave cevi, uz na-
pomenu da treba omogu¶citi da ispred bude ∙sto ve¶ca du∙zina, a iz nje
barem l2 = 5D.

Ako se zadovolje svi navedeni grani∙cni uslovi, tada se ostvaruje za-
visnost (103{13) ∙cije eksperimentalno odre¹denje pokazuje sl. 103{4.

Iz navedene slike zaklju∙cuje se da svaka od dijafragmi iznad neke
od vrednosti Re{broja ulazi u kvadratnu zakonitost (sli∙cnost samo za
inercijalne uticaje) { to je oblast (2) na slici. Za tu oblast otpada za-
visnost od Re{broja, jer je turbulencija toliko razvijena da je uticaj
viskoznosti zanemarljiv, pa se zavisnost (103{12) svodi na:

CQ = CQ(D0=D) (103{14)
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Slika 103{4 Koe¯cijent proticaja CQ iz jedna∙cine (103{10) za dijafrag-
mu prema slici 103{2 (D0 = pre∙cnik otvora dijafragme, D = pre∙cnik cevi,
Re = Rejnoldsov broj za presek cevi). U oblasti (2), za odre¹denu vrednost
D0=D, koe¯cijent CQ = const

Smanjivanjem Re{broja ulazi se u oblast (1) na sl. 103{4, gde se
ostvaruje potpuna zavisnost (103{12) i tu treba zapaziti da se napu∙sta-
njem oblasti (2), smanjivanjem Re{broja, ulazi u jedno podru∙cje gde su
vrednosti zaCQ ve¶ce od vrednosti iz oblasti (2) ∙sto se obja∙snjava ∙cinjeni-
com da slabije razvijena turbulencija uslovljava manje izrazito skuplja-
nje mlaza (u odnosu na otvor dijafragme) tj. ve¶cu vrednost koe¯cijenta
kontrakcije CA, ∙sto dovodi do ve¶ce vrednosti koe¯cijenta proticaja CQ,
∙sto se vidi iz izraza (103{9), pod pretpostavkom da je koe¯cijent brzi-
ne Cv slabo uticajan.

Me¹dutim, daljnjim smanjenjem Re{broja viskoznost deluje sve uti-
cajnije, pove¶cava unutra∙snje trenje u strujanju, pa se zna∙cajno umanju-
je koe¯cijent brzine Cv i odatle opadanje koe¯cijenta CQ sa opadanjem
Re{broja.

Ovo tuma∙cenje mo∙ze potpomo¶ci i za obja∙snjenje za∙sto gra¯∙cki pri-
kaz koe¯cijenta lokalnog gubitka energije » izgleda kako je nacrtano na
slici 101{5. Naime, ve¶cem lokalnom gubitku energije (ve¶coj vrednosti
za ») odgovara manja propusna mo¶c, pa i manja vrednost za CQ { to
se zaista i ostvaruje, a mo∙ze se zaklju∙citi upore¹divanjem slika 101{5 i
103{4.
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Skre¶ce se pa∙znja da se za D0=D = 0;8 dobija maksimalna vre-
dnost CQ jednaka otprilike 1,2, ∙sto na prvi pogled izgleda nemogu¶ce,
jer je CQ = CvCA, a svaki od navedena dva koe¯cijenta (Cv; CA) treba
da bude manji od jedinice, jer je brzina za realan °uid manja od one
za idealni (dakle, Cv < 1), a koe¯cijent kontrakcije CA je, po prirodi
svojoj, manji od jedinice.

Stoga se mora objasniti kako se onda pojavljuje, istina u retkim slu-
∙cajevima, da je CQ > 1. Obja∙snjenje je u ∙cinjenici da se ne ostvaruju
pretpostavke izra∙zene sa (103{2) i (103{3) koje su dovele do jedna∙cine
za dijafragmu, po kojoj se sra∙cunao koe¯cijent CQ, za merene podat-
ke za proticaj Q i visinsku razliku H. Ta razlika je pijezometarska
razlika ¦a ¡ ¦b. Ostvaruje se kota ¦a ni∙za od one koju daje pretpo-
stavka napisana sa (103{2), a kota ¦b vi∙sa od one koju daje pretpo-
stavka napisana sa (103{3) { odatle manja izmerena razlika H od one
koju daju navedene pretpostavke. Ako je izmerena razlika manja od
pretpostavljene, to se mora popraviti (naknaditi) pove¶canjem koe¯ci-
jenta CQ.

Ovo obja∙snjenje nije dovoljno, jer ono postavlja dopunsko pitanje:
Za∙sto navedene izmerene pijezometarske kote odstupaju od pretpostav-
ljenih?

Izrazom (103{2) napisano je da je kota ¦a vi∙sa od kote ¦I za v2
I =2g.

Pijezometarska kota ¦I i brzina vI se odnose na presek (I) ispred di-
jafragme gde se jo∙s ne ose¶ca njen uticaj. Ovo bi bilo ta∙cno ako bi
se zaustavljala brzina vI, a me¹dutim, zaustavlja se deo struje gde je
brzina manja od vI, i odatle je ostvarena kota ¦a ni∙za od pretpostav-
ljene. Kada je turbulencija slabo razvijena raspored brzina je nerav-
nomerniji, pa je navedeno odstupanje pretpostavljene i ostvarene kote
izrazitije, a to zna∙ci kod manjih vrednosti Re{brojeva. Po∙sto je u ura-
∙cunavanju v2

I =2g poreklo navedenog odstupanja, ono ¶ce biti izrazitije
ako je odnos v2

I prema H ve¶ci, a to ¶ce biti ako je su∙zavanje dijafragme
slabo izra∙zeno (odnos D0=D blizak jedinici). Ovakva obja∙snjenja su
u skladu sa onim ∙sto prikazuje sl. 103{4, jer CQ prelazi jedinicu samo
za D0=D = 0;8, i za ni∙ze vrednosti Re broja.

Pijozometarska merna kota iza dijafragme ¦b, izrazom (103{3) je
izjedna∙cena sa ¦su∙z, ∙sto je obja∙snjeno na osnovu razmatranja kod na-
glog su∙zavanja, zakrivljeno∙s¶cu u strujanja po izlasku u su∙zeni presek
(ili po izlasku iz dijafragme), pa je kota na zidu ¦b ni∙za od one u
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osovini mlaza, pa se pribli∙zava ¦su∙z. Kod slabijeg skupljanja mlaza, a
to je, kako je re∙ceno pri slabije razvijenoj turbulenciji, ovo zakrivljenje
je bla∙ze pa je kota ¦b ne∙sto vi∙sa od ¦su∙z.

Treba naglasiti da je vrednost koe¯cijenta CQ obra∙cunska vrednost.
Ako se sa njom ra∙cuna u propisanom obrascu (103{10), dobija se do-
bar rezultat, ali to ne mora da zna∙ci da ¶ce on u svim slu∙cajevima
predstavljati u ¯zi∙ckom smislu ono ∙sto bi trebalo. On u ponekim slu-
∙cajevima to i ne predstavlja, jer se ne ostvaruju pretpostavke koje su
dovele do obrasca koji se primenjuje, a to se ispoljilo u prethodnim
obja∙snjenjima.

Za oblast (2) iz sl. 103{4, i za deo oblasti (1) uz oblast (2), a to
je podru∙cje gde se u praksi dijafragma i primenjuje, preglednije je, na
sl. 103{5, prikazana zavisnost CQ od D0=D i Re.

Napominje se da su za oblast (2), gde vlada kvadratna zakoni-
tost (neuticanje viskoznosti, jer je turbulencija dovoljno razvijena da se
kvadratna zakonitost ostvari) vrednost za CQ otprilike iste kao u tablici
napisanoj iza jedna∙cine (103{10), ∙sto potvr¹duje ispravnost procene koe-
¯cijenata CA i Cv na osnovu kojih je sa∙cinjena tablica, a to zna∙ci i
ispravnost postupaka koji su do njih doveli u Poglavlju 102.

¤ ¤ ¤

Izgubljena energija kao posledica ugra¹divanja dijafragme ozna∙cena
sa Eizg;lok na slici 101{1, a izraz za nju napisan je sa (102{15). Iz te
jedna∙cine proiza∙sao je izraz (102{17) za koe¯cijent lokalnog gubitka na
dijafragmi. Ako se iskoristi zamena ' sa (1=Cv)

2 ¡ 1, ∙sto omogu¶ca-
va (103{6), dobija se:

» =
µ

A

CvCAA0

¶2

¡ 2
A

CAA0
+ 1

Kako za CQ postoje eksperimentalno utvr¹dene vrednosti, pretho-
dni izraz ¶ce se prepraviti koriste¶ci CvCA = CQ i CA = CQ=Cv, uz
pribli∙znost da je Cv jednak jedinici. Tako se prethodni izraz zamenjuje
sa veoma jednostavnim:

» =

Ã
A

CQA0
¡ 1

!2

(103{15)
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µ

Slika 103{5 Koe¯cijent proticaja CQ za dijafragmu (A0 = povr∙sina otvo-
ra dijafragme, A = povr∙sina preseka cevi, Re = Rejnoldsov broj za presek
cevi)

u koga ulazi samo eksperimentalno utvr¹dena vrednost za CQ, ∙sto je i
bio cilj prethodnog izvo¹denja.

Zamena Cv sa jedinicom mo∙ze se opravdati primenom jedna∙cine
(103{6) uz vrednosti ' prema slici 102{6, gde se vidi da ' ne prela-
zi 0,05, pa je Cv ve¶ce od 0,975 (i, razume se, manje od jedinice).

Ra∙cun po jedna∙cini (103{15) dao bi pribli∙zno isti rezultat kao po
postupku izlo∙zenom iza jedna∙cine (102{19). Taj postupak je dao rezul-
tat koji je omogu¶cio crtanje gra¯∙ckog prikaza zavisnosti » od A0=A na
slici 102{11. Treba napomenuti da su se celokupna izlaganja u Poglav-
lju 102 odnosila na razvijenu turbulenciju (kvadratna zakonitost, neu-
∙cestvovanje Re{broja), pa se u slu∙caju dijafragme odnose na oblast (2)

391

DRAFT verzija 2001.



sa sl. 103{4. U jedna∙cini (103{15) treba primeniti CQ za ovu oblast
odnosno vrednosti upisane na sl. 103{5.

Zanimljivo je utvrditi kako se odnosi lokalni gubitak energije prema
merenoj visini. Taj odnos mo∙ze se prikazati na slede¶ci na∙cin:

Eizg

v2=2g
H

v2=2g

=

Ã
A

CQA0

¡ 1

!2

Ã
A

A0CQ

!2

Brojitelj u prethodnom izrazu jednak je koe¯cijentu », koji je izra-
∙zen sa (103{15), a imenitelj je dobijen na osnovu (103{10) uz zamenu Q
sa vA.

Iz prethodne jedna∙cine dobija se:

Eizg

H
=
µ
1¡ CQA0

A

¶2

(103{16)

Za A0=A jednako 0,2 na slici 103{5 se ∙cita CQ = 0;615, pa pret-
hodna jedna∙cina (103{16) daje za odnos Eizg=H vrednost 0,77 (tj. pre-
ko tri ∙cetvrtine merene visine se gubi). Za vrednosti A0=A jo∙s ma-
nje od 0,2, navedeni odnos Eizg=H je jo∙s ve¶ci, jer pribli∙zavanjem A0=A
nuli, odnos Eizg=H se pribli∙zava jedinici. Za slabija prigu∙senja dija-
fragmom { na primer za A0=A = 0;7, gde je CQ = 0;80, dobija se
da Eizg=H svega 0,19 { dakle ni petinu merene visine ne iznosi izgub-
ljena energija.

Treba primetiti da se za procenu izgubljene energije ne tra∙zi, niti
treba tra∙ziti, onakvu ta∙cnost, kakva se kod merenja tra∙zi. Lokalni gu-
bitak je samo jedan od elemenata prora∙cuna cele struje u cevovodu i
tu se tra∙zi procena (kao ∙sto se procenjuju i ostali lokalni gubici, pa i
trenje). Merenje, me¹dutim, tra∙zi da se dobije ∙sto ta∙cniji podatak, jer je
ina∙ce besmisleno. Treba napomenuti da je ovde izra∙zeni gubitak ener-
gije samo lokalni gubitak, a to je ba∙s onaj iznos za koga ugra¹divanje
dijafragme pove¶cava gubitak energije u odnosu na stanje da nje nema,
pa je sa prakti∙cnog stanovi∙sta prethodna procena prihvatljiva.

Podatak o izgubljenoj energiji je neophodan da bi se pijezometar-
ske kote ispred i iza diafragme (∙cija razlika ∙cini izgubljenu energiju)
uskladile sa pijezometarskim stanjem u cevovodu. Odre¹divanjem tih
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kota odre¹dene su i merne pijezometarske kote, ozna∙cene sa ¦a i ¦b na
slici 103{1.

¤ ¤ ¤
Sila kojom se dijafragma odupire struji ve¶c je razmatrana, u Poglav-

lju 101, i za nju je napisan izraz (101{16) iz koga se vidi da poznava-
nje Eizg zna∙ci i poznavanje sile otpora dijafragme. Ako se ne raspola∙ze
sa podatkom za Eizg a raspola∙ze se sa izmerenom visinskom razlikom H
mo∙ze se do¶ci do pribli∙zne vrednosti za silu otpora. Pretpostavi¶ce se da
je pijezometarska kota za celu prednju stranu jednaka ¦a, a za celu
stra∙znju stranu ¦b, i tada bi sila na dijafragmu bila proizvod iz razlike
pritisaka jednake ° (¦a ¡ ¦b) (∙sto je jednako °H) i povr∙sine kru∙znog
prstena jednake A ¡ A0. Ta sila ozna∙ci¶ce se sa KH (indeks H neka
ukazuje da je dobijena na osnovu izmerene visinske razlike H) { ona
iznosi:

KH = °H (A¡A0) (103{17)

Ovako dobijena sila je ve¶ca od stvarne sile, koja po jedna∙cini
(101{16) iznosi °AEizg pa se mo∙ze uspostaviti odnos izme¹du te dve sile:

® =
Kdia

KH

=
°AEizg

°H (A¡ A0)
=
Eizg

H

1

(1¡A0=A)
(103{18)

Nagove∙steno je da je sila KH ve¶ca od stvarne sile otpora dijafragme,
tj. da je ® < 1, a to se lako obja∙snjava.

Na stra∙znjoj strani dijafragme raspored pritiska je hidrostati∙cki sa
izmerenom pijezometarskom kotom ¦b za celu povr∙sinu, jer se tu mo∙ze
preneti pretpostavka o hidrostati∙ckom rasporedu pritiska na prstena-
stu povr∙sinu kojom su spojene u∙za i ∙sira cev kod naglog pro∙sirenja, a
ta je pretpostavka prihva¶cena jo∙s u Poglavlju 83 (Tre¶ci primer), pa je
primenjivana kod odre¹denja sile pri kraju odeljka III Poglavlja 101, i
pri razmatranju naglog pro∙sirenja, na po∙cetku Poglavlja 102.

Na prednjoj strani dijafragme nije raspored pritiska hidrostati∙cki,
nije pijezometarska kota za celu povr∙sinu ista, samo je uz zid to izme-
rena kota ¦a, a pribli∙zavanjem otvoru sve je ni∙za, da bi se na samom
otvoru spustila na ¦b (jer je tu razlika pritisaka sa prednje i stra∙znje
strane jednaka nuli).

Prema tome, razlika pritisaka sa prednje i stra∙znje strane dijafragme
samo je uz zid jednaka ° (¦a ¡¦b), a pribli∙zavanjem otvoru dijafragme
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ona opada sve do nule. Ta razlika ∙cini optere¶cenje dijafragme i stoga je
sila KH , napisana sa (103{17) zaista ve¶ca od stvarne sile na dijafragmu,
a u kome je odnosu to smanjenje pokazuje odnos ®, napisan sa (103{18).

Na primer za A0=A = 0;2 malo pre je sra∙cunato da Eizg=H izno-
si 0,77, pa je, prema (103{18), ® = 0;96. Za A0=A = 0;7, sa tako¹de
malo pre sra∙cunatim Eizg=H = 0;19, dobija se ® = 0;63. ∙Sto je prigu-
∙senje dijafragmom izrazitije, ∙sto je A0=A manje, ® je sve bli∙ze jedinici.

Na slici 103{6 prikazano je kako otprilike izgleda osnosimetri∙cno
optere¶cenje dijafragme { upravo dat je raspored razlike pritisaka koji
optere¶cuju dijafragmu. Navedena razlika pritisaka ozna∙cena je sa popt.

K

raspored 

x2

x2

Πa

Πb

H

H

sila na dijafragmu:

K =    p   r  -  x dx
r

ro
opt 2 2. 2 ( )π

opterecenja

ro

r

popt  razlika pritisaka sa prednje i= straznje strane dijafragme

popt 
γ

popt 

γ

osovina cevi

Slika 103{6 Otpor dijafragme

II

VENTURIJEV VODOMER

Za odre¹divanje proticaja mo∙ze da poslu∙ziti su∙zenje u cevi { to je
tzv. Venturijev vodomer (VENTURI). Postepenim su∙zavanjem cev pre-
seka A pre¹de na su∙zeni presek A0, koji se zavr∙sava na du∙zini L0, a po-
tom se postepenim pro∙sirivanjem cev ponovo vrati na presek A { vidi
sliku 103{7. Na∙celna razlika izme¹du ovakvog su∙zavanja i pro∙sirivanja
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Slika 103{7 Uz jedna∙cinu (103{19) za Venturijev vodomer

struje, i onoga kod diafragme je u tome ∙sto ovde odstupanja od para-
lelnog i pravolinijskog strujanja nisu zna∙cajna kroz sve preseke, pa se
nacrtana pijezometarska linija odnosi pribli∙zno na ceo presek (struja se
kao celina neprekidno prati).

Jedna∙cina energije za presek ispred su∙zenja (gde su povr∙sina i brzi-
na A i v) i presek u su∙zenju (gde su A0; v0):

¦I +
v2

2g
= ¦0 +

v2
0

2g
+ EI¡0

izg (103{19)

Izgubljena energija ¶ce se izraziti u odnosu na v2
0=2g, uvo¹denjem koe-

¯cijenta Ã, pa se pi∙se:

EI¡0
izg = Ã

v2
0

2g
(103{20)

Ovaj gubitak su∙stinski nije lokalni nego je uglavnom trenje i stoga
nije uzet uobi∙cajeni koe¯cijent lokalnog gubitka, nego je data druga
oznaka (Ã).

¦I¡¦0 se zamenjuje sa H, i to je visinska razlika koja ¶ce se meriti,
a Eizg se zamenjuje prema (103{20), pa se (103{19) svodi na:

H =
v2

0

2g

Ã
1¡ v2

v2
0

+ Ã

!
=

v2
0

2g

Ã
1¡ A2

0

A2
+ Ã

!
(103{21)
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Ovde je obavljena i zamena v=v0 sa A0=A, na osnovu izjedna∙ce-
nja proticaja u dva preseka. Iz prethodne jedna∙cine brzina u su∙zenom
preseku iznosi:

v0 =
1s

1¡ A2
0

A2 + Ã

q
2gH (103{22)

Za idealan °uid, kod koga je Ã = 0, jer nema gubitka energije,
dobija se:

v0;id =
1s

1¡ A2
0

A2

q
2gH (103{23)

Deljenjem (103{22) sa (103{23) dobija se odnos izme¹du stvarne brzi-
ne i brzine za idealan °uid, a taj se odnos naziva ,,koe¯cijent brzine",
i ozna∙ci¶ce se sa:

Cv =

vuuuuut
1¡ A2

0

A2

1¡ A2
0

A2 + Ã
(103{24)

Koe¯cijent istoga naziva i iste su∙stine uveden je izrazom (103{6)
kod razmatranja dijafragme.

Sa uvo¹denjem koe¯cijenta Cv, na osnovu (103{22) i (103{24), dobi-
ja se:

v0 =
Cvs

1¡ A2
0

A2

q
2gH (103{25)

pa je proticaj Q = A0v0 jednak:

Q =
Cvs

1¡ A2
0

A2

A0

q
2gH

(103{26)

Ako se mere proticaj Q i visinska razlika H, prethodna jedna∙cina
utvr¹duje vrednost za koe¯cijent brzine Cv. Napominje se da kod Ven-
turijevog vodomera nema skupljanja (kontrakcije) mlaza (CA = 1), pa
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se obrazovanje zakonitosti za taj vodomer svodi na odre¹divanje koe¯-
cijenta Cv.

Mo∙ze se za prakti∙cne potrebe prihvatiti da je u prete∙znom broju
slu∙cajeva Cv izme¹du 0,96 i 0,99 ili da je otprilike Cv = 0;98.

DODATAK

Primena dimenzionalne analize uprosti¶ce izra∙zavanje koe¯cijenta Cv
ako se pojednostave grani∙cni uslovi. Zbog toga se za takav ,,klasi∙cni
vodomer" predla∙ze re∙senje prema slici 103{8, gde se posti∙ze potpuna
geometrijska sli∙cnost za sve vodomere, gde je odnos pre∙cnika D0 su∙zene
cevi i pre∙cnika D cevi ispred i iza vodomera isti (D0=D = idem). Uz
to treba obezbediti i prilazne i izlazne uslove tako da oni ne uti∙cu na
zakonitosti za vodomer. Ovo zna∙ci da se prethodni i naredni lokalni po-
reme¶caji moraju odmaknuti od vodomera za izvesne du∙zine. One mogu
da budu i ne∙sto kra¶ce od onih za dijafragmu, jer se ovde, od preseka (I)
do (II), a to je sve zajedno vodomer, obavi celokupni uticaj vodome-
ra na strujanje, dok se kod dijafragme prostire na znatnim du∙zinama
ispred i iza nje.

2.5( )D-Do 5( )D-Do
D  o
2

D  o
2

DDo

H

D

D
2

Slika 103{8 Venturijev vodomer sa predvi¹denim pijezometarskim pri-
klju∙ccima; propisane su du∙zine su∙zavanja sa pre∙cnika D na pre∙cnik D0, sred-

njeg dela sa konstantnim pre∙cnikom (D0) i pro∙sirivanja
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Stoga se preporuke za zahtevanu du∙zinu ispred vodomera svode
na l1 = 5D do 8D, a iza vodomera na l2 = 3D do 4D.

Sa obezbe¹denjem navedenih uslova dimenzionalna analiza bi se svela
na istra∙zivanje funkcije:

Cv = Cv

Ã
Re;

D0

D
;
k

D

!
(103{27)

Ako se ovo uporedi sa napisanim (103{12), uvi¹da se da se ovde po-
javila jo∙s i relativna hrapavost k=D. Ovo se mo∙ze lako objasniti. Ovde
se, u podru∙cju lokalnog poreme¶caja, ispoljava uticaj trenja jer je gubi-
tak energije od preseka (I) do preseka (0) u stvari gubitak usled trenja,
po∙sto nema odvajanja mlaza od zida i stvaranja vrtlo∙zne oblasti koja
bi oduzimala energiju struji.

Na sl. 103{8 prikazano je i kako se ugra¹duju pijezometarski priklju∙c-
ci. Kroz niz rupica na istom obimu cevi, u preseku (I), odnosno (0),
voda ulazi u prstenastu komoru koja opkoljava cev i iz koje se izvodi
pijezometarski priklju∙cak za merenje. Sitnija nepodudarnost pijezome-
tarskog stanja po jednom obimu (nepodudarnost pijezometarskih kota
za mesta gde su izbu∙sene rupice) ne mogu uticati na rezultat merenja,
jer ono ∙sto se meri to je prosek za ceo obim.

Slika 103{9 prikazuje eksperimentalno odre¹dene funkcije (103{27),
ali samo za D0=D = 1=2, pa se (103{27) svodi na:

Cv = Cv

Ã
Re;

k

D

!
(103{28)

Da ne uti∙ce relativna hrapavost bio bi koe¯cijent brzine zavisan
samo od Re{broja, pa bi na sl. 103{9 bila nacrtana jedinstvena linija.
Me¹dutim, slika prikazuje da je za manji pre∙cnik (a i za isti Re{broj)
koe¯cijent Cv manji ∙sto zna∙ci da je koe¯cijent gubitka energije Ã ve¶ci,
jer tako ka∙ze (103{24), a to je mogu¶ce samo pod uticajem relativne hra-
pavosti k=D, koja je ve¶ca kod tanjih cevi. To uticanje je dodu∙se prili∙cno
maleno (vrednosti koe¯cijenta Cv, za isti Re{broj, razlikuju se do 2%
za cev od pre∙cnika 5m, i onu sa pre∙cnikom od svega 1,25 cm). Ovo se
obja∙snjava ∙cinjenicom da je kod Venturijevog vodomera pijezometarska
razlika uglavnom posledica porasta kineti∙cke energije (v2

0 ¡ v2) =2g, da
je u odnosu na tu razliku gubitak energije Ãv2

0=2g malen, pa i ve¶ce ra-
zlike u tom gubitku malo uti∙cu na pijezometarsku razliku, upravo na
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Slika 103{9 Eksperimentalno dobijeni koe¯cijenti za Venturijev vodomer
oblikovan prema sl. 103{8, a za D0=D = const = 1=2

izmerenu visinu H. Uostalom, iz istog razloga je koe¯cijent Cv vrlo
blizak jedinici, izuzev manjih Re{brojeva, kada je uticaj viskoznosti
zna∙cajan.

Upore¹denjem slika 103{9 i 103{4 uvi¹da se da kod Venturijevog vo-
domera koe¯cijent Cv neprekidno raste sa pove¶canjem Re{broja, a to
zna∙ci da i koe¯cijent proticaja CQ raste, jer nema kontrakcije, CA = 1.
Kod dijafragme (sl. 103{5), koe¯cijent CQ raste sa porastom Re{broja
do izvesne vrednosti toga broja, potom CQ opada. To opadanje se obja-
snilo da u tom podru∙cju opada vrednost koe¯cijenta kontrakcije CA,
jer sve razvijenija turbulencija sve vi∙se skuplja mlaz, a po∙sto to sku-
pljanje ima svoju granicu, to se ispoljava sa zaustavljanjem opadanja
koe¯cijenta CQ i on se ustali na neku konstantnu vrednost CQ za isti
odnos D0=D. Re∙ceno je ranije da se to ogleda i na prikazu izgubljene
energije kod dijafragme (sl. 101{5), gde » ima minimalnu vrednost, do
koje opada, i potom raste, da bi se, posle izvesne vrednosti Re-broja, ta
vrednost ustalila. Re∙ceno je da se ta zavisnost uklapa u na∙celno datu
zavisnost b) na sl. 101{4. Za Venturijev vodomer gde Cv neprekidno
raste sa porastom Re{broja, izgubljena energija, upravo njen koe¯ci-
jent Ã, uklapao bi se u zavisnost (a) na sl. 101{5.

Sl. 103{9 ukazuje da su vrednosti za Cv bliske jedinice u prete∙znom
broju prakti∙cnih slu∙cajeva, ∙sto je posledica ∙cinjenice da gubitak energije
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od preseka (I) ispred vodomera do preseka (0) u sredini vodomera nije
zna∙cajan. To pokazuje vrednost za koe¯cijent Ã lokalnog gubitka koji
se, shodno izrazu (103{24), mo∙ze povezati sa Cv, jer je:

Ã =

Ã
1

C2
v

¡ 1

!Ã
1¡ A2

0

A2

!
(103{29)

pa se za Cv = 0;98, ∙sto je prose∙cna vrednost za prete∙zan deo prakti∙cne
primene, dobija Ã ne∙sto manje od 0,04, ∙sto je i obja∙snjivo, jer se radi
o gubitku usled trenja na malenoj du∙zini.

Dosada∙snja razmatranja, na osnovu slike 103{9, odnosila su se na
odnos pre∙cnika u su∙zenju i pre∙cnika cevi D0=D jednakog 1=2, pa je
potrebno da se razmotri koliko se menja vrednost koe¯cijenta Cv sa
promenom odnosa D0=D.

Za vrednost koe¯cijenta Ã mo∙ze se re¶ci da smanjenje odnosa A0=A
(poja∙cavanje prigu∙senja) dovodi do dva uticaja, koji se suprostavljaju,
od kojih prvi uti∙ce na pove¶canje koe¯cijenta Ã, jer se rastojanje izme¹du
preseka (I) i (0) pove¶cava (du∙za je deonica su∙zavanja), dok drugi, na-
protiv, uti∙ce na smanjenje koe¯cijenta Ã, jer se odnos brzina u preseci-
ma (I) i (0), tj. v=v0, smanjuje, pa je prose∙cna brzina manja u odnosu
na v0, a uz v2

0=2g se obra∙cunava gubitak energije, kako je i napisano
sa (103{20).

Pri pove¶canju odnosa A0=A opet deluju dva nasuprotno usmerena
uticaja na vrednost za Ã: kra¶ce je rastojanje izme¹du preseka (I) i (0)
i odnos v=v0 se pribli∙zava jedinici (prvi uticaj, razume se, smanjuje, a
drugi pove¶cava vrednost za Ã).

Utvr¹deno je da je, za D0=D jednako 1=2, vrednost za Ã malena, a
prema prethodnim navodima, ne menja se osetno i pri promeni odno-
sa A0=A, odnosno D0=D, pa se onda mo∙ze proceniti da se ni koe¯ci-
jent brzine mnogo ne menja sa promenom odnosa D0=D. On je ne∙sto
ni∙zi od jedinice i mo∙ze se uzeti da iznosi otprilike 0,98 za sve vodo-
mere, a za oblast kada se ta vrednost ne menja sa brzinom (za oblast
kvadratne zakonitosti).

¤ ¤ ¤

Ponegde se za Venturijev vodomer daje isti obrazac kao i za di-
jafragmu { to je obrazac napisan sa (103{10). Ra∙cunska vrednost za
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koe¯cijent CQ ako se ra∙cuna po tom obrascu iznosi:

CQ =
Cvq

1¡ A2
0=A

2
(103{30)

Ovo je napisano na osnovu upore¹denja izraza (103{10) i (103{26).
Prethodnim izrazom, za A0=A od 0,2 do 0,7, i za Cv izme¹du 0,96

i 0,99, dobija se CQ izme¹du 0,98 i 1,39. Taj koe¯cijent je uglavnom
ve¶ci od jedinice i mora se shvatiti kao obra∙cunski podatak: njime se
ra∙cuna po odre¹denom obrascu i dobija se dobar rezultat, a ne mo∙ze mu
se dati tuma∙cenje sa ¯zi∙ckog stanovi∙sta. Naime, on se ne mo∙ze shvatiti
kao koe¯cijent proticaja kojim se ovde ispoljava i smanjenje brzine u
odnosu na idealan °uid (nema skupljanja mlaza) a takav koe¯cijent je
manji od jedinice.

I kod dijafragme tako je, istina u retkim slu∙cajevima, bio koe¯cijent
proticaja CQ ve¶ci od jedinice (vidi sl. 103{4). I tamo je nagla∙seno da
je to samo obra∙cunski koe¯cijent kome ne treba davati nikakvo tuma-
∙cenje sa ¯zi∙ckog stanovi∙sta. Razlog za vrednosti koe¯cijenta Cv kod
Venturijevog vodomera, ako se ra∙cuna po (103{10), je u tome ∙sto je
obrazac (103{10) izveden uz pretpostavku da je merena pijezometarska
kota ispred dijafragme zaustavna, ∙sto o∙cigledno nije merena pijezome-
tarska kota ispred vodomera gde zaustavljanja struje nema.

¤ ¤ ¤

Za prakti∙cne potrebe nu∙zna je procena izgubljene energije koju
uzrokuje ugra¹divanje vodomera u cev { to je gubitak energije od prese-
ka (I) do preseka (II) (vidi sl. 103{7).

Gubitak usled trenja na delu gde se cev su∙zava iznosi polovinu gu-
bitka na delu gde se cev pro∙siruje, jer je du∙zina su∙zavanja dva puta
ve¶ca od du∙zine pro∙sirivanja (vidi sl. 103{8). Dakle, izostaviv∙si srednji
deo vodomera (gde je konstantan pre∙cnik D0) zbirni gubitak energije
na su∙zavanju i pro∙sirivanju je trostruki gubitak na su∙zavanju.

Za srednji deo vodomera gubitak do preseka (0) je polovina od gubit-
ka na celom srednjem delu. Kada bi taj srednji deo bio veoma duga∙cak
u odnosu na du∙zine na kojima se obavlja su∙zavanje i pro∙sirivanje cevi,
onda bi gubitak energije bio prete∙zno u trenju u srednjem delu, a on
bio dvaput ve¶ci od trenja do polovine, do preseka (0).
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Dva prethodna navoda dozvoljavaju da se napi∙se procena:

3 >
EI¡II

izg

EI¡0
izg

> 2 (103{31)

jer se iz prethodnog razmatranja moglo zaklju∙citi da je odnos gubitka
od preseka (I) do preseka (0) prema gubitku (I) do (II) izme¹du 2 i 3,
pa se, kao pribli∙znost mo∙ze uzeti da iznosi 2,5. Sa tom vredno∙s¶cu i
koriste¶ci (103{20) mo∙ze se napisati:

EI¡II
izg = 2; 5EI¡0

izg = 2; 5Ã
v2

0

2g

∙sto se zamenom Ã prema (103{29) svodi na

EI¡II
izg = 2; 5

Ã
1

C2
v

¡ 1

!Ã
1¡ A2

0

A2

!
v2
0

2g
(103{32)

Za prakti∙cne potrebe pogodno je izgubljenu energiju koju name-
¶ce vodomer izraziti u odnosu na izmerenu visinu H, koja se, sho-
dno (103{25) mo∙ze napisati:

H =
1

C2
v

Ã
1¡ A2

0

A2

!
v2
0

2g
(103{33)

Deljenjem (103{32) sa ovim izrazom dobija se:

Eizg

H
= 2; 5

Ã
1¡ 1

C2
v

!
(103{34)

Za Cv = 0;98 napisani odnos iznosi oko 0,1. Ako je gubitak ve¶ci,
odnosno Cv manje, dobi¶ce se ne∙sto ve¶ca vrednost { ako se Cv spusti
na 0,96, napisan odnos bi¶ce oko 0,2.

Po∙sto je kod Venturijevog vodomera izgubljena energija, kako je
re∙ceno, svega 10 do 20%, od izmerene visine, dok je to kod dijafragme
znatno vi∙se, kako se navodilo iza izraza (103{10) (izuzev slu∙cajeva gde
je prigu∙senje slabo izra∙zeno), ovaj navod mogao bi da oglasi dijafragmu
nepodobnijim od Venturijevog vodomera, pogotovo ako se jo∙s doda da
dijafragma zahteva i ve¶ce pravolinijske du∙zine ispred i iza nje. Takav
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zaklju∙cak ne mo∙ze se ipak prihvatiti bez ozbiljnijih primedbi. Naime,
prednost dijafragme je u tome ∙sto pouzdanije odre¹duje proticaj uz istu
postignutu ta∙cnost u merenju visine H, po∙sto se grani∙cni uslovi kod nje
pouzdanije obezbe¹duju, jer su oni prevashodno u o∙stroivi∙cnom otvoru,
a ostalo je zanemarljivo uticajno, dok je kod Venturijevog vodomera
merodavno celo oblikovanje izme¹du mernih preseka, uz jako izra∙zen uti-
caj hrapavosti, a uticajniji je i raspored dolaze¶cih brzina. Oko rupica
na zidu cevi kroz koje voda ulazi kroz pijezometarske priklju∙cke mogu¶ce
su neravnine (∙str∙canje) koje mogu uticati na lokalne pritiske s obzirom
da se pored njih odvija te∙cenje, dok su kod dijafragme pijezometarski
priklju∙cci vezani za mesta gde je voda mirna. Ovi navodi ne treba
sada da rasu¹divanja odvedu u drugu krajnost, da se izrekne nepodob-
nost Venturijevom vodomeru, jer se njime mogu dobiti dovoljno ta∙cni
rezultati za prete∙zan deo prakti∙cnih primera { htelo se samo re¶ci da di-
jafragma mo∙ze da pru∙zi ne∙sto ve¶cu mogu¶cnost za obezbe¹denje ta∙cnosti,
jer se grani∙cni uslovi lak∙se obezbe¹duju, ali se ta ve¶ca mogu¶cnost mora
odraziti kroz ve¶ci gubitak energije.

¤ ¤ ¤
Strogo po∙stovanje na∙cela iznesenog jo∙s u po∙cetku Poglavlja 101, da

se kao lokalni gubitak ra∙cuna samo onaj vi∙sak energije koji je stvorio
lokalni poreme¶caj, zahtevalo bi da se ovde ra∙cuna razlika izme¹du malo
pre sra∙cunate izgubljene energije i one koje bi se ostvarile da nema vo-
domera, a to je trenje na pravolinijski polo∙zenoj cevi konstantnog pre∙c-
nika D, a na du∙zini koju zauzima vodomer. Ovo zna∙ci da bi za izgublje-
nu energiju koju name¶ce vodomer trebalo uzeti ne∙sto manje od onoga
∙sto je navedeno. Me¹dutim, to se mo∙ze izostaviti tim pre ∙sto ra∙cunanje
izgubljene energije ima karakter procene, kao ∙sto ima i celokupan ra∙cun
izgubljene energije u cevovodu u koji se uklju∙cuje vodomer. Me¹dutim,
izmerena visinaH mora se odrediti sa zahtevanom ta∙cno∙s¶cu, jer je ina∙ce
merenje besmisleno.

Po∙sto se odredi izgubljena energija za vodomer (razume se za ma-
ksimalni predvi¹deni proticaj), usklade se (sa pijezometarskim stanjem
u cevovodu u koji se vodomer ugra¹duje) pijezometarske kote ispred i
iza vodomera (¦I;¦II) ∙cija je razlika jednaka EI¡II

izg . Potom se pijezome-
tarska kota ¦0 u su∙zenju odredi oduzimanjem izmerene visineH od ¦I.

¤ ¤ ¤
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Sila kojom °uid deluje na povr∙sinu kojom se cev su∙zava, i sila na
povr∙sinu kojom se cev pro∙siruje, svaka zasebno mogu se sra∙cunati, jer
se presek u su∙zenju mo∙ze uzeti kao zavr∙sni (pri sili na prvi deo), odno-
sno po∙cetni (za drugi deo). Jasno je da treba znati pijezometarske
kote ¦I, ¦0, ¦II, kao i proticaj. Zbog osnosimetri∙cnog strujanja obe
navedene sile deluju u osovini cevi. Sadejstvo te dve sile ∙cini silu koju
prima vodomer kao celina, i koja je znatno manja od sile koja napada
dijafragmu (za iste pre∙cnike su∙zene cevi kod vodomera, odnosno otvora
dijafragme, ugra¹dene u istu cev, i za isti proticaj). Na slici 102{12
pregledno su prikazana razli∙cita su∙zenja u cevi, u stvari niz prepreka
koje ometaju strujanje. Najizrazitije prepre∙cavanje na pomenutoj slici
ozna∙ceno je kao (a), a to je dijafragma, dok najmanje ometaju strujanje
slu∙cajevi (e{1) i (e{2), jer su prilago¹deni strujanju (kod njih se mlaz
ne odvaja od zidova cevi, ne stvara se odvojena vrtlo∙zna oblast, koja
bi bila uzrok znatnijeg gubitka energije). Treba i ovde ponoviti re∙ceno
prilikom tuma∙cenja slike 102{12 da manji gubitak energije zna∙ci i manju
silu otpora.

Slu∙cajevi (e{1) i (e{2) su dva uobi∙cajena tipa Venturijevog vodo-
mera. Prvi je op∙sirno razmatran, a kod drugoga je jedino postepeno
su∙zavanje zamenjeno zaobljenim. Taj tip vodomera prikazan je sli-
kom 103{10, i treba napomenuti da zahteva pa∙zljiviju izradu (misli
se na zaobljeno su∙zavanje) od razmatranog (sl. 103{8) koji se obi∙cno
naziva ,,klasi∙cni Venturijev vodomer". Kod drugog re∙senja (sl. 103{10)
koe¯cijenti brzine su otprilike isti kao i kod ,,klasi∙cnog".

Slika 103{10 Venturijev vodomer sa zaobljenim su∙zavanjem

404

DRAFT verzija 2001.



Na kraju treba dodati da ima niz varijanti vodomera koji se naziva-
ju ,,Venturijevim", a za bilo koji od njih, kao i za ovde navedene, treba
pre primene raspolagati sa ta∙cnom zavisno∙s¶cu izme¹du merene visine H
i proticaja Q, kao i sa zahtevanim grani∙cnim uslovima.

III

KRATAK OSVRT NA RAZLI∙CITE MOGU¶CNOSTI
ODREDIVANJA PROTICAJA MERENJEM

JEDNE PIJEZOMETARSKE RAZLIKE

Op∙sirna izlaganja o dijafragmi i Venturijevom vodomeru nisu ima-
la za svrhu da se oni preporu∙cuju kao nezamenjivi ure¹daji za merenje
proticaja. Htelo se { i to se sada nagla∙sava { da se prika∙ze mogu¶cnost
odredivanja proticaja merenjem samo jedne visine (jedne pijezometar-
ske razlike) i za to su data dva primera. Iz izlaganja se, me¹dutim, mo-
ra izvu¶ci zaklju∙cak da se za merni ure¹daj mo∙ze upotrebiti svaki za tu
svrhu pode∙seni i ta∙cno propisani lokalni uticaj, ∙sto zna∙ci ta∙cno utvr¹deni
grani∙cni uslovi, kao i ta∙cno utvr¹dena mesta za uzimanje pijezometarskih
priklju∙caka. Isti takav ure¹daj ispitan na jednom mestu, primenjuje se
na drugom gde su obezbe¹deni isti grani∙cni uslovi, a ako se ∙zeli pove¶cati
ili smanjiti moraju biti zadovoljeni uslovi sli∙cnosti. Veza izme¹du merne
visine H i proticaja Q, uz karakteristi∙cni popre∙cni presek A0, se obi∙cno
svodi na bezdimenzionalnu veli∙cinu:

CQ =
Q

A0

p
2gH

(103{35)

Uop∙steno uzev∙si za CQ va∙zi zavisnosti:

CQ = CQ(Ko;Re) (103{36)

Ko sadr∙zava sve merodavne grani∙cne uslove, izra∙zene bezdimenzio-
nalnim veli∙cinama.

Za sve primere kod kojih su isti tj. me¹dusobno sli∙cni grani∙cni uslo-
vi, ∙sto se pi∙se sa Ko = idem, koe¯cijent CQ zavisi samo od Re{broja.
Na modelu koji se odnosi na sve takve primere CQ se utvr¹duje eks-
perimentalnim istra∙zivanjem, mere se visina H i proticaj Q, i onda se
sra∙cuna CQ, upravo utvr¹duje se njegova vrednost koja se onda mo∙ze
preneti na sve, me¹dusobno sli∙cne primere.

¤ ¤ ¤
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Za mnogobrojne tipizirane merne ure¹daje, kakve su dijafragma i
Venturijev vodomer daju se gra¯koni kao onaj na sl. 103{5 namenjen
standardnoj dijafragmi. Kao merni objekat mogu da poslu∙ze i primeri
sa sl. 103{11 kao i niz drugih. Prvi slu∙caj na slici ozna∙cen sa (a) pokazu-
je da se ne mora posebno ugra¹divati merni objekat, nego se mo∙ze iskori-
stiti prelaz iz cevi ve¶ceg u cev manjeg pre∙cnika koji je projektom cevovo-
da predvi¹den. Mo∙ze se iskoristiti i ulaz u cev { prikazano sa (b) na slici,
ili izliv iz cevi ako se ugradi mlaznik { (c) na slici. Sva tri slu∙caja kori-
ste zavisnost pijezometarske razlike H od pove¶canja kineti∙cke energije,
∙sto je na∙celno isto kao kod Venturijevog vodomera. Za merni ure¹daj se

Q

QQ

Q

Q

d)

e)

b)

c)a)

H

H

H
H

H

Slika 103{11 Nekoliko primera mogu¶cnosti odre¹divanja proticaja Q na
osnovu izmerene visine H i eksperimentalno utvr¹dene zavisnosti Q = Q(H)
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mo∙ze koristiti krivina, gde izmerenu pijezometarsku razliku ∙cini razlika
izme¹du pijezometarskih kota na spoljnoj i unutra∙snjoj strani krivine
tj. H = ¦sp¡¦un vidi (d) na sl. 103{11. Na osnovu izmerene visine H
i jedna∙cinom (102{21) mo∙ze se sra∙cunati brzina v u cevi, a onda i pro-
ticaj Q, mno∙zenjem v sa povr∙sinom A0 popre∙cnog preseka cevi. Tako
se dobija:

Q = A0

q
g (¦sp ¡ ¦un)R=D (103{37)

Upore¹denjem ovoga izraza i izraza (103{35) uvi¹da se da je CQ je-

dnako
q
R=2D. Napominje se da napisano treba shvatiti kao pribli∙zni

izraz, i da ga treba popraviti i doterati na osnovu eksperimentalnog
istra∙zivanja. Pre svega, izraz je dobijen uz zanemarenje uticaja visko-
znosti i stoga mo∙ze da va∙zi samo za oblast razvijene turbulencije gde
ne uti∙ce Re{broj. Uz to svakako da i ugao skretanja ® (vidi sl. 102{13)
uti∙ce na zavisnost proticaja od navedene pijezometarske razlike. Me¹du-
tim, za prakti∙cne potrebe, i ako se ∙zeli procena, a ne ve¶ca ta∙cnost, mo∙ze
poslu∙ziti izraz (103{37) za krivinu sa skretanjem ® = 900.

Na isti na∙cin kao i krivina mo∙ze da poslu∙zi i koleno { primer (e) na
sl. 103{11.

Na kraju, nagla∙sava se slede¶ce:
U projektu svakoga objekta mogu se prona¶ci neke promene popre∙c-

nog preseka, ili skretanja, koja se mogu iskoristiti (mo∙zda uz mala po-
de∙savanja) kao ure¹daj za odre¹divanje proticaja. Ne mora se, dakle, pri-
meniti neki standardni merni ure¹daj (kao, na primer, dijafragma ili
Venturijev vodomer) za koja je poznata veza Q(H) izme¹du proticaja i
merene visinske razlike, ali taj ure¹daj se posebno ugra¹duje, i isklju∙civo
u tu svrhu, i postizanje grani∙cnih uslova za njega nije uvek lako obez-
bediti. Utvr¹divanje zavisnosti Q(H) za nestandardni merni objekat
ne mora se obaviti u istra∙z]iva∙ckoj ustanovi (na modelu u prirodnoj
veli∙cini ili smanjenom), jer se mogu obaviti na samomom objektu, ∙sto
je pogodnije. Obave se merenja za niz proticaja, gde se oni mere nekom
drugom metodom, pa se uz izmerenu pijezometarsku razliku do¹de do
veze Q(H) koja onda nadalje slu∙zi. Preporu∙cljivo je da se u projektu
hidrotehni∙ckog objekta predvide i izgrade pijezometarski priklju∙cci, a
onda se pri po∙cetku rada objekta utvrdi veza proticaj-pijezometarska
razlika (na malo pre opisani na∙cin) koji ¶ce onda slu∙ziti za povremeno
odre¹divanje, ili jo∙s bolje za neprekidno registrovanje proticaja.
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104
PRELAZ IZ MIRNOG U BURNO

TE∙CENJE { HIDRAULI∙CKI SKOK

I

OP∙STA RAZMATRANJA

U Poglavlju 92 obja∙snjeno je da mirno burno te∙cenje ne mo∙ze pre¶ci u
mirno postepenom promenom dubine, nego skokovito. Na primerima na
sl. 92{5 i 92{7 postavljeno je kao zadatak: istra∙zivanje skoka iz burnog
u mirno te∙cenje. To se sada i ispunjava { razmatra¶ce se hidrauli∙cki
skok. Tako se naziva skokoviti prelaz iz burnog u mirno te∙cenje. Dubine
ispred i iza skoka (hI i hII na sl. 104{1) nazivaju se spregnute dubine (ili
konjugovane dubine).

vI PII

III

vII

P  + I  = P   + II I II II

hI
PI

hII

L

II

Slika 104{1 Sile koje se uravnote∙zuju pri obrazovanju hidrauli∙ckog skoka

Napisa¶ce se dinami∙cka jedna∙cina ili jedna∙cina ,,uravnote∙zenja sila"
za masu °uida izme¹du preseka (I) i (II) { slika 104{1. U tim preseci-
ma ispunjeni su uslovi za pravolinijsko i paralelno strujanje, normalno
upravljeno na presek (dovoljno su odmaknuti od skoka), pa se mo∙ze pri-
meniti postupak izlo∙zen u Poglavlju 82 koji uticaje u jednom preseku
izra∙zava silom pritiska i komponentom inercijalne ,,sile". To su sile PI
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i II, odnosno PII i III, za pravac strujanja, za koga ¶ce se napisati nare-
dna jedna∙cina. Ostale sile su zanemarljive, ili u tom pravcu ne deluju,
ako se prihvate slede¶ce pretpostavke koje se mogu razlo∙zno prihvatiti.

1. Skok se posmatra u pravolinijski polo∙zenom kanalu kod koga se
gra¹devinski popre∙cni presek ne menja du∙z strujanja. To se obi∙cno
naziva ,,prizmati∙cni kanal". Ovaj uslov pojednostavljuje zadatak,
jer sa ∙cvrstih grani∙cnih povr∙sina deluje samo sila trenja koja je
zanemarljiva u odnosu na malo pre navedene sile.

2. Tako¹de se zanemaruje sila izme¹du vode i vazduha na slobodnoj
povr∙sini vode, ∙sto se kod otvorenih tokova redovno ∙cini, a navede-
no je jo∙s na po∙cetku razmatranja struja, u Poglavlju 81, pod VII.

3. Zadatak je re∙siv samo za horizontalno dno, jer tada otpada kom-
ponenta sile te∙zine u pravcu strujanja, pa se ne mora poznavati za-
premina vode u skoku. Pored toga, sila pritiska sa horizontalnog
dna na °uid usmerena je vertikalno, pa ne ulazi u uravnote∙zenje
horizontalnih sila.

Data obja∙snjenja (1. do 3.) dozvoljavaju da se za jedna∙cinu ,,ravno-
te∙ze sila" uzmu samo navedene sile (PI; PII; II; III), pa jedna∙cina glasi:

PI + II = PII + III (104{1)

Sile pritiska iznose:

PI = (p0A)I = ° (h0A)I = °SI

PII = °SII

p0 ozna∙cava pritisak u te∙zi∙stu preseka, a h0 rastojanje te∙zi∙sta od
nivoa vode (vidi sl. 104{2), pa je p0 = °h0, gde je ° speci¯∙cna te∙zina.
S = Ah0 je onda stati∙cki momenat povr∙sine A preseka u odnosu na
osovinu polo∙zenu na nivo.

Komponente inercijalne ,,sile" za preseke (I) i (II), shodno razma-
tranjima u Poglavlju 82, iznose:

II = ½QvI = ½
Q2

AI

III = ½
Q2

AII
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tezisteho

B
dh S = Aho

zanemarljivo

staticki momenat u odnosu 

prirastaj statickog momenta:

dS=Adh B dh+ ( )1
2

2

na nivo:

Slika 104{2 Uz uvo¹denje u razmatranje stati∙ckog momenta preseka, u
odnosu na osovinu u nivou

Ovde, kao i svuda, ½ ozna∙cava gustinu, a kori∙s¶cena je istovetnost
proticaja Q kroz oba preseka: Q = AIvI = AIIvII.

U razmatranje se unosi tzv. sila u preseku:

F = P + I = °S +
½Q2

A
(104{2)

Sila F je, kako se iz prethodnog izraza vidi, zbir sile pritiska P i
komponente inercijalne ,,sile" I za jedan presek.

Jedna∙cina skoka (104{1) se svodi na izjedna∙cavanje ,,sila" FI i FII u
presecima, pa se prethodno pi∙se sa:

°SI

|{z}"
sila

pritiska

#

+ ½
Q2

AI| {z }"
inercijalna

,,sila"

#

| {z }
FI = sila u preseku I

= °SII

| {z }
PII

+ ½
Q2

AII

| {z }
III

| {z }
FII

jedna∙cina hidrauli∙ckog skoka
(preseci I i II su ispred, odnosno iza skoka)

(104{3)

Deljenjem sile F , izra∙zene sa (104{2), sa speci¯∙cnom te∙zinom ° do-
bija se veli∙cina koja ¶ce se nazvati funkcija skoka i ozna∙cava se sa:

© =
F

°
= S +

Q2

gA
(104{4)
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Ta funkcija, za odre¹deni prizmati∙cni kanal, i za odre¹deni proticaj
(Q = const), je funkcija isklju∙civo od dubine, tj.

© = ©(h) (104{5)

Jedna∙cina skoka (104{3), uz uvo¹denje ©, prema (104{4) svodi se na
izjedna∙cavanje vrednosti funkcije © za spregnute dubine hI i hII:

© (hI) = © (hII) (104{6)

SI +
Q2

gAI
= SII +

Q2

gAII
(104{7)

Funkcija (104{4) za jedan odre¹deni proticaj je funkcija isklju∙civo
od dubine h, kako je to sa (104{5) i napisano. Kada dubina h te∙zi ka
beskona∙cnost i ©(h) te∙zi beskona∙cnosti, jer tada S(h) te∙zi ka besko-
na∙cnosti (S izra∙zava, kako je obja∙snjeno, stati∙cki momenat preseka u
odnosu na osovinu u nivou vode). Me¹dutim, i kada h te∙zi ka nuli, ©
te∙zi ka beskona∙cnosti, jer se u imenitelju drugog sabirka u (104{4) na-
lazi povr∙sina preseka struje A. Prema tome, ©(h) mora da ima negde
minimum { na∙celno isto je bilo i kod speci¯∙cne energije { vidi gra¯∙cki
prikaz e(h) na sl. 92{12 { gde se minimalna vrednost za e(h) ostvaruje
za kriti∙cnu dubinu (h = hK). I kod funkcije skoka ©(h) minimalna vre-
dnost se posti∙ze tako¹de za h = hK, ∙sto se dokazuje slede¶cim izlaganjem.

Diferenciranjem (104{4) po h, uz Q = const dobija se:

d©

dh
=
dS

dh
¡ Q2

gA2

dA

dh
(104{8)

Prira∙staj stati∙ckog momenta, za prira∙staj dubine dh, iznosi:

dS = Adh+Bdh
dh

2
(104{9)

gde je Adh prira∙staj stati∙ckog momenta zbog toga ∙sto se za povr∙sinu A
osovina u odnosu na koju se ra∙cuna momenat (a to je linija nivoa u pre-
seku) pomera za dh, a drugi ∙clan je prira∙staj stati∙ckog momenta koji
daje pove¶canje preseka (dA = Bdh), sa te∙zi∙stem na rastojanju dh=2
od nivoa. Slika 104{2 mo∙ze da pripomogne u razja∙snjavanju napisanog
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sa (104{9). Taj izraz uz zanemarenje drugog sabirka (kao neizmerno
male veli∙cine vi∙sega reda) daje:

dS

dh
= A

Ovo se uvr∙stava u (104{8), gde se istovremeno obavi zamena dA = Bdh,
pa se dobija:

d©

dh
= A¡ Q2

gA2
B

Minimalna vrednost za © uspostavlja se pri izjedna∙cenju prethodnog
sa nulom:

© = ©min za
Q2B

gA3
= 1 tj. za Fr = 1

odnosno za h = hK a to je trebalo dokazati.

Sl. 104{3 prikazuje kako izgleda gra¯kon za © = ©(h) za konstantan
proticaj i na njemu je nazna∙cen jedan od mogu¶cih parova spregnutih
dubina. Za bilo koji par se uspostavlja hI < hK < hII, ∙sto zna∙ci da je
jedna od spregnutih dubina u burnom, a druga u mirnom re∙zimu {

sko
k

φ φ( ) ( )h = hI II

hI
hII

φ
φ=
(h

)

Q =   const

φ
φ = S + 

Q
 gA
2

h
hIIhKhI

φmin

Slika 104{3 Funkcija skoka © za odre¹deni proticaj u prizmati∙cnom kanalu
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takvo re∙senje je i trebalo o∙cekivati, jer se tra∙zio prelaz iz burnog u
mirno te∙cenje.

Iz sl. 104{3 uvi¹da se tako¹de da je dubina iza skoka ve¶ca ako je dubi-
na ispred skoka manja, jer ∙sto je dolaze¶ci mlaz tanji, ve¶ca je brzina, pa
ga je te∙ze zaustaviti, treba ve¶ca dubina. Razume se da se ovo odnosi
na isti proticaj, a za Q = const je i nacrtana sl. 104{3.

Skre¶ce se pa∙znja da sprovedeno izvo¹denje jedna∙cine skoka dozvolja-
va i suprotan smer te∙cenja, jer uzete sile ne zavise od smera te∙cenja,
one na grani∙cnim presecima posmatrane zapremine deluju obe unutra∙s-
njim smerom, ka zapremini. Prema tome, ∙sto se primene jedna∙cine i
,,uravnote∙zenja sila" ti∙ce, moglo bi se re¶ci da ona daje re∙senja za prelaz
iz burnog u mirno te∙cenje, ali i obrnuto. Me¹dutim primena jedna∙cine
energije pokaza¶ce da je ispravno re∙senje samo ono gde se iz burnog
te∙cenja prelazi u mirno, ∙sto se uvi¹da iz slede¶ceg rasu¹divanja. Ako se
re∙senje iz jedna∙cine ,,uravnote∙zenje sila" unese u jedna∙cinu energije da
bi ona odredila izgubljenu energiju, onda za prelaz iz burnog u mirno
te∙cenje, vi∙se je energije ispred, nego iznad skoka, ∙cak i znatno vi∙se, i to
je ,,izgubljena energija", koja se tro∙si u skoku za sna∙zno vrtlo∙zenje. Da
se u skoku zaista gubi energija jasno je sa ¯zi∙ckog stanovi∙sta, a kasnije
¶ce se i ra∙cunski pokazati.

Za prelaz iz mirnog u burno te∙cenje, a primenjuju¶ci jedna∙cinu skoka,
njeno re∙senje uvr∙steno u jedna∙cinu energije dalo bi o∙cigledno neprihvat-
ljiv rezultat: vi∙se energije iza nego ispred skoka. Odakle?

Za prelaz iz burnog u mirno te∙cenje, izgubljena energija u skoku
iznosi:

Eizg = EI ¡ EII = hI +
v2
I

2g
¡
Ã
hII +

v2
II

2g

!
(104{10)

Ovo je i upisano na sl. 104{4. Napominje se da ova jedna∙cina va∙zi
za horizontalno dno, kakvo se u razmatranjima i uslovljava.

Poznavanjem dubina hI i hII, ∙sto se dobija iz jedna∙cine skoka, iz-
gubljena energija je prethodnim izrazom potpuno odre¹dena, jer poznate
dubine zna∙ce i poznate preseke struje, a onda i poznate brzine vI i vII.

Postupak kojim se primenom jedna∙cine ,,uravnote∙zenja sila" do-
lazi do re∙senja, a onda se to re∙senje nametne jedna∙cini energije da
sra∙cuna izgubljenu energiju, omogu¶cava da se do izgubljene energije
do¹de analiti∙ckim putem, bez ikakvih iskustvenih saznanja proiza∙slih
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vII
2  

2g

hI

Eizg

v2
I  
g2

hII

Slika 104{4 Sna∙zno vrtlo∙zenje u skoku oduzima znatnu energiju koju
izra∙zava Eizg

iz eksperimentalnih istra∙zivanja. Na ∙zalost, to se mo∙ze primeniti samo
u izuzetnim okolnostima. Naponsko stanje po povr∙sini koja zatvara
zapreminu na koju se primenjuje jedna∙cina ,,uravnote∙zenja sila" treba
da bude veoma prosto i lako odredljivo (tako je pretpostavljeno i kod
skoka).

U prete∙znom broju prakti∙cnih primera do izgubljene energije dolazi
se eksperimentalnim putem, odnosno primenom eksperimentalnih re-
zultata dobijenih za pojedini slu∙caj, odnosno sve njemu sli∙cne slu∙cajeve.
U po∙cetnim izlaganjima Poglavlja 101, to je i nagla∙seno, a navedena su
svega dva primera u te∙cenju u cevi gde se do izgubljene energije do∙slo
analiti∙ckim putem, to su, da se ponovi, ulaz u cev uguranu u rezervoar
i naglo pro∙sirenje (Drugi i Tre¶ci primer na kraju Poglavlja 83 { sl. 82{5
i 83{5). Sada se, kao tre¶ci primer, dodaje i hidrauli∙cki skok.

Skok se mo∙ze shvatiti kao lokalni gubitak energije koga proizvodi
sama struja, ∙cvrste granice ovde ne oblikuju prelaz iz manjeg u ve¶ci
presek { ovo je naglo pro∙sirenje struje, a ne i kanala. Kod cevi (ta∙cnije
re∙ceno: kod provodnika pod pritiskom) promenu u struji mogu da na-
metnu samo ∙cvrste granice, dok je kod kanala (kod otvorenih tokova),
gde se struja obrazuje sa slobodnom povr∙sinom, mogu¶ca i skokovita
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promena preseka struje koju ne prisiljavaju ∙cvrste granice struje { to je
upravo razmatrani hidrauli∙cki skok.

U te∙cenju pod pritiskom lokalni gubitak energije prikazivao se skoko-
vitim sni∙zavanjem linije energije kao da se poreme¶caj de∙sava u jednom
preseku { tako je postupljeno u poglavljima 101 i 102. Opisani na∙cin
ne zahteva poznavanje du∙zine na kojoj se ose¶ca lokalni poreme¶caj tj.
ne mora se znati rastojanje izme¹du preseka (I) ispred i preseka (II)
iza lokalnog poreme¶caja u kojima je strujanje paralelno i pravolinijsko,
normalno na presek. Re∙ceno je svojevremeno da je taj na∙cin veoma
pogodan za praksu i prihva¶cen, bez obzira na na∙celne primedbe. I
kod skoka mo∙ze se postupiti na isti na∙cin, pa se skok prikazuje kao da
se de∙sava u jednom preseku, a tu se linija energije skokovito spusti.
Unapred se ukazuje na sl. 104{11, gde je tako postupljeno.

Mora se primetiti da se du∙zina na kojoj se ose¶ca lokalni poreme¶caj
u cevi sakrivena u cevi, ne vidi se, dok je kod skoka du∙zina na kojoj se
obrazuje skok vidljiva, pa onda mo∙ze da se postavi pitanje koliko ona
iznosi. ∙Cak ima i prakti∙cnih zadataka gde se mora znati du∙zina na kojoj
se obrazuje skok, jer se gradi objekat u kome se mora smestiti skok, ∙sto
je predmet kasnijeg primera (sl. 104{12). U tom slu∙caju odredi se stanje
u presecima (I) i (II) prema osnovnoj jedna∙cini skoka (104{3), i odredi
se rastojanje me¹du tim presecima, a uticaj trenja se zanemari, jer je
zaista zanemarljiv.

Prethodno name¶ce odre¹divanje rastojanja izme¹du preseka (I) i (II)
koje ¶ce se nazvati du∙zina skoka, ozna∙cena sa L na sl. 104{1. Odre¹di-
vanje te du∙zine kasnije ¶ce se razmatrati.

¤ ¤ ¤

Ra∙cunanje skoka se svodi na to da se za poznati proticaj i jednu
poznatu spregnutu dubinu sra∙cuna druga. Ili, uz obe poznate dubine
ra∙cuna se proticaj. Ra∙cun se sprovodi primenom jedna∙cine (104{7). Za
trapezni presek kanala ona se svodi na:

bh2
I

2
+
mh3

I

3
+

Q2

g (bhI +mh2
I )

=
bh2

II

2
+
mh3

II

3
+

Q2

g (bhII +mh2
II)

(104{11)

Sa b je ozna∙cena ∙sirina dna kanala, a sa m nagib bokova (vidi
sl. 104{5), pa je stati∙cki momenat S jednak zbiru prva dva ∙clana (prvi
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α

m = tgα

hI

m

1

b

hII

Slika 104{5 Oznake za kanal trapeznog preseka

∙clan je stati∙cki momenat srednjeg pravougaonog dela, a drugi se odnosi
na trougaone povr∙sine uz bokove), dok je u tre¶cem ∙clanu presek A izra-
∙zen sa bh+mh2.

Jedna∙cina se ne mo∙ze re∙siti neposredno, nego postepenim pribli∙za-
vanjem.

Za pravougaoni presek kanala mo∙ze se napisati neposredna veza
izme¹du dubina, ∙sto ¶ce se i uraditi u narednom odeljku (II).

¤ ¤ ¤

Sem upore¹divanja spregnutih dubina u prakti∙cnim zadacima potreb-
no je oceniti i du∙zinu skoka, ozna∙cenu sa L na slikama 104{1 i 104{4.
Jedna∙cina koja se koristila za re∙savanje skoka, na∙zalost, ne pru∙za mo-
gu¶cnost da se odredi du∙zina L na kojoj se obrazuje skok, a za to nema
raspolo∙zive jedna∙cine.

Mo∙ze se postaviti pitanje kako se odre¹duje du∙zina skoka. Odgovor
bi bio da je to du∙zina na kojoj se obavi prelazak iz mirnog u burno kre-
tanje, sa dubine hI na dubinu hII, gde je na po∙cetku i na kraju skoka
strujanje paralelno i pravolinijsko, sa rasporedom brzine kao u nepo-
reme¶cenom stanju. Na du∙zini L se smire svi uticaji skoka i iza njega
se te∙cenje zanemarljivo razlikuje od onoga koje bi bilo da nema skoka,
nivo je smiren, vrtlo∙zenja su uglavnom zavr∙sena.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta odre¹divanje du∙zine skoka bitno je u onim
zadacima, gde se ba∙s odre¹duje du∙zina objekata u kome mora da se
obrazuje skok (da se sa burnog te∙cenja pre¹de u mirno), i da iz toga
objekta izlazi smirena struja, ∙cije sposobnosti za odno∙senje dna i bokova

416

DRAFT verzija 2001.



kanala nisu primetno ve¶ce od onih koje bi imala struja iza objekta kada
se u njoj ne bi ose¶cao uticaj skoka. Prakti∙can primer takvog objekta
razmatra¶ce se kao Drugi primer u Odeljku (III) ovoga Poglavlja.

Za kanal pravougaonog popre∙cnog preseka postoje obimna eksperi-
mentalna ista∙zivanja o kojima ¶ce biti jo∙s re∙ci u narednom Odeljku (II).
Iz njih proizilazi da se za prakti∙cne potrebe mo∙ze ra∙cunati da je du∙zina
skoka:

L = 5hII (104{12)

tj. petostruka dubina iza skoka.
Iako se navedeni obrazac odnosi na kanal pravougaonog popre∙cnog

preseka, mo∙ze se primeniti i na trapezni presek, ako se on mnogo ne
razlikuje od pravougaonoga. Mo∙ze se primeniti uz uslov da ∙sirina B ni-
voa vode u preseku (II) ne bude ve¶ca od dvostruke ∙sirine b dna trapeza
(B ∙ 2b). Izlaganja se nastavljaju obrazlo∙zenjem prethodnog navoda.

Sile u preseku (II) koje su sposobne da zaustave burno te∙cenje, i
obrazuju hidrauli∙cki skok, su sila pritiska i komponenta inercijalne ,,si-
le" napisane na desnoj strani izraza (104{1), a kasnije odre¹dene de-
snom stranom jedna∙cine (104{3). Uvi¹da se da ¶ce dejstvo tih sila biti
isto, upravo jednake vrednosti, u dva primera, ako su u oba primera
vrednosti stati∙ckog momenta SII i povr∙sine AII popre∙cnog preseka pod-
jednake { naravno za isti proticaj. Neka prvi primer bude trapezni
presek sa ∙sirinom nivoa vode jednakoj dvostrukoj ∙sirini dna (B = 2b),
∙sto je granica prema prethodnom uslovljavanju. Drugi slu∙caj neka bude
pravougaoni presek sa istim vrednostima za SII i AII. Izjedna∙cavanje
stati∙ckih momenata za oba preseka daje:

2

3
bth

2
t =

1

2
bph

2
p

gde se leva strana odnosi na trapezni, a desna na pravougaoni presek,
bt ozna∙cava ∙sirinu dna, ht dubinu u trapeznom preseku, dok su bp i hp

∙sirina odnosno dubina u pravougaonom preseku. Izjedna∙cavanje povr-
∙sina preseka daje:

3

2
btht = bphp

Napisane jedna∙cine ∙cine sistem kojim se za zadate vrednosti bt i ht

odre¹duju nepoznate bp i hp dobija se:

hp =
8

9
ht bp =

27

16
bt
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U preseku (I) ispred skoka komponenta ,,inercijalne sile" je II =
½Q2=AI, a upore¹denje trapeznog i pravougaonog preseka ima smisla za
isti proticaj koji nadire u burnom te∙cenju. Pored toga, mo∙ze se pret-
postaviti da je brzina vI za oba slu∙caja ista, kao posledica iste visinske
razlike koja je uzrokovala tu veliku brzinu u burnom te∙cenju, ∙sto zna∙ci
i istu povr∙sinu preseka AI, pa je onda i komponenta inercijalne ,,si-
le" u oba slu∙caja podjednake vrednosti. U istom preseku deluje i sila
pritiska PI, koja je srazmerna sti∙ckom momentu SI, a on je proizvod
povr∙sine preseka AI (a ova je, prema prethodnom navodu, u oba slu∙caju
ista) i rastojanja h0 te∙zi∙sta preseka od nivoa vode. Razlika tih sila za ra-
zmatrana dva slu∙caja (trapezni i pravougaoni presek) je samo u razlici
u rastojanjima te∙zi∙sta od nivoa vode, a ta razlika nije velika, jer za ma-
lenu dubinu u odnosu na ∙sirinu dna trapezni presek se malo razlikuje
od pravougaonog, a takav odnos dubine i ∙sirine mo∙ze se o∙cekivati u
preseku (I). Pored toga, treba naglasiti da je sila PI mnogo manja od
sile II, kao i od PII, pa ona malo uti∙ce na uravnote∙zenje sila, a onda je
pogotovo bezna∙cajan uticaj razlike sila PI za posmatrana dva slu∙caja.

Iz prethodnih raspravljanja mo∙ze se zaklju∙citi da je zbir sila u pre-
seku (II) za oba slu∙caja podjednak ako su odnosi dubina (hp=ht) i ∙sirina
dna (bp=bt) odre¹deni napisanim izrazima i da su sile u preseku (I) pri-
bli∙zno iste vrednosti, pa su sposobnosti za obrazovanje skoka u oba
slu∙caja isti. Ovo naravno, va∙zi za isti proticaj i za prihva¶ceni uslov da
u trapeznom preseku ∙sirina nivoa ne bude ve¶ca od dvostruke ∙sirine dna.

Kao zapremina u kojoj se obavlja proces smirivanja burnog te∙cenja
mo∙ze se shvatiti zapremina iznad nivoa vode u preseku (I). Ta∙can iznos
te zapremine ne mo∙ze se odrediti jedna∙cinom koja se koristila, a druge
raspolo∙zive nema da se odredi linija nivoa u skoku, ∙sto je ve¶c svojevre-
meno obja∙snjeno. Stoga se barem kao pogodan pokazatelj te zapremine
mo∙ze uzeti razlika AII¡AI izme¹du preseka iza i ispred skoka pomno∙zena
sa njegovom du∙zinom L. Ta zapremina je ne∙sto ve¶ca kod trapeznog pre-
seka, jer se u oba slu∙caja ra∙cuna sa du∙zinom L = 5hII, a dubina hII je
ve¶ca kod trapeznog, jer je prema ranijem ra∙cunu ht=hp = 9=8, dok je
razlika povr∙sina preseka u oba slu∙caja ista.

Ako se prihvate prethodna rasu¹divanja, ona bi dovela do zaklju∙cka
da je za smirivanje burnog te∙cenja u skoku ve¶ci raspolo∙zivi prostor kod
trapeznog preseka (nego kod pravougaonog). Me¹dutim, ta na izgled
dopunska sigurnost je dobro do∙sla, jer mo∙ze da poslu∙zi da naknadi ono
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∙sto mo∙ze uneti sumnja da je kod trapeznog preseka manja mogu¶cnost za
razvoj skoka, jer je manja ∙sirina nivoa ispred skoka, a odatle se za∙cinje
skok. (∙Sirina nivoa je manja kod trapeznog preseka, jer se pri maloj
dubini, ∙sirina nivoa malo razlikuje od ∙sirine dna, a za ∙sirinu dna je
sra∙cunato da je manja kod trapeznog preseka od ∙sirine pravougaonog.)
Stoga je i razumljiv prethodno postavljeni uslov da ∙sirina nivoa iza
skoka ne bude ve¶ca od dvostruke ∙sirine trapeza (B ∙ 2b).

¤ ¤ ¤

Do sada je raspravljan skok u kanalu sa horizontalnim dnom, re∙se-
nje je proiza∙slo iz jedna∙cine uravnote∙zenja sila u pravcu strujanja (to
je bio horizontalni pravac), a sila trenja je bila zanemarena. Za skok
na nagnutom dnu kanala u pravcu strujanja (u kome deluju sile u pre-
secima: PI; PII; II; III) deluje i komponenta sile te∙zine (ozna∙cena sa Gx

na sl. 104{6). O toj sili treba voditi ra∙cuna ako znatno nadma∙suje silu
trenja izme¹du ∙cvrstih granica i °uida, u oblasti skoka (ona je ozna∙cena
sa T na slici, a ranije je ogla∙sena zanemarljivom), jer se razlika Gx¡ T
uvr∙stava u uravnote∙zenje sa silama u presecima.

Uravnote∙zuju se sile koje deluju u pravcu strujanja, nagnutom za
ugao ® prema horizontali, pa su popre∙cni preseci, postavljeni normal-
no na pravac strujanja, nagnuti prema vertikalni za isti ugao ®. Sila
pritiska je jednaka °S cos®, gde je S stati∙cki momenat za presek, u
odnosu na osu u nivou, a ra∙cunat sa dubinom h koja se meri u pravcu

III

PII

hII

T

GxPI hI

x

II

Slika 104{6 Za skok na nagnutom dnu, komponenta te∙zine (Gx) u pravcu
strujanja uzima se u obzir ako nije zanemarljiva u odnosu na silu u preseku
(PI + II)
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normalnom na strujanje. Ako je sin® < 0; 1, o nagnutosti preseka ne
treba voditi ra∙cuna, jer je cos® blizak jedinici. Inercijalna ,,sila" u
preseku ra∙cuna se na uobi∙cajeni na∙cin { jednaka je ½Qv. Sila pritiska
kojim dno deluje na °uid usmerena je normalno na pravac strujanja i
ne ulazi u uravnote∙zenje sila.

Uzima se u razmatranje slu∙caj pod slede¶cim okolnostima: iza skoka
te∙cenje je jednoliko sa dubinom hII (dubina kojom zavr∙sava skok), a na-
gib dna je ID, i taj nagib je i ispod skoka. Dakle, skok je u kanalu nagi-
ba ID, a od skoka je jednoliko te∙cenje sa normalnom dubinom hN = hII.

Za navedeni slu∙caj komponenta sile te∙zine od preseka (I) do prese-
ka (II) tj. na du∙zini prostiranja skoka je manja od °LAIIID, jer bi ta
komponenta bila tolika da je popre∙cni presek struje du∙z celoga skoka
jednak AII, a on jednak AII na kraju skoka, a celom du∙zinom skoka je
manji (raste od AI do AII).

Sila trenja je pak ve¶ca od °LAIIID jer bi toliko iznosila da je du-
∙zinom skoka L jednoliko te∙cenje sa presekom AII i brzinom vII, a du∙z
skoka preseci su manji, a brzine ve¶ce, ∙sto uzrokuje ve¶ce trenje.

Prethodna dva navoda dovode do zaklju∙cka da je komponenta te∙zi-
ne nedovoljna da podmiri trenje, ∙sto zna∙ci da zanemarenje obe sile daje
rezultat koji je kako se obi∙cno ka∙ze na ,,strani sigurnosti". Jasno je da
je za horizontalno dno ta sigurnost jo∙s i ve¶ca, jer tada celokupna sila
trenja doprinosi smirenju burnog te∙cenja. Treba naglasiti da je ipak
uticaj trenja bezna∙cajan.

Prethodni zaklju∙cak o nedovoljnosti komponente sile te∙zine Gx da
savlada trenje za posmatrane uslove govore da nagib dna ID mo∙ze biti
∙cak i ve¶ci od onoga koji odgovara jednolikom te∙cenju sa dubinom hII

pa da komponenta te∙zine ne savlada trenje.

Svakako da bi za znatno ve¶ce nagibe komponenta te∙zine imala i zna-
tan uticaj, dobila bi se ve¶ca dubina hII iza skoka, jer treba pove¶cati silu
pritiska sa nizvodne strane da bi se naknadio uticaj te∙zine usmeren
nizvodno. Ovo, dakako, va∙zi za nagib dna kojim se dno spu∙sta nizvo-
dnim smerom. Ako se nizvodnim smerom dno penje, ako je kanal u tzv.
,,kontra nagibu", onda i sila te∙zine smiruje burno te∙cenje i treba manja
dubina hII na kraju skoka (manja od one za skok na horizontalnom
dnu).

∙Cim uti∙ce te∙zina mora se znati oblik skoka, upravo njegova za-
premina, a to se ne mo∙ze odrediti analiti∙ckim putem, preostaju samo
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iskustvena saznanja. Grubo se, dodu∙se, mo∙ze oceniti koliki je uticaj te-
∙zine jer se mo∙ze proceniti zapremina vode u skoku, izme¹du preseka (I)
i (II).

II

HIDRAULI∙CKI SKOK
U KANALU PRAVOUGAONOG PRESEKA

Razmatranja u ovom Odeljku (II) ograni∙cavaju se na hidrauli∙cki
skok u kanalu pravougaonog preseka, ∙sto ¶ce omogu¶citi da se skok u tom
kanalu podrobnije, op∙sirnije, i odre¹denije, razmotri. Razlozi za to su
slede¶ci. Prvo, za takav kanal su izrazi veoma jednostavni, pa se analiza
lako sprovodi, a na∙celni zaklju∙cci iz nje va∙ze i za svaki prizmati∙cni kanal.
Drugo, u prakti∙cnim zadacima skok je naj∙ce∙s¶ce u pravougaonom kanalu.

¤ ¤ ¤

Ve¶c je re∙ceno da se za pravougaoni kanal mo∙ze napisati neposredna
veza izme¹du spregnutih dubina hI i hII. Jedna∙cina (104{11), za m = 0
(to je pravougaoni presek) daje:

1

2

³
h2

II ¡ h2
I

´
=

Q2

gb2

µ
1

hI
¡ 1

hII

¶
(104{13)

Koriste¶ci jedna∙cinu (92{24), namenjenu pravougaonom kanalu kod
koga su ∙sirina dna i ∙sirina struje u nivou iste (B = b), u prethodnoj
jedna∙cini zamenjuje seQ2=gb2 sa h3

K, a uz to se jedna∙cina deli sa hII¡hI,
pa se dobija:

1

2
(hI + hII) =

h3
K

hIhII

∙sto se mo∙ze napisati u vidu re∙sive kvadratne jedna∙cine

h2
II + hIhII ¡ 2

h3
K

hI

= 0

Za jednu poznatu dubinu (hI), uz poznat proticaj (poznato hK),
druga spregnuta dubina iznosi:

hII =
hI

2

0
@
vuut1 + 8

h3
K

h3
I

¡ 1

1
A (104{14)
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Pri pisanju ove jedna∙cine nije uslovljeno koja je dubina ispred, a
koja iza skoka, jer to nije uslovljeno ni jedna∙cinom (104{13) za skok
u pravougaonom kanalu, a ni jedna∙cinom (104{3) za bilo kakav pri-
zmati∙cni kanal. Proizvoljnost koja je dubina hI, a koja hII (ispred ili
iza skoka) razja∙snjena je ranije (za jedna∙cinu ,,uravnote∙zenje sila" nije
uslovni smer strujanja). Prema tome, mo∙ze se napisati i jedna∙cina koja
izra∙zava hI:

hI =
hII

2

0
@
vuut1 + 8

h3
K

h3
II

¡ 1

1
A (104{15)

Ne treba smetnuti sa uma da ova razmatranja o skoku pretpostav-
ljaju horizontalno dno kanala, pa se to odnosi i na odre¹dene dubine hI

i hII za pravougaoni kanal.
Deljenjem obe strane jedna∙cine (104{14) sa hI, dobi¶ce se bezdimen-

zionalne veli∙cine na obe strane:

hII

hI
=

1

2

0
@
vuut1 + 8

h3
K

h3
I

¡ 1

1
A (104{16)

h3
K se mo∙ze zameniti sa Q2=gb2, ∙sto dozvoljava malo pre ve¶c pome-

nuta jedna∙cina (92{24), pa se odnos h3
K=h

3
I mo∙ze izraziti:

h3
K

h3
I

=
Q2

gb2h3
I

= Fr I (104{17)

FrI je Frudov broj za presek (I), a prethodno izjedna∙cavanje srednjeg
izraza sa njime dozvolila je jedna∙cina (92{22).

Uvr∙stavanjem FrI umesto h3
K=h

3
I u jedna∙cinu (104{16) dobija se:

hII

hI
=

1

2

µq
1 + 8FrI ¡ 1

¶
(104{18)

Ovaj izraz ukazuje da postoji jednozna∙cna veza izme¹du hII=hI i FrI

{ gra¯∙cki prikaz zavisnosti hII=hI od
p

Fr1 dat je slikom 104{7.

¤ ¤ ¤

Izgubljena energija u hidrauli∙ckom skoku u pravougaonom kanalu
odredi¶ce se iz izraza (104{10) vode¶ci ra∙cuna da su za pravougaoni ka-
nal brzine vI i vII, a za proticaj Q, jednake Q=bhI i Q=bhII. Nadalje,
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Slika 104{7 Odnos dubina iza i ispred skoka hII=hI i zavisnosti od Fru-
dovog broja ispred skoka { za pravougaoni presek kanala

koristi¶ce se i jednakost h3
K = Q2=gb2, koja je kori∙s¶cena i malo pre, pri

prelazu iz (104{13) u (104{14). Sa zamenama prema ovim vezama,
jedna∙cina (104{10) se svodi na:

Eizg = hI ¡ hII +
Q2

2gb2

Ã
1

h2
I

¡ 1

h2
II

!

Zamenom Q2=2gb2, kori∙s¶cenjem (104{13), dobija se:

Eizg = hI ¡ hII +
1

4

(hI + hII) (h2
II ¡ h2

I )

hIhII

Sre¹divanje prethodnog daje:

Eizg =
1

4

(hII ¡ hI)
3

hIhII
(104{19)

Pogodno je izgubljenu energiju izraziti u odnosu na dubinu iza skoka
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{ delenjem prethodnog izraza sa hII i sre¹divanjem dobija se:

Eizg

hII
=

1

4

hII

hI

Ã
1¡ hI

hII

!3

(104{20)

Prethodni izraz ukazuje na vezu bezdimenzionalnih veli∙cina Eizg=hII

i hII=hI, ∙ciji je gra¯kon dat slikom 104{8.

4

3

2

1

0 4 8 12 16

E
h
izg 

II

h
h

II 

I

E  h
 =   h  

h
 -
h  
h

izg

3

II

II
I

I
II

1
4

1(
)

Slika 104{8 Relativna vrednost izgubljene energije u skoku (u odnosu
na dubinu hII iza skoka) u zavisnosti od odnosa dubine iza i ispred skoka
(hII=hI) { za pravougaoni presek kanala

¤ ¤ ¤
Eksperimentalna istra∙zivanja hidrauli∙ckog skoka u pravougaonom

kanalu pokazuju da se du∙zina skoka L na kojoj se obrazuje skok mo∙ze
izraziti u zavisnosti od Fr broja ispred skoka.

Rezultat eksperimentalnih istra∙zivanja du∙zine hidrauli∙ckog skoka
prikazuje slika 104{9b, gde je odnos du∙zine skoka prema dubini iza sko-
ka prikazan u funkciji kvadratnog korena Frudovog broja ispred skoka.
To se odnosi na tzv. ,,strmi skok" gde se nagao prelaz iz dubine hI

na dubinu hII obavlja vrtlo∙znom obla∙s¶cu koja zahvata celu zapreminu
iznad dubine hI (sl. 104{9a). Za relativno malen porast dubine, gde
je hII < 2hI, a to prema (104{18) zna∙ci FrI < 3, obrazuje se tzv. ,,tala-
sasti" (sl. 104{9c) kod koga du∙zina L je i du∙za od petostruke dubine iza
skoka, ali se poreme¶caji ose¶caju samo uz nivo, sve se lako i postepeno
smiruje, pa onda du∙zina skoka i nema ve¶ci prakti∙cni zna∙caj.
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hII
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hI

hII

L 
hII

hI

FrI

FrI

Slika 104{9 a) ,,Strm skok" sa naglim pove¶canjem dubine uz sna∙zno
vrtlo∙zenje koje zahvata skoro celu masu vide izme¹du preseka (I) i (II), b)
odnos du∙zine skoka i dubine iza njega (L=hII) u zavisnosti od Frudovog broja
ispred skoka FrI, c) 'talasasti skok' obrazuje se pri FrI < 3 (tj. hII < 2hI),
du∙zina skoka L je ve¶ca od 5hII, ali je poreme¶caj znatno manjeg inteziteta od
onoga pod a) i ose¶ca se samo uz povr∙sinu vode

Uz du∙zinu skoka treba se podsetiti da je iza obrasca (104{12) re∙ceno
da se on, iako poti∙ce iz eksperimentalnih iztra∙zivanja za pravougaoni
kanal, mo∙ze primeniti i na trapezni, ali se preporu∙cuje primena na
slu∙cajeve gde ∙sirina nivoa vode nije ve¶ca od dvostruke ∙sirine dna.
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DODATAK

U nastavku ¶ce se razmotriti primena dimenzionalne analize na hi-
drauli∙cki skok u kanalu pravougaonog preseka sa horizontalnim dnom.

Dubina hII iza skoka zavisi od dubine i brzine ispred skoka (hI; vI),
od gustine ½ i od te∙zine, koju ¶ce predstavljati gravitaciono ubrzanje g
(koje unosi uticaje te∙zine). hII zavisi i od ∙sirine kanala b. Veza dimen-
zionalnih veli∙cina, napisana uop∙steno sa (62{10), za ovaj slu∙caj, gde
je Á = hII, svodi se, prema navedenom, na:

hII = hII (hI; vI; ½; g; b) (104{21)

Po∙sto pojavu skoka karakteri∙se izuzetna turbulentnost i veoma ne-
mirna povr∙sina vode, mo∙ze se pretpostaviti da su uticaji viskoznosti i
kapilarnosti (povr∙sinskog napona) zanemarljivi, pa su iz (62{10) izo-
stavljeni koe¯cijenti viskoznosti ¹ i povr∙sinskog napona ±, a svakako
otpada modul sti∙sljivosti E (jer se razmatra nesti∙sljiv °uid). Grani∙cni
uslovi su sadr∙zani u hI; vI i b, a prve dve (od ove tri) veli∙cine, uz gusti-
nu ½, uze¶ce se za osnovne veli∙cine, pa veza (104{21) dobija bezdimen-
zionalnu zamenu, po ugledu na (62{11):

hII

hI

=
hII

hI

Ã
ghI

v2
I

;
b

hI

!
(104{22)

jer su iz veze (104{21) izostale osnovne veli∙cine (hI; vI; ½) a preostale
tri su dobile bezdimenzionalne zamene. Moglo se u po∙cetku izlaganja,
umesto (104-21) napisati

hII = hII (hI; vI; g; b) (104{23)

Kako je vI jednako Q=bhI, prvi ∙clan u zagradi u (104{22) je jednak
1=FrI, ∙sto se zaklju∙cuje iz (104{17). Ako se uz to prihvati tuma∙cenje da
se hidrauli∙cki skok u pravougaonom kanalu mo∙ze razmatrati kao ravan-
ski zadatak (da je odnos dubina hI i hII nezavisan od ∙sirine b kanala),
veza (104{22) svodi se na:

hII

hI

=
hII

hI

(FrI) (104{24)
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Dimenzionalna analiza je broj od 6 veli∙cina koje ∙cine vezu (104{21)
svela na 3 u (104{22), a prihvatanjem pretpostavke da je zadatak ravan-
ski, problem se sveo na svega dve me¹dusobno vezane veli∙cine u (104{24).
Dimenzionalna analiza nije mo¶cna da odredi kakva je funkcija (104{23),
da je izrazi tako da se hII=hI mo∙ze sra∙cunati ako je poznata vrednost
za FrI. To i nije svrha primene dimenzionalne analize, ona je smanjila
broj veli∙cina koje su me¹dusobno povezane, i eksperimentalnim istra∙zi-
vanjima poverila veoma upro∙sten zadatak { ona treba samo da odre-
de funkciju (104{24). Me¹dutim, postoji i analiti∙cko re∙senje ispisano
sa (104{18) i ono je potpuno u skladu sa vezom (104{24) { i u tom
analiti∙ckom re∙senju ne pojavljuje se ∙sirina kanala jer izvo¹denje koje
je dovelo do (104{18) odgovara ravanskom zadatku. Eksperimentalni
rezultati potvrdili su analiti∙cka re∙senja.

Razmatranje du∙zine skoka L (vidi sl. 104{9) dimenzionalnom ana-
lizom najpre ispisuje zavisnost L od dimenzionalnih veli∙cina:

L = L (hI; vI; hII; ½; g) (104{25)

Ovde je u odnosu na (104{21) izostavljena ∙sirina kanala b, jer se za-
datak smatra ravanskim, a L zavisi od obe spregnute dubine (hI; hII).

Bezdimenzionalna zamena za prethodnu vezu, uz osnovne veli∙ci-
ne hI, vI, ½, je:

L

hI

=
L

hI

Ã
ghI

v2
I

;
hII

hI

!
(104{26)

Ako se ∙zeli du∙zina L izraziti u odnosu na dubinu hII iza skoka (a
ne u odnosu na dubinu hI ispred skoka), postupi¶ce se na slede¶ci na∙cin:
Umesto L=hI i hII=hI mo∙ze se uzeti prva bezdimenzionalna veli∙cina po-
deljena sa drugom, a to daje L=hII, a onda otpada jedna od uzetih u
postupak, ili L=hI, ili L=hII, jer broj bezdimenzionalnih veli∙cina mora
ostati isti. Izostavi¶ce se L=hI, pa ¶ce se tako u prethodnom izrazu L=hI

u stvari zameniti sa L=hII, a to se i ∙zelelo. Umesto (104{26) dobija se,
dakle:

L

hII

=
L

hII

Ã
ghI

v2
I

;
hII

hI

!

Prvi ∙clan u zagradi je FrI ∙sto je ve¶c kori∙s¶ceno pri prelazu iz (104{22)
u (104{24). Isto se mo∙ze uraditi i ovde. Treba jo∙s iskoristiti okolnost
da su FrI i hII=hI jednozna∙cno vezani kako to pokazuje (104{24), pa
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odre¹dena vrednost za FrI zna∙ci i potpuno odre¹denu vrednost za hII=hI.
Prema tome, dovoljno je povezati L=hII sa FrI, pa se kona∙cno pi∙se:

L

hII
=

L

hII
(FrI) (104{27)

Jasno je da se analizom dimenzija ne mo∙ze ni∙sta vi∙se posti¶ci (iako je
postignuto veoma mnogo), odnosno ne mo∙ze se odrediti kakva je pret-
hodna funkcija. Analiti∙ckog re∙senja nema, ali postoje eksperimentalni
podaci koji se za sve skokove uklapaju u gra¯kon nacrtan na sl. 104{9.

∙Sta se podrazumeva pod du∙zinom skoka obja∙snjeno je neposredno
pre ovih razmatranja o primeni dimenzionalne analize. Mo∙ze se samo
dodati da du∙zina skoka L ra∙cunata po (104{12) ne zna∙ci da je to du∙zina
dovoljna da se na njenom kraju turbulentne °uktuacije svedu na takvu
meru da se u njima vi∙se ne ose¶ca uticaj skoka. Du∙zina na kojoj ¶ce se pot-
puno ,,ugasiti" (,,izumreti") poja∙cana turbulencija izazvana skokom je
mnogo du∙za, nekoliko puta du∙za od sra∙cunatog po (104{12). Me¹dutim,
primetan nemir u nivou vode i u strujanju, kako je ranije obja∙snjeno,
zavr∙si se na du∙zini ra∙cunatoj po (104{12).

¤ ¤ ¤

Za hidrauli∙cki skok se mo∙ze re¶ci da je to izrazita i o∙cigledna pojava
koja se odvija po Frudovoj sli∙cnosti. Zbog razvijenog vrtlo∙zenja uticaji
viskoznosti i kapilarnosti su zaista zanemarljivi, ∙sto se sa pravom pret-
postavilo za pisanje (104{21) gde ulaze uticaji te∙zine i inercijalni. Pod
isklju∙civim dejstvom te∙zine skok ne bi mogao stajati. Kako povr∙sina
vode mo∙ze da bude strma ako nema drugih uticaja? Inercijalni uticaji
,,dr∙ze" skok.

III

PRIMERI HIDRAULI∙CKOG SKOKA
U PRAKTI∙CNIM ZADACIMA

Za Prvi primer pojave hidrauli∙ckog skoka, i njegovog uklapanja u
tok, uzet je kanal konstantnog gra¹devinskog popre∙cnog preseka (pri-
zmati∙cni kanal), koji iz ve¶cega nagiba dna (u kome je jednoliko te∙cenje
burno) prelazi u manji nagib dna (gde je jednoliko te∙cenje mirno) {
sl. 104{10.
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Slika 104{10 Tri mogu¶cnosti prelaza iz burnog u mirno te∙cenje pri
promeni nagiba kanala. U sva tri slu∙caja ha i hb su normalne dubine za
uzvodnu, odnosno nizvodnu jedinicu, hk je kriti∙cna dubina za obe jedinice
(ha < hk < hb)

U ranijem primeru (u Poglavlju 92, Odeljak II) prikazano je da
je prelaz iz mirnog u burno te∙cenje postepen, kroz kriti∙cnu dubinu
(sl. 92{11) dok je ovde (sl. 104{10) skokovit, jer se prelazi iz burnog u
mirno te∙cenje.

Pretpostavi¶ce se da su obe deonice kanala sa sl. 104{10 toliko duga∙c-
ke da se uticaji sa uzvodne strane (koji bi mogli poremetiti normalnu
dubinu) na uzvodnu (gornju) deonicu ne prostiru do njenog kraja (do
preloma dna), niti da uticaji sa nizvodne strane za nizvodnu (donju)
deonicu ne dopiru tako¹de do preloma dna. Ovo zna∙ci da se zadatak
svodi na prelazak sa jedne normalne dubine na drugu, a pitanje je gde
i kako.

Postoje slede¶ca re∙senja (1, 2 i 3), prikazana na sl. 104{10.

1. Slu∙cajno su normalne dubine za uzvodnu i nizvodnu deonicu (o-
zna∙cavaju se sa ha i hb) ba∙s tolike da se spre∙zu u hidrauli∙cki skok:

ha = hspr
b hb = hspr

a
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Ako se to ostvari, onda se skok javlja u prelomu dna. Dodavanje
gornjeg indeksa ,,spr" na napisanu dubinu zna∙ci njoj spregnutu
dubinu (tako, je na primer, hspr

b dubina koja se spre∙ze sa hb).
(Ovakvo ozna∙cavanje ne treba da unese zabunu, s obzirom da su
u prethodnim izlaganjima u Odeljcima I i II, spregnute dubine
ozna∙cavane sa hI i hII.)

Da dubine ha i hb budu ba∙s me¹dusobno spregnute je slu∙cajna
podudarnost, koja se mo∙ze samo slu∙cajno ostvariti. Me¹dutim, taj
slu∙caj treba shvatiti kao razgrani∙cenje dve naredne mogu¶cnosti:
(2) i (3). U jednoj od njih na¶ci ¶ce se re∙senje za bilo koji prakti∙cni
zadatak. Naime, skok mo∙ze da bude u donjoj ili gornjoj deonici
kanala zavisno da li je dubina hb premalena da zaustavi burno
te∙cenje, ili je za to potrebna dubina manja od nje.

2. Dubina hb je premalena da smiri nailaze¶cu burnu struju dubi-
ne ha, pa burno te∙cenje prodire u nizvodnu deonicu, gde se dubi-
na postepeno pove¶cava sa ha na hspr

b (linijom tipa III na sl. 92{5)
i tek onda dubina hb mo∙ze skokom da zaustavi nadiru¶ce burno
te∙cenje. Uslov za ovo je:

hb < hspr
a a to zna∙ci i ha < hspr

b

Ovaj slu∙caj mo∙ze se nazvati ,,odba∙ceni skok", jer je odba∙cen od
preloma dna { ,,odba∙ceno" je (potisnuto je) mirno te∙cenje na po-
∙cetku nizvodne deonice.

Ranije, na sl. 92{6, prikazano je da se iz burnog te∙cenja po liniji III
mora skokom pre¶ci u mirno te∙cenje. To se ovde i ostvaruje { (2)
na sl. 104{10.

3. Nailaze¶cu burnu struju, sa dubinom ha, smiruje dubina hspr
a , koja

je manja od dubine hb, odnosno dubina hb je prevelika za smiri-
vanje nailaze¶cega burnog strujanja, pa mirno strujanje prodre u
uzvodnu deonicu da tu ,,presretne" burno te∙cenje. Ovaj slu∙caj
odre¹den je sa:

hb > hspr
a a to zna∙ci i ha > hspr

b

U ovom slu∙caju odgovaraju¶ci naziv je ,,navu∙ceni skok", on je ,,na-
vu∙cen" na uzvodnu deonicu jer je mirno te∙cenje bilo u stanju da
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potisne burno sa preloma dna. Skok je nagao prelaz sa dubine ha

na njoj spregnutu hspr
a , a sa ove se linijom tipa IV sa sl. 92{7,

postepeno (kontinualno) prelazi na dubinu hb.

Prelaz na liniju IV iz burnog te∙cenja mogu¶ce je ostvariti samo
skokom { to se pokazalo i ovde, a ve¶c je na∙celno prikazano sli-
kom 92{8.

¤ ¤ ¤

Zadatak koji se razmatrao imao je jednostavne grani∙cne uslove, jer
se pretpostavilo da se radi o prelazu iz jedne normalne dubine u drugu.
U prakti∙cnim zadacima okolnosti ne moraju da budu tako jednostavne,
upravo mogu da budu slo∙zenije { sl. 104{11. Donja deonica je pod uspo-
rom, usled nizvodnog grani∙cnog uslova koji to name¶ce. Ra∙cunanjem
uzvodnim smerom odre¹dena je linija ,,b" pa se dolazi do dubine hb

koja se uspostavlja na prelomu dna, pod uslovom da burno te∙cenje ne
prodire iz gornje deonice u donju. U gornjoj deonici, od uzvodnog gra-
ni∙cnog uslova nizvodnim smerom (jer je te∙cenje burno) ra∙cunaju se
dubine ,,a". Tako se dolazi do dubine ha na prelomu dna pod uslovom
da je ne preklapa uticaj sa nizvodne strane.

Dve sra∙cunate dubine na prelomu dna ne moraju biti normalne, jer
deonica kanala ne mora biti toliko duga∙cka da se na prelomu dna ne

ha

smer racunanja

hK
hba

a

b
b

aspr

Slika 104{11 Linija "a" u burnom te∙cenju ra∙cuna se nizvodnim smerom
(od uzvodnog grani∙cnog uslova), a linija "b" uzvodnim smerom (od nizvo-
dnog grani∙cnog uslova). Tako se dolazi do dubina ha i hb. Po∙sto je hb < hspr

a

burno te∙cenje prodire u nizvodnu deonicu do preseka gde ga skok zaustavlja.
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ose¶caju uticaji sa po∙cetka gornje i kraja donje deonice.

Opisanim postupkom dolazi se, dakle, do dve dubine na prelomu
dna { ha i hb { (prva je dobijena ra∙cunanjem uzvodnim smerom od
nizvodnog kraja, a druga ra∙cunanjem nizvodnim smerom od uzvodnog
grani∙cnog uslova). Njih treba uporediti i utvrditi, na isti na∙cin kao
i malo pre, na prikazanom na sl. 104{10, da li je dubina dobijena sa
nizvodne strane toliko velika da potisne burno kretanje koje nadire i
da se skok obrazuje na uzvodnoj deonici. Ili je pak ta dubina nemo¶cna
da spre∙ci prodiranje burnog te∙cenja u nizvodnu deonicu, pa se skok
obrazuje u nizvodnoj deonici. Pretpostavi¶ce se da se ostvaruje ova
druga mogu¶cnost (hb < hspr

a ) { vidi sl. 104{11.

Burno te∙cenje prodire u nizvodnu deonicu i ra∙cuna se nizvodnim
smerom, linijom III sa sl. 92{5 nastavlja se linija dubina ,,a". Za du-
binu u svakom preseku sra∙cuna se spregnuta dubina i na osnovu toga
ra∙cuna nacrtana je linija ,,aspr" i na mestu gde se ta linija se∙ce sa ,,b"
obrazuje se hidrauli∙cki skok.

Do polo∙zaja skoka mo∙ze se do¶ci ako se ucrta linija ,,bspr" (ona za
svaki presek prikazuje dubinu koja se sa dubinom hb spre∙zu u skok).
Skok je tamo gde se seku linije ,,bspr" i ,,a", a to mora da bude na mestu
gde se seku i linije ,,b" i aspr".

Mogli su grani∙cni uslovi i do re∙senja navu∙cenog skoka na uzvodnu
deonicu. Linija ,,b" ra∙cuna se tada uzvodnim smerom od hb (to je li-
nija IV sa sl. 92{6) i gde se ta linija se∙ce sa ,,aspr" obrazuje se skok.
Razume se da treba ,,aspr" ra∙cunati uzvodno od preloma na osnovu
sra∙cunate linije ,,a".

Navedeni primer pru∙za saznanja kako bi se postupilo i u bilo kome
prakti∙cnom primeru.

Na slici 104{11 skok je ucrtan kao da se de∙sava u jednom preseku,
gde se seku odgovaraju¶ce linije, a bez razmatranja du∙zine skoka, pod
pretpostavkom da ona nije bitna u razmatranom zadatku. Na∙celno se
isto tako postupilo u lokalnim promenama u cevima, gde se ra∙cunalo
(i prikazivalo) kao da se ona de∙sava u jednom preseku.

¤ ¤ ¤

Za Drugi primer uze¶ce se smirivanje burnog te∙cenja, hidrauli∙ckim
skokom, u posebno za tu svrhu izgra¹denom objektu.
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Uz gra¹devinu koja stvara nagli pad (brana, stepenica i sli∙cno) hidro-
tehni∙cka praksa redovno postavlja zadatak: burno te∙cenje sa velikom
brzinom, uzrokovano visinskom razlikom, treba smiriti hidrauli∙ckim
skokom, da nadalje od gra¹devine oti∙ce mirno te∙cenje, jer bi burno
te∙cenje ru∙sila∙ckim dejstvom stvaralo nepo∙zeljne posledice, u opasnost
bi dolazila i sama gra¹devina, koju bi voda potkopala, i potom sru∙sila.
Slika 104{12 odnosi se na jedan takav primer.

Eo

burno
hIs

mirno

I II III

EII

hIII

EIII
Eizg

II-III

EI

E = gizg
0-   I    

2
 Ψ v

2

0

vI
2  
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E skok
 izg
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H
v 2

III  

2ghII
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hK

vK
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s

v
g
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Slika 104{12 Smirivanje burnog te∙cenja hidrauli∙ckim skokom u slapi∙stu

Objekat gde se obavlja navedeno smirivanje burnoga toka naziva
se ,,slapi∙ste" ili ,,bu∙cnica" ili ,,objekat za umirenje". Prva dva naziva
vode poreklo od odgovaraju¶cih naziva odoma¶cenih u narodu, a vezanih
za pojave u prirodnim uslovima gde se de∙sava su∙stinski isto. Padanje
vode je ,,slap", ona velikom brzinom pada u ,,slapi∙ste", koje se naziva
i ,,bu∙cnica", jer tu voda, sna∙znim vrtlo∙zenjem ,,bu∙ci" (stvara buku).
Prirodna slapi∙sta su udubljenja koja je voda veoma dugo kopala, siloviti
mlaz koristio je deo svoje energije za kopanje udubljenja za svoje smiri-
vanje, ∙sto je dublje iskopao, mlaz se bolje smirivao. Gra¹denje slapi∙sta
je stvaranje unapred potrebnog prostora za smirivanje burnog te∙cenja
i stoga se i nailazi na naziv ,,objekat za umirenje".
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Jedan primer za obra∙cun slapi∙sta dat je slikom 104{12. Proticaj Q
je zadat, i on name¶ce nivo u preseku (0), a onda i brzinu v0 u tom
preseku { razume se za potpuno odre¹dene grani∙cne uslove, koji su u
primeru na slici svedeni na uspostavljanje kriti∙cne dubine pred slivanje
iz gornjeg kanala (∙sto ¶ce se i uspostaviti ako je te∙cenje u tom kanalu
mirno). U nekom drugom slu∙caju, druk∙ciji su grani∙cni uslovi, a opet,
u svakom slu∙caju, odre¹duju kotu energije pred stepenicom, od koje se
polazi u razmatranju slapi∙sta.

Za slu∙caj na sl. 104{12, jedna∙cina energije za struju izme¹du prese-
ka (0) i (I) glasi:

H + s+ hK +
v2
K

2g
= hI +

v2
I

2g
+ E0¡I

izg (104{28)

Leva strana je energetska kota za presek (0) uz nultu kotu na dnu
slapi∙sta, dok je desna zbir energetske kote za presek (I) i izgubljene
energije izme¹du navedena dva preseka.

Izgubljena energija mo∙ze se izraziti sa:

E0¡I
izg = Ã

v2
I

2g
(104{29)

gde koe¯cijent Ã obuhvata trenje i dodatni lokalni gubitak usled poste-
penog pro∙sirivanja struje. Usled postepenosti u pro∙sirivanju, i neve-
likog uticaja krivine, a i malog rastojanja izme¹du preseka, gubitak nije
znatan, ne¶ce vrednost za Ã pre¶ci 0,1. Preporu∙cljivo je da se za Ã uzme
i manja vrednost, jer to zna∙ci ne∙sto manju izgubljenu energiju, a onda
i ne∙sto ve¶cu kineti∙cku energiju u preseku (I) pa su uslovi za smirenje
burnog te∙cenja ne∙sto te∙zi, onda je i ve¶ca sigurnost da ¶ce burno te∙cenje
zaista smiriti. Na kraju, mo∙ze se uzeti i Ã = 0 (tj. Eizg = 0, ∙sto bi dao
idealan °uid), a i to ne¶ce mnogo menjati dubinu hI.

Uz pretpostavljeno udubljenje slapi∙sta (ozna∙ceno sa s) i procenjeni
gubitak energije, jedna∙cina (104{28) dozvoljava da se odredi dubina hI

na osnovu poznatog proticaja Q, jer on jednozna∙cno odre¹duje kriti∙cnu
dubinu i brzinu vK, a brzina vI je jednaka Q=AI, gde je AI popre∙cni
presek struje koga odre¹duje dubina hI.

Presek (II) u slapi∙stu i presek (III) iza njega povezuje jedna∙cina
energije (vidi ponovo sliku 104{12):

hII +
v2
II

2g
= s+ hIII +

v2
III

2g
+ EII¡III

izg (104{30)
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Pretpostavlja se da su poznati nizvodni grani∙cni uslovi { pozna-
to: hIII, vIII, pa se uz procenu izgubljene energije, mo∙ze sra∙cunati du-
bina hII u slapi∙stu (brzinu vII name¶ce dubina hII). Izgubljena energija
se ra∙cuna kao kod su∙zenja struje uz primenu obrasca (102{13) koji je
naveden za su∙zenje kod cevi, i u taj obrazac ulaze preseci AII i AIII, za
dubine hII i hIII. Uz to se kao i tamo, kod su∙zenja cevi, dodaje i trenje.
Mo∙ze se odmah re¶ci da se taj gubitak mo∙ze i zanemariti, o ∙cemu ¶ce biti
re∙ci malo kasnije.

Razumljivo je da je pretpostavljeno udubljenje slapi∙sta isto pri pri-
meni obe jedna∙cine (104{28) i (104{30).

Sra∙cunata dubina hII treba da se sa dubinom hI spre∙ze u hidrauli∙c-
ki skok, jer se ba∙s zahteva da se u slapi∙stu obrazuje hidrauli∙cki skok.
Dakle:

hII = hspr
I ∙sto je ujedno i hI = hspr

II (104{31)

Ra∙cunanje hI po (104{28) i hII po (104{30) ne¶ce zadovoljiti (104{31)
za bilo koju vrednost udubljenja s, nego samo za jednu vrednost, do
koje ¶ce se do¶ci menjaju¶ci pretpostavljenu vrednost za s u (104{28) i
(104{30) sve dok se ne zadovolji (104{31). Re∙senjem vrednosti za s za-
datak je re∙sen. Mo∙ze postupak po¶ci od pretpostavke (s = 0) tj. mo∙zda
uop∙ste ne treba udubljenje slapi∙sta, jer je i bez udubljenja skok potop-
ljen. Ako tako nije (a naj∙ce∙s¶ce nije) treba opisanim postupkom na¶ci
zadovoljavaju¶cu vrednost za s.

Za prakti∙cnu primenu mogu da poslu∙ze slede¶ce napomene:

a) Mo∙ze se u jedna∙cini (104{28) uzeti Eizg = 0, ∙sto je ve¶c napome-
nuto iza pisanja (104{29).

b) U jedna∙cini (104{30) mo∙ze se na desnoj strani zadr∙zati samo
s+ hIII, a zanemariti na levoj v2

II=2g, ∙cime se jedna∙cina svodi na:

hII = s+ hIII (104{32)

Ra∙cun po prethodnoj jedna∙cini (104{32) daje udubljenje s ve¶ce od
odnosa koje daje (104{30) za:

¢ =
v2

III

2g
¡ v2

II

2g
+ EII¡III

izg
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Lako se zaklju∙cuje da je ¢ > 0, jer je vIII > vII, a Eizg > 0, ∙sto zna∙ci
da upro∙stavanje dovodi do potapanja skoka (ve¶ca dubina u slapi∙stu),
pa se mo∙ze prihvatiti kao doprinos da se bude, kako se to obi∙cno ka∙ze
,,na strani sigurnosti".

¤ ¤ ¤

Treba odrediti i du∙zinu LS slapi∙sta prikazanu na sl. 104{12, a to
zna∙ci du∙zinu skoka, koji se obrazuje u slapi∙stu. Du∙zinu skoka, odnosno
u ovom slu∙caju du∙zinu slapi∙sta odre¹duje obrazac (104{12) namenjen
pravougaonom preseku slapi∙sta. Ranije je obja∙snjeno da se taj obrazac,
po tamo navedenim uslovima (B < 2b), mo∙ze primeniti i na trapezni
presek. (Treba se podsetiti da je sa B ozna∙cena ∙sirina nivoa vode, a sa
b ∙sirina dna kanala).

Po∙zeljno je sra∙cunatu du∙zinu slapi∙sta LS malo pove¶cati obezbe¹denja
radi, da se burno te∙cenje sigurno smiri u bu∙cnici.

¤ ¤ ¤

Potrebna dubina za odre¹divanje hidrauli∙ckog skoka u slapi∙stu mo∙ze
se, umesto udubljenja slapi∙sta, posti¶ci i pragom na kraju slapi∙sta koji ¶ce
podi¶ci nivo u slapi∙stu (sl. 104{13). Takvo re∙senje je sa prakti∙cne strane
primamljivo, jer ne treba ukopavati slapi∙ste, ali mu se mora staviti
ozbiljna zamerka, jer name¶ce pitanje umirivanja iza praga. Naime,
pove¶canje nivoa vode u slapi∙stu uzrokuje pove¶canu brzinu u mlazu koji
se spu∙sta sa praga, pa ta neumirena struja ugro∙zava dno iza praga. Ako
to dno treba osigurati na izvesnoj du∙zini, onda se to mora shvatiti kao
produ∙zenje objekta za umirenje.

Slika 104{13 Prag podi∙ze nivo u slapi∙stu, pa se skok obrazuje i bez
spu∙stanja dna, ali to dovodi do nepovoljnijeg stanja iza praga (odno∙senje

dna) pa se obi∙cno mora tu dno obezbediti, ∙sto zna∙ci produ∙zenje objekta
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U narednom poglavlju (105) raspravlja¶ce se o te∙cenju preko praga,
pa ¶ce se uvideti ∙sta prag unosi u tok. Za sada je samo nagove∙steno da
treba biti oprezan sa eventualnim re∙senjem sa pragom iza slapi∙sta.

¤ ¤ ¤

Udubljenje slapi∙sta i njegova znatna du∙zina nagone prakti∙care na
re∙senja kojima bi se te veli∙cine smanjile. Da bi se na manjem pro-
storu obavilo isto oduzimanje energije kao na ve¶cem prostoru koje za-
hteva jednostavno re∙senje hidrauli∙ckim skokom, moraju se na manjem
prostoru stvoriti uslovi za poja∙cano vrtlo∙zenje. U hidrauli∙ckom skoku
stvara se glavni vrtlog sa horizontalnom osovinom, kojim se obrazu-
je skok nivoa, i uz njega prate¶ce vrtlo∙zenje. Ugra¹divanjem dodatnih
elemenata { to su pragovi celom ∙sirinom slapi∙sta, prepreke u vidu ,,∙ce-
∙sljeva", stubovi razli∙citih oblika i rasporeda, ili uop∙steno re∙ceno, razli∙citi
,,razbija∙ci mlaza", sve su to ,,rasipa∙ci energije" (,,disipatori"), a naziv
im opravdava ∙cinjenica da oni rasipaju, a time i oduzimaju energiju,
u vrtlozima oko i iza njih. Tako se dodatnim elementima posti∙ze da
se oduzimanje energije koje zahteva prelaz iz mirnog u burno te∙cenje
obave u manjoj zapremini od one koju zahteva skok ako tih elemenata
nema.

Prethodno re∙ceno navodi na pomisao da je primena dodatnih ele-
menata primamljiva i da je treba primenjivati. Ali, u re∙savanju svakog
zadatka suprostavljaju se me¹dusobno suprotno usmereni uticaji, i mo∙ze
se ∙cak re¶ci da je zadatak tek shva¶cen kada se to uo∙ci. Malo pre kod
navo¹denja primene praga iza skoka (sl. 104{13) re∙ceno je da smanji-
vanje bu∙cnice, ∙sto je veoma pogodno, dovodi do nevolja iza praga. Kod
primene dodatnih elemenata ne sme se zaobi¶ci ∙cinjenica da oni na sebe
navla∙ce velike napadne sile, a vrtlo∙zenja oko njih ih potresaju, struja
te∙zi da ih ,,i∙s∙cupa". Ovo name¶ce opreznost pri primeni dodatnih ele-
menata.

Mo∙ze se uloga dodatnih elemenata protuma∙citi i uno∙senjem sila nji-
hovih otpora u jedna∙cinu uravnote∙zenja sila: u jedna∙cinu (104{1). Sa
desne strane treba upisati silu K, kojom, u pravcu strujanja, ∙cvrsta
granica deluje na °uid. Ta sila se kod skoka svela na zanemarljivu silu
trenja, a uno∙senjem dodatnih elemenata, ona je zbir otpora svih dodat-
nih elemenata. Za iste dolazne uslove ista je i leva strana ve¶c pomenute
jedna∙cine (104{1) tj. ona je FI = PI + II, a dodaje se na desnu stranu
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sila K, pa jedna∙cina glasi:

PI + II = PII + III +K

∙sto se vidi i iz slike 104{14, a ukazuje na to da je potrebna manja si-
la FII = PII + III u preseku (II) od one koju zahteva jedna∙cina (104{1).

K

II

P
 +

 I
II

II

I

P
 +

 I
I

I

hI

hII

Slika 104{14 Dodatni prag (ili '∙ce∙salj') svojom silom otpora K smanjuje
potrebnu silu za umirenje III + PII, a time i dubinu hII

¤ ¤ ¤
Predla∙zu se razli∙cita re∙senja sa dodatnim elementima u slapi∙stu, ona

proizilaze iz eksperimentalnih istra∙zivanja, i primenjuju se po∙stuju¶ci
Frudovu sli∙cnost (jer je pojava pod premo¶cnim dejstvom inercijalnih
uticaja i uticaja te∙zine, dok su uticaji viskoznosti i kapilarnosti zane-
marljivi).

Uz poznate okolnosti da dodatni elementi navla∙ce na sebe velike sile
otpora, i da poja∙cano vrtlo∙zenje sna∙zno potresa objekat, treba obratiti
pa∙znju i na uticaj turbulencije. Trenutni pritisci mnogo pove¶caju tre-
nutne sile. Na stubove (ili uop∙ste na ,,razbija∙ce energije") deluju i
popre∙cne sile (normalno upravljene na osnovni pravac strujanja), iako
su postavljeni simetri∙cno u odnosu na podu∙znu osu strujanja. Naime,
osrednjenih sila nema, ali ima onih koje deluju usled °uktuacije pri-
tisaka, jer turbulencija ne stvara simetri∙cnost trenutnog optere¶cenja
(istovremeni pritisci na bo∙cne strane nisu isti). Ove i one ranije napo-
mene treba da uka∙zu da sa raspolo∙zenjem za primenu dodatnih eleme-
nata ne treba preterivati { naprotiv, opreznost je savetna.

¤ ¤ ¤
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Napomena. Na primerima prikazanim slikama 104{10, 104{11
i 104{12 mo∙ze se ubedljivo potvrditi ono ∙sto je nagove∙steno pod 1) u
,,Napomenama" na kraju Odeljka I Poglavlja 99. Tamo je re∙ceno da
treba predvideti gornju i donju granicu hrapavosti izme¹du koje treba
o∙cekivati hrapavost koja ¶ce se ostvariti, i da ima primera gde u re∙savanju
zadataka mo∙ze pored gornje da bude merodavna i donja granica.

Primer sa slike 104{10 za gornju granicu (najve¶ca o∙cekivana hrapa-
vost) neka dovede do re∙senja (3) na slici, a mo∙ze sa donjom granicom
(najmanja o∙cekivana hrapavost) da dovede do re∙senja (2). Ve¶ca hra-
pavost uzrokuje manju brzinu u uzvodnoj deonici od one za manju
hrapavost, a i dubina je ve¶ca u nizvodnoj deonici, pa ve¶ca hrapavost
lak∙se zaustavlja nailaze¶ce burno te∙cenja i tako spre∙cava da ono prodre
u nizvodnu deonicu. Mo∙ze se desiti da manja hrapavost (ve¶ca brzina u
uzvodnoj, a manja dubina u nizvodnoj) ne mo∙ze spre∙citi prodor burnog
te∙cenja u nizvodnu deonicu. Ako se zahteva da treba posti¶ci re∙senje (3),
mora se proveriti uz ra∙cunanje sa najmanjom o∙cekivanom, dok se sa naj-
ve¶com o∙cekivanom hrapavo∙s¶cu odrede potrebne dubine kanala, da bi se
i sa te strane bilo na "strani sigurnosti". Na isti na∙cin treba razmatrati
i primer sa slike 104{11.

Za primer sa slike 104{12 treba ra∙cunati sa najve¶com o∙cekivanom
hrapavo∙s¶cu dubinu u kanalu iza slapi∙sta, da se pouzdano obezbedi da
¶ce kanal propustiti maksimalni predvi¹deni proticaj. Za obezbe¹denje
obrazovanja hidrauli∙ckog skoka u slapi∙stu (∙sto je i svrha zadatka), treba
za nizvodni kanal predvideti najmanju o∙cekivanu hrapavost, jer daje
najmanju o∙cekivanu dubinu u nizvodnom kanalu, pa onda i u slapi∙stu
(a i ta najmanja dubina mora da zaustavi burno te∙cenje).
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105

LOKALNE POJAVE U TE∙CENJU
IZAZVANE PROMENOM POPRE∙CNOG

PRESEKA KANALA

I

LOKALNI GUBICI ENERGIJE U OTVORENIM
TOKOVIMA { OP∙STA RAZMATRANJA

Jedna od bitnih osobina tokova sa slobodnom povr∙sinom te∙cnosti
(otvorenih, kanalskih tokova) za razliku od tokova pod pritiskom (u ce-
vima) je ova: kod otvorenih tokova unapred su nepoznate ∙cak i granice
struje, popre∙cni preseci struje nisu unapred odre¹deni, nego ih sama
struja obrazuje prema nametnutim joj uslovima. U Poglavlju 92, Ode-
ljak II, pokazano je kako se tok obrazuje ako su gubici energije isklju-
∙civo posledica trenja { to je kontinualno odre¹divanje nivoa, bez uticaja
lokalnih poreme¶caja.

Lokalni poreme¶caj zahteva lokalno spu∙stanje linije energije, da se
podmiri gubitak energije, a promena u liniji energije povla∙ci i promenu u
pijezometarskoj liniji. Kako je pijezometarska linija kod otvorenog toka
i linija nivoa vode, ovo zna∙ci promenu popre∙cnog preseka struje. Kod
te∙cenja u cevima za poznate preseke ispred i iza lokalnog poreme¶caja
obra∙cuna se lokalni gubitak. Kod otvorenog toka ne mo∙ze se lokalni
gubitak ra∙cunati za poznate preseke struje, jer ba∙s on ih menja. Lokalni
poreme¶caj mo∙ze i da podeli zadatak, stvoriv∙si svoje grani∙cne uslove, u
stvari dolazi do unutra∙snjeg razgrani∙cenja zadatka, ∙sto ¶ce se uvideti iz
nekoliko primera kojima ¶ce se baviti naredna razmatranja.

Prethodno navedeno kazuje da je prou∙cavanje lokalnih poreme¶caja
u otvorenim tokovima znatno slo∙zenije nego kod struja pod pritiskom
(u cevima).

Primer na sl. 105{1 prikazuje poreme¶caj u toku koji unosi nekakva
lokalna prepreka. Bez toga poreme¶caja te∙cenje bi bilo jednoliko sa
normalnom dubinom hN. Neka je uz to te∙cenje mirno, pa je normalna
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2
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hhK hII hI
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Slika 105{1 a) Podizanjem nivoa ispred prepreke pove¶cava se energija to-
ka i tako se podmiruje izgubljena energija; b) sni∙zavanjem nivoa iza prepreke
smanjila bi se energija za iznos izgubljene energije { to re∙senje se ne mo∙ze
ostvariti, jer se nivo ne mo∙ze pove¶cati pribli∙zavanjem normalnoj dubini

dubina ve¶ca od kriti∙cne (hN > hK). Za preseke ispred i iza prepreke
kote dna se zanemarljivo razlikuju, pa se jedna∙cina energije pi∙se sa:

hI +
v2
I

2g
= hII +

v2
II

2g
+ EI¡II

izg (105{1)

Pred kraj Poglavlja 92, jedna∙cinom (92{32) uvedena je speci¯∙cna
energija e, koja je zbir dubine h i brzinske visine v2=2g. Koriste¶ci spe-
ci¯∙cnu energiju prethodna jedna∙cina (105{1) se svodi na:

eI ¡ eII = EI¡II
izg

Dakle, speci¯∙cna energija u preseku (I) mora da bude ve¶ca od one
u preseku (II), i tako se podmiruje gubitak energije. To se mo∙ze posti¶ci
podizanjem nivoa ispred prepreke, jer ¶ce za hI > hII biti eI > eII (tako
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pokazuje sl. 92{12), a to va∙zi ako je te∙cenje mirno, ako je hI > hII > hK,
a to se pretpostavlja. Podignuti nivo ispred prepreke usporava tok
prema liniji (I) na sl. 92{5. Tako je prikazano na sl. 105{1a.

Spu∙stanje nivoa iza prepreke (slika 105{1b) tako¹de bi dalo sma-
njenje energije, ∙cime bi se podmirio gubitak, ∙sto zna∙ci da bi ispred
prepreke bila neporeme¶cena normalna dubina, a iza prepreke manja
dubina od normalne, sa koje bi se pre∙slo na normalnu dubinu. Takvo
re∙senje, me¹dutim, nije mogu¶ce jer se iz sl. 92{5 uvi¹da da se iz dubine h
koja je izme¹du kriti∙cne i normalne (hK < h < hN) nizvodnim smerom
dubina mo∙ze samo smanjivati (to je linija II na pomenutoj slici), a ne
postoji mogu¶cnost za pove¶canje nivoa, a to se ovde zahteva.

Mogu¶ce je, dakle, re∙senje samo prema sl. 105{1a: nizvodno od pre-
preke obrazuje se neporeme¶ceno te∙cenje (kao da prepreke nema), a to,
u razmatranom slu∙caju zna∙ci jednoliko te∙cenje sa normalnom dubinom
(hII = hN), dok se ispred prepreke nivo podi∙ze na dubinu hI i usporeni
tok se obrazuje uzvodno od prepreke.

Izgubljena energija, prema na∙celima izra∙zenim u Poglavlju 101 pred-
stavlja iznos za koga je izgubljena energija ve¶ca od one koje bi dalo
samo trenje (upravo ono ∙sto se ra∙cunski mora dodati zbog lokalnog
poreme¶caja). U primeru koji se razmatra izgubljena energija se na li-
niji energije prikazala stepenastim spu∙stanjem { vidi sl. 105{1a (tako
se postupalo i kod lokalnih gubitaka u cevima).

Ako se ∙zeli jednoliko te∙cenje sa odre¹denom normalnom dubinom i is-
pred prepreke, mora se spustiti dno za visinu ¢Z (vidi sl. 105{2) koja je

hN

∆Z=Eizg

E izg

hN

v  
g
N
2

2
v  
g
N
2

2

Slika 105{2 Da bi ispred iza prepreke bilo jednoliko te∙cenje sa normalnom
dubinom hN mora se dno spustiti za iznos izgubljene energije (¢Z = Eizg)
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jednaka izgubljenoj energiji. Ovo je, na ∙zalost, mogu¶ce posti¶ci samo za
jedan proticaj. Premaleno spu∙stanje dovodi do povi∙senja nivoa ispred
prepreke, ali je usporavanje manje nego kad nikakvog spu∙stanja dna
nema (kao na sl. 105{1). Preveliko pak spu∙stanje dovodi do obaranja
nivoa ispred prepreke prema liniji (II) na sl. 92{5.

Uz prethodni primer (sl. 105{1 i 105{2) treba staviti ograni∙cenje:
on spada u one primere gde se u podru∙cju lokalnog gubitka ne stvaraju
toliko pove¶cane brzine da bi se stvorilo burno te∙cenje koje bi nastojalo
da prodre nizvodno. Treba se prisetiti razmatranja lokalnih poreme¶caja
u cevima gde se struja su∙zava i time pove¶cava lokalnu brzinu. Kod
otvorenih tokova ovo mo∙ze dovesti do burnog te∙cenja.

Sl. 105{3 prikazuje prepreku u kanalu u kome bi bez prepreke te∙cenje
bilo jednoliko, sa normalnom dubinom hN, ali burno, jer je normalna
dubina manja od kriti∙cne (hN < hK). Za ovaj slu∙caj pove¶canje dubine
ispred prepreke smanji¶ce energiju, jer za burno te∙cenje (vidi sl. 92{12),
speci¯∙cna energija je manja ako je dubina ve¶ca. Me¹dutim, pove¶canje
dubine iza prepreke (hII > hI) da¶ce eII < eI i to smanjivanje energije
podmiri¶ce gubitak energije.

h  = hI N

h  = hI N

hII 

hK

za h  < h  < hI II Ke eI  II>

Slika 105{3 Kod burnog te∙cenja pove¶cavanjem nivoa smanjuje se energija
(da se podmiri gubitak)

Moglo bi se postaviti pitanje za∙sto se ne bi dubina ispred prepreke
smanjila i tako pove¶cala energija sa ∙cime bi se podmirio gubitak. To
nije mogu¶ce, jer sl. 92{7 ukazuje da nema ostvarljivog opadanja nivoa
u oblasti hK < h < hN. Dakle, ostaje kao mogu¶ce ostvarenje ono ∙sto je
prikazano na sl. 105{3: do prepreke ostaje neporeme¶cena dubina, a iza
nje dolazi do poreme¶caja u te∙cenju, do pove¶canja dubine na hII, a sa
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te dubine se dubina smanjuje na normalnu, re∙senjem prema liniji (V)
na sl. 92{7.

Upore¹duju¶ci re∙senja sa slika 105{1 i 105{3, dolazi se do zaklju∙cka
da i lokalni poreme¶caji slede ranije izre∙cenu zakonitost da se u mirnom
te∙cenju uticaji (pa i poreme¶caji) prenose uzvodnim smerom, a kod
burnoga nizvodnim.

Kako se u mirnom te∙cenju uticaj izazvan lokalnim poreme¶cajem
prenosi uzvodnim smerom, mo∙ze se reme¶cenje te∙cenja kroz prepreku
ubla∙ziti, i smanjiti lokalni gubitak, oblikovanjem prepreke. Ako je to
su∙zenje, izve∙s¶ce se postepeno ili zaobljeno su∙zenje (isto je i kod pro∙si-
renja), ako je krivina da¶ce joj se ve¶ci radijus zakrivljenja itd. Obliko-
vanje ∙cvrstih granica uti∙ce na struju uzvodno od tog oblikovanja (jer je
uzvodnim smerom prenose uticaji { ovde je re∙c o mirnom te∙cenju) pa
je, mo∙ze se re¶ci, priprema da pre¹de kroz lokalnu promenu sa ∙sto manjim
poreme¶cajem, sa ∙sto manjim gubitkom energije.

U burnom te∙cenju ne mo∙ze se uticati uzvodnim smerom, pa ono
silovito udara o prepreku (za burno te∙cenje stoga se opravdano koristi
i naziv ,,silovito") { to se poku∙salo prikazati uz primer na sl. 105{15.
Udaranje o prepreku mo∙ze dovesti do toga da voda u neredu preska∙ce
prepreku, da dolazi do izlivanja iz kanala. Stoga kod lokalnog poreme-
¶caja u burnom te∙cenju treba biti veoma oprezan.

II

SPAJANJE TOKOVA PRI LOKALNIM POVE¶CANJIMA,
ILI SMANJIVANJIMA POPRE∙CNOG PRESEKA

KANALA

Na sl. 105{4 prikazana je promena preseka struje dobijena spu∙sta-
njem dna. Za taj slu∙caj jedna∙cina energije izme¹du preseka (I) i (II) glasi:

ZI + hI +
v2
I

2g
= ZII + hII +

v2
II

2g
+ Eizg (105{2)

Primena ove jedna∙cine zahteva da je te∙cenje iza spu∙stanja dna mirno
(dubina hII ve¶ca od kriti∙cne), ∙sto zna∙ci da dubinu hII name¶ce nizvodni
grani∙cni uslov. Za nametnutu dubinu hII (i njoj pripadaju¶cu brzinsku
visinu v2

II=2g), uz poznate kote dna ZI i ZII, dobija se dubina hI ispred
spu∙stanja dna (dubina hI odre¹duje brzinu vI). Uz to treba proceniti

444

DRAFT verzija 2001.



hII

ZII

v
g
II
2  

2
Eizg

v  
g
2
I

2

Z I
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Slika 105{4 Pove¶canje preseka kanala

i izgubljenu energiju, ∙sto se mo∙ze uraditi primenom obrasca (102{1)
za naglo pro∙sirenje cevi. Taj obrazac ukazuje da je izgubljena energija
zavisna od preseka ispred i iza pro∙sirenja, upravo od dubina hI i hII.
Kako obrazac daje samo gubitak usled lokalnog poreme¶caja, koji se
dodaje na gubitak usled trenja, i ovde, po ugledu na postupak kod cevi,
treba trenje ra∙cunati kao da dubine hI i hII dose∙zu do naglog spu∙stanja
dna. Ra∙cun jedna∙cinom (105{2) se sprovodi postepenim pribli∙zavanjem
sve dok se jedna∙cina ne zadovolji. Prihvata se re∙senje sa hI > hK, uz
napomenu da postoji i re∙senje sa hI < hK, jer postoje dve dubine za
koje je h+v2=2g isto, pa obe zadovoljavaju jedna∙cinu, ∙sto se zaklju∙cuje
iz slike 92{12, jedna dubina je ve¶ca od kriti∙cne, a druga manja. Malo
pre je re∙ceno da se prihvata re∙senje za ve¶cu, jer na to upozorava prikaz
na sl. 92{5, gde se dubina u mirnom te∙cenju ne mo∙ze spustiti ispod kri-
ti∙cne, bez obzira na nizvodni uslov. Prime¶cuje se da je u posmatranom
slu∙caju smer ra∙cunanja uzvodni, jer je te∙cenje skroz mirno.

Treba naglasiti da se mo∙ze desiti da se jedna∙cina (105{2) ne mo∙ze
zadovoljiti. Ako se na levoj strani jedna∙cine stavi hI = hK, onda ¶ce to
biti minimalno mogu¶ci iznos te strane, a jedna∙cina opet nije zadovolje-
na, jer je:

ZI + hI +
v2
I

2g > ZII + hII +
v2
II

2g + Eizg

uz hI = hK

9
>>=
>>;

(105{3)
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Ovim je iskazano da je energija izra∙zena levom stranom nejedna∙cine
nadmo¶cna u odnosu na energiju na desnoj strani, uprkos tome ∙sto je
na levoj strani minimalno mogu¶ca energija. To name¶ce zaklju∙cak da ¶ce
se uspostaviti hI = hK, jer nizvodni uslovi nisu u stanju da uspostave
ve¶cu energiju od minimalno mogu¶ce, nesposobni su, dakle, da uti∙cu
na obrazovanje dubine hI, ona je hI = hK, jer je to, shodno prikazu
na sl. 92{6, dubina koja se obrazuje kada nizvodni uslovi ne uti∙cu na
nizvodni kraj prethodne deonice kanala.

Slu∙cajevi gde nizvodni uslovi ne uti∙cu bi¶ce raspravljeni kasnije, a
neposredno u nastavku ¶ce se razmotriti slu∙cajevi pove¶canja preseka uz
pretpostavku da nizvodni uslovi uti∙cu (kao na sl. 105{4).

Na isti na∙cin kao primer sa sl. 105{4 re∙sava se i primer gde se pove-
¶canje preseka posti∙ze pro∙sirenjem kanala { sl. 105{5. Primenjuje se ista
jedna∙cina (105{2) uz ZI = ZII. Jasno je da se isti postupak primenjuje
ako se pro∙sirenje preseka obavi pro∙sirenjem kanala i uz spu∙stanje dna.

Eizg

vI
vII

presek
presek

I

h   hI > K I

I

II

II

v  
g
I
2

2
v
g
2 II  

2

h   hII > K

II

osnova

vI

vII

E
Π

podu`ni presek

smer ra~unanja

hI
hK

II

hII

Slika 105{5 Pro∙sirenje kanala u mirnom te∙cenju
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Napomena: Kod naglog pro∙sirenja cevi presek se naglo pove¶ca
sa AI na AII, a neposredno iza pro∙sirenja, u preseku ozna∙cenom sa (I')
na slikama 83{5 i 102{1, prenosi se pijezometarska kota ¦I iz preseka
pre su∙zenja. Taj uslov omogu¶cio je re∙senje zadatka u vidu primene
jedna∙cine (102{1), koja se i malo pre preporu∙cila i za energetski gubitak
kod naglog pro∙sirenja kanala. Preno∙senje rezultata sa cevi na kanal
zna∙ci da se do rezultata do∙slo prikazanim stanjem ,,a" na slici 105{6:
neposredno po pro∙sirenju, u preseku (I') nivo je naglo sko∙cio sa kote ¦I,
ali u tom preseku nije pijezometarska kota na nivou, nego se prenosi
pijezometarska kota pre pro∙sirenja (¦0

I = ¦I), jer je to temeljni uslov
na kome se zasniva odre¹denje izgubljene energije za naglo pro∙sirenje
cevi. Za pro∙sirenje kanala prihvatljivo je, me¹dutim, predvi¹danje da se
nivo postepeno penje u pro∙sirenju, jer nagli skok nivoa nije ostvarljiv
(jer je te∙cenje skroz mirno). Na istoj slici (105{6) prikazano je sa (b)

hIIhI

a)

h I+∆
h II

ΠI'
ΠII

hI+∆

ΠI'

Π =ΠΙ I'

b)

I I' II

I I' IIa b

∆

Π =ΠΙ I'
ΠΙΙ

∆ h

∆ h

=h II

popre~ni preseci I'

Slika 105{6 Porast nivoa pri naglom pove¶canju preseka kanala: a) prema
pretpostavci primenjenoj za pro∙sirenje cevi; b) prema pretpostavci prilago-
¹denoj kanalu
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penjanje nivoa, bez naglog skoka.

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta pogodnije je ra∙cunati energetski gubitak na
pro∙sirenju prema (a), jer se ra∙cuna sa veoma prostim obrascem po kome
je izgubljena energija jednaka (vI ¡ vII)

2=2g, i to je op∙steva∙ze¶ci obra-
zac, za sva nagla pro∙sirenja. Krajnji rezultat je odre¹denje jedne dubine
(hI ili hII) na osnovu poznate druge. Rezultat se mo∙ze prihvatiti ako se
malo razlikuje od rezultata prema prikazanom sa (b). Pod rezultatom
se smatra odre¹denje jedne dubine na osnovu poznate druge. Mo∙ze se
obaviti i ra∙cunanje uravnote∙zenjem sila koje deluju u stanju (b) i do¶ci¶ce
se do zahtevanog rezultata, ali treba ra∙cunati svaki pojedina∙cni primer.
U nastavku poku∙sa¶ce se da se proveri razlika u rezultatima proiza∙slih
iz stanja (a), odnosno (b).

U uravnote∙zenje sila koje deluju na masu izme¹du preseka (I') i (I)
ulazi sila pritiska u (I') koja se razlikuje za (a), odnosno (b), jer stati∙cki
momenti za oba slu∙caja nisu isti (a sila pritiska je srazmerna stati∙ckom
momentu). Iz slike 105{6 se vidi da je povr∙sina preseka ve¶ca u (a),
nego u (b), ali je stati∙cki momenat manji, jer se stati∙cki momenat za
deo preseka iznad pijezometarske kote oduzima od stati∙ckog momenta
za deo preseka ispod nje, upravo od stati∙ckog momenta za (b), ∙sto zna∙ci
da je sila u (a) manja nego u (b). Prema tome ra∙cuna se sa manjom
silom u smeru te∙cenja od one koja se ostvaruje prema (b), pa je ra-
∙cun prema (a), kako se to obi∙cno ka∙ze ,,na strani sigurnosti" u odnosu
na (b), ∙sto dozvoljava primenu jednostavnog i stoga za praksu pogo-
dnog obrasca za naglo pro∙sirenje cevi i na kanale, pogotovo ako razlika
u rezultatu nije velika.

Relativna gre∙ska u navedenoj sili pritiska jednaka je ¢S=SII. Ovde
SII ozna∙cava momenat preseka u (b), a ¢S stati∙cki momenat za deo
preseka iznad kote ¦0

I u (a). Za pravougaoni kanal ¢S=SII je jedna-
ko ¢h2=h2

II, gde je hII dubina u (b), a ¢h nadvi∙senje nivoa u (a) { vidi
sl. 105{6. Kako ¢h=hII u prakti∙cnim primenama ne¶ce pre¶ci 0,1, ¢S=SII

ne¶ce pre¶ci 0,01, a to je relativna gre∙ska za posmatranu silu. Prema
tome, mo∙ze se ra∙cunati sa gubitkom energije jednakim (vI ¡ vII)

2=2g.
Treba primetiti da se prethodna procena odnosi na pravougaoni kanal,
dok je kod trapeznog preseka ¢S=SII ve¶ce, ali ¶ce dosti¶ci dvostruku
vrednost od navedene tek ako bi ∙sirina dna bila 1/4 od ∙sirine vodene
pov∙sine, a za trougaoni presek dosti∙ze trostruku vrednost za ¢S=SII

(od istog odnosa za pravougaonim).
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Izlo∙zeno dozvoljava da se obrazac za izgubljenu energiju za cevi
prenese i na kanale, i on ¶ce se svuda nadalje primenjivati. Sumnja u
ispravnost ove odluke lako se otklanja, u svakom pojedina∙cnom primeru
mo∙ze se provesti u uravnote∙zenje sila prema (b).

¤ ¤ ¤

Za postepena pove¶canja preseka izgubljena energija je manja { isto
je bilo i kod cevi, a tamo∙snja procena sa sl. 102{3 mo∙ze se preneti i
ovde kao, pribli∙zna. Mo∙ze se i ovde, kod kanala prva polovina du∙zine
pro∙sirivanja shvatiti kao zamena za odgovaraju¶cu du∙zinu kanala sa pre-
sekom pre pro∙sirivanja, a druga polovina sa odgovaraju¶com du∙zinom
kanala iza pro∙sirivanja. Tako je bilo postupljeno i kod cevi. Na sra-
∙cunato trenje za zamenjene du∙zine kanala dodaje se lokalni gubitak.
Trenje se lako ra∙cuna sa:

Etr
izg =

L

2

"Ã
C¿

v2

2gR

!

I

+

Ã
C¿

v2

2gR

!

II

#
(105{4)

gde sabirci u zagradi ozna∙cavaju nagib linije energije za kanal u prese-
ku (I), odnosno (II). Odgovaraju¶ci obrazac kod cevi je bio (102{5), a
ovde se umesto koe¯cijenta trenja ¸ uzima C¿ , a umesto pre∙cnika D hi-
drauli∙cki radijus R. Koe¯cijent C¿ mo∙ze se sra∙cunati obrascem (91{31)
u kome je sa k ozna∙cena apsolutna hrapavost. Mo∙ze se primeniti i Ma-
ningova formula (91{32) iz koje bi proiza∙sli nagibi linija energije, pa se
dobija:

Eizg =
L

2
(IE;I + IE;II) =

L

2

Ã
vIn

2

R
4=3
I

+
vIIn

2

R
4=3
II

!
(105{5)

U ovom izrazu n predstavlja Maningov koe¯cijent hrapavosti.
Postepenost u promeni preseka koja ne dodaje lokalni gubitak ener-

gije na gubitak usled trenja, po ugledu na cevi (sl. 102{4), mo∙ze se
posti¶ci ako je nagib spu∙stanja tg ® < 0;1 (sl. 105{7). Ako se pove-
¶canje preseka ostvaruje ∙sirenjem kanala, izvodnice koje obrazuju bo-
kove kanala ne treba sa pravcem strujanja da zaklapaju ugao ∙ciji je
tg® < 0;1.

Za prethodni slu∙caj gubitak usled trenja se mo∙ze tako¹de proceniti
sa (105{4), odnosno (105{5). Treba ipak pomenuti da ra∙cun po tim
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h Ih I
hII

α

L

tg  = 0.1α

v
g
I
2

2
v
g
II
2

2
E
Π

v
g
I
2

2

Slika 105{7 Spu∙stanje dna bez dodavanja lokalnog gubitka na gubitak
usled trenja

obrascima precenjuje trenje, pa se, naro∙cito kod du∙zih pro∙sirenja ra∙cun
treba obaviti primenom integrala, upravo deljenjem du∙zine L pro∙sirenja
na N delova, pa je:

Etr
izg =

Z L

0
C¿

v2

2g
dx =

L

N

NX

i=1

Ã
C¿

v2

2gR

!

i

Tako se postupilo i kod cevi, gde je pored (102{5) upisano i (102{6).

¤ ¤ ¤

Skre¶ce se pa∙znja da gubici u pro∙sirenju nisu zna∙cajni. ∙Cak, ako je
pro∙sirenje naglo, a odnos preseka struje iza i ispred njega ne prelazi 3
(AII=AI < 3), jedna∙cina (102{1) ¶ce dati koe¯cijent » lokalnog gubitka
manji od 0,45. Za pro∙sirivanje sa tg® = 0;2, ∙sto daje dvaput kra-
¶cu du∙zinu pro∙sirivanja od prikazane na sl. 105{7, koe¯cijent lokalnog
gubitka se smanjuje, i ako se primeni napisano na slici 102{4, on ¶ce
se smanjiti pet puta u odnosu na malo pre napisano, pa ¶ce biti manje
od 0,1. Pro∙sirenja su obi∙cno manje izra∙zena od navedene gornje granice
(AII=AI = 3), pa ¶ce gubici biti jo∙s manji.

Prethodno ukazuje da se izgubljena energija na pro∙sirenju u prakti∙c-
nim primerima mo∙ze svesti na bezna∙cajan iznos. Uvi¹da se da je su∙stina
zadatka u spajanju toka tj. u spajanju nivoa, ispred i iza pro∙sirenja, pri
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∙cemu promena izgubljene energije nema ve¶ci zna∙caj { naravno ako se
to pro∙sirenje obavi postepeno.

¤ ¤ ¤

Najavljeno je da ¶ce se raspravljati stanje koje nastaje ako se je-
dna∙cina (105{2) ne mo∙ze zadovoljiti, upravo ako se ostvaruje napisano
sa (105{4), pa se, kako je obja∙snjeno uspostavlja hI = hK. Zadatak je
razgrani∙cen, grani∙cni uslov je usred zadatka. Od preseka sa hI = hK ra-
∙cunaju se dubine uzvodnim smerom (te∙cenje je mirno), a od tog preseka
nizvodnim smerom ra∙cunanja dolazi se do dubine hs (vidi sl. 105{8). Ta

h   hI = K

h   hI = K

h I

hs

hs
hII

spr

h hII  s
spr>

h h h h hs  II
spr     II  s

spr< < < <K

a)

b)

smer racunanja

smer racunanja

h I

Slika 105{8 Spu∙stanje dna bez uticaja nizvodnih uslova na mirno te∙cenje
pre spu∙stanja dna; nizvodni grani∙cni uslov dopire sa mirnim te∙cenjem do
mesta spu∙stanja dna (a), odnosno ne dopire (b), zavisno od toga da li je
spre∙cen (a) ili nije (b) prodor burnog te∙cenja
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se dubina ra∙cuna na isti na∙cin kao dubina hI sa jedna∙cinama (104{28)
i (104{29) u zadatku prikazanom na slici 104{12. Za ovde posmatrani
slu∙caj odgovaraju¶ca jedna∙cina je:

ZI + hI +
v2
I

2g
= Zs + hs +

v2
s

2g
+ EI¡s

izg

gde je hI = hK.
Po∙sto se sra∙cuna dubina hs treba odrediti koja se od dve mogu¶cnosti

prikazane na sl. 105{8 ostvaruje, a to zavisi od dubine hII koju nizvodni
grani∙cni uslov name¶ce u preseku za koji se sra∙cunala dubina hs.

Prva mogu¶cnost { prikazana sa ,,a" na sl. 105{8 ostvari¶ce se ako je
dubina hII ve¶ca od dubine hspr

s koja se sa hs spre∙ze u skok. U tom slu-
∙caju dubina hII je sposobna da spre∙ci obrazovanje burnog te∙cenja, ona
,,potapa" skok, pa se dubina hs i ne ostvaruje, ona je ,,preklopljena"
dubinom hII.

Druga mogu¶cnost (,,b" na sl. 105{8) ostvaruje se kada je dubina hII,
koja bi se obrazovala neposredno po pro∙sirenju, manja od hspr

s , pa je
dubina hII nesposobna da spre∙ce prodiranje burnog te∙cenja na pro∙sire-
nje. Ona se ne¶ce ni obrazovati, bi¶ce potisnuta. Od dubine hs ra∙cuna
se nizvodnim smerom (te∙cenje je burno) linija nivoa. Isto je bilo i u
primeru prikazanom slikom 104{11. Mesto skoka se nalazi na isti na∙cin
kao u navedenom primeru (sl. 104{11).

Ako nizvodni uslovi obezbe¹duju jednoliko te∙cenje zadatak je znatno
jednostavniji, jer je hII normalna dubina hN. Za slu∙caj pojave skoka
dubina iza njega je tako¹de normalna, ma gde se obrazovao skok.

Da bi se spre∙cila pojava burnog te∙cenja (slu∙caj ,,b" na sl. 105{8),
moralo bi se napraviti udubljenje u dnu (,,bu∙cnica"). Dubina ,,bu∙cnice"
se re∙sava kao u primeru prikazanom slikom 104{12. Za slu∙caj ,,a" sa
slike 105{8 mo∙ze se re¶ci da je tu ,,bu∙cnica" nepotrebna.

Burno te∙cenje usred mirnog, koje se javlja u izvesnim slu∙cajevima
pri spu∙stanju dna, kako je prethodno i opisano, mo∙ze se javiti i u prime-
rima gde se pove¶canje preseka dobija ∙sirenjem kanala, a bez spu∙stanja
dna. To na prvi pogled izgleda paradoksalno, pro∙sirio se kanal i to
name¶ce pomisao na mirniji tok (jer je kanal ∙siri). Me¹dutim, mirno te-
∙cenje mo∙ze se preobratiti u burno, ako se vi∙sak energije pre promene
preseka ispoljava kroz znatno pove¶canje brzine iza promene, a to dovo-
di do burnog te∙cenja. Do burnog te∙cenja, posve razumljivo, ne¶ce do¶ci
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ako je i ovde dubina hII iza promene preseka dovoljno velika da spre∙ci
prodor burnog te∙cenja, a to zna∙ci da je ve¶ca od dubine koja se spre∙ze sa
dubinom hs koja se sra∙cuna za presek neposredno iza promene. Napo-
minje se da dubinu hs treba ra∙cunati za ∙sirinu pre pro∙sirenja kanala, jer
mlaz sa te ∙sirine postepeno se ∙siri na ∙sirinu kanala iza pro∙sirenja. Ako
navedeni uslov nije ispunjen, burno te∙cenje se javlja, prodire nizvodno.
Ra∙cunanje nivoa nizvodno od pro∙sirenja i utvr¹divanje polo∙zaja skoka
nije jednostavno, jer se mlaz postepeno ∙siri.

Ova prethodna razmatranja odnosila su se na primere gde je iza
promene preseka struje te∙cenje mirno, odnosno gde bi bilo mirno da
lokalni poreme¶caj ne uvede burno te∙cenje. Me¹dutim, iza promene pre-
seka nagib dna kanala mo∙ze da bude toliki da bi jednoliko te∙cenje u
njemu bilo burno (normalna dubina manja od kriti∙cne). U tom slu∙caju
nivo se ra∙cuna nizvodnim smerom (od dubine hs) i skroz je burno, ∙sto
se poku∙salo prikazati slikom 105{9. Do prepreke ovde je te∙cenje isto
kao na prethodnoj slici (105{8).

smer ra~unanja

hs

hK

v  
g
K
2

2
v  
g
s2

2

Slika 105{9 Mirno te∙cenje do spu∙stanja dna, a iza toga je burno (to
name¶cu nagibi dna); grani∙cni uslov je usred zadatka

¤ ¤ ¤

Do sada se razmatralo spajanje nivoa pri pove¶canju preseka struje
ako je dolaze¶ce te∙cenje (pre promene) mirno. Ako je to te∙cenje burno, a
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iza promene preseka nagib dna kanala omogu¶cava burno te∙cenje (jer je
normalna dubina manja od kriti∙cne), onda ¶ce te∙cenje biti skroz burno
(sl. 105{10), bilo da se dno spu∙sta, bilo da se kanal ∙siri. Jasno je da
ovde neprekidno nizvodni smer ra∙cunanja.

hI

hII

v  
g
I

2 v
g
II 
2  

2

smer ra~unanja

Slika 105{10 Padovi dna ispred i iza spu∙stanja dna omogu¶cavaju burno
te∙cenje

Slika 105{11 odnosi se na primere gde je dolaze¶ce te∙cenje burno, a
iza promene preseka struje nagib dna je toliki da bi te∙cenje bilo mirno
(normalna dubina ve¶ca od kriti∙cne) ako lokalni poreme¶caj ne uvodi
burno te∙cenje.

hI
hI

spr

hs
hs 

spr

skok

skok

racunanja
smer

A

B
C

racunanja
smer

Slika 105{11 Grani∙cni uslovi name¶cu burno te∙cenje pre spu∙stanja dna i
mirno te∙cenje iza spu∙stanja; burno te∙cenje prodire u nizvodnu deonicu (A)
odnosno spre∙ceno je da prodire (B), ili je ∙cak burno te∙cenje skokom zaustav-
ljeno jo∙s u uzvodnoj deonici (C)
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Linija ,,A" na slici 105{11 odnosi se na slu∙caj gde burno te∙cenje
nastavlja i iza promene preseka, jer je dubina koju name¶ce nizvodni
grani∙cni uslov premalena da zaustavi prodor burnog te∙cenja. Negde niz-
vodno, ako grani∙cni uslovi nametnu, obrazova¶ce se skok kojim ¶ce burno
te∙cenje pre¶ci u mirno. Zadatak se re∙sava na isti na∙cin kao slu∙caj ,,b"
sa sl. 105{8. Prodiranje burnog te∙cenja mo∙ze se spre∙citi ugradnjom
,,bu∙cnice".

Na slici 105{11 linijom (B) prikazan je slu∙caj gde nizvodni uslov
name¶ce ve¶cu dubinu od one prikazane na istoj slici sa (A). Ta dubina
neka je ve¶ca i od dubine hspr

s koja se sa dubinom hs spre∙ze u skok, pa je
skok ,,potopljen" upravo dubina se ne pojavljuje, ona je ,,preklopljena".
Ovo je slu∙caj koji se re∙sava kao slu∙caj ,,a" na sl. 105{8.

Na slici 105{11 prikazan je linijom (C) i slu∙caj gde je nizvodna
dubina toliko velika da spre∙cava ula∙zenje burnog te∙cenja u kanal iza
promene preseka struje, pa se skok zato navla∙ci na uzvodni deo.

¤ ¤ ¤

Za smanjenje preseka dobijeno podizanjem dna (sl. 105{12) jedna-
∙cina je ista kao kod spu∙stanja dna { to je jedna∙cina (105{2). Eizg se
ra∙cuna kao kod naglog smanjenja preseka cevi { procenjuje se prema
obrascu (102{13). Navedeno va∙zi uz uslov da je te∙cenje u preseku (II)
mirno, i da je mirno te∙cenje i uzvodno od preseka (I). Postupak primene

h I ZII

Z I

I

II

h II

Eizg
v   

g
II
2

2

v   
g
I
2

2

Slika 105{12 Podizanje dna u mirnom te∙cenju
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jedna∙cine (105{3) je isti kao kod naglog spu∙stanja dna: dubina hII

je poznata (nju je nametnuo nizvodni grani∙cni uslov) i jedna∙cinom se
dobija dubina hI (koja je nizvodni grani∙cni uslov za uzvodno mirno
te∙cenje).

Napominje se da je primer u kome je bilo podizanje dna ve¶c ranije
razmatran { to je bilo izme¹du preseka (II) i (III) u primeru prikaza-
nom slikom 104{12, i re∙savalo se na isti na∙cin koji je ovde malo pre
obja∙snjen.

Uobi∙cajenim postupkom uravnote∙zenja sila mo∙ze se odrediti kom-
ponenta (u pravcu strujanja) sile kojom na °uid deluje ∙cvrsta grani∙cna
povr∙sina kojom se iz jednog preseka prelazi u drugi. Sila iste vrednosti,
a suprotno usmerena, je sila kojom °uid napada na navedenu povr∙sinu
koja mu se ispre∙cila. Zadatak se re∙sava uravnote∙zenjem te sile sa silama
pritiska i komponentama inercijalnih sila u presecima (I) i (II), uz pret-
postavku da pravac strujanja neznatno odstupa od horizontalnog, pa
je uticaj te∙zine zanemarljiv. Napominje se da se napadna ta∙cka sile na
navedenu povr∙sinu ne mo∙ze odrediti, jer se za izjedna∙cavanje momenta
ne raspola∙ze silama pritiska sa dna i te∙zinom (ne zna se nivo tokom
njegovog spu∙stanja).

Sli∙cno je bilo i kod nekih primera u Odeljku IV, Poglavlja 101.

Prime¶cuje se da se i ovde mogu dati sli∙cne napomene koje su na-
vedene u razmatranjima spu∙stanja dna. Naime, isti postupak koji
je obja∙snjen za slu∙caj sa podizanjem dna primenjuje se i na primere
gde se popre∙cni presek smanjuje su∙zavanjem kanala bez spu∙stanja dna
(sl. 105{13), ili gde se i podi∙ze dno i su∙zava kanal.

Razume se da ¶ce postepenost u su∙zavanju smanjiti energetski gu-
bitak. Smanjenje se mo∙ze proceniti preno∙senjem napisanog za cevi
na sl. 102{7a. Mo∙ze se izbe¶ci lokalni gubitak energije (a onda ostaje
samo gubitak usled trenja), ako je postepenost dovoljno izra∙zena a tada
je du∙zina na kojoj se postepenost obavlja upola je manja od one kod
pove¶canja preseka, prikazane slikom 105{7. Tako je bilo i kod pro∙sirenja
odnosno su∙zenja cevi, ∙sto se zaklju∙cuje upore¹divanjem slika 102{4b i
102{7b. Trenje se ra∙cuna prema jedna∙cini (105{4), odnosno (105{5).

Lokalni gubici u su∙zenju manji su nego u pro∙sirenju kanala, i zahte-
vane du∙zine za postepenost, da bi se lokalni gubitak mogao izostaviti,
tako¹de su manje. Stoga je lak∙se lokalni gubitak svesti na bezna∙cajan
iznos kod su∙zenja, nego kod pro∙sirenja.
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Slika 105{13 Su∙zavanje preseka u mirnom te∙cenju

Na sl. 105{14 prikazan je slu∙caj gde je nailaze¶ce te∙cenje mirno, ali
nagib dna iza promene preseka tu uslovljava burno te∙cenje. Zadatak
se re∙sava kao i prethodni slu∙caj (sl. 105{12) samo ∙sto je u preseku (II)

ZI

Z IIhI
hII

E izgv
g
II
2  

2

v  
g
I
2

2

h   hII = K

smer ra~unanja

Slika 105{14 Iza podizanja dna nagib dna uslovljava burno te∙cenje, a
ispred podizanja dna te∙cenje je mirno
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dubina kriti∙cna, upravo uspostavlja se minimalno mogu¶ca energija, a
ona dozvoljava da sa njom otpo∙cne burno te∙cenje. Sa dubine hII dubina
¶ce se nizvodnim smerom pribli∙zavati normalnoj dubini.

¤ ¤ ¤

Prethodna razmatranja su se odnosila na slu∙cajeve kod kojih na lo-
kalnu promenu smanjenja preseka kanala doti∙ce mirno te∙cenje, a sada
treba razmotriti slu∙cajeve kada doti∙ce burno te∙cenje (sl. 105{15), a na-
gib dna nizvodno od promene tako¹de uslovljava burno te∙cenje.

Burno te∙cenje koje nailazi silovito udara u prepreku stvorenu pro-
menom preseka (bilo da se dno izdi∙ze, bilo da se presek su∙zava). Voda
uz prepreku naglo se uzdi∙ze, ,,propinje se", nivo je nemiran, koleba se,
uvla∙ce se u vodu velike koli∙cine vazduha, mo∙ze do¶ci do izlivanja iz ka-
nala. Ovakvo stanje se poku∙salo prikazati sa crte∙zom ,,a" na sl. 105{15.
Mo∙ze se re¶ci da je ono neprihvatljivo sa prakti∙cnog stanovi∙sta, jer se ne
sme dozvoliti neobuzdano divljanje vode.

Preporu∙cljivo je stoga da se podizanje dna, ili su∙zenje preseka, obavi
postepeno (sl. 105{15b), tako da uzvodni tok ne udara u naglo isturenu

hI

hII

v  
g
I
2

2

α

v
g
II
2  

2

a)

b)

Slika 105{15 a) Burno te∙cenje udara o prepreku stvorenu naglim podi-
zanjem dna i unosi poreme¶caj koji treba izbegavati; b) postepeno podizanje
dna omogu¶cava da se postepenim podizanjem nivoa vode pre¹de iz burnog
toka ispred podizanja dna u burni tok iza njega
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prepreku. Mo∙ze se postepeno dovesti do mere da lokalnog gubitka ener-
gije nema i ostaje samo gubitak usled trenja.

Dubina hI name¶ce uzvodni grani∙cni uslov (jer je te∙cenje burno) i
na osnovu nje se jedna∙cinom energije odredi dubina hII, samo sa gu-
bitkom Eizg (usled trenja, ako je postepenost dovoljno izra∙zena). Ovo
zna∙ci da je kroz ceo lokalni poreme¶caj smer ra∙cunanja nizvodni. Dobi-
jena dubina hII je manja od kriti∙cne, ali ve¶ca od hI (hI < hII < hK),
jer u preseku (II) speci¯∙cna energija (zbir h i v2=2g) mora biti manja
nego u preseku (I), ∙sto je uo∙cljivo iz slike 105{15b. To ¶ce se i ostvariti
ako je hII < hI, jer je u burnom te∙cenju speci¯∙cna energija manja ako
je dubina ve¶ca, ∙sto se uvi¹da iz slike 92{12.

Ne mora se, me¹dutim, ostvariti nijedan od slu∙cajeva sa sl. 105{15.
Mogu se stvoriti uslovi da smanjenje preseka zaustavi burno te∙cenje i
da ga skokom preobrati u mirno i da se u mirnom te∙cenju obavi prelaz
su∙zenja. Obrazlo∙zenje za ostvarenje takve mogu¶cnosti navodi se u na-
stavku.

Najni∙za vrednost energije toka (speci¯∙cne energije) je pri kriti∙cnoj
dubini hK. Neka se ona uspostavi u preseku (II) i od nje ¶ce te∙cenje biti
burno prema liniji (V) na sl. 92{6. Tako je prikazano i na sl. 105{16.
Tako uspostavljena minimalno mogu¶ca energija u preseku (II) sposobna
je da nadvlada burno te∙cenje, jer je dubina hI (koja se dobija energet-
skom jedna∙cinom uz hII = hK) ve¶ca od dubine hspr

a , koja bi se sprezala

ha
h   hII = k

sk
ok

hI hII

E izg
v
g
II
2  

2

v  
g
I
2

2

smer racunanja

b

a
ha

spr

c

Slika 105{16 Nizvodni uslovi name¶cu dubinu ispred podizanja dna do-
voljnu da zaustavi nailaze¶ce burno te∙cenje, pa se uspostavlja mirno te∙cenje
pre podizanja dna, dok se iza toga opet uspostavlja burno te∙cenje

459

DRAFT verzija 2001.



sa dubinom ha koja se dobija ra∙cunom burnog te∙cenja od uzvodnog
grani∙cnog uslova, nizvodnim smerom do promene preseka. Taj ra∙cun
daje liniju ,,a" na slici.

Dubina ha se ne¶ce ostvariti, jer je burno te∙cenje skokom zaustavlje-
no ne∙sto uzvodnije od preseka (I). Sa druge strane, uzvodnim smerom
od dubine hI ra∙cuna se linija nivoa (ona je tipa linije IV na sl. 92{6) na
slici je ozna∙cena sa ,,b". Mesto gde ¶ce javiti skok utvr¹duje se postupkom
koji je izlo∙zen uz sliku 104{11. Sra∙cuna se i linija ,,c" sa slike 105{16,
koja pokazuje dubine koje se spre∙zu u skok sa dubinama iz linije ,,a".
Skok se javlja tamo gde se seku linije ,,b" i ,,c".

Zadatak se znatno lak∙se re∙sava ako uticaj uzvodnog grani∙cnog uslova
(koji remeti uspostavljanje normalne dubine hN) ne dopire do mesta
uspostavljanja skoka tj. ako je ha = hN.

Uz prikazano slikom 105{16 treba da se primeti da lokalni poreme¶caj
unosi mirno te∙cenje usred burnog. I ispred, i iza promene preseka, ako
se svaka deonica posmatra zasebno, te∙cenje bi bilo burno, ali spajanje
dovodi do uplitanja mirnog te∙cenja.

Sl. 105{17 odnosi se na slu∙caj gde bi nagibi dna uslovili burno te-
∙cenje u uzvodnoj, a mirno u nizvodnoj deonici. Zavisno od stvaranja
uslova za obrazovanje skoka, burno te∙cenje mo∙ze da prodre u nizvodnu
deonicu, odnosno mirno te∙cenje mo∙ze uzvodnim smerom u¶ci u uzvodnu
deonicu, ∙sto je prikazano sa (A), odnosno (B) na slici.

B

A

Slika 105{17 (A) Burno te∙cenje nametnuto uzvodnim grani∙cnim uslovom
potiskuje iza podizanja dna mirno te∙cenje nametnuto nizvodnim grani∙cnim
uslovom. (B) ve¶ca dubina iza podizanja dna od one pod (A) sposobna je da
burno te∙cenje zaustavi pre spu∙stanja dna

¤ ¤ ¤
Razmatranja se nastavljaju sa gubicima na ulazu u kanal i izlasku

iz njega { to su, uostalom neminovni gubici i stoga zaslu∙zuju posebnu
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pa∙znju. Pretpostavlja se da ispred ulaza, i iza izlaza kanala, struja
ima veoma velike preseke, u odnosu na preseke u kanalu tj. da voda u
kanal ulazi, i iz njega izlazi iz ,,jezera" (bazena velike zapremine) gde su
brzine zanemarljive. Ova pretpostavka da¶ce i najve¶ce mogu¶ce gubitke
na ulazu, odnosno izlazu.

Izlazni gubitak se mo∙ze se izraziti sa:

Eizg =
v2
izl

2g
tj. »izl = 1 (105{6)

∙sto je napisano za cevi, obrascem (102{3), jer je pojava i ovde na∙celno
ista. Skre¶ce se pa∙znja da je na slikama 92{6 i 92{8, pri prikazivanju
primera, za linije (I) i (IV), nivo na nizvodnom kraju kanala izjedna∙cen
sa nivoom u ,,jezeru" u koga se kanal uliva, a to govori da se gubi
celokupna kineti∙cka energija iz kanala, a time je pre¶cutno prihva¶ceno
ono ∙sto je malo pre napisano, sa (105{6).

Navedena tvrdnja prihvatljiva je, jer u bazenu velike zapremine ima
dovoljno prostora da se obavi rasipanje (gubljenje) celokupne kineti∙cke
energije iz kanala.

Izlazni gubitak izme¹du nizvodnog kraja kanala i jezera ostvari¶ce se
u navedenom iznosu ako je nivo u jezeru iznad kote ozna∙cene sa K na
sl. 105{18, koja je na koti koju bi zauzimao nivo na kraju kanala ako
je tu dubina kriti∙cna. U tom slu∙caju nivo u jezeru postaje nizvodni
grani∙cni uslov za kraj kanala gde se obrazuje dubina hizl > hK. To je
prikazano kao slu∙caj ,,a" na sl. 105{18.

Ako je nivo u jezeru ispod kote K na sl. 105{18, na nizvodnom kra-
ju kanala se obrazuje kriti∙cna dubina hizl = hK, bez obzira na nivo u
jezeru. To je slu∙caj ,,b" na sl. 105{18.

Prethodni navodi su u skladu sa obja∙snjenjima uz primere za lini-
je ,,I" i ,,II" na sl. 92{6.

Kao zaklju∙cak mo∙ze se navesti da se samo u slu∙caju (a) na ulivanje
u jezero gubi v2

izl=2g, dok se u slu∙caju (b) gubi sva visina od energetske
kote na kraju kanala do nivoa u jezeru, a to ne zavisi od te∙cenja u
kanalu, nego od slivanja iz kanala u jezero.

Uz slu∙caj (a) treba primetiti da oblikovanje izlaza kanala poste-
penim pove¶canjem preseka smanjuje izlazni gubitak, koji iznosi v2

izl=2g,
a pove¶canje preseka smanjuje izlaznu brzinu vizl, i mo∙ze izlazni gubitak
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Slika 105{18 Izlaz iz kanala sa mirnim te∙cenjem u jezero (u mirnu vodu)
sa uticanjem (a) i bez uticanja (b) nivoa u jezeru (kota J), zavisno od toga
da li je nivo u jezeru iznad (a) ili ispod (b) kote K

svesti na mnogo manji iznos od onoga koji daje izlaz bez pove¶canja
izlaznog preseka.

Sli∙cno je bilo i sa izlazom iz tunela (ili cevi) ∙sto je prikazano sli-
kom 102{24 i obja∙snjeno pri opisivanju prikazanog na slici. Tamo∙snja
obja∙snjenja mogu se preneti i na izlaz iz kanala, gde treba naglasiti
da smanjivanja izlazne brzine ne zna∙ci samo prednost zbog smanjenog
gubitka energije nego i manje erozivno dejstvo vode po njenom izlasku
iz kanala.

Posle prethodnog razmatranja izlaznog gubitka energije iz kanala
u kome je te∙cenje mirno, nastavlja se sa raspravljanjem o izlazu iz
kanala u kome je te∙cenje burno. Dubina na kraju kanala, nametnuta
uzvodnim grani∙cnim uslovom (jer je te∙cenje burno) manja je od kriti∙cne
(hizl < hK) { a nivo u jezeru nije toliko visok da pre kraja kanala skokom
zaustavi burno te∙cenje { to je slu∙caj (a) na sl. 105{19, gde je nivo u
jezeru J ispod kote C, a ona je odre¹dena tako da odgovara dubini hspr

izl

koja se sa hizl spre∙ze u skok.

Drugi slu∙caj (,,b" na sl. 105{19) ostvaruje se ako je nivo u jezeru J
vi∙si od kote C. Dubina na izlazu iz kanala hizl odre¹dena je nivoom u
jezeru i od nje se linija nivoa ra∙cuna uzvodnim smerom, jer je te∙ce-
nje mirno. Sa druge strane, od uzvodnog grani∙cnog uslova ra∙cuna se
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Slika 105{19 Izlaz iz kanala sa burnim te∙cenjem bez uticanja (a) i sa
uticanjem (b) nivoa u jezeru (kota J) zavisno od toga da li je nivo u jezeru
dovoljno visok (a), ili nije (b), da spre∙ci izla∙zenje burnog te∙cenja iz kanala

nizvodnim smerom linija nivoa. Dakle, postupak je isti kao onaj koji
je doveo do prikaza slikom 105{16, pa ¶ce se na tamo obja∙snjeni na∙cin
na¶ci i mesto gde se obrazuje skok.

¤ ¤ ¤

Razmatra¶ce se gubitak na ulazu u kanal pod pretpostavkom da je
na ulazu te∙cenje mirno, pod uticajem nizvodnog grani∙cnog uslova. Iz
slike 105{20a se uvi¹da da visinska razlika izme¹du nivoa u jezeru i nivoa
na po∙cetku kanala iznosi (1 + »ul) v

2
ul=2g, gde je vul brzina na ulazu u

kanal (pri dubini hul), a »ul je koe¯cijent lokalnog gubitka na ulazu,
koji se procenjuje po ugledu na gubitak na ulazu u cev (sl. 102{8).
Preporu∙cljivo je oblikovati ulaz da bi ulazni gubitak bio ∙sto je mogu¶ce
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Slika 105{20 Ulaz u kanal sa mirnim (a) odnosno burnim te∙cenjem (b)

manji, jer je tada nivo u jezeru ni∙zi za isti proticaj, odnosno ve¶ci je
proticaj za isti nivo u jezeru { razume se, za isti kanal, sme∙sten na
istom visinskom polo∙zaju i za isti nizvodni grani∙cni uslov.

Do dubine hul dolazi se ra∙cunanjem uzvodnim smerom od nizvo-
dnog grani∙cnog uslova { ona je ve¶ca od kriti∙cne (hul > hK), jer je
te∙cenje mirno.

Treba napomenuti da je dubina na ulazu jednaka normalnoj dubini
ako je kanal dovoljno duga∙cak da uticaj nizvodnog grani∙cnog uslova
(koji name¶ce dubinu razli∙citu od normalne) ne dopire do ulaza u kanal.

Ako bi se na po∙cetku kanala uspostavila kriti∙cna dubina, energi-
ja toka, izra∙zena zbirom hul i v2

ul=2g, imala bi minimalnu vrednost,
∙sto bi za zadati proticaj dalo minimalno mogu¶ci nivo u jezeru, odno-
sno za zadati nivo dalo bi maksimalno mogu¶ci proticaj. To je zaista
povoljno. Umesno je stoga pitanje: Za∙sto se na po∙cetku kanala ne
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uspostavi kriti∙cna dubina? Odgovor je da to nije mogu¶ce, ako je te-
∙cenje u kanalu mirno, jer sa kriti∙cne dubine hK nizvodnim smerom se
dubine ne mogu pove¶cavati, da bi se pribli∙zile normalnoj dubini hN.
U oblasti izme¹du hK i hN nije mogu¶ce pove¶cavati dubine { slika 92{5
ukazuje da je tu mogu¶ce samo opadanje dubine po liniji (II). Nizvodni
uticaji ,,potapaju" kriti∙cnu dubinu (hul > hK).

Name¶ce se novo pitanje: Da li je uop∙ste ostvarljivo da na po∙cetku
kanala bude kriti∙cna dubina? Ostvarljivo je, ako je u kanalu burno
te∙cenje (sl. 105{20b). Sa kriti∙cne dubine mogu¶ce je spu∙stanje dubine
ka normalnoj { to je linija (V) na sl. 92{7.

¤ ¤ ¤

Na po∙cetku ovoga poglavlja nagove∙steno je da lokalni poreme¶caj u
otvorenim tokovima uzrokuje promenu nivoa i da se to ne mo∙ze re∙siti
jednostavnim uklapanjem lokalnog gubitka u ra∙cun izme¹du dva una-
pred poznata popre∙cna preseka struje, jer te preseke lokalni gubitak
menja. To je potvr¹deno u razmatranju prethodnih primera, a te∙sko¶cu
u re∙savanju nekih primera ∙cini razgrani∙cavanje zadatka, pojavljuje se
usred zadatka grani∙cni uslov koji stvara lokalni poreme¶caj. Tako se u
nekim primerima pojavljuje burno te∙cenje gde bi ispred i iza lokalne
promene, bez njenog uticaja te∙cenje bilo mirno (sl. 105{8b). Ili, po-
javljuje se mirno te∙cenje usred burnog (sl. 105{16).

Mo∙ze se zaklju∙citi da se lokalna promena mora uklopiti u tok ispred
i iza nje, ali da se i te∙cenje ispred i iza lokalne promene mora uskladiti
sa njom i to me¹dusobno preklapanje uti∙ce na obrazovanje nivoa ispred
i iza nje, da bi se onda uzvodno i nizvodno ra∙cunao nivo prema onome
∙sto name¶ce trenje. Treba naglasiti da se zadatak prevashodno svodi
na spajanje nivoa ispred sa onim iza prepreke, a da procena lokalnog
gubitka energije nema ve¶ci zna∙caj, pogotovo ako se lokalna promena
oblikuje da se gubitak svede na bezna∙cajan iznos. U ovome treba na¶ci
i opravdanje za naslov ovog odeljka gde je nagla∙seno da se radi o ,,spa-
janju tokova".

¤ ¤ ¤
Na slikama 105{21 i 105{22 prikazane su mogu¶cnosti koje se mogu

ostvariti u jednom kanalu sa konstantnim nagibom dna u kome su
lokalne pojave samo na ulazu i izlazu. Prva slika se odnosi na kanal u
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Slika 105{21 Kanal u mirnom te∙cenju { smer ra∙cunanja je uzvodni,
grani∙cni uslov je nivo u jezeru u kojem se kanal uliva, taj nivo uslovljava
usporavanje toka (I) ili ubrzavanje (II), a u izuzetnom slu∙caju (N) du∙z celoga
kanala te∙cenje je jednoliko (normalna dubina); na po∙cetku kanala uspostav-
lja se normalna dubina ako je kanal dovoljno duga∙cak, a ako je kra¶ci, ako
po∙cinje sa presekom (C), normalna dubina ne¶ce se nigde ostvariti za slu∙ca-
jeve (I) i (II)

sk
ok

sk
ok

1
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hN

smer ra~unanjasmer ra~unanja

Slika 105{22 Nagib kanala omogu¶cava burno te∙cenje do kraja kanala (1),
ili je ono zaustavljeno skokom po∙sto je ve¶c postignuta (2), odnosno jo∙s nije
postignuta (3) normalna dubina, ili se burno te∙cenje uop∙ste ne pojavljuje (4)
pri visokom nivou uzvodnog jezera

kome je normalna dubina ve¶ca od kriti∙cne (jednoliko te∙cenje je mirno),
a druga na slu∙caj kada je normalna dubina manja od kriti∙cne (jednoliko
te∙cenje je burno).
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PRIMEDBA

Spajanje nivoa pri promeni popre∙cnog preseka unosi i izgubljenu
energiju. Ako bi se ∙zelelo da se primenom dimenzionalne analize napi-
∙su izrazi koji bi sa bezdimenzionalnim veli∙cinama opisivali tu energiju
do∙slo bi se do veoma slo∙zene veze. Pre svega, morao bi u¶ci geometrij-
ski opis promene ∙cvrstih granica (u bezdimenzionalnim veli∙cinama), a
zatim uneti Re i We-broj (jer uti∙cu viskoznost i povr∙sinski napon). Po-
sebnu te∙sko¶cu za pojedina∙cne primere predstavljaju grani∙cni uslovi, jer
se u nekim primerima i ne zna gde je grani∙cni uslov, zbog preplitanja
mirnog i burnog te∙cenja. Zbog svega toga ostaje da se svaki primer
re∙sava prema datim uslovima, a da se izgubljena energija procenjuje
prema odgovaraju¶cim slu∙cajevima u cevima, a pri tome se prihvata
,,kvadratna zakonitost otpora" tj. zanemarenje uticaja viskoznosti i
povr∙sinskog napona. Tako je postupljeno i kod cevi ∙sto je i napisano u
,,Primedbi" uz Poglavlje 102.

Na kraju, treba naglasiti i uticaj Fr-broja, merodavnog za sve pro-
cese sa slobodnom povr∙sinom vode.

III

USPOSTAVLJANJE MINIMUMA ENERGIJE
PRI TE∙CENJU PREKO ∙SIROKOG PRAGA

Slika 105{23 prikazuje prag sme∙sten u kanal. Gornja povr∙sina praga
je horizontalna i ona se u pravcu strujanja pru∙za dovoljno dugo da se u
jednom njenom delu uspostavi paralelno i pravolinijsko strujanje, hori-
zontalno usmereno. Time je ispunjen uslov da popre∙cni presek struje
na pragu mo∙ze da u¹de u jedna∙cinu energije:

H +
v2
0

2g| {z }
H0

= h+
v2

2g| {z }
e

(105{7)

koja povezuje presek ispred praga (na koji se odnosi leva strana je-
dna∙cine) i presek na pragu. Razume se da se i za presek ispred praga
pretpostavlja pravolinijsko i paralelno strujanje. Za nultu kotu je uzeta
kota praga (vidi sl. 105{23). Fluid se smatra idealnim.
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Slika 105{23 Na ∙sirokom pragu uspostavlja se minimalna energija struje
(emin) koju daje kriti∙cna dubina (hK)

Uslovljava se da na strujanje preko praga ne uti∙cu nikakvi nizvodni
uslovi, upravo da se presek struje na pragu mo∙ze povezati samo za
stanjem ispred praga, kako je napisano sa (105{7).

Pri primeni jedna∙cine (105{7), za zadati proticaj, dubine h, odno-
sno H+P , odre¹duju brzinu v, odnosno v0, pa su onda veli∙cine za odre¹di-
vanje samo h i H. Za vezu izme¹du njih raspola∙ze se samo jednom jedna-
∙cinom { ona je napisana sa (105{7). Za odre¹deni proticaj ona je zado-
voljena za bilo koju vrednost za h (i za nju dobijenu vrednost H), pa
je, prema tome, zadatak neodre¹den ako se ∙zeli re∙siti samo sa (105{7).
Treba prihvatiti neki dopunski uslov kojim ¶ce zadatak mo¶ci da se re∙si.
On je u slede¶cem:

Desna strana u (105{7) je jednaka speci¯∙cnoj energiji e za struju na
pragu, a prema prikazu na sl. 92{12 ta energija ima minimalnu vre-
dnost za h = hK (= kriti∙cna dubina). Prihvatanje ,,na∙cela o minimumu
energije" (koji se primenjuje u Mehanici) u ovom slu∙caju dovodi do us-
postavljanja kriti∙cne dubine na pragu. Tako je i upisano na sl. 105{23.
Sa h = hK zadatak je re∙siv, jer je onda desna strana (105{7) funkcija
isklju∙civo od proticaja, pa su jedna∙cinom povezani proticaj i visina H,
pa je zadavanjem jedne od tih veli∙cina poznata druga.
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,,Na∙celo o minimumu energije" mo∙ze se protuma∙citi izrekom ,,pri-
roda se, sama od sebe, stara da se uspostavi najverovatnije stanje". U
ovom slu∙caju zaista je verovatno da se voda ispred praga ne¶ce podi¶ci
vi∙se nego ∙sto je minimalno potrebno da zadati proticaj proti∙ce preko
praga. Nema razloga da ispred praga nivo bude vi∙si, a i nema ni valja-
nog odgovora dokle bi se popeo.

,,Minimum energije" je ujedno i ,,maksimum izda∙snosti", jer se pret-
hodno navedeno mo∙ze iskazati i ovako: za odre¹deni nivo ispred praga
(uz kriti∙cnu dubinu na pragu) te∙ce maksimalno mogu¶ci proticaj.

,,Na∙celo minimuma energije" ve¶c je ranije kori∙s¶ceno, u primerima
prikazanim slikama 105{8, 105{9, 105{14 i 105{16, gde je dubina izje-
dna∙cena sa kriti∙cnom tamo gde se name¶ce da se uspostavlja minimalna
energija.

Na sl. 105{24, na crte∙zu ,,a" napisano je da ¶ce se sa du∙zinom l ve¶com
od trostruke kriti∙cne dubine ispuniti uslov za obrazovanje paralelnog i
pravolinijskog strujanja na pragu, ∙cime ¶ce se opravdati primena jedna-
∙cine (105{7), koja, kao i svaka jedna∙cina koja povezuje dva preseka, za-
hteva taj uslov za preseke na koje se primenjuje. Struja pri nailasku na
prag je zakrivljena, jer se nivo spu∙sta, a donje strujnice zaobilaze prag.
Tek na izvesnom rastojanju od po∙cetka praga obrazuje se paralelno i
pravolinijsko strujanje, ako jo∙s ostaje i izvesna du∙zina na kojoj ¶ce se
obaviti zakrivljenost strujanja pri kraju praga. Ne smeju se preklopiti
uticaji sa uzvodne i nizvodne strane, ∙sto bi dovelo do toga da nigde na
pragu ne bude presek sa paralelnim i pravolinijskim strujanjem. Sma-
tra se da je navedena du∙zina l > 3hK dovoljna da do toga ne do¹de,
odnosno da se na pragu uspostavi presek struje, podoban za primenu
jedna∙cine (105{7), jer je kroz njega strujanje paralelno i pravolinijsko.

Du∙zina l se meri du∙z struje, a kako se radi o ,,prelasku preko praga",
obi∙cno se govori o ,,∙sirini praga". Zadatak se naziva ,,te∙cenje preko ∙si-
rokog praga" ako je on dovoljno ∙sirok (ako je l > 3hK) da se na njemu
uspostavi paralelno i pravolinijsko strujanje sa kriti∙cnom dubinom. U
tom slu∙caju prag se mo∙ze nazvati ,,∙sirokim", jer se ,,pona∙sa kao ∙siroki
prag", ostvaruje se zakonitost za ,,∙siroki prag". U slu∙caju ,,a" prag se
mo∙ze nazvati ,,∙sirokim", dok se to ne mo∙ze u slu∙caju ,,b". Za utehu
i u ovom drugom slu∙caju prag ¶ce se pona∙sati kao ∙sirok ako se smanji
proticaj, jer ¶ce se time smanjiti i kriti∙cna dubina, pa onda i potrebna
∙sirina da bi se prag pona∙sao kao ∙sirok.
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Slika 105{24 Skra¶cenjem praga (smanjenjem '∙sirine praga') pove¶cava
se propusna mo¶c, jer se za isti proticaj dobija ni∙zi nivo ispred praga
(¦0;b < ¦0;a)

Za slu∙caj ,,b" sa sl. 105{24 ne mo∙ze se primeniti jedna∙cina (105{7),
jer se nigde na pragu ne uspostavlja paralelno i pravolinijsko strujanje.
Zakrivljenost strujanja na pragu uslovljava da pijezometarska kota nije
ista za sve deli¶ce u preseku. Jo∙s u Poglavlju 81, ukazano je na promenu
pijezometarske kote po preseku u zakrivljenom strujanju (slika 81{3).
Pijezometarska kota je na dnu ni∙za od pijezometarske kote u nivou,
pa bi u jedna∙cinu energije za slu∙caj ,,b" sa sl. 105{24 trebalo uneti
pijezometarsku kotu koja predstavlja ceo presek. Gde je ona pouzdano
se ne zna, ali se pouzdano mo∙ze tvrditi da je ni∙za od kote nivoa. Tako
je i nacrtana kota ¦b na slici. Po∙sto je ¦b < ¦a, u slu∙caju ,,b" manja je
sila pritiska koja se na pragu suprostavlja te∙cenju, pa je za slu∙caj ,,b"
propusna mo¶c ve¶ca: za istu visinu H0 proticaj je ve¶ci, odnosno za isti
proticaj visina H0 manja
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Slika 105{25 Na ∙sirokom pragu se ne uspostavlja kriti∙cna dubina
(koja daje minimalnu speci¯∙cnu energiju) ako to nametnu grani∙cni uslovi:
a) uzvodni grani∙cni uslov name¶ce burno te∙cenje preko praga (h < hK);
b) i c) nizvodini grani∙cni uslov name¶ce mirno te∙cenje preko praga (h > hK)
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Mo∙ze se zaklju∙citi i da je za isti nivo ispred praga proticaj u ,,b"
ve¶ci nego u ,,a". Kao op∙sti zaklju∙cak mo∙ze se izre¶ci da se skra¶civanjem
praga (kada se on ne pona∙sa kao ,,∙siroki prag") pove¶cava propusna mo¶c.

¤ ¤ ¤

Mo∙ze se re¶ci da se kriti∙cna dubina na pragu uspostavlja ,,sama od
sebe", jer se tako zadovoljava ono ∙sto ka∙ze ,,na∙celo o minimumu energi-
je". Da bi se na pragu obrazovala dubina koja nije kriti∙cna mora posto-
jati uzrok koji remeti uspostavljanje kriti∙cne dubine. Taj uzrok mo∙ze
da bude na uzvodnoj strani, ∙sto je prikazano crte∙zom ,,a" na sl. 105{25,
gde je dubina na pragu manja od kriti∙cne. Te∙cenje je burno, a za njega
mora i da postoji uzvodni grani∙cni uslov ∙sto je na slici i prikazano. Za
pojavu mirnog te∙cenja (dubina na pragu ve¶ca od kriti∙cne) merodavan
je grani∙cni nizvodni uslov, ∙sto je prikazano crte∙zima ,,b" i ,,c" na istoj
slici (105{25), gde se sa slu∙cajem ,,c" ukazuje da nizvodni grani∙cni uslov
mo∙ze da bude i udaljen od praga.

¤ ¤ ¤

Na sl. 105{26 dat je na∙celni uvid u raspored pritisaka po pragu. U
preseku struje u kome je ta∙cka ,,c" strujanje je pravolinijsko i paralelno,
pa vlada hidrostati∙cka raspodela pritisaka tj. ista pijezometarska kota
za sve ta∙cke u tom preseku. Prema tome, u ta∙cki ,,c" na pragu pritisak
je onaj koji po hidrostati∙ckoj zakonitosti odgovara dubini vode. U ta∙cki
,,a" pritisak je povi∙sen zbog zaustavljanja struje, dok je u ta∙ckama ,,b" i
,,d" sni∙zen (u ,,b" zbog su∙zavanja proticajnog preseka i pove¶cane brzine
u struji van vrtlo∙zne oblasti uz prag, a u ,,d" zbog zakrivljenja struje).

v0

v0
2  

2g
a) b) c) d)

Slika 105{26 Uvid u raspored pritisaka po pragu
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Re∙ceno je za pritisak da je ,,povi∙sen", odnosno ,,sni∙zen" { mislilo se da
je povi∙sen, odnosno sni∙zen, u odnosu na pritisak koji bi vladao da je
raspored pritiska po zakonu hidrostatike.

IV

SU∙ZENJA, PRAGOVI I PREPREKE
U OTVORENIM TOKOVIMA

Smanjenje popre∙cnog preseka otvorenog toka posti∙ze se podizanjem
praga u dnu, ili smanjivanjem ∙sirine toka (primicanjem bo∙cnih zidova)
ili udru∙zivanjem prvog i drugog, ili stavljanjem neke prepreke u sredinu
toka. Prakti∙cni primeri su: prag radi podizanja nivoa, bo∙cno su∙zavanje
na mestu nekog objekta u toku (mostovski stubovi, na primer), privre-
meno zakr∙cenje popre∙cnog preseka tokom izgradnje objekta, su∙zenje
preseka radi merenja proticaja itd.

U narednim izlaganjima upotrebljava¶ce se re∙c ,,su∙zenje" kao op∙sti
naziv za smanjenje popre∙cnog preseka. Iza su∙zenja izgra¹deni popre∙cni
presek je isti kao ispred njega, a ako nije, on je u svakom slu∙caju ve¶ci
od onoga u su∙zenju.

Podrazumeva se da na su∙zenje nailazi mirno te∙cenje, tako da su∙zenje
name¶ce nivo ispred njega. Burno te∙cenje ispred su∙zenja se isklju∙cuje,
jer je, bez posebnih prou∙cavanja, neizvesno kako bi silovita struja pro∙sla
kroz njega. Mirno te∙cenje je i iza su∙zenja.

Na sl. 105{27 prikazano je su∙zenje uz sadejstvo praga i bo∙cnog su∙ze-
nja, ∙sto mo∙ze da poslu∙zi za uop∙stena razmatranja smanjenja popre∙cnog
preseka u kanalu.

Prvi mogu¶ci slu∙caj nazvan na sl. 105{27 ,,nepotopljena struja u su-
∙zenju" nastaje ako nema uticaja sa nizvodne strane na uspostavljanje
strujanja na pragu. Podrazumeva se da je su∙zenje dovoljno duga∙cko
da se u njemu uspostavi paralelno i pravolinijsko strujanje, a to ¶ce
se i ostvariti, shodno razmatranju u prethodnom odeljku (III), ako je
du∙zina su∙zenja, ozna∙cena sa l na slici 105{27, ve¶ca od trostruke kriti∙cne
dubine u su∙zenju (tako je upisano na slici). U su∙zenju ¶ce se onda barem
u jednom njegovom delu uspostaviti kriti∙cna dubina { dakako, ako,
kako je malo pre nagla∙seno, nema uticaja sa nizvodne strane koji bi to
poremetili.

U ranijim razmatranjima, u Odeljku III, pretpostavljeno je da se
struja pri prelasku na prag ne su∙zava { tako je prikazano na sl. 105{23.
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Slika 105{27 Potopljeno i nepotopljeno te∙cenje kroz su∙zenje

Ako se ∙sirina kanala u su∙zenju smanjuje (u odnosu na ∙sirinu ispred
njega), i ako je prelaz u su∙zenje nagao dolazi do tzv. ,,bo∙cnog su∙zenja
struje" { sl. 105{28. Pojava ima sli∙cnosti sa su∙zavanjem struje pri
naglom su∙zenju cevi (sl. 102{5), gde se struja, po ulasku u u∙zu cev suzi
(sa∙zme) tako da je popre∙cni presek su∙zene struje manji od celokupnog
preseka unutar cevi. Tamo se to izrazilo ,,koe¯cijentom su∙zenja" CA,
uvedenim izrazom (102{7), po kome je CA = Asu∙z=AII, gde su Asu∙z i AII

povr∙sine popre∙cnih preseka su∙zene struje i cevi po promeni preseka.
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bI bIIbsuz

Slika 105{28

Tamo, kod razmatranja pojave su∙zenja struje u cevi obja∙snjeno je da
je su∙zena struja zapravo sredi∙snji deo popre∙cnog preseka cevi kroz koji
se obavlja proticanje du∙z cevi (to je ,,aktivni deo preseka"), a taj sre-
di∙snji deo je opkoljen vrtlo∙znom oblasti uz zid cevi koja ne doprinosi
proticanju.

Za o∙stroivi∙cno naglo su∙zenje dat je obrazac (102{11) po kome se
ra∙cuna koe¯cijent CA u zavisnosti od AII=AI, gde je AI povr∙sina preseka
cevi pre promene (cev se naglo su∙zava sa AI na AII). Veza CA =
CA (AII=AI), pored ostalih funkcija, je gra¯∙cki prikazana na slici 102{6.
U navedenom obrascu mo∙ze se odnos AII=AI zameniti sa (DII=DI)

2, gde
su DII i DI odgovaraju¶ci pre∙cnici, a umesto CA, ∙sto je jednako Asu∙z=AII,
mo∙ze se pisati (Dsu∙z=DII)

2, pa se obrazac, umesto (102{11) pi∙se sa:

Dsu∙z

DII
=

vuut0;62 + 0;38
µ
DII

DI

¶4

(105{8)

Izme¹du su∙zenja kanala pravougaonog popre∙cnog preseka, prikazanog
na sl. 105{28 i su∙zenja cevi (sl. 102{5) mo∙ze se uo∙citi veza ako se
prikazano na sl. 105{28 shvati kao bilo koji presek cevi u kome le∙zi
podu∙zna osovina cevi, pa upisane ∙sirine na slici (bI; bII; bsu∙z) predsta-
vljaju onda pre∙cnike (DI;DII; Dsu∙z). Iz toga sledi da se, mo∙ze barem
kao pribli∙znost, prethodni obrazac (105{8) preneti na kanal, u vidu:

bsu∙z
bII

=

vuut0;62 + 0;38

Ã
bII
bI

!4

(105{9)
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Za najizrazitije su∙zenje gde je bI jako veliko u odnosu na bII (gde
je bI=bII blisko nuli), prethodni obrazac daje bsu∙z=bII jednako otprili-
ke 0,8, ∙sto zna∙ci da je su∙zena struja odmaknuta od zida za 0,1bII (kod
cevi se zaklju∙cuje da je to odmicanje 0,1DII). Du∙zina na kojoj se su-
∙zena struja pro∙siruje jednaka je otprilike 10 puta 0,1bII, tj. bII (ovo je
zaklju∙ceno uz pretpostavku da se sredi∙snja struja ∙siri tako da grani∙cna
njena strujnica zaklapa sa pravcem strujanja ugao ®, gde je tg ® otpri-
like 0,1, ∙sto se ve¶c u nekoliko navrata primenilo, po∙cev∙si od prikazanog
na slici 102{4). Pre pro∙sirivanja struja se skuplja na du∙zini otprilike
upola kra¶coj od du∙zine pro∙sirivanja, pa se ukupna du∙zina su∙zavanja
i pro∙sirivanja ceni na 1;5bII. Na tom rastojanju od promene preseka
sredi∙snji deo struje dopire do zidova kanala, i onda treba jo∙s dodati i
izvesnu du∙zinu na kojoj ¶ce se obrazovati pravolinijsko i paralelno stru-
janje. Kod cevi, radi potpune sigurnosti, uzela se ∙cak du∙zina jednaka
trostrukom pre∙cniku, ∙sto je i napisano sa (102{14).

Prethodna procena obavljena je za najnepovoljnije uslove, za o∙stroi-
vi∙cni ulaz u su∙zenje, i za najizrazitije su∙zenje, gde je ∙sirina u∙zega kanala
veoma malena u odnosu na ∙sirinu ∙sirega. Manje izra∙zena su∙zenost
dovodi do manje potrebne du∙zine na kojoj ¶ce se struja suziti, a po-
tom pro∙siriti. Na primer, za bII=bI = 0;9, ra∙cun po istom postupku dao
bi da se su∙zena struja odmakne za otprilike 0,03bII, pa bi se su∙zenje i
pro∙sirenje obavilo na du∙zini odprilike 0,5bII.

Treba naglasiti da ulaz u su∙zenje ne mora da bude (i po∙zeljno je da
ne bude) o∙stroivi∙can. Ako je on zaobljen, mo∙ze su∙zavanje da postane
neznatno. Na kraju, mo∙ze se su∙zavanje i potpuno spre∙citi ako se obavi
postepeno, kao ∙sto je za cevi prikazano slikom 102{7. Ovo va∙zi ne samo
za pravougaoni presek nego i za trapezni.

Prema tome, za postepeno su∙zavanje ne bi trebalo postavljati uslov
za njegovu du∙zinu, izuzev, razume se, uslova da je du∙zina l ve¶ca od
trostruke kriti∙cne dubine. Mo∙ze se ipak preporu∙citi da du∙zina l ne
bude manja od ∙sirine vodenog nivoa za kriti∙cnu dubinu (l > BK).

Ako se uspostave uslovi za nepotopljenu struju sa kriti∙cnom dubi-
nom u su∙zenju primenjuje se jedna∙cina energije izme¹du preseka ispred
su∙zenja i u su∙zenju:

ZI + hI +
v2
I

2g = ZII + hII +
v2
II

2g + EI¡II
izg

za nepotopljeno su∙zenje hII = hK

(105{10)
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Nazivi ,,potopljena", odnosno ,,nepotopljena" struja u su∙zenju dobro
izra∙zavaju ono ∙sto je bitno, jer je kriti∙cna dubina u su∙zenju na pragu
,,potopljena" (ili ,,poklopljena") uticajem sa nizvodne strane, odnosno
nije ,,potopljena". Nije ispravno izra∙zavanje sa ,,potopljeno su∙zenje"
ili ,,potopljeni prag" (odnosno ,,nepotopljen") jer je prag pri te∙cenju u
svakom slu∙caju potopljen, voda je iznad njega.

Od prakti∙cnog zna∙caja je raspravljanje uslova koji name¶ce pota-
panje, upravo utvr¹divanje ,,granice potopljenosti". Mo∙ze se, po ugledu
na nejedna∙cinu (105{3) napisati da je strujanje kroz su∙zenje nepoto-
pljeno, ako je:

ZII + hII +
v2
II

2g > ZIII + hIII +
v2
III
2g + EII¡III

izg

uz hII = hK

9
>=
>;

(105{11)

jer je u tom slu∙caju energija sa kriti∙cnom dubinom u preseku (II) ve¶ca
od one u (III) pa nepotopljeno strujanje u (II) ne mo∙ze da bude ometeno
od stanja u preseku (III).

Na sl. 105{29 prikazano je strujanje na granici potopljenosti, a to
je kada je leva strana u (105{11) ba∙s jednaka desnoj, i tako je upisano
i na sl. 105{29.

Jasno je da je strujanje nepotopljeno ako je pijezometarska kota sa
kriti∙cnom dubinom u su∙zenju vi∙sa od pijezometarske kote u preseku

Z III

Z II

E izg EIII

h III

E IIvII
2

2g
vIII

2

2g

h =hII K

h =hII K

E II E III

Z +h + g =Z +h + g +EII II
II
2

III III
III
2

izg
II

     
IIIv v

2 2
-

Slika 105{29 Te∙cenje na granici potopljenosti; za dubine u preseku (III)

ve¶ce od prikazane { te∙cenje preko praga je potopljeno
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iza su∙zenja, tj. ¦K > ¦III (vidi prikaz nepotopljene struje u su∙zenju
na sl. 105{27). Mo∙ze da bude i ¦K < ¦III pa do potapanja ne dolazi,
jer se nivo sa kriti∙cne dubine mo∙ze i popeti do preseka (III), jer se u
smeru te∙cenja brzina smanjuje. Stoga je nu∙zna provera potopljenosti
nejedna∙cinom (105{11).

Ako se utvrdi da je strujanje kroz su∙zenje potopljeno, ra∙cunanje mo-
ra otpo∙ceti sa nizvodnim uslovom, sa presekom (III), pa se prema prika-
zanom na sl. 105{27, ispisuje jedna∙cina koja povezuje preseke (II) i (III):

ZII + hII +
v2
II

2g
= ZIII + hIII +

v2
III

2g
+ EII¡III

izg (105{12)

Ova jedna∙cina je ista kao (105{2) samo ∙sto je tamo uzvodni pre-
sek (I), a ovde je (II), a tamo∙snji (II) ovde je (III). Jedna∙cina (105{12)
re∙sava se isto kao i (105{2). Od zadatog nizvodnog uslova, u prese-
ku (III) dobija se dubina hII. Napominje se da prilikom tra∙zenja re∙senja
treba pretpostavljati hII > hK. Naime, jedna∙cina se mo∙ze zadovoljiti i
sa nekom vredno∙s¶cu hII < hK, jer formalno postoje dve dubine sa istom
vredno∙s¶cu h+v2=2g, od kojih je jedna dubina ve¶ca od kriti∙cne, a druga
manja, ∙sto je obja∙snjeno iza jedna∙cine (105{2), a tamo je obja∙snjeno i
da je odgovaraju¶ce re∙senje samo sa dubinom ve¶com od kriti∙cne.

Po∙sto se odredi dubina hII ra∙cuna se dubina hI ispred su∙zenja, pri-
menom jedna∙cine (105{10), ali u njoj dubina hII nije kriti∙cna, nego
malo pre sra∙cunata sa (105{12).

¤ ¤ ¤

U jedna∙cinama (105{10) i (105{12) pojavljuju se energetski gubici
izme¹du preseka (I) i (II), odnosno (II) i (III). Oni se mogu proceniti na
osnovu razmatranja gubitaka na su∙zenju, odnosno pro∙sirenju preseka
kanala.

Za ulazak u su∙zenje bez ikakvog oblikovanja (naglo su∙zenje sa o∙stro-
ivi∙cnim ulazom), izraz (102{13) za smanjenje preseka struje u su∙zenju
na jednu tre¶cinu preseka pre su∙zenja (AII=AI = 1=3) daje izgubljenu
energiju 1=3 od v2

II=2g.
Za izlazak iz su∙zenja, sa naglom promenom popre∙cnog preseka, i za

odnos preseka struje u su∙zenju prema preseku iza njega AII=AIII = 1=3,
obrazac (102{1) bi dao izgubljenu energiju jednaku 0;45v2

II=2g.

478

DRAFT verzija 2001.



Prethodno uzimanje odnosa preseka jednakog 1/3 mo∙ze se smatrati
kao su∙zenje od koga se jo∙s izrazitije retko mo∙ze u praksi o∙cekivati.

Ako se obavi postepenost promene preseka i pre i iza su∙zenja, ener-
getski gubitak mo∙ze se svesti na otprilike 0; 1 i na 0; 1v2

II=2g na ulazu,
odnosno na 0; 2v2

II=2g na izlazu.

¤ ¤ ¤

Skre¶ce se pa∙znja da su∙zenje mo∙ze da uzrokuje burno te∙cenje iza
su∙zenja, iako bi, da nema su∙zenja, te∙cenje tu bilo mirno.

Da li ¶ce iza su∙zenja burno te∙cenje prodirati nizvodno zavisi od toga
da li je energija u su∙zenju sposobna da to uzrokuje, a to se mo∙ze za-
klju∙citi iz prikazanog na sl. 105{8 i obja∙snjenja uz tu sliku. Na toj slici
pre promene preseka dubina je hI = hK, a nizvodni uslovi doveli bi do
dubine hII iza su∙zenja. Dubina hII mo∙ze da bude dovoljno mo¶cna da
spre∙ci prodiranje burnog te∙cenja (prikazanog sa ,,a" na sl. 105{8), ili
preslaba da to spre∙ci, pa burno te∙cenje prodire iza su∙zenja (slu∙caj ,,b"
na sl. 105{8).

Preno∙senje sa sl. 105{8 i re∙cenog uz nju, na te∙cenje kroz su∙zenje je
jednostavno: dubinu hI = hK na sl. 105{8 treba shvatiti kao nepoto-
pljenu kriti∙cnu dubinu u su∙zenju, a dubinu hII treba smatrati za dubinu
iza su∙zenja ozna∙cenu sa hIII na sl. 105{27.

¤ ¤ ¤

Prethodna razmatranja odnosila su se na su∙zenje koje je dovoljno
duga∙cko, odnosno na prag koji se ,,pona∙sa kao ∙siroki", tako da se u
su∙zenju, odnosno na pragu, barem na izvesnoj du∙zini ostvari pravoli-
nijsko i paralelno strujanje. To omogu¶cava da presek u su∙zenju, ili na
pragu, u¹de u jedna∙cinu energije.

Sada ¶ce se raspravljati primeri gde prethodno nije ostvareno: su∙ze-
nje je prekratko, prag se ne mo∙ze nazvati ,,∙siroki".

Na slici 105{24 prikazano je te∙cenje preko praga na koje ne uti∙cu
nizvodni uslovi, i to za dva slu∙caja { ,,a" i ,,b" { od kojih se u pr-
vom ,,prag pona∙sa kao ∙siroki", a u drugom ne. Slu∙caj ,,a" ra∙cuna se
jedna∙cinom (105{7) sa kriti∙cnom dubinom (i njoj odgovaraju¶com brzin-
skom visinom) na desnoj strani. Uz to na toj strani treba dodati i u
jedna∙cini (105{7) izostavljenu izgubljenu energiju izme¹du preseka koje
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jedna∙cina povezuje. Ako se i slu∙caj ,,b" ra∙cuna na isti na∙cin, dobija
se nivo ispred praga vi∙si od onoga koji ¶ce se ostvariti. Ovaj zaklju∙cak
je u skladu sa obja∙snjenjem koje je u ranijim izlaganjima pratilo malo
pre pomenutu sliku 105{24, gde je re∙ceno da je, za isti proticaj, nivo
u slu∙caju ,,b" ni∙zi nego u ,,a", manja je visina ozna∙cena sa H na slici.
Koliko je ona manja zavisi od toga koliko je ∙sirina praga (merena u
pravcu strujanja) manja od zahtevane trostruke kriti∙cne dubine, od
oblika prednjeg dela praga i visine praga u odnosu na visinsku razli-
ku H. Prema tome te∙sko je to proceniti, ali se mo∙ze re¶ci da ne bi
trebalo o∙cekivati da ¶ce relativno odstupanje za visinu H (zbog toga ∙sto
se i slu∙caj ,,b" ra∙cuna na isti na∙cin kao slu∙caj ,,a") pre¶ci 10%, i to za
slu∙cajeve gde je odstupanje najizrazitije. U nizu primera bi¶ce manje,
pa ∙cak i znatno manje.

Na slici 105{30 prikazana su dva primera su∙zenja kod kojih na pro-
ticanje kroz su∙zenje ne uti∙cu nizvodni uslovi. U oba primera o∙cigledno
je da su su∙zenja prekratka da bi se u njima uspostavilo pravolinijsko i
paralelno strujanje sa kriti∙cnom dubinom. Primeri se me¹dusobno raz-
likuju u oblikovanju ulaza u su∙zenje: u prvom slu∙caju, ozna∙ceno sa ,,1"
(na slici 105{30), ulaz je o∙stroivi∙can, dok je u ,,2" zaobljen. U prvom
slu∙caju dolazi do skupljanja struje pa se mora ra∙cunati sa su∙zenim pre-
sekom. Na slici je prikazano da se za pravougaoni presek u su∙zenju
sa ∙sirinom bII struja suzi na ∙sirinu bsu∙z. U slu∙caju ,,2" nema su∙zavanja
struje, pa se ra∙cuna da je ona ∙siroka koliko i kanal u su∙zenju.

Za oba slu∙caja ra∙cuna se sa kriti∙cnom dubinom, i to za ∙sirinu bsu∙z
u slu∙caju ,,1", a za ∙sirinu bII u ,,2", tako ¶ce se dobiti dubina H ispred
su∙zenja. Me¹dutim, zbog kratko¶ce su∙zenja ne obrazuje se minimum ener-
gije iz istog razloga kao kod praga kada nije dovoljno ,,∙sirok". I ovde se,
kao i kod praga, i ostvaruje se ne∙sto ni∙zi nivo ispred su∙zenja od onoga
koji se dobija ako se ra∙cuna sa kriti∙cnim dubinama.

Razumljivo je da ¶ce ra∙cun na opisani na∙cin dati ve¶ci nivo ispred
su∙zenja za slu∙caj ,,1" odnosno za ,,2", jer se polazi od ve¶ce kriti∙cne
dubine. Naime, za isti proticaj, i istu ∙sirinu su∙zenja bII, kriti∙cna dubina
za ∙sirinu bsu∙z je ve¶ca nego za ∙sirinu b, ∙sto je uo∙cljivo iz izraza za kriti∙cnu
dubinu napisanog sa (92{24). Isti obrazac ukazuje da je odnos kriti∙cne
dubine za bsu∙z prema onoj za bII jednak (bII=bsu∙z)

2=3. Shodno prate¶cim
obja∙snjenjima uz obrazac (105{9), koji ukazuje da odnos bsu∙z=bII nije
ni∙zi od 0,8, odnos navedenih kriti∙cnih dubina nije ve¶ci od 1,15, za manje
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osnove
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Slika 105{30 Nepotopljeno strujanje kroz kratko su∙zenje: a) o∙stroivi∙can
ulaz, b) zaobljen ulaz

izrazita su∙zenja pribli∙zava se jedinici.
Struja na pragu koji nije dovoljno ,,∙sirok" je, van svake sumnje, po-

topljena ako nije ispunjen uslov (105{11) dat za ,,∙siroki prag". Ovaj za-
klju∙cak proizilazi iz ranijeg obja∙snjenja da je energija struje na pragu
koji nije ,,dovoljno ∙sirok" manja od one za ,,∙siroki prag" (manja je za
prikazano sa ,,b" od prikazanog sa ,,a", na slici 105{24). Isto se mo∙ze za-
klju∙citi za prekratko u odnosu na su∙zenje dovoljno duga∙cko da se u nje-
mu uspostavi pravolinijsko i paralelno strujanje sa kriti∙cnom dubinom.

¤ ¤ ¤
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Zanimljiva su za prakti∙cnu primenu saznanja o potopljenoj struji
kroz su∙zenje koje je kratko, pa unosi sumnju da li se u njemu mo∙ze us-
postaviti pravolinijsko i paralelno strujanje. Ako se to ne mo∙ze, prime-
na jedna∙cine (105{12) i (105{10) je onemogu¶cena, trebalo bi primeniti
jedna∙cinu za deo struje izme¹du preseka ispred do preseka iza su∙zenja,
sa jedinstvenim gubitkom energije izme¹du ta dva preseka, a ne dve
jedna∙cine, jednu za deo do su∙zenja, a drugu od njega, kako predvi¹da
postupak obja∙snjen iza pomenutih jedna∙cina (105{12) i (105{10).

Za nepotopljenu struju u su∙zenju (ili na pragu) zahtevalo se da du-
∙zina su∙zenja (merena u pravcu strujanja) ne bude manja od trostruke
kriti∙cne dubine u su∙zenju. Zbog zakrivljenosti struje na ulazu u su∙zenje
i na izlazu iz njega, treba izvesna du∙zina su∙zenja da se u njegovom sre-
di∙snjem delu uspostavi pravolinijsko i paralelno strujanje, sa hidrosta-
ti∙ckom raspodelom pritisaka, da bi presek u su∙zenju mogao u¶ci u je-
dna∙cinu energije. Kod potopljenog su∙zenja zakrivljenost struje je manje
izra∙zena, jer su promene nivoa u su∙zenju manje, strujanje manje odstu-
pa od paralelnog. Stoga se uslov za du∙zinu su∙zenja za potopljenu struju
mo∙ze znatno ubla∙ziti, pa ∙cak i prenebre¶ci ako ulaz u su∙zenje, i izlaz iz
njega, nisu nagli, nego postepeni, i ako razlike u nivoima nisu jednake.
U takvim okolnostima mo∙ze se pretpostaviti da je u su∙zenju (iako je
kratko) strujanje pravolinijsko i paralelno, pa se presek u su∙zenju mo∙ze
uzeti u energetske jedna∙cine (jedna do, a druga od su∙zenja).

Nagla∙sava se da je ceo ovaj odeljak (IV) odnosi na su∙zenja, prepreke
ili pragove ugra¹dene u mirno te∙cenje, pa je grani∙cni uslov nizvodno, a ra-
∙cuna se uzvodnim smerom. Tako je obja∙snjeno iza jedna∙cine (105{12).
Tom jedna∙cinom, uz zadati grani∙cni uslov, izra∙zen dubinom hIII iza su-
∙zenja, sra∙cuna se dubina hII u su∙zenju (koja je ve¶ca od kriti∙cne), pa se sa
sra∙cunatom dubinom hII ulazi u jedna∙cinu 102{10), koja onda odre¹duje
dubinu hI ispred su∙zenja.

Slika 105{31 prikazuje kratko su∙zenje sa naglim prelazom u njega, uz
o∙stroivi∙cni ulaz, uz napomenu da se za presek u su∙zenju mora uzeti su-
∙zeni presek struje (za pravougaoni presek ra∙cuna se sa ∙sirinom bsu∙z, a ne
sa ∙sirinom otvora bII { vidi sliku 105{31). Ovo se opravdava time ∙sto se
u jedna∙cine unosi samo te∙cenje kroz sredi∙snji mlaz, kroz koji se pronosi
te∙cnost, i gde je strujanje pribli∙zno pravolinijsko i paralelno, a izostavlja
se vrtlo∙zna oblast koja opkoljava sredi∙snji mlaz, i gde ima ∙cak i povrat-
nog strujanja, ali se tu ne prenosti te∙cnost. Tako se postupilo i kod
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2
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I-I I E -E = EII III  izg
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-
     

III

podu`ni presek

su`ena struja

Slika 105{31 Potopljeno strujanje kroz kratko su∙zenje sa o∙stroivi∙cnim
ulazom

cevi: za kratko su∙zenje u cevi prikazano slikom 102{10, primenjuje se
jedna∙cina (102{15), u kojoj se prvi deo gubitka odnosi na su∙zavanje
mlaza (do su∙zenog preseka), a drugi deo na pro∙sirivanje mlaza (od
su∙zenog preseka).

∙Sirina bsu∙z sredi∙snjeg mlaza izra∙zava se sa bsu∙z = CAbII, gde je bII
∙sirina otvora, a CA koe¯cijent skupljanja (kontrakcije). Vrednost toga
koe¯cijenta procenjuje se na osnovu izraza (105{9) u kome bI predstav-
lja ∙sirinu kanala pre su∙zenja. Sa tako odre¹denom ∙sirinom bsu∙z ulazi se
u jedna∙cinu (105{12) kojom se sra∙cuna dubina hII i brzina vsu∙z u su-
∙zenom preseku hIIbsu∙z. Izgubljena energija od su∙zenja do preseka iza
su∙zenja EII¡III

izg iznosi (vsu∙z¡ vIII)
2=2g, kako se obi∙cno obra∙cunava naglo

pro∙sirenje.

Sa odre¹denom dubinom hII (koja je ve¶ca od kriti∙cne) ulazi se u je-
dna∙cinu (105{10), da ona odredi dubinu hI ispred su∙zenja. Za gubitak
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energije EI¡II
izg se uzima prvi deo u jedna∙cini (102{15) gde se vrednost

koe¯cijenta ' procenjuje izrazom (102{12), u koji ulazi ve¶c ranije sra-
∙cunati koe¯cijent CA. Vrednost koe¯cijenta ' ne prelazi 0,05.

Preno∙senje iskustava sa su∙zenja u cevima na su∙zenje u kanalima,
koje je kori∙s¶ceno u prethodnom primeru (a koristi¶ce se i u narednim
primerima) prati razlika ∙sto je u cevi poznat presek cevi ispred su∙zenja,
pa se odre¹duje pijezometarska kota, dok u kanalu taj presek nije poznat,
njega odre¹duje dubina koja se dobija re∙senjem zadatka. Ta razlika
mo∙ze se podneti, mo∙ze se smatrati da nije mnogo uticajna na rezultate
ra∙cuna, koji se dobijaju preno∙senjem postupka sa cevi na kanal, ako
su razlike nivoa ispred i u su∙zenju (odnosno iza i u su∙zenju) malene u
odnosu na dubine, a u dobrom delu prakti∙cnih zadataka je ba∙s tako
(taj odnos je obi∙cno manji od 10%).

Prethodni primer (a i svi naredni) ima svoj odgovaraju¶ci primer na
slici 102{12, namenjenoj su∙zenju (ili prepreci) u cevi. Za prethodni
primer to je slu∙caj ,,b" na pomenutoj slici, a tamo je re∙ceno da je isti
ra∙cun i za dijafragmu u cevi, pa bi se na isti na∙cin kao prethodni primer
(sa slike 105{31) re∙savao i primer dijafragme u kanalu.

Savetno je ulaz u su∙zenje oblikovati tako da se otkloni su∙zavanje mla-
za. Takvo su∙zenje je primenjeno kao ,,2" na slici 105{30, a odgovaraju¶ci
slu∙caj kod cevi je ,,c" na slici 102{12. Ra∙cunski postupak je isti kao
prethodni primer sa slike 105{31. Razlika je u tome∙sto sada nema skup-
ljanja mlaza, pa se ra∙cuna sa ∙sirinom bII otvora, a ne sa ∙sirinom bsu∙z
su∙zenog mlaza, i tako se odredi dubina hII i njoj pripadaju¶ca brzina vII

za presek bIIhII. Za iste ∙sirine kanala bI, bIII i otvora bII, kao i za isti
grani∙cni uslov (iste dubina hIII i brzina vIII), dobi¶ce se manja brzina vII

(ako nema su∙zenja mlaza) od brzine vsu∙z (pri su∙zenju mlaza), pa su ovde
u prvom slu∙caju gubici manji, pa je i povi∙senje nivoa usled ugradnje
su∙zenja (hI ¡ hIII) manje, jer je suprostavljanje struji slabije izra∙zeno.

Pri re∙savanju kanalskog su∙zenja kome odgovara slu∙caj ,,d" sa sli-
ke 102{12 podrazumeva se da pre kraja su∙zeni mlaz sa po∙cetka su∙zenja
pro∙siri da zauzme ceo presek kanala. Kod cevi to je bilo su∙zenje sa sli-
ke 102{9. Gubitak na izlazu iz su∙zenja se onda ra∙cuna sa (vII¡vIII)

2=2g,
gde su brzine vII i vIII u su∙zenju, odnosno iza njega tj. isto kao za
prethodni primer. Ulazni gubitak u su∙zenje sa slu∙caja ,,d" i odgovara-
ju¶ci kanalski je gubitak pri naglom su∙zenju cevi, ali on se mo∙ze znatno
smanjiti zaobljavanjem ulaza.
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Svi do sada razmatrani primeri ne oblikuju pro∙sirivanje kanala iza
su∙zenja radi smanjenja gubitka energije. Taj gubitak se mo∙ze znatno
umanjiti postepenim pro∙sirivanjem po ugledu na slu∙cajeve ,,e-1" i ,,e-2"
na slici 102{12.

Isti ra∙cunski postupci se primenjuju za obostrana su∙zenja kanala
(uz oba boka) i za odgovaraju¶ca su∙zenja samo uz jedan bok, kao i za
su∙zenja stvorena preprekom u sredini toka (vidi sl. 105{32).

hII

osnove

a)

b -bI II

bII b bIII I=bI

bI

hIIIhI

b)

poduzni presek
za osnove a) i b)

b bIII I=

Slika 105{32 Za isti proticaj i iste ∙sirine (bI; bII), uz isti nivo iza su∙zenja
dobija se isti nivo ispred su∙zenja za: a) su∙zenje primicanjem bokova kanala;
b) prepreka u sredini kanala

Svakom od primera sa sl. 102{12 na¹den je u prethodnom razmatra-
nju odgovaraju¶ci primer su∙zenja u kanalu, a mo∙ze se na¶ci i odgovaraju¶ci
primer sa pragom. Samo se isturenje u cev sa donje strane pojedinog
crte∙za shvati kao kontura praga. Ra∙cun se sprovodi na isti na∙cin kao za
su∙zenje. Krajnji rezultat je visinska razlika nivoa koju name¶ce su∙zenje
odnosno prag.

Za primer ozna∙cen sa ,,e", odgovaraju¶ci prag je prikazan na sli-
ci 105{33. On se ra∙cuna bez dodatnih lokalnih gubitaka, jer je tako
oblikovan, pa se ra∙cunaju gubici samo na trenje.
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hII

l

hIIIhI

Slika 105{33 Potopljeno strujanje preko praga oblikovanog tako da je
lokalni gubitak zanemarljiv

V

KRATAK OSVRT NA LOKALNE PROMENE
U KRIVINI I NA SPAJANJU KANALA

U krivinama u kanalima (sl. 105{34) treba nastojati da radijus za-
krivljenja bude ∙sto je mogu¶ce ve¶ci, i to ne samo ∙sto to smanjuje izgub-
ljenu energiju nego i zbog popre∙cnog nagiba nivoa vode u krivini.

Gubitak energije se mo∙ze ceniti na osnovu prikazanog gubitka za
krivine u cevima { sl. 102{14 { uz zamenu pre∙cnika cevi sa prose∙cnom
∙sirinom kanala = (B + b)=2.

∆h

b

R

B

∆h = B gR
v2

b

Slika 105{34 Popre∙cni nagib nivoa vode u krivini
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Na spoljnoj strani krivine nivo je vi∙si za ¢h (vidi sl. 105{34) od
nivoa na unutra∙snjoj strani. Kod krivine u cevi obja∙snjeno je da je
pijezometarska kota na spoljnoj strani krivine vi∙sa od kote na unu-
tra∙snjoj strani (vidi sl. 102{13), i ta pijezometarska razlika je napisana
izrazom (102{22). Kako je kod kanala pijezometarska kota ujedno i kota
nivoa, po ugledu na navedenu jedna∙cinu, za kanal se mo∙ze napisati:

¢h =
v2B

gR
(105{13)

∙sto je upisano i na slici 105{34. Vidi se da je B ∙sirina nivoa vode, R po-
lupre∙cnik zakrivljenja, dok je v prose∙cna brzina u popre∙cnom preseku.

Sve navedeno o krivini u kanalu odnosi se na mirno te∙cenje. Ako je
te∙cenje burno silovita struja napada spoljnu stranu krivine, uz skokovito
i jako izdizanje nivoa.

Na ve¶c pomenutoj slici 102{13 prikazano je (i ozna∙ceno sa ,,3")
popre∙cno strujanje koje sa podu∙znim sla∙ze u spiralno. Kod kanala
(sl. 105{35) se ostvaruje polovina od prikazanog na sl. 102{13. Zanim-
ljivo je primetiti da se kod neoblo∙zenog kanala, gde je mogu¶ce odno∙se-
nje bokova, pod uticajem popre∙cnog strujanja presek deformi∙se, ∙sto se
poku∙salo prikazati slikom 105{35.

¤ ¤ ¤

Gubici energije pri razdvajanju (ra∙cvanju) kanalskih tokova, ili pri
njihovom spajanju, mogu se proceniti iz navoda u Odeljku III Poglav-
lja 102, koji je namenjen razdvajanju i spajanju cevi. I ovde, kao i

spoljna strana
krivine

unutrasnja 
strana

deformisano
pocetno stanje

Slika 105{35 Deformacija popre∙cnog preseka u krivini
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tokom dosada∙snjih razmatranja, preno∙senje na kanale saznanja o lokal-
nim pojavama u cevima, mo∙ze poslu∙ziti kao procena. Ne treba smetnuti
sa uma da izrazite lokalne poreme¶caje, koji uzrokuju i zna∙cajnije lokal-
ne gubitke treba izbegavati, i ovde, kao i svuda. Savetno je oblikovanje
lokalnih promena. Sl. 102{19 i 102{20 ukazuju kako se to mo∙ze posti¶ci
kod cevi, odnosno tunela, a sli∙cna re∙senja treba primeniti i kod kanala.

VI

SU∙ZENJE NAMENJENO ODREDIVANJU PROTICAJA
MERENJEM DUBINE ISPRED SU∙ZENJA

Odre¹divanje proticaja merenjem samo jedne dubine mo∙ze da se
ostvari u su∙zenju sa nepotopljenom strujom u njemu (sl. 105{36). Me-
renje samo jedne dubine za odre¹divanje proticaja zna∙ci da postoji je-
dnozna∙cna veza izme¹du merene dubine i proticaja, ∙sto ¶ce obezbediti
ispunjavanje slede¶cih uslova:

1. Su∙zeni presek u kome se meri mora da se pru∙za na dovoljnoj
du∙zini. Ta du∙zina je na sl. 105{36 ozna∙cena sa l4 i za nju se zahteva
da bude barem trostruka kriti∙cna dubina u su∙zenju (l4 > 3hK), ∙sto
je na slici i upisano, a ∙sto je u skladu sa dosada∙snjim obja∙snjenjima.
Ispunjavanje toga uslova obezbe¹duje da se barem u jednom delu su∙zenja
uspostavlja pravolinijsko i paralelno strujanje, upravljeno normalno na
presek, a to je neophodno da se primeni jedna∙cina (105{7), do sada
kori∙s¶cena, a bi¶ce i u narednim razmatranjima na kojoj ¶ce se zasnivati
naredna raspravljanja. Treba dodati i uslov l4 > BK, tj da du∙zina bude
barem ∙sirina vodnog nivoa u su∙zenju.

2. Mesto gde ¶ce se uspostaviti kriti∙cna dubina nije unapred pred-
vi¹deno. Bi¶ce negde u su∙zenju, i to je bitno, a nije va∙zno gde je ba∙s
taj presek, jer se dubina ne mora, i ne¶ce meriti u su∙zenju. Meri se
dubina ispred su∙zenja u preseku za koga se pouzdano mo∙ze tvrditi da
je strujanje kroz njega pravolinijsko i paralelno, i gde je brzina manja
od one u su∙zenju, pa se o∙cekuje i manja uznemirenost u te∙cenju. Meri
se dubina hM u preseku koji je odmaknut od po∙cetka su∙zenja za l2.

3. Ispred preseka u kome se dubina meri mora da bude dovoljna
du∙zina kanala u kome se presek ne menja tako da na te∙cenje kroz presek
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l1

l2

l3 l4 l5 l6

ΠM
ΠΚ

hM hK
∆

BM

hM

osnova

poduzni
presek

merni
nivo

bM bK bO

ΠΟ

bM

ΠM

BK

hK

bK

(M)    poprecni preseci    (K)

Slika 105{36 Merni objekat u obliku su∙zenja; proticaj je odre¹den izme-
renom dubinom ispred su∙zenja. Du∙zine l1 do l6 propisane su (u zavisnosti
od popre∙cnih preseka) kako se navodi u tekstu.

u kome se meri ne uti∙cu uzvodni uslovi koji bi remetili pravolinijsko i
paralelno u tom preseku. To se posti∙ze ako du∙zina ozna∙cena sa l1 na
sl. 105{36 ispunjava nepovoljniji od dva uslova: l1 > 2hM i l1 > 3BK=2.

4. Ulaz u su∙zenje treba da bude postepen, jer je manji gubitak
energije (u odnosu na gubitak pri naglom prelazu) po∙zeljan ne samo
zbog u∙stede u visini, nego, jo∙s vi∙se, zbog toga ∙sto to dovodi do manje
uznemirenosti u strujanju, ne stvaraju se odvojene vrtlo∙zne oblasti
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uz zidove, a stvaraju se pogodne okolnosti da se pouzdano u su∙zenju
obrazuje pravolinijsko i paralelno strujanje, ∙sto je neophodan uslov za
uspostavljanje zakonitosti na kojima se temelje rasu¹divanja o mernom
objektu.

Za zadovoljavaju¶cu postepenost mo∙ze se smatrati da izvodnice koje
oblikuju su∙zenje (to su horizontalne linije po zidu, usmerene nizvodno)
zatvaraju sa podu∙znom osom (sa pravcem strujanja u podu∙znoj sime-
tralnoj ravni) ugao ®, uz uslov da je tg® ∙ 1=3. Po∙stuju¶ci taj uslov,
za primer na slici 105{36 du∙zina deonice sa su∙zavanjem je iskazana
sa l3 = 3(b¡ bK)=2.

Prema slici 102{7b navedeni nagib trebalo bi da bude tg® = 1=5,
da bi se lokalni gubitak mogao zanemariti, ali se mo∙ze prihvatiti i na-
vedeni nagib (1/3), jer je i tada lokalni gubitak neznatan, a manji je
dodatni gubitak na trenje.

5. Dno kroz sve pomenute deonice objekta, sa du∙zinama l1, l2, l3
i l4, treba da je horizontalno.

6. Da bi se merni objekat mogao koristiti, mora se znati zavisnost
proticaja Q od merne dubine hM, tj. Q = Q(hM), jer je svrha mernog
objekta, navedena u naslovu ovog odeljka (VI), da se proticaj odre¹duje
merenjem samo jedne dubine. Dakle, proticaj se ne meri neposredno,
nego se meri jedna dubina, a ona odre¹duje proticaj { razume se pozna-
vanjem veze izme¹du te dve veli∙cine.

Primenjuje se jedna∙cina:

hM +
v2
M

2g
= hK +

v2
K

2g
(105{14)

gde se leva strana odnosi na presek (M), gde se meri dubina hM, a desna
strana na presek (K) u su∙zenju, gde je za nepotopljenu struju u njemu
(∙sto se mora obezbediti) dubina jednaka kriti∙cnoj (hK) za taj presek.

Po∙sto je u jedna∙cini (105{14) izostavljena izgubljena energija izme¹du
preseka (M) i (K), re∙senje ¶ce se odnositi na proticaj Qid koji bi tekao da
je °uid idealan.

Za pretpostavljeni proticaj Qid poznata je kriti∙cna dubina hK, i
njoj odgovaraju¶ca brzinska visina v2

K=2g, za presek u su∙zenju. Tako
je poznata desna strana u (105{14), a onda se tra∙zi dubina hM koja
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zadovoljava jedna∙cinu, vode¶ci ra∙cuna da je brzina vM jednaka Qid=AM,
gde je AM povr∙sina popre∙cnog preseka struje pri dubini hM. Na taj
na∙cin do¶ci ¶ce do zavisnosti:

Qid = Qid(hM) (105{15)

Za tako sra∙cunatu dubinu hM u stvarnosti te∙ce proticaj Q, manji od
pretpostavljenog za idealni °uid, manji od Qid.

Posebno procenjivanje izostavljene izgubljene energije za svaki po-
jedina∙cni slu∙caj mogu¶ce je izbe¶ci, ako se prihvati veoma prost obrazac:

Q = CQQid (105{16)

gde je:
CQ = 0;95 (105{17)

Ta∙cno odre¹divanje izgubljene energije i nije mogu¶ce posti¶ci, a za
hidrotehni∙cku praksu dovoljna ta∙cnost ¶ce se dobiti (sa relativnom gre-
∙skom do 2%) primenom napisanog tj. da je Q = 0;95Qid, ∙sto zna∙ci da
je stvarni proticaj za 5% manji od proticaja za idealni °uid pri istoj
dubini hM ispred su∙zenja.

Izlo∙zeni postupak mo∙ze se izraziti i suprotnim smerom od primenje-
noga. Naime, mo∙ze se re¶ci da se umesto stvarnog proticaja Q ra∙cuna
sa proticajem za idealni °uid Qid = Q=0;95 i sa njime se dobija merna
dubina hM, koja va∙zi za stvarni proticaj Q. Mo∙ze se podesiti da za
maksimalni predvi¹deni proticaj nema podizanja nivoa ispred su∙zenja u
odnosu na nivo da nema su∙zenja.

7. Merni objekat napravljen prema svim navedenim uslovima
ne mo∙ze dati dobre rezultate ako je merena dubina manja od 10 cm
(hM ∙ 0;10m).

8. Ima prakti∙cnih primera gde je nepotapanje struje obezbe¹de-
no bez ikakvog produ∙zenja mernog objekta iza su∙zenja, iza du∙zine ozna-
∙cene sa l4 na slici 105{36. To je, na primer, merni objekat na nizvo-
dnom kraju kanala koji se uliva u drugi tok u kome nivo ne mo∙ze da
potopi struju u su∙zenju. Ili se kanal nastavlja u drugi sa nagibom dna
i dubinom koja ne mo∙ze dovesti do potapanja. U tom slu∙caju merni
objekat zavr∙sava sa du∙zinom l4.
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U primerima gde nizvodni uslovi mogu da potope struju u su∙zenju,
mora se to spre∙citi, mora se nepotopljenost obezbediti. To se posti∙ze
nastavkom (produ∙zetkom) mernog objekta iza su∙zenja u du∙zini ozna∙ce-
noj sa l5 na slici. Obezbe¹denje nepotopljenosti treba posti¶ci sa najvi∙sim
nivoom iza su∙zenja koji to omogu¶cava, da bi spu∙stanje nivoa, uzroko-
vano mernim objektom, bilo ∙sto je mogu¶ce manje, da bi se izgubilo
∙sto manje na visini. Ovo zna∙ci da treba odrediti granicu potopljeno-
sti prema slici 105{29, gde nije lako ta∙cno sra∙cunati gubitak energije
od preseka u do preseka iza su∙zenja, napisanog sa EII¡III

izg . Prakti∙cne
potrebe mo∙ze zadovoljiti veoma prost uslov za granicu potopljenosti:

¦III ¡ ¦K ∙
1

2
(¦I ¡ ¦K) (105{18)

Ovim se uslovljava da nadvi∙senje nivoa iza su∙zenja ne treba da
bude ve¶ce od polovine spu∙stanja nivoa do su∙zenja. Primena navedenog
uslova obi∙cno dovodi do podizanja dna u su∙zenju (u odnosu na dno
iza su∙zenja), odnosno da dno u su∙zenju bude iznad dna iza su∙zenja, za
visinsku razliku ozna∙cenu sa ¢ na slici 105-36.

Nagla∙sava se da uslov napisan sa (105{18) mo∙ze primeniti samo ako
je pro∙sirenje postepeno (da se gubitak energije smanji), a ne naglo. U
svakoj ravni polo∙zenoj paralelno sa ravni dna prava na zidu ne sme
sa pravcem strujanja da zaklapa ugao manji od ®, gde je tg® = 0,2.
Prema slici 102{4b trebalo bi da bude tg® < 0,1, a ovde je to ubla∙zeno
{ obrazlo∙zenje je isto kao i za dubinu l3 (navedeno pod 4).

9. Deonica sa du∙zinom l6 potrebna je da se obezbedi donji grani∙cni
uslov u mirnom pribli∙zno pravolinijskom i paralelnom strujanju sa jasno
odre¹denom kotom ¦III. Ona treba da bude pribli∙zno iste du∙zine kao l1.

¤ ¤ ¤

Izlo∙zeni su od 1 do 9 uslovi koje mora da zadovolji merni objekat da
bi odre¹divanje proticaja bilo valjano. Pogodnosti primene sa prakti∙cnog
stanovi∙sta poku∙sa¶ce da objasne naredna izlaganja.

a. Izme¹du cevi i kanala o∙cigledna je razlika u tome ∙sto su cevi
kru∙znog preseka obi∙cno industrijski proizvedene, dok su kanali razli∙citog
preseka i obi∙cno se grade na terenu. Za cevi se onda mo∙ze nabaviti i

492

DRAFT verzija 2001.



merni ure¹daj standardnog oblika (na primer dijafragma ili Venturijev
vodomer, opisani u Poglavlju 103) tako¹de industrijski proizveden i samo
se ugra¹duje u cev. Kod kanala same prilike name¶cu da se merni objekat
gradi zajedno sa kanalom i da ga treba prilagoditi odre¹denom pojedi-
na∙cnom slu∙caju, treba ga smi∙sljeno uklopiti.

Ako se, primera radi, merni objekat gradi na kanalu pravougaonog,
trapeznog, ili nekog drugog pravilnog preseka, kanal se nepromenjen
dovodi do ulazne deonice u su∙zenje, i nepromenjen odvodi izlazne deo-
nice. Drugim re∙cima deonice l1 i l6 sa sl. 105{36 ne treba posebno gradi-
ti. Treba jedino da su pravolinijski polo∙zene na zahtevanim du∙zinama.
Kada ne treba obezbe¹divati nepotopljenost, merni objekat ∙cine samo
deonice l3 i l4. Ako se gradi merni ure¹daj na toku nepravilnog preseka,
preseci ispred i iza su∙zenja se izaberu tako da se ∙sto bolje prilagode
toku.

Prilago¹davanje mernog objekta toku u koji se ugra¹duje posti∙ze se
i kroz pode∙savanje nivoa, tako da merni objekat stvori ∙sto je mogu¶ce
manje spu∙stanje nivoa, a onda i dna. Mo∙ze se podesiti da za najve¶ci
o∙cekivani proticaj merni objekat ne pove¶cava nivo ispred njega, da ne
stvara uspor. Opisano je kako se odre¹duje minimalno spu∙stanje dna iza
su∙zenja, koje se posti∙ze maksimalno dozvoljenim povi∙senjem nivoa iza
su∙zenja.

b. Neograni∙cene su mogu¶cnosti oblikovanja su∙zenja { uvid u neke
od njih daje slika 105{37. U pravougaonom kanalu mo∙ze se su∙zenje do-
biti su∙zenjem u doslovnom smislu re∙ci (prikazano sa ,,a") ili su∙zenjem
gde je donji deo trougao (,,b") da bi se za manje proticaje dobile ve¶ce
merene dubine. Ako ¶ce se meriti proticaji od nekoliko litara u sekundi
(∙cak manje od 10) sa mernom dubinom ve¶com od 10,cm, pa do neko-
liko desetina kubnih metara u sekundi, pogodno je re∙senje prikazano
pod ,,c". Za kanal trapeznog preseka su∙zenje mo∙ze zadr∙zati trapezni
presek, ali sa u∙zim dnom (,,e") ili je su∙zenje trougaonog preseka (,,f"),
a su∙zavanje se mo∙ze obaviti i sa vertikalnim bokovima (,,d"). Primere
,,g" i ,,h" mo∙ze da prati isto obja∙snjenje dato sa ,,b" i ,,c".

Skre¶ce se pa∙znja na poslednji crte∙z (,,i") gde je prikazano da se
merenjem jedne dubine proticaj mo∙ze odrediti i u slo∙zenom popre∙cnom
preseku regulisanog re∙cnog korita. Ovo re∙senje je veoma pogodno is-
pred spu∙stanja dna (kaskade) predvi¹dene projektom regulisanja, pa je
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a) b) c) d)

e) f) g)

h) i)

Slika 105{37 Preseci ispred i u su∙zenju za neke od mogu¶cnosti mernog
objekta osen∙cene povr∙sine predstavljaju smanjenje preseka su∙zenjem

struja u su∙zenju nepotopljena i iz su∙zenja voda se neposredno spu∙sta u
nizvodni tok.

c. Za predlo∙zeni merni objekat zahteva se da strujanje kroz su∙zenje
bude nepotopljeno. To uslovljavanje umesno je, pre svega, ∙sto se meri
samo jedna dubina, dok bi se za potopljenu struju u su∙zenju morale
meriti dve (ispred i u su∙zenju), a za odre¹divanje proticaja merodavna
je razlika nivoa koju daju te dve dubine. Ta razlika obi∙cno je malena,
pa neminovna gre∙ska u merenju (a ona se ne mo∙ze u potpunosti izbe¶ci)
ne mora da bude neznatna u odnosu na izmerenu razliku. To unosi
izvesno nepoverenje u odre¹divanje proticaja. Ali, mo∙zda ne treba biti
isklju∙civ, jer se u stru∙cnoj literaturi navode i su∙zenja u svrhu merenja
proticaja gde je strujanje u su∙zenju potopljeno. Kod njega je manja
visinska razlika izme¹du nivoa ispred i iza su∙zenja od one kod nepoto-
pljenog strujanja, a to zna∙ci da se neusporavanje su∙zenjem mo∙ze posti¶ci
sa manjim spu∙stanjem dna. Ta prednost, me¹dutim, smanjuje ta∙cnost
merenja, ∙sto je malo pre i obja∙snjeno.

d. Za odre¹divanje proticaja mo∙ze da poslu∙zi ne samo prikazano
su∙zenje bez promene kote dna nego i smanjivanje preseka ugra¹divanjem
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praga, pa i merni objekat sa smanjivanjem ∙sirine i ugra¹divanjem praga.
Ta re∙senja se mogu primeniti uz odgovaraju¶ce ra∙cunanje.

Otvoreni tokovi, sem izuzetaka, nose materijal koji se mo∙ze talo∙ziti,
a talo∙zi¶ce se ispred praga, a time se menja popre∙cni presek, a onda i
zavisnost izme¹du merene dubine (ona je ba∙s ispred praga) i proticaja.
Ovo se izbeglo predlo∙zenim re∙senjem. Me¹dutim, to ne zna∙ci da prag
kao merni objekat treba potpuno isklju∙citi, mo∙ze se primeniti tamo gde
ne dolazi do zasipanja ispred njega.

PRIMEDBA

Izrazom (105{17) preporu∙ceno je da se stvarni proticaj ra∙cuna mno-
∙zenjem sa 0,95 proticaja za idealan °uid, ∙sto je neosporno, sa prakti∙cnog
stanovi∙sta, veoma pogodno. To, me¹dutim, name¶ce kritiku, jer koe¯ci-
jent proticaja CQ nije za sve primere ba∙s jednak 0,95. On zavisi od
geometrijskog opisa objekta, napisanog bezdimenzionalnim veli∙cinama,
pa se ra∙cun sa CQ = 0;95 mo∙ze shvatiti kao pribli∙zan, ali dovoljno
ta∙can za potrebe hidrotehni∙cke prakse, gde se relativna gre∙ska do 2%
mo∙ze podneti. Koe¯cijent zavisi i od Re i We-broja, ali je ta zavisnost
odstranjena uslovom u ta∙cki 7, kojim se primena mernog objekta ogra-
ni∙cava na merne veli∙cine ve¶ce od 10 cm, za koje je uticaj i zanemarljiv.
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106
PRELIVANJE

Naziv preliv pripada objektu preko koga te∙cnost preliva. Preliv pre-
gra¹duje tok vode, pa je ona prisiljena na prelivanje (preko preliva).

I

RAVANSKO NEPOTOPLJENO
PRELIVANJE PREKO ∙SIROKOG PRAGA,

TANKOZIDNOG O∙STROIVI∙CNOG PRELIVA
I PRELIVNE BRANE

Naslov ovoga odeljka ukazuje da ¶ce zadaci biti re∙savani kao ravanski
i uz uslov da nizvodni uslovi ne uti∙cu na prelivanje, ono je nepotopljeno.
U ravanskom zadatku prelivanja ravan prou∙cavanja je vertikalna i sma-
tra se, kao kod svih ravanskih zadataka, da je zbivanje u svim ravnima
paralelnim sa ravni prou∙cavanja potpuno istovetno. Prakti∙cno uzev∙si,
to je preliv u pravougaonom kanalu uz pretpostavku da su uticaji sa
bokova kanala zanemarljivi.

Te∙cenje preko ∙sirega praga mo∙ze se shvatiti kao prelivanje i nazvati
prelivanje preko ∙sirokog praga. Nadvi∙senje nivoa ispred praga u odnosu
na kotu praga, ozna∙ceno sa H na sl. 105{23, nazva¶ce se visina prelivnog
mlaza, taj naziv je uobi∙cajen za prelivanje.

Za jedna∙cinu energije merodavna je visina H0, koja na visinu pre-
livnog mlaza dodaje i dolaznu brzinsku visinu, pa je H0 = H + v2

0=2g.
Visina H0 obi∙cno se naziva energetska visina prelivanja.

Za prelivanje pogodno je izraziti proticaj u zavisnosti od energetske
visine. Do te veze do¶ci ¶ce se iz jedna∙cine:

H0 = hK +
v2
K

2g
(106{1)

Ovo je u stvari ranija jedna∙cina (105{7) u kojoj su na desnoj strani
za dubinu h napisana kriti∙cna dubina hK (jer se ona uspostavlja) i njoj
pripadaju¶ca brzinska visina v2

K=2g.
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Po∙sto se razmatra ravansko prelivanje, zna∙ci da je prag sme∙sten
u pravougaonom kanalu, pa je hK = v2

K=g, ∙sto je napisano u izrazu
(92{24). Ova veza omogu¶cava da se (106{1) preobli∙ci u:

H0 =
3

2
hK (106{2)

∙sto je i prikazano slikom 106{1.

hK
H

P

Ho

vo

v2
o  

2g
vK

2
   K
2g 2= h

H  =  ho
3
2 K

Slika 106{1 Uz jedna∙cine (106{1) i (106{2)

Brzina na pragu, jednaka kriti∙cnoj brzini vK, dobija se iz (106{1):

vK =
q

2g (H0 ¡ hK) (106{3)

∙sto mno∙zenjem sa popre∙cnim presekom struje bhK (gde je b ∙sirina ka-
nala), daje proticaj

Q = bhK

q
2g (H0 ¡ hK)

pa proticaj po jedinici ∙sirine kanala iznosi

q =
Q

b
= hK

q
2g (H0 ¡ hK) (106{4)

U prethodnoj jedna∙cini mo∙ze se hK zameniti sa 2H0=3, shodno
(106{2), pa se dobija veza izme¹du proticaja i energetske visine preliva-
nja. Dobija se:

q =
2

3
p

3

q
2gH3

0 = 0;385
q

2gH3
0 (106{5)
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Po ugledu na prethodni izraz napisa¶ce se uobi∙cajeni

obrazac za proticaj po jedinici ∙sirine
ravanskog nepotopljnog prelivanja

q = m
q

2gH3
0

m = koe¯cijent prelivanja

(106{6)

Ovaj obrazac primenjuje se na sve prelive, a vrednost koe¯cijentam
zavisi od oblika preliva.

Upore¹denjem poslednja dva napisana izraza dolazi se do vrednosti
koe¯cijenta prelivanja za ∙siroki prag:

m = 0;385 (106{7)

Izvo¹denje obrasca za prelivanje za ∙siroki prag zasnivalo se na jedna-
∙cini (105{7), a ona va∙zi za idealan °uid. Za realan °uid, usled gubitka
energije, proticanje je manje, pa ¶ce koe¯cijent prelivanja m biti manji
od 0,385. Ako se vodi ra∙cuna o gubitku energije, na desnoj strani je-
dna∙cine (106{1) dodaje se »v2

K=2g, gde je » koe¯cijent lokalnog gubitka
energije, pa se, umesto (106{3) dobija:

vK =

s
1

1 + »

q
2g (H0 ¡ hK)

Uvo¹denjem koe¯cijenta brzine:

Cv =

s
1

1 + »
(106{8)

brzina na pragu izra∙zava se sa

vK = Cv
q

2g (H0 ¡ hK) (106{9)

pa se mno∙zenjem sa hK dobija

q = CvhK

q
2g (H0 ¡ hK) (106{10)
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Smenjivanjem hK sa 2H0=3, ∙sto se primenjivalo i ranije, dolazi se do:

q =
2

3
p

3
Cv
q

2gH3
0 = 0;385Cv

q
2gH3

0 (106{11)

Upore¹denjem ove jedna∙cine sa (106{6) uvi¹da se da je koe¯cijent
prelivanja:

m = 0;385Cv (106{12)

Za idealan °uid, sa Cv = 1, dobija se m = 0;385 ∙sto je ve¶c napisano,
sa (106{7).

Na slici 106{2 dati su podaci za procenu prelivanja za o∙stroivi∙cno
i zaobljeno ∙celo praga. Vrednosti koe¯cijenta m su za o∙stroivi∙cni prag
ni∙ze nego za zaobljeni, ∙sto je i razumljivo jer prvi vi∙se (nego drugi)
smanjuje proticaj, jer su gubici ve¶ci. Sa druge strane, koe¯cijent ima
ve¶cu vrednost ako prag manje prepre∙cava tok, ako je njegova visina P
manja u odnosu na visinu prelivanja H0 (ako je H0=P ve¶ce).

Za na slici 106{2 upisane vrednosti koe¯cijenta m, prema izra-
zu (106{12) koe¯cijent Cv iznosi 0,83 (za m = 0;32), odnosno 0,96
(za m = 0;37), a onda je koe¯cijent lokalnog gubitka », shodno (106{8)

zaobljeni prag

Ho

Ho

P

P

0.35

0.37

m

0.32

2 0.35

H
P

o

1 
2

m

2

H
P

o

o{troivi~ni pragH =H+v
o

o2

2g

l > h3 K

H

H

l

l

l > h3 K

1 
2

Slika 106{2 Koe¯cijenti prelivanja m za jedna∙cinu (106{6) za ∙siroki prag
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pribli∙zno 0,45, odnosno 0,1. Mogu se ove vrednosti uporediti sa koe¯ci-
jentima lokalnog gubitka » kod naglog su∙zenja cevi, koji se odre¹duju
obrascem (102{13). U oba slu∙caja presek se smanjuje, ali se, zbog
razli∙citih grani∙cnih uslova, zakonitosti ne mogu jednostavno preneti sa
su∙zene cevi na prag, ali se mo∙ze pokazati da se dobijeni rezultati mnogo
ne razlikuju. Prema navedenom obrascu (102{13) koe¯cijent » ne prela-
zi 0,5, jer bi tu vrednost dostigao pri najizrazitijem su∙zenju, gde je pre-
sek iza su∙zenja veoma malen u odnosu na presek pre su∙zenja. Za izrazito
su∙zenje koje daje veoma visok prag (P = 2H0) dobilo se » = 0;45. Za
manje izrazita su∙zenja, gde je prag ni∙zi, koe¯cijent » bi¶ce ni∙zi, pa i
znatno ni∙zi, pogotovo ako je uzvodna povr∙sina praga zaobljena.

Prag ¶ce se pona∙sati kao ∙siroki prag ako mu se pru∙za na du∙zini l
ve¶coj od trostruke kriti∙cne dubine (l ¸ 3hK) { to je zaklju∙ceno u
Odeljku III prethodnog poglavlja (105). U obja∙snjenju prikazanom na
sl. 105{24 navedeno je da prag koji nije dovoljno ∙sirok (ne ispunjava
napisani uslov za du∙zinu l) ima ve¶cu propusnu mo¶c od praga koji taj
uslov ispunjava. Ako je l = 1; 5hK (du∙zina iznosi polovinu potrebne da
bi se prag pona∙sao kao ∙sirok), koe¯cijente upisane na slici 106{2 treba
pove¶cati za otprilike 10%.

Odeljak III prethodnog, 105-og Poglavlja, odnosio se na sve slu∙caje-
ve prepre∙cavanja u kanalu, postignuta su∙zavanjem kanala ili izdizanjem
praga, ili sadejstvom ta dva uticaja. U odeljku VI istoga Poglavlja pred-
lo∙zen je merni objekat u vidu su∙zenja popre∙cnog preseka, uz preporuku
da se proticaj za idealan °uid pomno∙zi sa 0,95 i tako dobije stvarni
proticaj za isti nivo ispred su∙zenja. Isto se mo∙ze preneti i na ∙siroki
prag, za njega u ravanskom strujanju koe¯cijent prelivanje iznosi 0,385.
To je i napisano sa (106{7). Odnos izme¹du koe¯cijenta prelivanja za
stvarni °uid i za idealan °uid iznosi m=0;385, a u istom odnosu su
i proticaji, pa je za Q=Qid = 0; 95, koe¯cijent prelivanja m = 0;367
(∙sto se dobilo mno∙zenjem 0,385 sa 0,95), ∙sto ¶ce se i posti¶ci postepenim
penjanjem dna na prag. Iz slike 106{2 mo∙ze se zaklju∙citi da se obli-
kovanjem prilaza pragu mo∙ze o∙cekivati m izme¹du 0,36 i 0,37, ako se
izuzmu isuvi∙se istureni pragovi (H0 > P ).

¤ ¤ ¤

O∙stroivi∙cni tankozidni preliv je naziv za preliv prikazan slikom
106{3. Prelivni mlaz slobodno pada i njegova i gornja i donja povr-
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Slika 106{3 Prelivanje preko tankozidnog o∙stroivi∙cnog preliva

∙sina oslobo¹dene su pritiska (pritisak je jednak nuli tj. apsolutni pritisak
je jednak atmosferskom). Stoga su polo∙zajne kote za ta∙cke ozna∙cene
sa ,,a" i ,,b" na pomenutoj slici ujedno i pijezometarske jer je pritisak
u njima jednak nuli. Prema tome, razlika pijezometarskih kota iznosi:

¦a ¡¦b = Za ¡ Zb

Napisana razlika mo∙ze se shvatiti kao razlika izme¹du pijezometar-
skih kota za spoljnu i unutra∙snju stranu zakrivljene struje. Uz spoljnu
stranu (ta∙cka a) je ve¶ca nego za unutra∙snju (b), ∙sto je obja∙snjeno jo∙s
u Poglavlju 81 { vidi sliku 81{3. Mlaz se mora ba∙s tako zakriviti da je
pijezometarska razlika ujedno i razlika polo∙zajnih kota.

Da bi se donja povr∙sina mlaza oslobodila pritiska mora se obezbediti
ovazdu∙senje (aeracija), ∙sto se posti∙ze otvorom u boku kanala (sl. 106{3)
koji omogu¶cava da se ispod mlaza uspostavi atmosferski pritisak. Ako
se to ne omogu¶ci mlaz ¶ce usisati deo vazduha koji se nalazi u prostoru
ispod njega (upravo izme¹du njega i nizvodne strane prelivnog zida) i tu
¶ce se pritisak smanjiti (apsolutni pritisak bi¶ce manji od atmosferskog).
Na spoljnoj strani mlaza sada ¶ce biti pritisak ve¶ci, koji ¶ce mlaz gurati
ka pregradnom zidu, pa se mlaz mo∙ze delimi∙cno zalepiti za zid. Tako
se stvara neizvesno stanje, ne zna se pouzdano grani∙cni uslov pa se ne
mo∙ze utvrditi zakonitost za prelivanje.
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Za o∙stroivi∙cni preliv obi∙cno se primenjuje obrazac:

q =
Q

b
= mH

q
2gH3 (106{13)

koji proticaj q izra∙zava u zavisnosti od visine H prelivnog mlaza, a ne
od energetske visine H0, koja je ulazila u obrazac (106{6). Opravdanje
za primenu neposredno napisanog obrasca je u tome ∙sto se o∙stroivi∙c-
ni preliv uglavnom koristi kao merni objekat. Mere se visina prelivnog
mlaza, ∙cime je odredjen proticaj po jedinici ∙sirine prelivanja, pa je onda
pogodno da u obrazac ulaze te dve veli∙cine.

Primenom oba obrasca (106{6) i (106{13) { za jedan pojedina∙cni
slu∙caj mora da se dobije ista vrednost proticaja, pa, posve razumljivo,
novouvedeni koe¯cijent mH se razlikuje od koe¯cijenta m iz (106{6).
Ista vrednost proticaja se dobija izjedna∙cenjem desnih strana u (106{6)
i (106{13), a to izjedna∙cenje daje:

mH

m
=
µ
H0

H

¶ 3
2

(106{14)

H0 je zbir H i v2
0=2g, pa je odnos:

H0

H
= 1 +

v2
0

2gH
= 1 +

q2

2gH (P +H)2 = 1 +
µ
mHH

H + P

¶2

(106{15)

U prethodnom pisanju najpre je v0 zamenjeno sa q=(P +H), a po-
tom je q izra∙zeno prema obrascu (106{13).

Sabirak koji se dodaje jedinici ukazuje na razliku izme¹du H0 i H.
Ako je taj sabirak blizak nuli, H0 i H se zanemarljivo razlikuju.

Koriste¶ci napisano u prethodnom izrazu (106{15) za zamenu u
(106{14) dobija se:

m

mH
=

"
1 +

µ
mHH

P +H

¶2
#¡3=2

(106{16)

Ovim je utvr¹den me¹dusobni odnos koe¯cijenata m i mH , pa se po-
znavanjem jednog mo∙ze sra∙cunati drugi.

Veliki broj obrazaca napisan je za prelivanje preko o∙stroivi∙cnog
tankozidnog preliva { njima se odre¹duje koe¯cijent mH , sa kojim se
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jedna∙cinom (106{13) ra∙cuna proticaj q. Od tih obrazaca nave∙s¶ce se
dva najpoznatija { Bazenov i Rebokov:

mH =
µ
0;405 +

0;003

H

¶ "
1 + 0;55

µ
H

H + P

¶2
#

(Bazin) (106{17)

mH =
2

3

µ
0;605 +

0;001

H
+ 0;08

H

P

¶
(Rehbock) (106{18)

Ovi obrasci zahtevaju da se u ∙clanu gde se 0,003, odnosno 0,0001
deli sa visinom H, ta visina mora uvrstiti u metrima. Ovaj zahtev pro-
izilazi iz okolnosti da su obrasci dimenzionalno neuskla¹deni. Po∙sto je
leva strana jedna∙cine, tj. m, bezdimenzionalna veli∙cina, takva bi morali
biti i svi ∙clanovi na desnoj strani, a navedeni ∙clanovi to nisu { odatle i
navedeni zahtev.

Za∙sto su odabrana dva navedena obrasca izme¹du velikog broja obra-
zaca preporu∙civanih za primenu? Bazen je obavio prva eksperimentalna
istra∙zivanja o∙stroivi∙cnog preliva, iz kojih je proiza∙sao njegov obrazac {
to je najstariji obrazac namenjen ovoj vrsti preliva. Skoro da i nema
knjige u kojoj se razmatra prelivanje a da se ne navodi Bazenov obrazac.
∙Cesto se o∙stroivi∙cni preliv i naziva Bazenov preliv. Posle Bazena mnogi
istra∙ziva∙ci ispitivali su svoje obrasce, a od njih se naj∙ce∙s¶ce navodi (a
samim tim i preporu∙cuje) Rebokov obrazac.

Nave∙s¶ce se jo∙s dva od poznatijih obrazaca: Frezeov i Dru∙stva ∙svaj-
carskih in∙zenjera i arhitekata (SIA):

mH =
µ
0;41 +

0;0014

H

¶"
1 + 0;55

µ
H

H + P

¶2
#

(Frese) (106{19)

mH = 0;41
µ
1 +

1

1000H + 1:6

¶ "
1 + 0;5

µ
H

H + P

¶2
#

(SIA)

(106{20)
Zavisnosti koje izra∙zavaju sva ∙cetiri napisana obrasca gra¯∙cki su

predstavljeni na slici 106{4, za visine prelivnog zida od P = 0,5m i
P = 1,0m, i za visine prelivnog mlaza od H = 0,05m do H = 0,5m.
Time je obuhva¶ceno podru∙cje gde se nalazi prete∙zni deo prakti∙cnih
primera. Iz slike je uo∙cljivo neslaganje izme¹du vrednosti koe¯cijenta
prelivanja koje daju pojedini obrasci a to neslaganje je izrazitije za
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Slika 106{4 Koe¯cijenti prelivanja mH za obrazac (106{13) u zavisnosti
od visine H prelivnog mlaza, a za visine P prelivnog zida od 0,5 i 1,0 m

manje visine prelivnog mlaza. Ovo name¶ce pitanje: ∙Sta je uzrok ovom
neslaganju? Poku∙sa¶ce se da se odgovori na ovo pitanje.

Re∙ceno je da se o∙stroivi∙cni tankozidni preliv uglavnom primenjuje
kao merni objekat, pa je razumljiv zahtev da zakonitost napisana za
njega mora sra∙cunati proticaj sa velikom ta∙cno∙s¶cu. Bez ve¶ceg udublji-
vanja u okolnosti u kojima se odvija prelivanje, izgleda da je izra∙zeni
zahtev lako ostvarljiv, jer proticaj na svim primerima toga preliva mora
podjednako zavisiti od visine H prelivanog mlaza i visine P prelivnog
zida. Za odre¹dene te dve veli∙cine na svim primerima o∙stra prelivna ivica
podjednako ¶ce odbacivati mlaz, strujanje je svuda ravansko, i svuda je
obezbe¹deno potrebno ovazdu∙senje donje povr∙sine prelivnog mlaza.

Dobro bi bilo da je zaista tako, ali nije tako, jer navedeni uslovi nisu
svuda istovetni, i odatle razli∙citi obrasci za odre¹divanje koe¯cijenta pre-
livanja, i oni daju rezultate koji se me¹dusobno razlikuju. Na zakonitost
na prelivanje uti∙ce obrada prelivne ivice sa svrhom postizanja njene
o∙stroivi∙cnosti, kao i mogu¶ca (makar i veoma malena) njena odstupanja
od horizontalnog pravca. Mo∙ze da uti∙ce i nezanemarljivo odstupanje
od ravanskog strujanja uz bo∙cne zidove, pogotovo ako kanal nije do-
voljno ∙sirok. Uzvodni uticaji od uvo¹denja vode u kanal mogu da dopru
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do preliva tako da uti∙cu na prelivanje, a to se i de∙sava ako kanal nije
dovoljno duga∙cak, i ako nije dovoljno dubok (prelivni zid je prenizak)
da bi se ulazni uticaji smirili. Svakako da je osetan uticaj potpritiska
ispod prelivnog mlaza ako ovazdu∙senje nije dovoljno.

U eksperimentalnom odre¹divanju zavisnosti za prelivanje meri se
visina prelivnog mlaza i proticaj. Proticaj se meri na drugi na∙cin: me-
renjem zapremine protekle kroz vreme, ili dijafragmom u cevi kojom se
voda dovodi, ili na neki drugi na∙cin. Ta∙cnost merenja proticaja prenosi
se na ta∙cnost zakonitosti koji se utvr¹duje.

Eksperimentalna istra∙zivanja sprovo¹dena su u istra∙ziva∙ckim ustano-
vama { dakle, u povoljnim uslovima, pa se mo∙ze posti¶ci zavidna ta∙cnost,
i onda iz istra∙zivanja proiza¹de obrazac koji daje utisak ta∙cnosti svojom
slo∙zeno∙s¶cu i numeri∙ckim vrednostima ispisanim sa vi∙se decimala. Tome
ne bi trebalo stavljati zamerku ako se obrazac ograni∙ci samo na preliv
na kome su obavljena istra∙zivanja. Nevolja nastaje kada se zakonitost
dobijena na jednom prelivu nametne drugom, gde se ona ne mora (a
verovatno i ne¶ce) ostvariti sa istom ta∙cno∙s¶cu, zbog nemogu¶cnosti da svi
potrebni uslovi deluju potpuno istovetno u oba primera. Stoga novi
istra∙ziva∙c, da bi obrazac prilagodio svom prelivu, ispisuje svoj obrazac
(∙cesto samo popravlja prethodni), uz ube¹denje da je njegov obrazac
ta∙cniji od prethodnog. I tako ni∙cu novi obrasci.

Na slici 106{4 gra¯∙cki prikazi zavisnosti koje daju obrasci ozna∙ceni
su brojevima od (1) do (4), sa redosledom koji hronolo∙ski odgovara po-
javi obrasca. Najstariji je Bazenov obrazac i ozna∙cen je sa (1), iza njega
se pojavio Frezeov (2) { oba pri kraju 19{og veka. Iz izraza (106{19)
vidi se da je Freze popravio Bazenov obrazac (106{17), zadr∙zav∙si na-
pisano u ugaonoj zagradi, a promeniv∙si napisano ispred nje, ∙cime je
za manje visine prelivnog mlaza dobio znatno manje koe¯cijente pre-
livanja od onoga ∙sto daje Bazenov obrazac (vidi sl. 106{4), dok je za
ve¶ce visine prelivnog mlaza razlika izme¹du rezultata po ta dva obrasca
znatno manja, ali je ipak primetna. Tre¶ci obrazac (3) je Rebokov {
on se pojavio po∙cetkom 20{og veka, dvadesetak godina iza Frezeovog.
On daje znatno ni∙ze koe¯cijente od prethodna dva. Linija ozna∙cena
sa (4) odnosi se na obrazac SIA koji se pojavio iza Rebokovog (3) ali
daje skoro iste rezultate kao Rebokov, iako mu je izraz druk∙ciji { li∙ci
na Bazenov. Izme¹du Rebokovog i obrasca SIA prednost, iz prakti∙cnih
razloga, treba dati prvom, jer je jednostavnijeg izraza.
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Navedeno dozvoljava opredeljenje za Rebokov obrazac, jer obrasci
koji su se pojavili pre njega daju ve¶ce koe¯cijente prelivanja (ve¶ce pro-
ticaje) ∙sto je posledica da su opiti ra¹deni u manje doteranim uslovima
(nedoterana o∙stroivi∙cnost, neumireni uzvodni uslovi). Upravo, vreme-
nom su se ti uslovi popravljali. Posle Rebokovog obrasca nije bilo po-
jave obrazaca koji bi ga ozbiljnije opovrgli. Od navedenih obrazaca,
a oni su me¹du najpoznatijim, Rebokov ima najjednostavniji izraz, ∙sto
praksa rado prihvata, tim pre ∙sto bi slo∙zeniji izraz samo stvarao iluziju
ve¶ce ta∙cnosti za pojavu koju je zbog mnogih uticaja nemogu¶ce potpuno
ta∙cno izraziti.

Zanimljivo je da je sam Rebok, valjda nezadovoljan svojim obra-
scem, napisao kasnije i slo∙zeniji po kome je koe¯cijent prelivanja:

mH =
2

3

µ
0;6035 + 0;813

H

P
+

0;0009

P

¶µ
1 +

0;0011

H

¶3=2

(106{21)

Tre¶ci ∙clan u prvoj zagradi je nesumnjivo nepotreban, a mo∙zda je upi-
san zbog malo pre pomenute ∙zelje da se stvori ,,iluzija ta∙cnosti". Naime,
po∙sto se visina pregradnog zida izra∙zava u metrima, za P > 0;3m (a
ni∙za visina pregradnog zida se ne primenjuje), taj ∙clan u odnosu na
prvi u istoj zagradi, ne iznosi ni pola promila, pa se mo∙ze izostaviti.
Izostavljanjem toga ∙clana u prethodnom obrascu, proticaj iznosi:

q = mH

q
2gH3 =

2

3

µ
0;6035 + 0;813

H

P

¶q
2g (H + 0;0011)3 (106{22)

Ovo pokazuje da se proticaj ra∙cuna sa prelivnim mlazom koji je
0,0011m ve¶ci od stvarne visine prelivnog mlaza. Na taj na∙cin unosi se
u ra∙cun uticaj visine prelivnog mlaza H, pored uticaja odnosa H=P ,
∙sto je, na drugi na∙cin, une∙seno srednjim ∙clanom u zagradi u prvom
Rebokovom obrascu (106{18). Nagla∙sava se da novi obrazac (106{21)
daje skoro iste rezultate kao i prvi (relativna gre∙ska ne prelazi 0,2% za
visine prelivenog mlaza od 0,03 do 1m, visine prelivnog zida izme¹du 0,3
i 2m, i za H=P < 1, a u tim granicama nalaze se prakti∙cni primeri).
Dakle, novi obrazac nije opravdao svoju slo∙zenost i stoga praksa nije
imala razloga da odbaci stari, jednostavniji.

Ispisivanje novih obrazaca nije se okon∙calo uprkos tome ∙sto je ra-
zlika izme¹du rezultata koje oni daju i ovde navedenih zanemarljiva sa
prakti∙cnog stanovi∙sta.
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Prime¶cuje se da se navode i obrasci u kojima treba ra∙cunati sa
prelivnim mlazom ve¶cim za 1,0mm od stvarnog, ∙sto je po ugledu na
noviji Rebokov obrazac (106{21), u kome je to nadvi∙senje 1,1mm.

Iz vrednosti koe¯cijenta mH u obrascu (106{13), primenom izra-
za (106{16) dobija se vrednost koe¯cijenta m koja se uvr∙stava u obra-
zac (106{6) gde se ra∙cuna sa energetskom visinom prelivanja H0. Za
visinu H prelivnog mlaza izme¹du 5 i 100 cm, i visinu P pregradnog
zida od 50 do 100 cm, i uz uslov P > H, na opisani na∙cin dobijaju se
vrednosti koe¯cijenta koje se mogu obuhvatiti sa jednom vredno∙s¶cu:

m =
qq

2gH3
0

= 0;42 (106{23)

Ovo je, dodu∙se, pribli∙zna vrednost, uz napomenu da unutar navede-
nih granica ta∙cne vrednosti za m se kre¶cu od 0,415 do 0,424, ∙sto zna∙ci
da relativno odstupanje od 0,42 ne prelazi mnogo 1%, a to se mo∙ze
dozvoliti u procenjivanju propusne mo¶ci { pogodno je raspolagati sa
obrascem od koga se jednostavniji ne mo∙ze napisati.

¤ ¤ ¤

Na kraju, razmotri¶ce se uslovi koje treba da zadovolji preliv da bi
se otklonila razli∙citost uticaja na prelivanje.

a) Prelivna ivica mo∙ze se nazvati ,,o∙strom" ako ,,odseca mlaz" i od-
bacuje ga. Ali, ona ne mo∙ze da bude ,,o∙stra kao no∙z", jer je to te∙sko
napraviti, a umesna je sumnja da li bi se ona takva i odr∙zala. Stoga
se preliv izra¹duje da ima na vrhu izvesnu ∙sirinu, ozna∙cenu sa ± na sli-
ci 106{5 (u gornjem desnom uglu). Ta ∙sirina mora da bude ∙sto je
mogu¶ce manja, jer ve¶ca ∙sirina toga temena preliva dovodi do neodba-
civanja mlaza sa uzvodne ivice preliva, nego se on ,,zalepljuje" za teme
preliva, pa zakonitost prelivanja postaje neizvesna.

Uticaj ∙sirine ± se smanjuje pove¶canjem visine H prelivnog mlaza,
jer deblji mlaz preliva sa ve¶cim brzinama, pa je sposobniji da se odbaci
od uzvodnog po∙cetka prelivne ivice, bez zalepljivanja za teme preliva,
pa zakonitost za prelivanje nije neizvesna. ∙Sto je ∙sirina ± ve¶ca treba i
ve¶ca visina H da bi mlaz bio odba∙cen.

Navedena obja∙snjenja opravdavaju preporuku da se, radi odre¹di-
vanja proticaja, isklju∙ce merene visine prelivnog mlaza manje od 5 cm,
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Slika 106{5 Uslovi za tankozidni o∙stroivi∙cni preliv, namenjen za odre¹di-
vanje proticaja merenjam visine H prelivnog mlaza

∙cak i ako je o∙stroivi∙cnost doterana. Za slabije obra¹denu ivicu mlaz ne
mora biti odba∙cen ∙cak i za prelivne mlazeve ve¶ce od 5 cm. Zaleplji-
vanje prelivnog mlaza pove¶ca proticaj (pove¶cava koe¯cijent prelivanja)
jer je presek mlaza iznad temena ve¶ci. Verovatno manjoj doteranosti
o∙stroivi∙cnost preliva, pored drugih uzroka, treba pripisati ∙sto su ve¶ci
koe¯cijenti prelivanja kod starijih obrazaca (vidi sliku 106{4), a to je
naro∙cito izra∙zeno kod manjih visina prelivnog mlaza.

Obi∙cno se teme preliva obradi da ∙sirina bude od 1 do 2mm, ∙cime
¶ce se posti¶ci da mlaz ve¶ci od 5 cm bude odba∙cen sa uzvodne ivice. Ima
preporuka da bude ± ∙ H=100 gde za H treba uzeti minimalnu visinu
koja ¶ce se meriti, pa bi za H = 5 cm bilo svega 0,5mm, ∙sto nije lako
izvesti.

Kao zaklju∙cak mo∙ze se navesti da ne bi trebalo odre¹divati proticaje
za prelivne mlazeve visine manje od 5 cm.

Napominje se da je uz Rebokov obrazac navedeno da se mo∙ze prime-
niti ∙cak za H > 3 cm, ali merenje sa tako tankim mlazom nije preporu∙c-
ljivo. Freze pak uz svoj obrazac (107{19) navodi da se mo∙ze primeniti
tek ako je H > 10 cm.

b) Ravansko strujanje poreme¶ceno je uticajem bo∙cnih zidova kana-
la, a taj uticaj se ose¶ca na jednom malenom delu prelivne ivice, uz
bo∙cne zidove. Usled toga uticaja proticaj sra∙cunat pod pretpostavkom
ravanskog strujanja zanemarljivo ¶ce odstupati od stvarnog proticaja
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ako ∙sirina kanala bude ve¶ca od neke uslovljene granice. Preporu∙cuje
se da kanal ne bude u∙zi od polovine metra, a uz to da ne bude u∙zi od
maksimalno predvi¹dene visine mlaza (b ¸ 0;5m, b ¸ H).

c) Prihvatanje uslova za ∙sirinu (b ¸ 0;5m) uz napisani uslov za
visinu prelivnog mlaza (H ¸ 5 cm) ograni∙cava minimalni proticaj me-
renja na:

Q = mHb
q

2gH3 = 0;42£ 0;5
q

19;62£ 0;05 m3=s = 0;01m3=s

Dakle, nije preporu∙cljivo merenje proticaja manjeg od 10 litara u
sekundi. Ovo ograni∙cenje se mo∙ze prihvatiti, jer za manje proticaje
prikladniji su drugi merni objekti izme¹du ostalih i ,,trougaoni preliv"
koji ¶ce se razmatrati u IV odeljku ovoga poglavlja.

d) Prelivanje ne sme da bude pod uticajem poreme¶caja sa ulaza u
kanal, ti uticaji ne smeju da dopru do preliva. Stoga se predvi¹daju
pogodni umiriva∙ci na po∙cetku kanala, kojima se posti∙ze smirenost toka
i zahteva se da du∙zina kanala ispred preliva bude L ¸ 10Hmax tj. de-
setostruka maksimalna visina prelivnog mlaza (sl. 106{5). Pored toga
visina P prelivnog praga ne sme da bude manja od visine H prelivnog
mlaza (P ¸ H), a uz to da visina P praga ne treba da bude manja od
pola metra (P > 0;5m), mada se uz neke obrasce uslovljava P > 0;3m,
ali nema prakti∙cnog razloga da se izgradi kanal ∙cija dubina do prelivne
ivice ne bude barem pola metra.

Visinu H prelivnog mlaza treba meriti na rastojanju l jednakom
trostrukoj maksimalno predvi¹denoj visini l = 3Hmax prelivnog mlaza {
vidi sl. 106{5.

¤ ¤ ¤
,,Preliv prilago¹den mlazu" ili ,,prelivna brana" ima nizvodnu gra-

ni∙cnu povr∙sinu oblikovanu prema donjoj povr∙sini slobodnog mlaza sa
o∙stroivi∙cnog tankozidnog preliva. Na sl. 106{6 to je prikazano preno-
∙senjem linije ,,C" sa tankozidnog na preliv prilago¹den mlazu. Tako su
kod oba preliva mlazevi istoga oblika i u oba slu∙caja tako zakrivljeni
da po povr∙sini ,,C" nema pritisaka. Prema tome, za preliv se ka∙ze da
je prilago¹den mlazu ako mlaz ne pritiskuje preliv, niti te∙zi da se udalji
od preliva. Jasno je da linija ,,C" odgovara samo jednom proticaju,
odnosno samo jednoj energetskoj visiniH0 prelivanja, i ona ¶ce se nazvati
projektovana energetska visina i ozna∙ci¶ce se sa Hproj. Za tu visinu,
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Slika 106{6 Nizvodna povr∙sina prelivne brane dobija se preno∙senjem
donje povr∙sine prelivnog mlaza sa o∙stroivi∙cnog tankozidnog preliva (na
crte∙zu su identi∙cne linije C za oba slu∙caja)

upravo za proticaj koji ona daje, brana je projektovana. Za oblikovanje
preliva za zadatu projektovanu visinu ima niz postupaka { jedan od njih
prikazan je slikom 106{7.

X
rII

Y

H =Ho proj lI

lII

l = H
r = H
I  proj     

I  proj

0.282
0.2

l = H
= H

II  proj    

II  proj

0.175
0.5r

kru`ni lukovi

YH

XH

proj

proj

1.85

= 1
2

rI

Slika 106{7 Presek prelivne brane; sve du∙zine odre¹duje energetska visina
prelivanja za koju je brana projektovana (H0 = Hproj)
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Za projektovanu energetsku visinu, H0 = Hproj, ostvaruje se koe¯-
cijent prelivanja:

m(H0) = 0;49 (106{24)

Za primenu nacrtanog na sl. 106{7 kao i napisanog obrasca (106{24)
pretpostavlja se da je visina brane P > 2H. Taj uslov je redovno is-
punjen u prakti∙cnim primerima, obi∙cno je visina brane znatno ve¶ca od
dvostruke visine prelivnog mlaza.

Vrednost napisana sa (106{24) ve¶ca je od vrednosti za o∙stroivi∙cni
tankozidni preliv { za njega je sa (106{23) upisano da je m = 0;42.
Uzrok za tu razliku je ∙sto se kod o∙stroivi∙cnog preliva visina meri od
vrha prelivnog zida, a kod prelivne brane od njenog vrha (od ,,krune"
brane), ∙sto je u oba slu∙caja pogodno. Me¹dutim, tako se ne prenosi ista
visina sa prvog slu∙caja na drugi { ra∙cuna se sa H I

0, odnosno sa HII
0 , sa

slike 106{6. Po∙sto je H I
0 > HII

0 , koe¯cijent prelivanja u drugom slu∙caju
(prelivna brana) mora da bude ve¶ci nego u prvom (o∙stroivi∙cni preliv)
jer se tako mo∙ze dobiti isti proticaj (a on je zaista isti) u oba slu∙caja.
Koe¯cijent prelivanja m treba shvatiti kao obra∙cunski pojam, kojim se
uskla¹duje ra∙cun za dve ra∙cunske visine H0 za isti proticaj.

Za proticaj manji od onog za koji je preliv projektovan, tj. za
H0 < Hproj, na vrhu preliva i njegovoj nizvodnoj kosini dolazi do pri-
tisaka, jer bi mlaz da je slobodan padao manje udaljen, a u tome je
spre∙cen nizvodnom kosinom preliva, pa on onda nju pritiskuje. Ovi
pritisci smanjuju propusnu mo¶c, jer se suprostavljaju strujanju, pa je
koe¯cijent prelivanja manji od utvr¹denog sa (106{24) za projektovanu
visinu. Navodi se jedan od niza obrazaca koje praksa primenjuje za
osre¹divanje koe¯cijenta prelivanja:

m(H0) = 0;49(H0=Hproj)
1=8 (106{25)

Uvid kako otprilike izgledaju pritisci pri H0=Hproj jednako 1=2 i 1
prikazuju prva dva crte∙za na slici 106{8. Drugi crte∙z (srednji na slici)
odnosi se na slu∙caj kada preliva projektovani proticaj H0 = Hproj, i
tada je nizvodna kosina oslobo¹dena pritiska, jer je oblikovana ba∙s tako
da se to ostvari. Za H0 < Hproj prelivanje pritiskuje krunu brane i
njenu nizvodnu stranu, kako je malo pre navedeno i obja∙snjeno.

Za proticaj ve¶ci od projektovanoga (zaH0 > Hproj) slobodni mlaz sa
o∙stroivi∙cnog tankozidnog preliva bio bi udaljeniji nego za projektovani
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Slika 106{8 Pritisci na prelivnu branu za tri proticaja (manji, jednak i
ve¶ci od proticaja za koji je preliv projektovan)

proticaj. Iz ovoga sledi zaklju∙cak da ¶ce mlaz kod prelivne brane, ako
je za nju zalepljen, te∙ziti da se od nje odlepi, dolazi do uticaja kojim
mlaz ,,uvla∙ci" branu, a to se ispoljava potpritiscima na krunu brane i
njenu nizvodnu stranu, ∙sto je prikazano za H0=Hproj = 4=3 na tre¶cem
crte∙zu na slici 106{8. Usled toga propusna mo¶c se pove¶cava, koe¯cijent
prelivanja je ve¶ci nego za H0 = Hproj, jer struja ulazi u sni∙zene pritiske
na vrh brane. To bi se i moglo prihvatiti, da ne stvara mogu¶cnost za
izazivanje ne∙zeljenih posledica. Naime, ne mo∙ze se pouzdano tvrditi da
¶ce mlaz ostati zalepljen za branu, jer mogu¶ce ula∙zenje vazduha izme¹du
brane i mlaza odlepljuje mlaz i uz puno ovazdu∙senje mlaz bi imao oblik
slobodnog mlaza sa tankozidnog o∙stroivi∙cnog preliva, koji bi bio udaljen
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od brane. Ovo ukazuje da bi moglo do¶ci do povremenog odlepljivanja
mlaza (on ∙zeli da se udalji), uz povremeno njegovo prianjanje uz branu
(jer ovazdu∙senje nije dovoljno), i mlaz se klati, ∙sto mo∙ze biti pobuda za
neprihvatljive vibracije objekta.

¤ ¤ ¤

Prelivanje preko brane zahteva da se prelivni mlaz smiri pre ulaska u
nizvodni tok. To se posti∙ze izgradnjom slapi∙sta, ∙sto se hidrauli∙cki re∙sa-
va na isti na∙cin kao primer za hidrauli∙cki skok, prikazan slikom 104{12.
Uzvodni grani∙cni uslov kod brane je energetska kota za H0 iznad vrha
brane, pa se leva strana u jedna∙cini (104{28) zamenjuje sa H0 + Pn

(sa Pn je ozna∙cena visina brane merena od dna slapi∙sta), dok se desna
strana odnosi na po∙cetak slapi∙sta.

U praksi se primenjuje i re∙senje prikazano slikom 106{9, gde se mlaz
sa brane odbacije ,,ski skokom". To se primenjuje ako erozija dna iza
brane ne potkopava branu u toj meri da ne ugro∙zava njenu stabilnost.
Povoljna okolnost je u tome ∙sto je najve¶ce udubljenje stvoreno kopa-
njem odmaknuto od brane.

Slika 106{9 Odbacivanje prelivnog mlaza 'ski-skokom' doszvoljava se ako
erozija dna iza brane ne ugro∙zava njenu stabilnost
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II

POTOPLJENO RAVANSKO PRELIVANJE

Dovde napisano odnosilo se na ravansko nepotopljeno prelivanje {
tako je naslovljen prethodni odeljak (I) i to je i napisano uz osnovni
obrazac (106{6).

U nastavku ¶ce se razmatrati potopljeno ravansko prelivanje gde
nizvodni nivo uti∙ce na prelivanje, on smanjuje proticaj u odnosu na
nepotopljeno prelivanje.

Uticaj potopljenosti iskazuje koe¯cijent potopljenosti (nosi¶ce ozna-
ku Cpot), a proticaj se ra∙cuna obrascem:

q =
Q

b
= Cpotm

q
2gH3

0 (106{26)

U ovom obrascum predstavlja koe¯cijent prelivanja za nepotopljeno
prelivanje, pa upore¹denje ovoga obrasca sa obrascem (106{6) za nepo-
topljeno prelivanje pokazuje da je:

Cpot =
proticaj za potopljeno prelivanje

proticaj za nepotopljeno prelivanje

pri istoj energetskoj visini H0.
Vrednosti za Cpot se kre¶cu od nule (potopljenost potpuno spre∙cava

prelivanje) do jedinice (potopljenost ne deluje).
Na slici 106{10 sa ,,a" je obele∙zen gra¯kon zavisnosti koe¯cijenta

potopljenosti Cpot od tzv. stepena potopljenosti Hpot=H0. Iz slike se vidi
da visinska razlika Hpot meri potopljenost, to je nadvi∙senje nizvodnog
nivoa iznad vrha preliva. Slika se odnosi na preliv prilago¹den prelivanju,
prikazan na slici 106{7, a za konstantnu energetsku visinu prema kojoj
je preliv projektovan tj. za H0 = Hproj. Za zadati odnos Hpot=H0 na
slici se o∙cita odgovaraju¶ca vrednost za Cpot, i onda se, izrazom (106{26)
sra∙cuna proticaj:

q = 0;49Cpot

q
2gHproj (106{27)

jer je za nepotopljeno prelivanje m = 0;49 ∙sto je napisano sa (106{24).
Za sra∙cunati proticaj odredi se visina H prelivnog mlaza, oduzev∙si

od Hproj dolaznu brzinsku visinu v2
0=2g za proticaj sra∙cunat prema

prethodnom obrascu (106{27).
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Slika 106{10 Koe¯cijenti potopljenosti za prelivanje preko brane (a) i
∙sirokog praga (b, c)

Gra¯kon ,,a" na slici 106-10 pokazuje da potopljenost osetno uti∙ce
na prelivanje tek ako se Hpot=H0 popne iznad 0,7, jer se za Hpot=H0

ve¶ce od te vrednosti Cpot spusti ispod 0,9.
Re∙ceno je da je prikazano na slici 106{7 ograni∙ceno na H0 = Hproj,

∙sto je za prakti∙cne potrebe i dovoljno, jer se brana projektuje za maksi-
malno o∙cekivanu visinu Hproj i za tu visinu treba razmotriti smanjivanje
proticaja potapanjem (razume se ako se potapanje o∙cekuje), dok za dru-
ge visine, za H0 < Hproj, razmatranje potapanja nije zna∙cajno. Mo∙ze se
re¶ci da potapanje postaje izrazito tek kad se Hpot=H0 pribli∙zi jedinici.

¤ ¤ ¤
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Uticaj potopljenosti na te∙cenje preko ∙sirokog praga raspravljen je u
Poglavlju 105, gde se uop∙steno razmatralo strujanje kroz svako su∙zenje,
upravo kroz presek struje koji je smanjen u odnosu na njemu uzvodni,
pa se to, razumljivo, odnosi i na prag. Tamo je pokazano kako se
odre¹duje granica potopljenosti i kako se ra∙cuna nepotopljeno odnosno
potopljeno strujanje kroz su∙zenja. Sada se prag posmatra kao preliv,
pa se onda govori o nepotopljenom odnosno potopljenom prelivanju, pa
se mo∙ze uvesti i koe¯cijent potopljenosti Cpot koji ¶ce i ovde ulaziti u
jedna∙cinu (106{26).

Izrazom (105{11) odre¹duje se granica potopljenosti (vidi sl. 105{29),
a onda se primenom jedna∙cine (105{10), uz hII = hK ra∙cuna proticanje
za nepotopljno strujanje, a ako je potopljeno, ra∙cuna se sa (105{12).
Odnos proticaja za potopljeno strujanje i za nepotopljeno (za istu visi-
nu H0) je vrednost koe¯cijenta potopljenosti Cpot. Dakle, do vrednosti
za Cpot mo∙ze se do¶ci ra∙cunskim postupcima obja∙snjenim svojevremeno.
Iako se tako dolazi do vrednosti koe¯cijenta Cpot, poku∙sa¶ce se da se taj
koe¯cijent izrazi u zavisnosti od stepena potopljenostiHpot=H0, kako se
izra∙zava kod drugih preliva, a kako je to u∙cinjeno za preliv prilago¹den
prelivnom mlazu.

Proticaj za nepotopljeno prelivanje odre¹duje se jedna∙cinom
(106{11), a za potopljeno prelivanje sa:

q = Cvh
q

2g(H0 ¡ h) (106{28)

Upore¹denje ovoga izraza sa (106{10) pokazuje da je tamo∙snja du-
bina hK zamenjena ovde sa h { u oba slu∙caja to je dubina na pragu.
Naime, do prethodnog izraza (106{28) dolazi se na isti na∙cin kao i
do (106{10), samo se u celom postupku hK zamenjuje sa h, pa se to
ispoljava i u krajnjem izrazu.

Deljenjem proticaja koji daje (106{28) sa onim koji daje (106{11)
dobija se odnos izme¹du proticaja za potopljeno i nepotopljeno strujanje,
a to je Cpot, pa je:

Cpot =
3
p

3

2

h

H0

s
1¡ h

H0
(106{29)

Pri navedenom deljenju smatralo se da je koe¯cijent brzine Cv u
oba slu∙caja isti, ∙sto je pribli∙zno tako.

Ako je u preseku iza praga zanemarljiva brzina, gubitak energije
izme¹du preseka na pragu i preseka iza njega jednak je brzinskoj visini
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na pragu, pa je nivo u oba preseka isti. U tom slu∙caju Hpot = h (vidi sl.
106{10b), pa je na slici i nacrtan gra¯kon ,,b" za Cpot = Cpot(Hpot=H0)
prema prethodnoj jedna∙cini (106{29), za h = Hpot. Ista jedna∙cina za
granicu potopljenosti (Cpot = 1) daje:

Hpot

H0
=

h

H0
=

2

3

Prethodno se gotovo nikada ne ostvaruje, jer u preseku iza praga br-
zina nije zanemarljiva, pa je gubitak energije manji, pogotovo ako se sa
praga na dno ne prelazi naglo nego kosinom (slika 106{10c). Tada je ni-
vo iza praga vi∙si od nivoa na pragu, tj. ostvaruje se Hpot > h, pa bi gra-
¯∙cki prikaz Cpot(Hpot=H0) bio kriva linija iznad nacrtane za slu∙caj ,,b".

Ranija razmatranja su pokazala da nivo iznad praga nadvisi nivo
na pragu ∙cak i toliko da to podizanje bude i preko polovine spu∙stanja
nivoa do praga. Mo∙ze se oceniti da potapanje nastaje tek ako Hpot=H
pre¹de 0,8. Na osnovu te procene nacrtan je gra¯∙cki prikaz funkcije za
Cpot = Cpot(Hpot=H0) i obele∙zen sa ,,c".

Mo∙ze se zaklju∙citi da se Cpot za ∙siroki prag ne mo∙ze spustiti ispod
linije ,,b" a da se mo∙ze pribli∙ziti liniji ,,c" (u izvesnim retkim prime-
rima mo∙ze je i malo nadma∙siti). Me¹dutim, korisno je da se ponovi
malopre¹da∙snje obja∙snjenje da potopljeno prelivanje preko ∙sirokog praga
treba ra∙cunati prema izlo∙zenom u Poglavlju 105. Nacrtano na sl. 106{9
poslu∙zilo je za prethodnu procenu, a i za razmatranja koja slede.

¤ ¤ ¤
Iz sl. 106{10 se uvi¹da da je prelivanje preko ∙sirokoga praga otpornije

na potapanje od preliva prilago¹denog mlaza, ∙sto se obja∙snjava horizon-
talno usmerenim tokom sa praga sa znatnim pritiskom (jer se na pragu
uspostavlja hidrostati∙cki raspored pritisaka), pa se posti∙ze ve¶ca otpor-
nost potapanja od one koja se ostvaruje kod preliva prilago¹denog mlazu.

Ranije je obja∙snjeno da se prelivanje preko praga lak∙se potapa ako
prag nije dovoljno ∙sirok (ako se pru∙za u pravcu strujanja za du∙zinu
manju od trostruke kriti∙cne dubine na pragu) jer zakrivljenje struje i
smanjeni pritisci (u odnosu na one kod dovoljno ∙sirokoga praga) dovode
do manje otpornosti na potapanje. Dakle, za nedovoljno ∙sirok prag
mo∙ze se gra¯kon Cpot = Cpot(Hpot=H0) spustiti i ispod linije ,,b" ali ne
ni∙ze od linije ,,a" za preliv prilago¹den mlazu.
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III

SU∙ZAVANJE PRELIVNOG MLAZA

Do sada se razmatralo prelivanje kao ravanski zadatak (∙sirina pre-
liva = ∙sirina prilaznog kanala). Ako je preliv u∙zi od ∙sirine prilazne
struje dolazi do su∙zavanja mlaza, do ,,bo∙cne kontrakcije" koju izra∙zava
koe¯cijent su∙zavanja:

Cb =
bc
b

(106{30)

gde je bc ∙sirina mlaza, dok je b ∙sirina preliva (= du∙zina prelivne ivice).
Cela ∙sirina b ne mo∙ze se koristiti { slika 106{11, nego se koristi smanjena
∙sirina bc.

0.5 10

H/P

1/4

b/B=3/4

0.8

0.9

1bc

C = b
bb c 1/2

0

Osnova

Podu`ni
presek

B b

H

P

Slika 106{11 Koe¯cijent Cb su∙zavanja mlaza za o∙stroivi∙cni tankozidni
preliv

Proticaj se ra∙cuna obrascima:

Q = mbc
q

2gH3
0 = Cbmb

q
2gH3

0 (106{31)

ili
Q = mHbc

q
2gH3 = CbmHb

q
2gH3 (106{32)

Tankozidni o∙stroivi∙cni preliv naj∙ce∙s¶ce se primenjuje sa ravanskim
strujanjem sa ∙sirinom preliva po celoj ∙sirini prilaznog kanala, a i nema
jakog razloga da se primenjuje uz u∙zi preliv prilaznog kanala. Za∙sto
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bi trebalo u zakonitosti za ravansko prelivanje, koje nisu, prema rani-
jim obja∙snjenima ba∙s lako odredljive, jo∙s upetljati i uticaj su∙zavanja?
Stoga se razmatranju odre¹divanja koe¯cijenta Cb i ne¶ce pridavati velika
pa∙znja, ne¶ce se te∙ziti da se slo∙zeno∙s¶cu obrazaca posti∙ze ve¶ca ta∙cnost,
nego ¶ce se pokazati koliko pribli∙zno iznose vrednosti koe¯cijenta Cb.
Iz brojnih istra∙zivanja poti∙cu razli∙citi obrasci u kojima se Cb izra∙zava
zavisno∙s¶cu:

Cb = Cb(
H

P
;H;

b

B
) (106{33)

Za procenu koe¯cijenta Cb poslu∙zi¶ce obrazac koji je napisan po
ugledu na Bazenov (106{17), po kome se proticaj uz su∙zavanje pre-
livnog mlaza ra∙cuna sa:

Q

b
p

2gH3
=

Ã
0;405 +

0;003

H
¡ 0;03

B ¡ b

B

!2
41 + 0;55

Ã
b

B

!2µ
H

H + P

¶2
3
5

(106{34)

Ra∙cuna se sa celom ∙sirinom b preliva (sa du∙zinom prelivne ivice), a
ne sa su∙zenom ∙sirinom bc. Sa B je ozna∙cena ∙sirina kanala ispred pre-
liva. Uticaj su∙zavanja une∙sen je u obrazac, jer bi po obrascu (106{17)
uz ∙sirinu bc proticaj bio:

Q

bc
p

2gH3
=
µ
0;405 +

0;003

H

¶ "
1 + 0;55

µ
H

H + P

¶2
#

(106{35)

Deljenjem prve napisane jedna∙cine sa drugom sa leve strane dobija
se bc=b, a to je Cb, ∙sto zna∙ci da se dobija deljenjem desne strane prve
jedna∙cine sa drugom.

U tom ra∙cunanju pokazalo se da se uticaj ∙clanova gde se pojavljuje
samo dubina H mo∙ze izbe¶ci, uz neveliku gre∙sku (a, uostalom, radi se o
proceni kako je re∙ceno na po∙cetku razmatranja), pa se, umesto (106{33)
prihvata:

Cb = Cb

Ã
b

B
;
H

P

!
(106{36)

Gra¯∙cki prikaz ove funkcije predstavljen je na slici 106{11. Zavi-
snost za b=B = 0 prakti∙cno uzev∙si je besmislena, ali ona ukazuje na
donju granicu ispod koje se Cb uop∙ste ne mo∙ze spustiti.
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Zanimljivo je da u funkciju za Cb nije u∙sao odnos H=b, mada bi su-
∙zavanje mlaza moglo da zavisi od odnosa visine i ∙sirine mlaza. Izostav-
ljanje se donekle mo∙ze opravdati ∙sto uticaji visine prelivnog mlaza nije
potpuno isklju∙cen, na;azi se u odnosu H=P . U narednim izlaganjima
uz sliku 106{13, napisa¶ce se jedan obrazac gde Cb zavisi samo od H=b.

¤ ¤ ¤
Kod prelivne brane skoro uvek prelivanje je samo izuzetno ravansko,

jer se brana ne pru∙za ∙citavom ∙sirinom vodene povr∙sine ispred nje. Pre-
sek ispred brane obi∙cno nije pravilan (sl. 106{12) i te∙sko je izraziti uti-
caje na skupljanje prelivnog mlaza. Visina P brane nije celom ∙sirinom
ista, ∙sirina B re∙cnog korita izme¹du kote krune brane i kote nivoa vode
ispred brane se menja, pa odnosi P=H i b=B nisu jasno nametnuti. Za
pribli∙znu ocenu su∙zavanja mlaza mo∙ze poslu∙ziti prikazano na sl. 106{11
za o∙stroivi∙cni preliv. Kod brane H=P obi∙cno je manje od 1=2, jer je
visina brane barem dvostruka visina prelivnog mlaza, pa ∙cak i za najiz-
razitija su∙zavanja (veoma malenu ∙sirinu preliva b u odnosu na ∙sirinu B
povr∙sine vode ispred brane), iz slike 106{11 moglo bi se zaklju∙citi da
je Cb ve¶ci od 0,9. Iako je ovo gruba procena, mo∙ze se zaklju∙citi da
skupljanje mlaza nije zna∙cajno. Treba ista¶ci da do njega uop∙ste ne¶ce
do¶ci ako se ulazni bokovi preliva zaoble, ∙sto se lako ostvaruje.

Kod prelivne brane obi∙cno je preliv razdelnim stubovima pode-
ljen na nekoliko polja (sl. 106{13), a o stubove se upiru ustave koje

Ao

b
B

P

Slika 106{12 Presek ispred prelivne brane

520

DRAFT verzija 2001.



a) b)

stub

Presek
kroz branu

δ

B

Osnova

λ

stub

Slika 106{13 Prelivanje preko prelivnih polja brane, ome¹denih razdelnim
stubovima: a) sa su∙zavanjem mlaza, b) su∙zavanje mlaza otklonjeno istura-
njem stubova i zaobljavanjem njihovih ∙cela

zatvaraju polja i otvaraju se prema proticaju koji preliva, uz odr∙zavanje
zahtevanog nivoa ispred brane. Zbog ograni∙cene ∙sirine ustava mora se
preliv razdeliti. ∙Cak iako ustave nisu predvi¹dene, stubovi su nu∙zni zbog
mosta iznad brane.

Nastojanja treba usmeriti na spre∙cavanje su∙zavanja mlaza, a to se
mo∙ze lako posti¶ci. Stub se istura ispred uzvodne povr∙sine brane, tako
da zadire u struje pre prelivanja. To je prikazano na slici 106{13b.
Mlaz, iako se neposredno iza ∙cela stuba od njega odvoji, pro∙siri¶ce se na
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celu ∙sirinu polja pre preseka merodavnog za odre¹divanje proticaja, pa
je Cb blizak jedinici.

Iza izraza (106{36) prime¶ceno je da u njega nije u∙sao odnos H=b i to
se poku∙salo opravdati, uz napomenu da ¶ce se uz sliku 106{13 napisati
obrazac u kome Cb zavisi od H=b. Taj obrazac, za jedno prelivno polje
izme¹du dva stuba, glasi:

Cb = 1¡ »
H0

b

Za » maksimalna vrednost iznosi 0,2 (za o∙stroivi∙cni pravougaoni
stub, kao na slici 106{13a, pa za H0=b = 0,5 (a retko se mo∙ze nai¶ci na
prelivni mlaz ve¶ci od polovine ∙sirine polja), koe¯cijent su∙zavanj izno-
si Cb = 0,9. Za istureni stub sa zaobljenim ∙celom (sl. 106{13b), Cb je
otprilike 0,98, jer je » otprilike 5 puta manji od prethodno navedene
vrednosti. Treba naglasiti na∙celnu neispravnost obrasca, jer ne vodi
ra∙cuna o ∙sirini struje ispred preliva, ni o visini brane.

¤ ¤ ¤

Razmotri¶ce se uticaj dolazne brzine na prelivanje koje nije ravansko,
a taj uticaj meri odnos H0=H (koji je blizak jedinici ako je taj uticaj za-
nemarljiv. Za ravansko prelivanje odnos H0=H je napisan sa (106{15),
a za prelivanje koje nije ravansko on iznosi:

H0

H
= 1 +

v2
0

2gH
= 1 +

Q2

2gHA2
0

= 1 +

Ã
mHbcH

A0

!2

(106{37)

Ovde je v0 zamenjeno sa Q=A0, gde je A0 povr∙sina popre∙cnog pre-
seka toka ispred preliva, a potom je proticaj Q izra∙zen prema obra-
scu (106{31).

Koriste¶ci napisano izrazom (106{37) u izrazu (106{14) dobija se
veza izme¹du koe¯cijenata m i mH :

m

mH

=

2
41 +

Ã
mHbcH

A0

!2
3
5
¡3=2

(106{38)

Ako se u prethodna dva izraza bc zameni sa b, a A0 sa b(H + P ),
dobi¶ce se odgovaraju¶ci izrazi za ravansko prelivanje (106{15) i (106{16).
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Kod prelivnih brana obi∙cno se zanemarljivo razlikuju H0 i H (a on-
da i m i mH). Ako se pretpostavi da je A0 > 5bcH, a to se gotovo
redovno i ostvaruje, sabirak koji se u (106{38) dodaje jedinici, uz mH

pribli∙zno 0;5, ne¶ce prelaziti 0;01.

¤ ¤ ¤

Za razmatranje su∙zenja prelivnog mlaza preko ∙sirokoga praga mo-
gu poslu∙ziti razmatranja su∙zenja u kanalima, obavljena u Odeljku IV
prethodnog poglavlja (105). Tamo je napisan obrazac (105{9) da bi
poslu∙zio za procenu su∙zenja struje koja iz kanala ∙sirine bI ulazi u kanal
∙sirine bII, gde struja ne koristi celu raspolo∙zivu ∙sirinu bII nego se suzi na
∙sirinu bsu∙z pa je koe¯cijent su∙zenja Cb = bc=b. I za najizrazitije su∙zenje
(bsu∙z=bII blisko nuli) i o∙stroivi∙cne bo∙cne ivice na ulazu su∙zenja, Cb se ne
spu∙sta ispod 0,8.

Navedeno se mo∙ze primeniti i na ∙siroki prag, ako se sa bII ozna∙cava
∙sirina kanala na pragu, a sa bI ∙sirina ispred praga. Prema navodima iza
pomenute jedna∙cine (105{9) dovoljna je du∙zina od 1;5bII, da se struja
odba∙cena od bo∙cnih zidova na po∙cetku su∙zenja pro∙siri na celu ∙sirinu bII.
To va∙zi za najizrazitije su∙zenje (bII=bI blisko nuli), a za manje izrazita
potrebna je manja du∙zina pru∙zanja praga da bi se struja pre njegovog
nizvodnog kraja pro∙sirila na celu ∙sirinu bII. Dakle, i u najnepovoljni-
jim okolnostima ako je du∙zina pru∙zanja praga ve¶ca od 1:5bII ne treba
ra∙cunati sa su∙zavanjem mlaza, odnosno uzeti Cb = 1.

Na kraju treba primetiti da se zaobljenjem bo∙cnih ulaznih povr∙sina
na ulazu u prag mo∙ze u svakom primeru otkloniti su∙zavanje mlaza iako
se prag pru∙za na manjoj du∙zini od navedene.

IV

TROUGAONI PRELIV

Trougaoni preliv obi∙cno se povezuje sa imenom Tomsona (Thomp-
son). Prikazan je slikom 106{14. On, gotovo redovno, slu∙zi kao merni
objekat. Meri se i ovde, kao i kod ravanskog prelivanja preko tankozi-
dnog preliva (,,Bazenovog"), visina H prelivnog mlaza ∙cime je odre¹den
proticaj Q { razume se, uz poznatu me¹duzavisnost te dve veli∙cine.

Prelivni otvor mora biti o∙stroivi∙can. Ovde se mogu napisati iste
primedbe i obja∙snjenja koja su pratila o∙stroivi∙cnost Bazenovog preliva.
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α=45o

α α

L>B B>5H

H P>1.5H

podu`ni presek kroz sredinu objekta izgled sa niz-
vodne strane

umiriva~i

L B

P

merna
igla

Slika 106{14 Trougaoni preliv

Sem toga, i za Tomsonov preliv propisuju se i uslovi koji obezbe¹duju
smirivanje vode ispred preliva u toj meri da se ulazni uticaji u kanal
iz koga voda preliva ne dopiru do preliva. To se posti∙ze ∙sirinom B
kanala ispred preliva koja je barem petostruka visina prelivnog mlaza
(B > 5H) i visinom zida preliva P > 1;5H (P = visina zida u sredini
preliva tj. najni∙za visina). Du∙zina L kanala ispred preliva treba da je
barem jednaka ∙sirini, tj. treba da bude L > B. Svi navedeni uslovi
upisani su na slici 106{14. Treba naglasiti da je neophodna ugradnja
umiriva∙ca na ulazu u kanal.

Napominje se da se sve prethodno navedeno odnosi na otvor preliva
koga obrazuju kose ivice pod uglom ® = 450 (vidi ponovo sliku 106{14)
tj. uz teme trougla je pravi ugao (® = 900).

Proticaj preko trougaonog preliva izra∙zava se obrascem:

Q = CQ
q

2gH5 (106{39)

gde je CQ = koe¯cijent prelivanja za trougaoni preliv. Ovaj obrazac
mo∙ze se uporediti sa obrascem (106{13) za ravansko prelivanje. Tamo
je ∙sirina b prelivanja bila konstantna, a ovde se ∙sirina prelivanja kre¶ce
od nule do bH = 2H (na visini H), pa se za neku prose∙cnu ∙sirinu mo-
∙ze uzeti visina H. To opravdava da se b iz (106{13) zameni sa H, pa
se tamo proticaj Q dobija mno∙zenjem bezdimenzionalne veli∙cine mH sa
b
p

2gH3, a ovde mno∙zenjem bezdimenzionalne veli∙cine CQ sa H
p

2gH3.
Me¹dutim to ne omogu¶cava da se mH i CQ pove∙zu u kvantitativnom
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smislu, ali ukazuje da su obrasci dimenzionalno uskla¹deni i da ovde
napisano sa (106{39) ima na∙celno opravdanje.

Jo∙s od Tomsonovih istra∙zivanja (krajem 19-tog veka) poti∙ce obrazac
koga obi∙cno svode na veoma prost izraz:

Q = 1;4H5=2 (106{40)

gde su obavezne dimenzije H [m] Q [m3=s]
Upore¹denjem ovoga obrasca sa (106{39) uvi¹da se da je:

CQ = 0;316 (106{41)

Pojavljivalo se vi∙se obrazaca, gde konstanta ispred H5=2 nije 1,4,
nego je negde izme¹du 1,38 i 1,42, pa ti obrasci daju CQ izme¹du 0,312 i
0,320 pa se njihovi rezultati od dobijenih za CQ razlikuju za §1;4% od
napisanog sa (106{40).

Istra∙zivanja su pokazala da se rezultatima bolje prilago¹dava obrazac
u kojem proticaj nije srazmeran sa H2;5, nego sa H2;48 (ili H2;47), a on-
da koe¯cijent CQ nema konstantnu vrednost (kao u prethodnom izrazu,
gde ona iznosi 0,316), nego se menja sa visinomH, upravo srazmeran je
sa H¡0;02 (ili H¡0;03), pa vrednost za CQ opada sa porastom visine H.
Jedan od tih obrazaca je Konov koji se svodi na:

CQ =
0;303

H0;02
(Cone) (106{42)

gde se H mora izraziti u metrima.
Po∙sto su uobi∙cajene merene visine od 5 do 40 cm (∙cime se mere

proticaji od 0,8 do 140 dm3=s), u tom rasponu koe¯cijent CQ, prema
prethodnom obrascu opada od 0,322 (za 5 cm) do 0,309 (za 40 cm).

Razlika u odnosu na konstantnu vrednost (= 0,316) prema (106{41)
iznosi od +1;9% do ¡2;2%.

Sem navedenog Konovog obrasca navo¹deni su, izme¹du brojnih, i
Eglijev i Barov:

CQ = 0;310 +
2

1000H
(Hegly) (106{43)

CQ = 0;3013 + 0;00463H¡0;5 (Barr) (106{44)
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Prvi od ova dva obrasca daje znatno ve¶ce proticaje od Konovog, jer
se za H = 5 cm dobija CQ = 0;350, dok je CQ = 0;315 za H = 40 cm.
Veliko pove¶canje proticaja, pogotovo za manje visineH prelivnog mlaza
mo∙ze se i ovde (kao i kod ravanskog prelivanja preko o∙stroivi∙cnog tanko-
zidnog prelivanja) pripisati nedovoljno obra¹denoj o∙stroivi∙cnosti, ili neu-
mirenosti struje ispred preliva.

Drugi obrazac (Barov) daje skoro iste rezultate kao Konov (re-
lativno odstupanje je manje od pola procenta), iako je druk∙cije sklo-
pljen.

U svim navedenim obrascima proticaj zavisi samo od visine H pre-
livnog mlaza, a nigde se ne pojavljuje visina P prelivnog zida, niti
bilo koja veli∙cina koju bi nametali prilazni uslovi prelivanju. Obja∙s-
njenje za to je u uslovima koji se name¶cu za ∙sirinu B kanala ispred
preliva i za visinu H pregradnog zida, napisanim na slici 106{14. Ako
su ti uslovi ispunjeni, strujanje ispred preliva je smireno u toj meri
da su uticaji dolazne brzine zanemarljivi. Na prelivanje uti∙ce pored
visine H prelivnog mlaza i dolazna brzinska visina v2

0=2g, jer njihov
zbir ∙cini energetsku visinu H0 prelivanja. Ako je odnos v2

0=2g prema H
zanemarljiv, zanemarljiv je uticaj dolazne brzine. Taj odnos se izra∙za-
va sa:

v2
0=2g

H
=

Q2

2gA2
0H

=
C2
QH

5

(12;5H2)2H
= (

CQ
12;5

)2 (106{45)

U prethodnom izjedna∙cavanju najpre je brzina v0 zamenjena
sa Q=A0, gde je A0 presek struje u kanalu ispred preliva. Potom je pro-
ticaj Q izra∙zen obrascem (106{40), a A0 proizvodom iz ∙sirine kanala
(B = 5H) i dubine (= 2; 5H), tj. prema napisanom na slici 106{14.
Krajnji rezultat, uz CQ = 0;3, iznosi 6£ 10¡4, ∙sto je zanemarljivo, a to
je trebalo pokazati.

Razlozi za pojavu mnogo obrazaca za trougaoni preliv (od kojih
je navedeno samo nekoliko) su isti kao kod ravanskog prelivanja preko
tankozidnog o∙stroivi∙cnog preliva i nema ih smisla ponavljati.

¤ ¤ ¤

Do sada je razmatran trougaoni preliv gde je ugao koji odre¹duje
otvor preliva ® = 450 (vidi sliku 106{14). Za preliv gde ® 6= 450,
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proticaj se mo∙ze oceniti prema:

Q(®)

Q(450)
= tg® (106{46)

jer je ∙sirina prelivanja, za istu visinu prelivanja, srazmerna sa tg®.

¤ ¤ ¤

Bez obzira na ponu¹dene obrasce potpuna sigurnost za odre¹divanje
proticaja na jednom mernom prelivu mo∙ze se obezbediti samo utvr¹diva-
njem veze izme¹du merene visine i proticaja na samom prelivu, pretho-
dnim eksperimentalnim radom gde ¶ce se proticaj meriti volumetrijski
(merenjem zapremine protekle u izmerenom vremenu). Ovo je naro∙cito
potrebno ako treba meriti malene proticaje, a pogotovo za prelive sa
otvorom odre¹denim sa ® < 450.

V

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE

U ravanskom nepotopljenom prelivanju za proticaj (po jedinici ∙siri-
ne) mo∙ze se napisati funkcija:

q = q(H; ko1; ko2; : : : ; g; º; ±k) (106{47)

∙cime se kazuje da proticaj q zavisi od visine H prelivnog mlaza, od
grani∙cnih uslova izra∙zenih sa ko1; ko2; : : : ; te od uticaja te∙zine, visko-
znosti i kapilarnosti. Te uticaje unose u funkciju gravitaciono ubrza-
nje g, kinemati∙cki koe¯cijenti viskoznosti º i povr∙sinskog napona ±k.
Ova dva koe¯cijenta dobijena su deljenjem koe¯cijenta viskoznosti ¹,
odnosno koe¯cijenta povr∙sinskog napona ±, sa gustinom, ∙sto je napisano
izrazima (62{12) i (62{14).

Funkcija je napisana da u nju ulaze samo kinemati∙cke veli∙cine. Gra-
ni∙cni uslovi su izra∙zeni du∙zinama koje geometrijski opisuju preliv, i sa
dolaznim brzinama, a to su kinemati∙cke veli∙cine, to su i proticaj (po je-
dinici ∙sirine) q i visina H prelivnog mlaza. Fizi∙cke karakteristike °uida
tako¹de su une∙sene kinemati∙ckim veli∙cinama, gde su dobijene, kako je
malo pre navedeno, delenjem ¹ i ± sa gustinom ½.
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Speci¯∙cna te∙zina ° podeljena sa gustinom ½ daje gravitaciono ubrza-
nje g. Tako je gustina izostavljena, pa je broj dimenzionalnih veli∙cina
smanjen za jednu, ali se, zbog toga, primenom dimenzionalne analize,
broj veli∙cina ne smanjuje za tri, nego za dve, jer su u kinematici dve
osnovne veli∙cine.

Za osnovne veli∙cine uze¶ce se H i g, pa ¶ce sve ostale veli∙cine dobiti
bezdimenzionalne zamene (izra∙zene preko navedenih osnovnih veli∙cina).
Tako se prethodna funkcija svodi na vezu bezdimenzionalnih veli∙cina:

q

g1=2H3=2
= f

Ã
Ko1;Ko2; : : : ;

º

g1=2H3=2
;
±k
gH2

!
(106{48)

Ko1;Ko2; : : : su grani∙cni uslovi napisani u bezdimenzionalnom obli-
ku, dok su dva preostala ∙clana u zagradi bezdimenzionalne zamene za º
i ±k. Napisano na levoj strani mo∙ze se uzeti i podeljeno sa

p
2, a ume-

sto pomenuta dva preostala ∙clana u zagradi uze¶ce se njihove recipro∙cne
vrednosti. Tako se umesto prethodne funkcije ispisuje:

qp
2gH3

= F

0
BB@Ko1;Ko2; : : :| {z }

Ko

;

p
gH3

º
;
gH2

±k

1
CCA (106{49)

Leva strana je koe¯cijent prelivanja ∙sto se uvi¹da iz jedna∙cine
(106{13), svi grani∙cni uslovi nadalje ¶ce se pisati simboli∙cno sa Ko, a
poslednja dva ∙clana izra∙zavaju bezdimenzionalno kinemati∙cki koe¯ci-
jent viskoznosti, odnosno kinemati∙cki koe¯cijent povr∙sinskog napona,
a to su onda oblici Rejnoldovog (Re), odnosno Veberovog (We) broja,
prilago¹deni zadatku koji se re∙sava. Sa svim napomenama prethodna
funkcija se zamenjuje sa:

mH = mH(Ko;Re;We) (106{50)

gde su

Re =

p
gH3

º
(106{51)

We =
gH2

±k
(106{52)

Ovi izrazi, za Re i We, su u dimenzionalnom skladu sa izrazima
(62{15) i (62-17), napisanim prilikom uvo¹denja ovih brojeva. Naime,
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u (62{15) deli se proizvod karatkeristi∙cne du∙zine L0 i karakteristi∙cne
brzine u0 sa koe¯cijentom º, a ovde, u (106{51) karakteristi∙cna du∙zina
je H, dok karakteristi∙cnu brzinu zamenjuje veli∙cina

p
gH koja ima di-

menziju brzine. Karakteristi∙cnu brzinu na kvadrat iz (62{17) ovde za-
menjuje gH, ∙sto se mno∙zi sa karakteristi∙cnom du∙zinom H, pa se taj
proizvod deli sa ±k, pa je (106{52) oblik We-broja, prilago¹denog za-
datku koji se razmatra.

Svojevremeno, po uvo¹denju u razmatranje Re-, Ca-, Fr- i We- broja,
izrazima (62{1) do (62{4), obja∙snjeno je da uticaji koje predstavljaju ti
brojevi slabe ako ti brojevi rastu. Iz prethodno napisanih, sa (106{51)
i (106{52), izraza za Re i We vidi se da su ti brojevi za isti °uid (iste
vrednosti za º i ±k) ve¶ci ako je visina H prelivnog mlaza ve¶ca. Stoga
je uticaj viskoznosti i povr∙sinskog napona manji ako je visina H ve-
¶ca. Prema tome, ti uticaji bi¶ce izra∙zeniji za manje visine H prelivnog
mlaza.

Ako su uticaji viskoznosti i povr∙sinskog napona zanemarljvi, a to se,
shodno prethodnom obja∙snjenju, mo∙ze o∙cekivati kada visina prelivnog
mlaza pre¹de neku odre¹denu vrednost, funkcija (106{50) se svodi na:

mH = mH(Ko) (106{53)

Ovo zna∙ci da je prelivanje pod premo¶cnim uticajima te∙zine i iner-
cijalnosti, a zanemarljivi su uticaji viskoznosti i povr∙sinskog napona.
Uticaje te∙zine i inercijalne povezuje Fr-broj, uveden sa (62{3), a leva
strana u (106{49) se mo∙ze shvatiti kao

p
Fr, ako se kao karakteristi∙cna

brzina u0 uzme q=H, a H kao karakteristi∙cna du∙zina L0.
Iz jedna∙cine (106{16) se zaklju∙cuje da je poznavanjem koe¯cijen-

ta mH iz obrasca (106{13) poznat i koe¯cijent m iz (106{6), ako je
poznat i odnos P=H, a taj odnos je u∙sao u grani∙cne uslove Ko u funk-
ciji (106{50). Prema tome, ako je ta funkcija odre¹dena, odre¹dena je i
funkcija za m, pa se mo∙ze pisati:

m = m(Ko;Re;We) (106{54)

Prema osnovnom obrascu za prelivanje (106{6), m se dobija delje-

njem q sa
q

2gH3
0 , pa se umesto prethodnog izraza mo∙ze napisati i:

qq
2gH3

0

= f(Ko;Re;We) (106{55)
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Kako je malo pre obja∙snjeno pri ve¶cim vrednostima za H (a onda
i H0) mo∙ze se o∙cekivati da uticaji Re- i We- broja postanu bezna∙cajni,
pa se funkcija (106{55) svodi na:

m = m(Ko) (106{56)

¤ ¤ ¤
Predmet razmatranja koja slede je primena napisanih funkcija na

pojedine vrste preliva { dakako, za nepotopljeno ravansko prelivanje za
koje su funkcije i napisane.

Za tankozidni o∙stroivi∙cni preliv u grani∙cne uslove ulaze visina P
pregrade i debljina ± se∙civa na vrhu preliva. Ove uslove bezdimen-
zionalno izra∙zavaju odnosi P=H, ±=H, pa ovi odnosi ulaze u Ko u
funkciji (106{50) i ona se svodi na:

mH = (
P

H
;
±

H
;Re;We) (106{57)

Pri pisanju prethodne veze podrazumevalo se da su dubina i ∙sirina
kanala pred prelivom dovoljne da je te∙cenje pred prelivom smireno u toj
meri da lokalni uticaji sa po∙cetka kanala ne dopiru do preliva. O tim
uslovima raspravljalo se, ranije, u Odeljku I, pri kraju razmatranja
o∙stroivi∙cnog preliva, i oni su i prikazani na slici 106{5.

Treba se podsetiti ranijih izlaganja gde je obja∙snjeno da je uticaj
∙sirine ± se∙civa na vrhu preliva manji ako je visina prelivnog mlaza ve¶ca.
Posle izraza (106{51) i (106{52), za Re i We, obja∙snjeno je da uticaj vi-
skoznosti i povr∙sinskog napona opada sa porastom visine H. Iz ova dva
navoda sledi da ¶ce ra∙s¶cenjem visine H funkcija te∙ziti na zavisnost mH

samo od P=H tj. na mH = mH(P=H), a to pokazuje i obrazac (106{18).
Taj obrazac sa H > 0;5m i za H > 0;25m (tj. P > 2m, a ve¶ce visine
prelivnog zida uglavnom se ne primenjuju) pokazuje da ∙clan 0;001=H
(koji remeti da mH bude zavisan samo od H=P ) pove¶cava vrednost
koe¯cijenta mH za svega 3 promila.

Navedeni ∙clan (0;001=H) unosi uticaje ∙sirine ± se∙civa, kao i uticaje
viskoznosti i povr∙snskog napona, ali sve to te∙sko se mo∙ze izraziti, i sto-
ga je i preporu∙cljivo da se obrazac ne primenjuje za visine H manje
od 5 cm.

Treba naglasiti da se svi obrasci odnose isklju∙civo na prelivanje vo-
de, jer za druge te∙cnosti viskozitet i povr∙sinski napon nisu isti.
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Zanimljiva su zapa∙zanja istra∙ziva∙ca da koe¯cijent prelivanja zavisi
i od temperature. To se ne mo∙ze pripisati termodinami∙ckom procesu,
nego je uticaj temperature posredan, ona menja koe¯cijent viskoznosti,
pa se onda pojavljuje uticaj Re-broja.

Za ∙siroki prag i za preliv prilago¹den prelivnom mlazu, i za prelivne
visine ve¶ce od 10 cm (∙sto se i ostvaruje u prete∙znom delu prakti∙cnih
zadataka) mogu se izostaviti uticaji Re i We-broja, pa je onda sho-
dno (106{56), koe¯cijent prelivanja m zavisan samo od grani∙cnih uslo-
va, od Ko.

Za o∙stroivi∙cni ∙siroki prag funkcija (106{56) svodi se onda na:

m = m(P=H0) (106{58)

jer se grani∙cni uslov, izra∙zen bezdimenzionalno, uz H0 kao osnovnu ve-
li∙cinu, svodi na P=H0, uz pretpostavku o∙stroivi∙cnosti i uz vertikalnu
uzvodnu povr∙sinu. Na slici 106{2 ispisani koe¯cijenti prelivanja su u
skladu sa prethodnim izrazom (106{58). Treba se podsetiti da se te vre-
dnosti koe¯cijenta m odnose na prag koji se ,,pona∙sa kao ∙siroki prag" tj.
ako je njegova ∙sirina (meri se du∙z strujanja i na slici 106{2 je obele∙zena
sa l) ve¶ca od trostruke kriti∙cne dubine. Ako je manja mora se voditi
ra∙cuna i o odnosu l=H0, pa je:

m = m(P=H0; l=H0)

Ranije, u Odeljku I, pri kraju razmatranja prelivanja preko ∙sirokog
praga, ukazano je na pove¶canje koe¯cijenta m sa smanjem du∙zine l, ako
je l < 3hK.

Za ∙siroki prag sa uzvodnim zaobljenjem u grani∙cne uslove ulazi geo-
metrijski oblik zaobljenja, upravo u Ko ulaze bezdimenzionalne veli∙cine
koje to opisuju. Tako¹de se koe¯cijent m malo pove¶ca, ako je prag i
o∙stroivi∙can, ali je uzvodna povr∙sina nagnuta, pa taj nagib ulazi u Ko.
Me¹dutim, u svim slu∙cajevima m ne¶ce pre¶ci vrednost m = 0;385 koju bi
dao idealan °uid.

Za preliv prilago¹den prelivnom mlazu celokupan geometrijski opis
preliva daje niz du∙zina L1; L2; : : : koje bezdimenzionalno izra∙zene, u
odnosu na energetsku visinu H0 prelivanja za koju je preliv projektovan
(H0 = Hproj), ∙cine niz konstanti:

L1

Hproj

= C1 ;
L2

Hproj

= C2 ; : : :
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kao ∙sto se vidi iz slike 106{7.
Prema tome u funkciji (106{56) Ko je skup konstanti pa je onda:

m = const za H0 = Hproj (106{59)

a tako je i upisano u (106{24), gde je m = 0;49.
Ako ne preliva proticaj za koga je oblikovan preliv (H0 6= Hproj),

bezdimenzionalni opis grani∙cnih uslova Ko, za osnovnu du∙zinu H0, ∙cine
odnosi:

L1

H0

=
L1

Hproj

Hproj

H0

= C1
Hproj

H0

;
L2

H0

= C2
Hproj

H0

; : : :

pa se Ko svodi na zavisnost od H0=Hproj, a onda je odre¹denje funkci-
je (106{55)

m = m(H0=Hproj) (106{60)

a to i pokazuje izraz (106{25).
Napisano sa (106{59) i (106{60), odnosno ranija odre¹denja tih funk-

cija (106{24) i (106{25), uslovljavaju da je visina brane P ve¶ca od dvo-
struke energetske visine H0 prelivnog mlaza, a taj uslov (P > 2H0),
naveden je i ranije, uz prate¶ce obja∙snjenje da je on zadovoljen gotovo u
svim primerima prelivnih brana. Neuticanje visine P brane dozvoljava
izostavljanje P=H0 u Ko.

¤ ¤ ¤
Za ravansko potopljeno prelivanje, u grani∙cne uslove, napisane sa

bezdimenzionim veli∙cinama, treba uvrstiti i Hpot=H0 (Hpot je visina
potapanja tj. nadvi∙senje nizvodnog nivoa iznad vrha brane { vidi sli-
ku 106{10). Mogu se grani∙cni uslovi razdvojiti: neka Kon ozna∙cava te
uslove za nepotopljeno prelivanje, a na njih se jo∙s dodaje Hpot=H0, pa
se na osnovu (106{55) pi∙se:

qq
2gH3

0

= f(Kon;
Hpot

H0

;Re;We) (106{61)

Leva strana ovoga izraza mo∙ze se zameniti sa Cpotm, jer to dozvo-
ljava jedna∙cina (106{26), i ta zamena dovodi do:

Cpotm = f(Kon;
Hpot

H0

;Re;We) (106{62)

532

DRAFT verzija 2001.



pa se za Cpot mo∙ze napisati:

Cpot =
f(Kon; Hpot=H0;Re;We)

m
(106{63)

m je koe¯cijent prelivanja za nepotopljeno prelivanje pri istoj vre-
dnosti za H0, a on je, shodno (106{54), funkcija od Kon, Re i We,
pa je:

Cpot = Cpot(Kon;Hpot=H0;Re;We) (106{64)

Ako je uticaj Re i We bezna∙cajan, dobija se prostija zavisnost
za Cpot:

Cpot = Cpot(Kon; Hpot=H0) (106{65)

Iz gra¯∙ckog prikaza, obele∙zenog sa ,,a" na slici 106{10, moglo bi se
zaklju∙citi da Cpot za prelivnu branu zavisi samo od stepena potapa-
nja Hpot=H0. Treba se, me¹dutim, prisetiti da je re∙ceno da taj prikaz
va∙zi samo za H0 = Hproj (za energetsku visinu H0 za koju je preliv obli-
kovan), a za taj slu∙caj se grani∙cni uslovi svode na niz konstanti, kako je
obja∙snjeno iza izraza (106{59), pa je zaista Cpot = Cpot(Hpot=H0). Za
istu branu, a za druge visine H0, za H0 6= Hproj, grani∙cni uslovi Kon se
izra∙zavaju sa H0=Hproj ∙sto se vidi iz izraza (106{25), pa je onda:

Cpot = Cpot(H0=Hproj; Hpot=H0)

Svojevremeno je obja∙snjeno (u Odeljku III) da se za ∙siroki prag Cpot

mo∙ze sra∙cunati primenom jedna∙cina (106{10) i (106{12). Po prvoj se
sra∙cuna proticaj za nepotopljeno prelivanje, a po drugoj za potopljeno
za istu vrednost za H0, pa se delenjem drugog proticaja sa prvim dobi-
ja Cpot. Svakako da ¶ce Cpot zavisiti od stepena potopljenosti Hpot=H0

i od grani∙cnih uslova za nepotopljeno prelivanje.

¤ ¤ ¤

Su∙zavanje mlaza odre¹duje koe¯cijent su∙zavanja Cb, napisan sa
(106{31) odnosno (106{32). Prelivni mlaz ne koristi celu raspolo∙zivu
∙sirinu b nego se suzi na bc. Bezdimenzionalna veli∙cina Cb zavisi od bezdi-
menzionalnih veli∙cina koje opisuju grani∙cne uslove, te od Rejnoldsovog
i Veberovog broja,∙sto se pi∙se sa: Cb = Cb(Ko;Re;We).

U grani∙cne uslove napisane sa Ko ulaze bezdimenzionalne veli∙cine
navedene u Odeljku III: b=B;H=P;H=b. Sa B je ozna∙cena ∙sirina struje
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ispred preliva, sa P visina pregradnog prelivnog zida, odnosno visina
prelivne brane, H je visina prelivnog mlaza.

Uz tako odre¹dene grani∙cne uslove prethodna funkcija se svodi na:

Cb = Cb

Ã
b

B
;
H

P
;
H

b
;Re;We

!

Ranije je prihva¶cena zavisnost (106{36) i ona je gra¯∙cki prikazana
slikom 106{11. Upore¹denjem prethodnog izraza sa (106{36) uvi¹da se
da su u (106{36) izostavljeni H=b;Re;We. Izostavljanje H=b tamo je
obja∙snjeno navodom da taj odnos uti∙ce posredno preko H=P . Tamo
je, u izraz (106{33), u∙sla visina H prelivnog mlaza kao dimenzionalna
veli∙cina, ∙cime su posredno u∙sli Re i We, jer izrazi (106{51) i (106{52)
pokazuju da visina H name¶ce vrednosti za Re i We, za isti °uid (za iste
vrednosti za º i ±k). IzostavljanjemH iz (106{33), do∙slo se do (106{36),
∙sto u stvari zna∙ci zanemarenje uticaja Re i We.

¤ ¤ ¤
Za proticaj Q preko trougaonog preliva, po ugledu na funkciju

(106{48), mo∙ze se napisati:

Q = Q(H;Ko1;Ko2; : : : ; g; º; ±k) (106{66)

Primenom dimenzionalne analize, sa osnovnim veli∙cinama H i g,
istim postupkom kojim se do∙slo do (106{48), prethodni izraz dovodi do:

Qp
2gH5

= f(Ko;Re;We) (106{67)

Ako se zadovolje uslovi za du∙zinu i dubinu ispred preliva, napisani
na slici 106{14, te∙cenje se pre prelivanja do te mere smiri da je zanemar-
ljiv uticaj prilazne brzine, ∙sto je dokazano procenom odnosa napisanog
sa (106{45), pa u grani∙cne uslove ne ulaze ni ∙sirina B kanala, ni visi-
na P prelivnog zida. Na proticaj mo∙ze da uti∙ce obrada prelivne ivice
kojom se posti∙ze o∙stroivi∙cnost. Merodavna je ∙sirina na vrhu prelivne
ivice, koji je kod ravanskog prelivanja preko o∙stroivi∙cnog preliva ozna-
∙cena na slici 106{5 sa ±. Bezdimenzionalna zamena za ± je ±=H, pa
se (106{68) svodi na:

CQ = CQ(
±

H
;Re;We) (106{68)
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Ovde je leva strana u (106{67) zamenjena sa koe¯cijentom preliva-
nja CQ, ∙sto dozvoljava osnovni obrazac za prelivanje preko trougaonog
preliva (106{39).

Ako je prelivni mlaz odba∙cen od uzvodne o∙stre ivice preliva, bez za-
lepljivanja na ∙sirini ±, ta ∙sirina ne uti∙ce na prelivanje. To se ostvaruje
kada visina prelivnog mlaza pre¹de odre¹denu granicu (∙sto je ∙sirina ± ve¶ca
potrebna je ve¶ca visina mlaza da se to ostvari). Pove¶canjem visine pre-
livnog mlaza smanjuje se uticaj Rejnoldsovog i Veberovog broja { to je
obja∙snjeno iza napisanih izraza (106{51) i (106{52) za te brojeve.

Prethodni navodi upu¶cuju na zaklju∙cak da CQ te∙zi konstantnoj vre-
dnosti pove¶canjem visine prelivnog mlaza, jer CQ zavisi od sve manje
uticajnih bezdimenzionalnih veli∙cina upisanih u funkcije (106{68). To
pokazuje i obrazac (106{42), jer on za pove¶canje visineH od 5 do 50 cm
smanjuje koe¯cijent CQ od 0;322 do 0;307 (za 4;7%), dok za H od 50
do 100 cm smanjenje je od 0;307 do 0;302 (za 1;3%). Obrazac (106{44)
daje odgovaraju¶ca smanjenja 4;4%, odnosno 0;6%.

Nave∙s¶ce se i jedan obrazac u kome se ne pojavljuje zavisnost od
∙sirine ± na vrhu prelivne ivice, ali se ispoljava zavisnost od Re i We.
To je obrazac:

CQ = 0;3
∙
1 +

5

4
(ReWe)¡1=6

¸
(106{69)

Uz ovaj obrazac treba naglasiti da ¶ce imati razli∙cite vrednosti koe-
¯cijenta CQ, a za istu vrednost visine H, ako se primeni na razli∙cite
te∙cnosti. Te vrednosti se menjaju i ako se obrazac primeni isklju∙civo
na vodu, jer zavise od temperature. Za uobi∙cajene temperature od 5
do 200C vrednosti tih koe¯cijenata su:

za 50C 106º = 1;52 m2s¡1 106±k = 75;4m3s¡2

za 200C 106º = 1;01 m2s¡1 106±k = 73;7m3s¡2

)
(106{70)

Vrednosti za koe¯cijent povr∙sinskog napona ±k odnose se na vodu
∙ciju povr∙sinu opkoljava vazduh (tako je kod prelivnog mlaza).

U obrascu (106{69) Re i We ¶ce se izraziti sa (106{51), odnosno
(106{52), a potom ¶ce se za njih koristiti prethodno, sa (106{70), napi-
sane vrednosti. Dobi¶ce se:

za 50C CQ = 0;3(1 + 0;0156H¡7=12) (106{71)

za 200C CQ = 0;3(1 + 0;0145H¡7=12) (106{72)
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U ovim obrascima visina se uvr∙stava u metrima.
Dva prethodna obrasca daju rezultate koji se bezna∙cajno razlikuju,

pa se mo∙ze primeniti jedinstveni obrazac:

CQ = 0;3(1 + 0;015H¡7=12) (106{73)

koji ¶ce dati rezultate koji od napisanih sa (106{71) i (106{72) odstupaju
do §0;3%, za visinu H ve¶cu od 5 cm. Ovo pokazuje da uticaj tempe-
rature vode nije zna∙cajan. Prethodni obrazac (106{73) za H = 5 cm
i H = 40 cm daje CQ = 0;326, odnosno CQ = 0;308, a te vrednosti
ne razlikuju se mnogo od vrednosti koji proizlaze iz obrazaca (106{42)
i (106{44).
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107
ISTICANJE

I

ISTICANJE IZ SUDA

Ako se izuzme blizina otvora kroz koji voda isti∙ce iz suda, brzina u
sudu je zanemarljiva, pa onda vlada hidrostati∙cka zakonistost. Stoga
su za presek struje (I) na slici 107{1 pijezometarska i energetska kota
(¦I; EI) na koti slobodne povr∙sine vode.

Const

Q

II IIv
isticanje kroz otvor povr{ine A je = AQ v

I

I E I

H

ΠII

v 2 
2g

v 2 
2g

v ~ 0

ΠI

Slika 107{1 Isticanje iz suda

Mlaz slobodno isti∙ce, pa je u preseku (II), polo∙zajna kota ujedno
i pijezometarska (¦II), jer se pretpostavlja da je kroz presek strujanje
pravolinijsko i paralelno, pa je pijezometarska kota ista za sve deli¶ce u
preseku, a po obimu ona se poklapa sa polo∙zajnom, jer nema pritiska
(mlaz slobodno isti∙ce).

Na osnovu jedna∙cine energije za preseke (I) i (II):

EI = EII + EI¡II
izg
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pi∙se se:

¦I = ¦II +
v2
II

2g
+ »

v2
II

2g
(107{1)

jer je EI = ¦I, a EII = ¦II + v2=2g. Gubitak energije je napisan uobi-
∙cajenim na∙cinom: koe¯cijent » se mno∙zi sa v2

II=2g.
Iz slike 107{1 se vidi da je pijezometarska razlika ¦I ¡ ¦II u stvari

tzv. visina isticanja H. Po∙sto u jedna∙cinu (107{1) ulazi samo jedna
brzina (vII), mo∙ze se indeks uz nju izostaviti, pa se umesto vII pi∙se v.
Sa ovim zamenama jedna∙cine (107{1) se preobli∙cava u:

H =
v2

2g
(1 + ») (107{2)

Pogodno je koristiti ,,koe¯cijent brzine" Cv:

Cv =

s
1

1 + »
(107{3)

pa je

v = Cv
q

2gH (107{4)

U idealnom °uidu gubitka energije nema (» = 0), pa je Cv = 1, dok
je kod stvarnog °uida Cv < 1. Za idealan °uid je:

vid =
q

2gH

pa se iz napisana dva izraza dobije:

v

vid

= Cv (107{5)

Napominje se da je koe¯cijent brzine Cv ve¶c ranije kori∙s¶cen, uveden
je u Poglavlju 103, izrazom (103{6).

Kod dobro oblikovanog otvora » ne prelazi 0,05, pa je Cv skoro
jedinica, nije manji od 0,97.

Ako nema skupljanja mlaza (,,kontrakcije"), ∙sto zna∙ci da je presek
mlaza koji isti∙ce isti kao presek otvora A, proticaj je:

Q = vA = CvA
q

2gH (107{6)
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b)

v

Πs

L
HH

δ

H

v   vII =
II

II
ΠII

ΠI=EI
EII

L    D3

Eizg(I        II)

I

I

II

Q = C      2g HQ A
CQ     0.8

CQ    0.6

v 2 
2g

E =izg
(I - II)   

2
ξ

v
2g

v

vI    0

D

c)

II

ΠI=EI ΠI=EI

ΠII

CQ     1.0

Slika 107{2 Isticanje kroz otvor u boku suda: a) o∙stroivi∙cni otvor, b)
otvor sa naglavkom, c) oblikovani otvor (prilago¹den strujanju)

U prethodnom izrazu brzina je zamenjena prema (107{4).

Slika 107{2 prikazuje tri slu∙caja isticanja kroz otvor na boku suda.
Kod njih su za deli¶ce °uida na spoljnoj povr∙sini mlaza koji isti∙ce po-
lo∙zajne kote ujedno i pijezometarske, jer tu nema pritiska. Stoga za
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deli¶ce po obimu jednog preseka mlaza pijezometarska kota ne mo∙ze biti
ista, jer im polo∙zajne kote nisu iste, pa onda pijezometarska kota za
jedan presek nije ista za sve deli¶ce u preseku, a to je posledica ∙sto stru-
janje kroz presek nije paralelno i pravolinijsko, normalno upravljeno na
presek, nego je zakrivljeno. Isto je bilo i kod mlaza koji pada sa o∙stro-
ivi∙cnog tankozidnog preliva, ∙sto je svojevremeno opisano, u Odeljku I
Poglavlja 106, a vidljivo je na slici 106{3. Treba naglasiti da je kod isti-
canja kroz otvor malene visine (ona je ozna∙cena sa ± na slici 107{2a) u
odnosu na visinu isticanja H, tj. za ± ¿ H, uticaj promene pijezome-
tarske kote u preseku mlaza bezna∙cajan, pa se mo∙ze ra∙cunati sa jedin-
stvenom pijezometarskom kotom za ceo presek { ta je kota ozna∙cena
sa ¦II na slici 107{2. Prihvatanjem ove kote podrazumeva se da u celom
preseku nema pritiska (upravo zanemarljivi su), jer je mlaz malenoga
preseka. Na slici 107{2a prikazano je isticanje kroz o∙stroivi∙cni otvor u
tankom bo∙cnom zidu. Mlaz se skuplja, presek mlaza Aml manji je od
preseka otvora A, ∙sto se izra∙zava ,,koe¯cijentom kontrakcije" (skuplja-
nja), koji se ve¶c koristio u nekoliko navrata po∙cev∙si od izraza (102{7).
On je ovde odnos izme¹du preseka mlaza i preseka otvora tj.

CA =
Aml

A
(107{7)

Proticaj Q je proizvod povr∙sine mlaza Aml i brzine vml u njemu:

Q = Amlvml

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta prikladnije je proticaj izra∙zavati kori∙s¶ce-
njem povr∙sine otvora A pa se u prethodnom izrazu Aml zamenjuje
sa CA, a brzina se izra∙zava prema (107{4), pa je:

Q = CAACv
q

2gH (107{8)

I ovde se koristi ,,koe¯cijent proticaja" CQ uveden izrazom (103{9):

CQ = CvCA (107{9)

∙sto ukazuje da se proticaj smanjuje zbog smanjenja brzine u odnosu na
brzinu za idealni °uid (∙sto izra∙zava Cv) i zbog skupljanja mlaza (∙sto
izra∙zava CA).
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Kori∙s¶cenjem (107{9) izraz (107{8) se svodi na:

obrazac za isticanje iz suda kroz otvor povr∙sine A

Q = CQA
p

2gH

H = visinska razlika izme¹du nivoa
vode u sudu i polo∙zaja otvora

CQ = koe¯cijent proticaja

(107{10)

U primerima (b) i (c) na sl. 107{2 izlazni presek mlaza je isti kao
presek otvora, tj. CA = 1, dok je skupljanje u primeru (a) zna∙cajno
iako je za taj primer koe¯cijent brzine Cv blizak jedinici, koe¯cijent CA
znatno uti∙ce na vrednost koe¯cijenta CQ pa je CQ pribli∙zno 0,6. Ta
vrednost bi¶ce obrazlo∙zena u narednim razmatranjima.

Za primer (b) mogu se koristiti saznanja iz prou∙cavanja naglog su∙ze-
nja cevi (Poglavlje 102) jer se iz cevi velikog preseka (∙sto ovde zamenjuje
sud) prelazi u cev malenoga preseka, u cev koja se obi∙cno naziva nagla-
vak (jer je naglavljen na zid suda). Tamo za prelazak iz cevi preseka AI

u presek AII, gde je AII=AI = 0, koe¯cijent lokalnog gubitka » uz v2
II=2g

iznosi 0,5, ∙sto se uvi¹da primenom jedna∙cine (102{13). Primenom izra-
za (107{3), za » = 0;5 dobija se Cv = 0;82, ili zaokru∙zeno Cv = 0;8.
S obzirom da se mlaz po izlasku iz naglavka ne skuplja, CA = 1 pa
je CQ = Cv = 0;8.

Name¶ce se pitanje kolika je du∙zina naglavka potrebna, pa da se
skupljeni mlaz pro∙siri na ceo popre∙cni presek naglavka i da iz naglavka
isti∙ce mlaz preseka istog kao presek naglavka? Odgovor na to pitanje
mo∙ze se na¶ci u ranijim razmatranjima iz kojih je proiza∙sao zaklju∙cak
koji se svodi na izraz (102{14) po kome du∙zina L su∙zene cevi pre∙cnika D
treba da bude L > 3D pa da se u su∙zenoj cevi mlaz pre njenog kraja
pro∙siri na ceo raspolo∙zivi presek. To je procenjeno za najizrazitija su∙ze-
nja, pa se mo∙ze preneti i na naglavak. Prema tome, dovoljna je du∙zina
naglavka jednaka trostrukom pre∙cniku otvora da bi se ra∙cunao izlazni
presek mlaza jednak preseku naglavka, tj. sa CA = 1.

Zanimljivo je razmotriti koliko iznosi presek su∙zenog mlaza (su∙zenje
mlaza je prikazano na slici 107{2b). Iz ranijih razmatranja mo∙ze se
preneti jedna∙cina (102{19) koja ukazuje da je, za AII=AI = 0, presek
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su∙zenog mlaza svega 0;62 preseka cevi. Toliko je i ovde, i onda se presek
mlaza postepeno pove¶cava do preseka naglavka { razume se, uz odgo-
varaju¶ce smanjivanje brzine, a onda uz pove¶canje pijezometarske kote.
(Isto je bilo i kod su∙zavanja cevi.) Pijezometarska kota sa ¦s poraste
do izlaza iz naglavka na ¦II (vidi sliku 107{2b).

U slu∙caju (a) mlaz se do su∙zenog preseka oblikuje isto kao u slu∙ca-
ju (b), pa je su∙zeni presek isti. U oba slu∙caja { (a) i (b) { brzina vs u
su∙zenom preseku, na osnovu jedna∙cine energije primenjene na presek u
sudu i na presek su∙zenog mlaza, iznosi:

v = Cv(¦I ¡ ¦s)

gde su ¦I i ¦s pijezometarske kote u sudu, odnosno su∙zenom mlazu. U
slu∙caju (a) ¦s = ¦II, a u slu∙caju (b) ¦s < ¦II, pa iz toga sledi da je u
slu∙caju (b) brzina ve¶ca { razume se za istu visinu isticanjaH = ¦I¡¦II.
Pove¶canje brzine u (b), u odnosu na (a), omogu¶cavaju potpritisci u (b),
dok u (a) takva mogu¶cnost ne postoji, jer je mlaz slobodan (oslobo¹den
od pritisaka). U slu∙caju (b) propusna mo¶c je ve¶ca zahvaljuju¶ci ∙sto je
su∙zeni mlaz pro∙siren na ceo presek otvora, uprkos toga ∙sto je gubitak
energije ve¶ci, a izlazna brzina manja.

Na kraju, slu∙caj ,,c" sa slike 107{2 prikazuje otvor prilagoden stru-
janju, gde nema ni skupljanja mlaza, a gubici energije su zanemarljivi.
Tu je CA = 1, a iza izraza (107{5) navedeno da se za dobro obliko-
van otvor mo∙ze ra∙cunati sa Cv = 0;98, ili zaokru∙zeno Cv = 1, pa je
onda CQ = 1.

Obavljene procene vrednosti koe¯cijenta proticaja CQ za sva tri slu-
∙caja upisane su na slici 107{2. Me¹dusobni odnos proticaja je slede¶ci:

Qa < Qb < Qc

Pribli∙zno je:
Qa

Qc
= 0;6

Qb

Qc
= 0;8

Za brzine odnosi su druk∙ciji, jer je:

va ¼ vc > vb

a pribli∙zno je vc=vb = 0;8.

¤ ¤ ¤
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Sud sa otvorom na dnu mo∙ze da poslu∙zi za odre¹divanje proticaja
merenjem dubine u sudu. Prethodno se mora odrediti zavisnost proti-
caja Q od dubine H, tj. Q = Q(H), ve¶cim brojem opita gde se mere obe
veli∙cine. Proticaj se meri na neki drugi na∙cin, najbolje je volumetrijski,
tj. merenjem istekle zapremine V kroz vreme T (proticaj Q = V=T ).

Sud namenjen merenju mo∙ze da ima vi∙se otvora na dnu da bi se
pove¶cao raspon proticaja koji ¶ce se meriti. Zavisno od proticaja koji
se meri bi¶ce otvoren potreban broj otvora, dok su ostali zatvoreni. Za
proticaje bliske minimalnom otvoren je samo jedan otvor, a za one bli-
ske maksimalnom svi otvori su otvoreni. Uz to svi otvori ne moraju
biti iste povr∙sine.

¤ ¤ ¤
Razmatra se ravanski zadatak isticanja kroz otvor povr∙sineA na dnu

suda (sl. 107{3). Otvor je oblikovan tako da je prilago¹den strujanju, pa
je gubitak energije zanemarljiv (Cv ¼ 1), a nema ni skupljanja mlaza
(CA = 1), pa se mo∙ze ra∙cunati sa:

v =
q

2gH; Q = vA (107{11)

Napisani izraz za brzinu v podrazumeva da je brzina u sudu, u
preseku (I) zanemarljiva. To se podrazumevalo u svim prethodnim
razmatranjima isticanja iz suda.

Namerno se razmatra ravanski zadatak, jer to omogu¶cava pregledno
prikazivanje pritiska na dno na slici 107{3, a zaklju∙cci se mogu preneti
i na zadatak koji nije ravanski. Prikaz na navedenoj slici nacrtan je na
osnovu slede¶ceg rasu¹divanja.

Sile koje u vertikalnom pravcu deluju na masu °uida izme¹du prese-
ka (I) u sudu i preseka izlaze¶ceg mlaza su: te∙zina te∙cnosti G, vertikalna
komponenta KZ sile K kojom ∙cvrsta granica deluje na °uid i inercijalna
,,sila" I koja se svodi silu u izlaznom preseku.

Jedna∙cina ,,ravnote∙ze" navedenih sila izra∙zena je sa:

G = KZ + I (107{12)

Sila I je jednaka:

I = ½Qv = ½Av2 = 2°A
v2

2g
= 2°AH (107{13)
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Q

Q

b

I

Ω

Ω = 2bH

p
γ H

ΠI=EI

Slika 107{3 Optere¶cenje na dno suda pri isticanju kroz otvor na dnu

Ona je najpre izra∙zena prema izlo∙zenom u Poglavlju 82, a onda
je proticaj Q zamenjen sa Av jer nema skupljanja mlaza, i na kraju,
v2=2g je zamenjeno sa H shodno (107{11). Zamenom I, u (107{12),
napisanim sa (107{13) dobija se za silu kojom na °uid deluje dno,
odnosno na silu kojom °uid potiskuje dno:

KZ = G¡ 2°AH (107{14)

Ova jedna∙cina pokazuje da sud prima silu KZ manju od te∙zine vode
u njemu za 2°AH, a te∙zina vode iznad otvora je °AH. Prema tome,
sud prima silu manju od te∙zine vode u njemu za dvostruku te∙zinu koju
bi primila povr∙sina koja bi zatvarala otvor kada ne bi bilo isticanja.

Na osnovu sprovedenog postupka ne mo∙ze se odrediti raspored pri-
tiska na dno koji daju silu KZ . Za to bi trebalo raspolagati dopunskim
saznanjima. Iako se ne mo∙ze ta∙cno nacrtati optere¶cenje na dno, mo∙ze
se pribli∙zno, kako je to i u∙cinjeno na slici 107{3. Uz sam otvor pritiska
nema, a udaljavanjem od otvora pritisak raste (jer se brzina smanjuje)
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da bi na kratkom rastojanju do∙slo do pritiska koji daje hidrostati∙cki
raspored pritiska, jer su odatle brzine zanemarljive.

Ovaj zaklju∙cak potpoma∙ze u crtanju pritisaka na dno na sl. 107{3,
a uz to se koristi saznanje da povr∙sina  na slici mora da bude 2bH.
Naime, primenio se postupak koji je gra¯∙cki prikazivao optere¶cenje u
ravanskim hidrostati∙ckim zadacima, i koji izlo∙zen u Odeljku III Poglav-
lja 72 (vidi sliku 72{10).

Povr∙sina otvora A je na slici 107{3 prikazana sa ∙sirinom otvora b,
jer je A = Lb, gde je L proizvoljna du∙zina otvora (meri se u ravni
normalnoj na crte∙z). Zamenom A sa Lb u (107{13) dobija se da je:

I = 2bH°L (107{15)

a sila po postupku sa ve¶c pomenute slike 72{10 je jednaka proizvodu iz
povr∙sine  koja predstavlja silu i °L, pa onda prethodni izraz pokazuje
da je I = °L, iz ∙cega sledi:

 = 2bH (107{16)

Ovo je u skladu sa ranijim navodom da je inercijalna ,,sila" I je-
dnaka dvostrukoj vrednosti te∙zine stuba vode iznad otvora, a tu te∙zinu
u gra¯∙ckom prikazu ravanskog zadatka predstavlja povr∙sina bH jedna-
ka =2.

Ako se izostavi pretpostavka o idealnom °uidu, iz jedna∙cine (107{4)
se dobija:

v2

2g
= C2

vH (107{17)

pa se umesto (107{13) dobija:

I = 2°AHC2
v (107{18)

Ova sila iznosi silu za idealan °uid pomno∙zenu sa C2
v . Mo∙ze se uzeti

da je otprilike C2
v = 0;95.

I za zadatak isticanja kroz otvor na dnu suda, koji nije ravanski, ako
nema skupljanja mlaza, va∙zi jedna∙cina (107{13), odnosno (107{18), ali
se optere¶cenje na dno ne mo∙ze prikazati povr∙sinom u ravni crte∙za.

¤ ¤ ¤
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Komponenta inercijalne ,,sile" u preseku mlaza koji isti∙ce (,,reaktiv-
na sila") za slu∙cajeve na slici 107{2 izra∙zena je sa:

I = ½Qv = ½
Q2

A
= 2°AHC2

vC
2
A (107{19)

Do ovoga izraza se do∙slo kori∙s¶cenjem (107{8) za zamenjivanje Q2.
C2
vC

2
A (= C2

Q) izra∙zava odnos ,,reaktivne sile" u pojedina∙cnom slu∙ca-
ju i te sile za idealan °uid i bez skupljanja mlaza. Taj odnos iznosi 0;62

za slu∙caj (a) na sl. 107{2, za slu∙caj (b) on je 0;82, dok je za slu∙caj (c)
blizak jedinici.

¤ ¤ ¤
Do sada se razmatralo slobodno isticanje iz suda, bez uticaja sa

nizvodne strane, ∙sto se mo∙ze nazvati nepotopljeno isticanje. Za poto-
pljeno isticanje { slika 107{4 { treba ra∙cunati sa pijezometarskom ra-
zlikom H = ¦I¡¦II, gde su ¦I i ¦II pijezometarske kote u uzvodnom,
odnosno nizvodnom sudu.

Proticaj izra∙zava jedna∙cina:

Q = CQA
q

2g(¦I ¡ ¦II) (107{20)

Otvor
povr{ine

A

H =  - Π ΠI IIQ = C     gHQ A 2

ΠI=EI

ΠII=EII

Slika 107{4 Potopljeno isticanje kroz otvor
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Podrazumeva se da su brzine u sudovima zanemarljive, jer je presek
otvora veoma malen u odnosu na preseke struje u sudovima (to su
preseci postavljeni normalno na pravac isticanja i dovoljno su udaljeni
od otvora da se u njima ne ose¶ca uticaj isticanja kroz otvor).

Uz prethodno mora se primetiti da neispunjavanje prethodnih uslo-
va dovodi do nivoa iznad otvora, a neposredno uz pregradni zid sa
nizvodne strane, koji je ne∙sto ni∙zi od nivoa u udaljenom preseku, gde
se uticaj isticanja vi∙se ne ose¶ca. Ra∙cunanje sa nivoom neposredno uz
pregradni zid je ispravnije (i daje ne∙sto ve¶ci proticaj) od ra∙cunanja sa
nivoom u udaljenom preseku. Me¹dutim prvi navedeni nivo nije lako
odrediti, dok je drugi poznati grani∙cni uslov. Da je prvi nivo ni∙zi lako
je objasniti, primenom jedna∙cine ,,uravnote∙zenja sila" za masu izme¹du
preseka neposredno iza pregrade i onoga udaljenijeg gde je strujanje ne-
poreme¶ceno isticanjem. Za prvi presek ulaze sila pritiska i komponenta
inercijalne ,,sile" u isti∙cu¶cem mlazu, a za drugu sila pritiska i inerci-
jalna. Kako je u preseku isti∙cu¶ceg mlaza brzina znatno ve¶ca od one u
udaljenom preseku, komponenta inercijalne ,,sile" u prvom preseku je
ve¶ca, pa je onda sila pritiska manja { odatle ni∙zi nivo u prvom preseku
(i to se pretpostavljalo).

II

ISTICANJE ISPOD USTAVE

Slika 107{5 prikazuje isticanje ispod ustave pod slede¶cim uslovima:

a) ustava je o∙stroivi∙cna;

b) isticanje je nepotopljeno, a to i ovde, kao i svuda ranije, zna∙ci da
nizvodni uslovi ne uti∙cu na isticanje;

c) ustava je sme∙stena u pravougaonom kanalu ∙sirine b, a tolika je i
∙sirina isti∙cu¶ceg mlaza, pa se zadatak re∙sava kao ravanski.

Od o∙stre ivice ustave gornja povr∙sina vode je zakrivljena ∙cime se
dubina a smanji na hs (a je visina otvora ustave) u preseku gde je
strujanje pravolinijsko i paralelno. Taj presek (sa dubinom hs) je onda
pogodan da bude jedan od preseka za ispisivanje jedna∙cine energije.
Drugi presek, uzvodniji, uzima se ispred ustave, u njemu je dubina H.
Taj presek mora se udaljiti od ustave, jer u njemu strujanje treba da
bude pravolinijsko i paralelno, sa malenom neravnomerno∙s¶cu brzina po
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a

v0

Ho

E vo2  
2g

hs

vs2  
2g

ξvs2

2g

Slika 107{5 Ravansko, nepotopljeno isticanje ispod ustave

preseku. Uz samu ustavu gornji deo strujanja je ,,zaustavna oblast" i
stoga se nivo uz ustavu malo podigne, otprilike za v2

0=2g (v0 je brzina
u preseku sa dubinom H). Smanjivanje brzine sa v0 na nulu dovodi do
pove¶canja pijezometarske kote (pove¶canja nivoa) za v2

0=2g. U donjem
delu struje neposredno pred ustavom dolazi do naglog pove¶canja brzina.

Po∙sto su odabrani preseci, napisa¶ce se jedna∙cina energije za struju
izme¹du njih:

H +
v2
0

2g
= hs +

v2
s

2g
+ »

v2
s

2g
(107{21)

v0 i vs su brzine u presecima gde su dubine H, odnosno hs, a posled-
nji ∙clan predstavlja gubitak energije izme¹du preseka.

Energetska visina H0 u uzvodnom preseku je:

H0 = H +
v2
0

2g
(107{22)

a to je leva strana u jedna∙cini (107{21) pa se uvo¹denjem H0 u tu je-
dna∙cinu dobija:

vs =

s
1

1 + »

q
2g(H0 ¡ hs) = Cv

q
2g(H0 ¡ hs) (107{23)

Cv je koe¯cijent brzine koji se korisito ve¶c nekoliko puta, poslednji
put malo pre kod isticanja iz suda.
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Mno∙zenjem brzine vs sa povr∙sinom preseka struje, jednakom bhs,
dobija se proticaj:

Q = bhsvs = bhsCv
q

2g(H0 ¡ hs) (107{24)

Sa prakti∙cnog stanovi∙sta pogodnije je proticanje ra∙cunati sa povr∙si-
nom otvora, jednakom ba. Zato se uzima u ra∙cun ,,koe¯cijent skuplja-
nja":

CA =
hs

a
(107{25)

pa se uvo¹denjem hs = CAa u (107{23), proticaj izrazi sa

Q = bCAaCv
q

2g(H0 ¡ hs) (107{26)

ili
Q = CQba

q
2g(H0 ¡ hs) (107{27)

Ovde je, kao kod isticanja iz suda, uveden i koe¯cijent protica-
ja CQ = CACv.

Vrednosti za Cv i CA kre¶cu se otprilike u slede¶cim granicama: Cv je
blizak jedinici, a CA zavisi od odnosa a=H, i raste za pove¶canjem to-
ga odnosa, i to od 0;65 za malene vrednosti za a=H, a za a=H = 0;5
dostigne otprilike 0;75.

Nagla∙sava se da se prethodno izlaganje odnosi na nepotopljeno isti-
canje { to je odmah u po∙cetku izlaganja nagla∙seno uslovom (b). U na-
stavku ¶ce se ustanoviti kada je nepotopljenost obezbe¹dena, a kada nije,
kada nizvodni uslovi ne uti∙cu na isticanje, odnosno uti∙cu.

Nepotopljenost je obezbe¹dena za prikazano pod (a) i (b) na slici
107{6. U prvom slu∙caju dubina iza ustave h (upravo dubina koja bi tu
bila da nema ustave) manja je od kriti∙cne (h < hK), a uz to je visina
otvora a < h. Zna∙ci da je iza ustave te∙cenje burno i dubina sa hs se
popne do neporeme¶cene dubine h. U drugom slu∙caju { (b) { te∙cenje
iza ustave je mirno (h > hK), a dubina h je manja od dubine koja se
sa dubinom hs spre∙ze u skok (h < hspr

s ). Dakle, dubina je nemo¶cna
da spre∙ci prodor burnog te∙cenja, ono prodire, dubina se pove¶ca sve do
dubine hspr koja onda sa dubinom h obrazuje hidrauli∙cki skok.

Potopljeno isticanje nastaje ako je dubina iza ustave dovoljna da
spre∙ci prodor burnog te∙cenja, tj. ako je h > hspr

s . To je slu∙caj (c) na
slici 107{6. U potopljenom isticanju voda potopi nizvodnu ivicu ustave
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nepotopljeno
burno linija nivoa bez skoka

burno te~enje potiskuje
mirno - "odba~eni skok"
"skok navu~en " 
na ustavupotopljeno

mirno

isticanje
neporeme}eno
te~enje iza
ustave

a

b

c

hspr

skok

mirno
burno

sa slike 92-5

hs

h  > hspr s

III h hK

b)

burno

sa slike 92-7

a

a)

h hK

VI
hs

h > hs
spr

hs

mirno h hK

c)

hu

Slika 107{6 Uslovi za nepotopljeno/potopljeno isticanje ispod ustave
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i neposredno iza ustave je dubina hu (vidi sliku 107{7), koja je ve¶ca
od dubine hs mlaza koji isti∙ce, ali je manja od neporeme¶cene dubine h,
tj. hs < hu < h. Ne mo∙ze se primeniti jedna∙cina (107{24) i umesto nje
se primenjuje:

Q = bhsCv
q

2g(H0 ¡ hu) (107{28)

Ova jedna∙cina je napisana pod pretpostavkom da je u preseku ne-
posredno iza ustave hidrostati∙cki raspored pritisaka koji odgovara dubi-
ni hu. Upravo pijezometarska kota za taj presek je u nivou vode sa du-
binom hu. Napisana jedna∙cina je samo zamenila dubinu hs u (107{23)
sa hu. Za proticanje je merodavan presek sa dubinom hs iznad koga
je vrtlo∙zna oblast kojom se ne obavlja proticanje. Primena jedna∙cine
(107{27) zahteva da se odredi i dubina hu, i zbog toga treba raspolagati
sa jo∙s jednom jedna∙cinom. To je jedna∙cina ,,uravnote∙zenja sila" koje
u horizontalnom pravcu deluju na masu te∙cnosti izme¹du preseka nepo-
sredno iza ustave i preseka gde su prestali uticaji ustave. Ti preseci
obele∙zeni su sa U, odnosno N, na slici 107{7. Ta jedna∙cina glasi:

1

2
°bh2

u + ½bhsv
2
s =

1

2
°bh2 + ½bhv2 (107{29)

U prvom preseku sila pritiska je ra∙cunata sa dubinom hu, a kom-
ponenta inercijalne ,,sile" samo za deo preseka gde se te∙cnost prenosi,

U

U N

N

h

hs
hu

Slika 107{7 Pri potopljenom isticanju ispod ustave dubinom hu potapa
se isti∙cu¶ci mlaz dubine hs (hs < hu < h = neporeme¶cena dubina nametnuta
nizvodnim grani∙cnim uslovom)
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upravo sa dubinom hs. Komponenta inerecijalne ,,sile" ½Qv napisana
je uz zamenu Q sa bhsvs, odnosno bhv. Deljenjem prethodne jedna∙cine
sa ° dobija se:

1

2
h2

u + hs
v2
s

g
=

1

2
h2 + h

v2

g
(107{30)

Sistem jedna∙cina (107{28) i (107{30) omogu¶cava re∙savanje prakti∙c-
nih zadataka. Za poznati proticaj Q i za njega poznatu nizvodnu dubi-
nu h i njoj pripadaju¶cu brzinu v, navedeni sistem jedna∙cina odre¹duje
dubinu hu i jo∙s jednu veli∙cinu od slede¶ce dve (H0 ili hs), dok je dru-
ga zadata. Za zadatu dubinu hs (a to zna∙ci zadatu visinu otvora a
ispod ustave, ako je poznat koe¯cijent skupljanja CA = hs=a) i njoj
pripadaju¶cu brzinu vs, primenom (107{29) dolazi se do dubine hu, a
onda (107{27) odre¹duje energetsku visinu H0 ispred ustave (a onda je
poznata i dubina H). Ili, za zadatu vrednost za H0 sistem jedna∙cina
¶ce pored hu odrediti i hs, a to zna∙ci potrebnu otvorenost ustave da bi
se propustio zahtevani proticaj Q.

Slikom 107{8 poku∙salo se da se prika∙ze uticanje, odnosno neuticanje
nizvodnih uslova na isticanje ispod ustave. Na slici se prikazuje zavi-
snost proticaja Q od neporeme¶cene dubine h nizvodno od ustave (ta

h

Q
Q s

potopljeno isticanje

Q  <  Q ,  Q>bh  C   g H -hs s v 2 ( )o

nepotopljeno isticanje

= Q = Consts

hs
spr

hs Q=bh  C   g H -hs v 2 ( )=o s

Ho

11

Slika 107{8 Zavisnost proticaja Q od neporeme¶cene dubine h iza ustave
pri istoj energetskoj visini ispred ustave (H0 = const) i istoj dubini hs mlaza
koji isti∙ce
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dubina bi bila i na mestu ustave ako bi se ustava podigla iznad vode),
upravo na slici je gra¯∙cki prikaz funkcije Q = Q(h), a za konstantne
vrednosti H0 i hs. Po∙sto se ne menja dubina hs ni energetska visina H0

ispred ustave, koe¯cijent skupljanja se ne menja, pa hs = const zna∙ci i
da je visina otvora a = const:

Dok je h < hspr
s , prema obja∙snjenju uz sliku 107{6b isticanje je nepo-

topljeno i proticaj se ra∙cuna jedna∙cinom (107{24) koja daje Q = const
za konstantne vrednosti za H0 i hs. Kada dubina h nadvisi hspr

s isti-
canje je potopljeno (slika 107{6c) i treba ra∙cunati jedna∙cinom (107{28).
Po∙sto je hu < hs ta jedna∙cina ¶ce dati proticaj ve¶ci nego da se ra∙cuna
sa h (umesto hu), pa se za proticaj mo∙ze napisati:

Q > bhsCv
q

2g(H0 ¡ h) (107{31)

Proticaj koji bi bio jednak desnoj strani ove nejedna∙cine gra¯∙cki
je prikazan ta∙ckastom linijom na slici 107{8. To je omogu¶cilo da se
prika∙ze kako otprilike izgleda zavisnost proticaja Q od neporeme¶cene
dubine h za potopljeno isticanje.

¤ ¤ ¤

Raspravi¶ce se uticaj ustave na tok ispred nje.
Ako je te∙cenje bez dejstva ustave (ona je podignuta iznad vode) mir-

no (dubina ve¶ca od kriti∙cne), pritvaranje ustave podi∙ze nivo i ispred nje
je mirno te∙cenje usporeno, a dubine se ra∙cunaju uzvodnim smerom od
dubineH ispred ustave (sl. 107{9a). Ta dubina je odre¹dena sra∙cunatom
visinom H0, koja se za zadat proticaj Q sra∙cuna jedna∙cinom (107{24)
ako je isticanje nepotopljeno, odnosno jedna∙cinom (107{28) ako je je
potopljeno.

Ako bi te∙cenje bez uticaja ustave bilo burno, ustava zaustavlja bur-
no te∙cenje i preobra¶ca ga u mirno (sl. 107{9b). Neporeme¶ceno burno
te∙cenje ima dubinu h, a pritvaranjem ustave dubina iza nje je hs, pa
je hs < h. Na slici 107{5a prikazan je prelaz sa dubine hs na dubinu h.
Na osnovu dubine hs, primenom (107{24) sra∙cuna se dubina H ispred
ustave. Da bi se zaista ostvarilo malo pre re∙ceno, da se burno te∙cenje
zaustavlja pre ustave, potrebno je da je:

H > hspr (107{32)

553

DRAFT verzija 2001.



sko
k

burno h
hspr

mirno

mirno
H

H

hs

hs
spr

h K

hK

a)

b)

Slika 107{9 Uticaj ustave na uzvodni mirni (a) i burni (b) tok

Sa hspr je ozna∙cena dubina koja se sa dubinom h spre∙ze u hidrauli∙cki
skok, pa prethodni izraz kazuje da je dubina H sposobna da zaustavi
burno te∙cenje.

Dokaz da se ostvaruje napisano prethodnom nejedna∙cinom je slede-
¶ci. Umesto upore¹divanja energije, uporedi¶ce se speci¯∙cna energija e, jer
se radi o bliskim presecima, pa je zanemarljiva razlika u kotama dna.
Ostvaruje se:

e(H) > e(hs); e(hs) > e(hspr
s ); e(hspr

s ) > e(hspr)

Prva nejedna∙cina iskazuje da je energija za dubinu H (ispred ustave)
ve¶ca od energije za dubinu hs (zbog gubitka energije izme¹du preseka
ispred i iza ustave).

Druga nejedna∙cina izra∙zava da je energija ispred skoka ve¶ca od ener-
gije iza skoka (jer se u skoku gubi energija), jer bi se skok mogao uspo-
staviti od dubine hs do hspr

s .
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Tre¶ca nejedna∙cina napisana je na osnovu poznate zakonitosti da
je dubina iza skoka ve¶ca ako je dubina ispred njega manja (a ovde
je hs < h).

Sve tri nejedna∙cine dovode do:

e(H) > e(hspr)

Kako se radi o speci¯∙cnim energijama za dubine ve¶ce od kriti∙cne,
ve¶ca energija odgovara ve¶coj dubini, pa se na kraju zaklju∙cuje da je:

H > hspr

a to je unapred napisano sa (107{32), a sada je i dokazano.
U slu∙caju ,,b" sa sl. 107{6 do hidrauli∙ckog skoka dolazi iza ustave,

a u slu∙caju ,,a", na koji se odnosi i slika 107{9b, skok je ispred ustave.
Utvr¹divanje mesta skoka ra∙cuna se kako je obja∙snjeno uz sliku 105{16.

¤ ¤ ¤

Na slici 107{10 prikazano je kako otprilike izgleda raspored pritisaka
na ustavu i na dno.

Uz ustavu brzine su zanemarljive, izuzev∙si blizinu otvora, gde pri-
tisci napu∙staju hidrostati∙cku zakonitost, na ivici otvora pritiska nema.

Π dno S

Is
Ps

vo2  
g2

hs

vo

Ho
H Pu

Slika 107{10 Pritisci na ustavu i dno u njenoj blizini
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Slikom je u∙cinjen poku∙saj da se prethodno navedeno iskoristi za gra-
¯∙cki prikaz pritisaka, a osen∙cena povr∙sina predstavlja optere¶cenje na
ustavu. Ta povr∙sina je odre¹dena silom Pu kojom ustava deluje na te∙c-
nost odnosno silom kojom te∙cnost pritiskuje ustavu. Do sile Pu kojom
ustava deluje na te∙cnost dolazi se jedna∙cinom ,,uravnote∙zenja sila" koje
deluju na masu te∙cnosti izme¹du preseka za koje je napisana jedna∙ci-
na (107{21):

(P + I)H = (P + I)s + Pu (107{33)

Sile P i I su sile pritiska i komponente inercijalne ,,sile" u presecima
gde su dubine H, odnosno hs. Sile pritiska ra∙cunaju se pod pretpo-
stavkom hidrostati∙ckog rasporeda pritisaka po preseku, a komponente
inercijalne ,,sile" izra∙zene su na uobi∙cajeni na∙cin:

IH = ½Qv0 = ½bHv2
0 Is = ½Qvs = ½bhsv

2
s (107{34)

U prethodnom proticaj Q je zamenjen sa bHv0, odnosno bhsvs

(b = ∙sirina kanala).
Ako se sile u (107{33) zamene prema neposredno napisanom sa

(107{34) i potom se jedna∙cina podeli sa °b dobija se:

Pu

°b
=
H2

2
+
Hv2

0

g
¡ h2

s

2
¡ hsv

2
s

g
(107{35)

Leva strana ove jedna∙cine jednaka je osen∙cenoj povr∙sini na slici
107{10, jer se kod ravanskog zadatka sila dobija mno∙zenjem povr∙sine
(koja predstavlja silu) sa °b. Tako je bilo i kod prikazivanja optere¶cenja
dna suda iz koga te∙cnost isti∙ce { slika 107{3.

Da bi se dobio raspored pritiska na ustavu, a time bi se utvrdila i na-
padna ta∙cka sile, trebalo bi raspolagati sa dopunskim saznanjima. Da bi
se napisala jedna∙cina momenta svih sila na ustavu (iz koje bi se odredila
napadna ta∙cka sile Pu) morao bi se znati raspored pritisaka na dno. Sila
pritiska kojom dno deluje na posmatranu masu te∙cnosti mora da bude
jednaka te∙zini te mase, jer se vertikalne sile me¹dusobno uravnote∙zuju.
Napadne ta∙cke te dve sile nisu, me¹dutim, na istom pravcu, ∙sto se vidi iz
slike 107{10 gde je nacrtano kako otprilike izgleda pijezometarska linija
za deli¶ce na dnu (¦dno). Povr∙sina ispod te linije (do dna) predstavlja
silu pritiska, i povr∙sina ispod linije nivoa predstavlja te∙zinu. Te dve
povr∙sine me¹dusobno su jednake, ali im te∙zi∙sta nisu u istoj ta∙cki, a u
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te∙zi∙stima su napadne ta∙cke. Dakle, vertikalne sile stvaraju momenat i
on sa momentima horizontalnih sila ulazi u jedna∙cinu momenata iz koji
se odre¹duje napadna ta∙cka sile.

Da linija ¦dno izgleda kako je nacrtana na slici 107{10 mo∙ze da
poslu∙zi slede¶ce obja∙snjenje:

U preseku sa dubinom H strujanje je paralelno i pravolinijsko sa hi-
drostati∙ckim rasporedom pritiska (sa pijezometarskom kotom u nivou
te∙cnosti). Isto je i u preseku sa dubinom hs. Pribli∙zavanjem ustavi sa
uzvodne strane, brzine u donjem delu preseka se naglo pove¶cavaju, dok
se brzine u gornjem delu smiruju. Prose∙cna brzina u preseku sve je
ve¶ca i stoga je prose∙cna pijezometarska kota za presek sve manja, a to
se posti∙ze smanjivanjem te kote za deli¶ce pri dnu, jer je za deli¶ce u bli-
zini nivoa u samom nivou. To se na slici 107{10 prikazalo spu∙stanjem
kote za ¦dno.

Neposredno iza ustave strujanje je zakrivljeno, a linija nivoa se mo-
∙ze smatrati kao strujnica na unutra∙snjoj strani krivine, a za nju je
pijezometarska na njoj samoj.

U istom preseku pijezometarska kota raste od unutra∙snje strane kri-
vine, a to zna∙ci da je na dnu iznad nivoa (a tako je i na sl. 107{10). ∙Cim
strujanje postane pravolinijsko i paralelno ista pijezometarska kota je
za ceo presek, pa i za deli¶ce na dnu, a ona je u nivou { tako je nacrtano
za presek sa dubinom hs.

Pri crtanju linije ¦dno imao se u vidu prethodno obja∙snjeni uslov
da povr∙sina ispod te linije mora da bude jednaka povr∙sini ispod linije
nivoa, ∙sto je u skladu sa ranijim obja∙snjenjem.

III

PRIMENA DIMENZIONALNE ANALIZE

Za primenu dimenzionalne analize na isticanje iz suda mo∙ze se kori-
stiti napisano za dijafragmu u Poglavlju 103, gde je bezdimenzionalna
veli∙cina koja povezuje proticaj Q, karakteristi∙cnu visinsku razliku H
i karakteristi∙can popre∙cni presek A struje, uz sadejstvo gravitacionog
ubrzanja g, napisana na levoj strani izraza (103{11). Prema tom izrazu
ta bezdimenzionalna veli∙cina zavisi od grani∙cnih uslova, izra∙zenih bez-
dimenzionalnim veli∙cinama, napisanih simboli∙cno sa Ko, i od Re-broja.
Iza toga izraza pokazano je da se njegova leva strana, shodno osnovnoj
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jedna∙cini za dijafragmu (103{10), mo∙ze zameniti sa 1=2C2
Q, pa se do∙slo

do funkcije CQ = CQ(Ko;Re).
Kod isticanja iz suda merodavne veli∙cine su proticaj Q, visina isti-

canja H, presek otvora A, a proces se odvija pod dejstvom te∙zine, ∙ciji je
predstavnik gravitaciono ubrzanje, pa se i ovde povezuju 4 iste veli∙cine
(Q, H, A, g) kao i kod dijafragme, i onda obrazuju istu bezdimenzio-
nalnu veli∙cinu, napisanu kao leva strana izraza (103{11) i koja je ovde,
upore¹duju¶ci sa (107{10), jednaka 1=2C2

Q. Me¹dutim, ovde CQ zavisi ne
samo od Ko i Re, jer se mora upisati i We-broj, po∙sto na isticanje
iz suda uti∙ce i povr∙sinski napon (uti∙ce kapilarnost). Dakle, mo∙ze se
napisati:

CQ = CQ(Ko;Re;We) (107{36)

Ako se isticanje odvija pod premo¶cnim uticajem koga name¶ce sam
otvor, a zanemarljivi su uticaji ostalih grani∙cnih uslova, u Ko u pret-
hodnom izrazu ulazi samo geometrijski opis otvora (razume se, izra∙zen
bezdimenzionalnim veli∙cinama). To ¶ce se zaista i ostvariti ako je otvor
dovoljno udaljen od nivoa vode i od zidova suda koji bi usmeravali isti-
canje, i ako je uz to i povr∙sina otvora malena u odnosu na presek suda.

Za isticanja prikazana na slikama 107{1 i 107{2 pretpostavlja se da
su navedeni uslovi ispunjeni pa onda u Ko ulazi samo geometrijski opis
otvora.

Svi primeri o∙stroivi∙cnog otvora (sl. 107{1a) me¹dusobno su geome-
trijski sli∙cni (dovoljno je da o∙stra ivica odbacuje mlaz), pa se CQ onda
svodi na niz konstanti koje va∙ze za sve o∙stroivi∙cne otvore. Prema tome
za sve takve otvore CQ ima konstantnu vrednost, ako se uz to pret-
postavi (i to treba naglasiti) da su Re i We zanemarljivo uticajni. To
¶ce se i ostvariti u prete∙znom broju prakti∙cnih primera isticanja vode,
jer su presek otvora i brzina isticanja obi∙cno dovoljno veliki da visko-
znost i povr∙sinski napon zanemarljivo uti∙cu na isticanje. Ranije, uz
opis koji prati navedenu sliku 107{2a re∙ceno je da se o∙stroivi∙cni otvor
mo∙ze ra∙cunati sa CQ = 0;6 (konstantna vrednost).

Za otvor sa naglavkom (sl. 102{2) mo∙ze se na isti na∙cin objasniti
da se CQ svodi na konstantnu vrednost za sve takve otvore, jer su
svi geometrijski sli∙cni. Du∙zina naglavka jednaka trostrukom pre∙cniku
dovoljna je da se mlaz su∙zen na po∙cetku naglavka pre njegovog kraja
pro∙siri na ceo presek, pa je presek izlaznog mlaza jednak preseku na-
glavka (koe¯cijent CA = 1). Ranije je napisano da se mo∙ze za sve
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otvore sa naglavkom ra∙cunati sa konstantnom predno∙s¶cu CQ jednakom
pribli∙zno 0;8.

Kod oblikovanog otvora (sl. 102{2c), on se oblikuje tako da nema
skupljanja mlaza, a gubitak energije se svodi na zanemarljivu meru
tako da je CQ pribli∙zno jedinica.

O uticaju Re- i We-broja mo∙ze se ste¶ci utisak iz prikazanog na sli-
ci 107{11. Koe¯cijent isticanja CQ zavisi od Re, We, d=H (d = pre∙cnik
kru∙znog otvora, H = visina isticanja). Brojevi Re i We su izra∙zeni na
na∙cin kako je napisano na slici { u stvari karakteristi∙cna du∙zina je d,
a karakteristi∙cna brzina

p
2gH (to je brzina isticanja za idealan °uid).

Sve tri veli∙cine od kojih zavisi CQ povezane su u jednu, u Á, ∙sto je upro-
stilo me¹dusobnu vezu veli∙cina, ali se mora pravdati eksperimentalnim
rezultatima koji su omogu¶cili tako prostu vezu. Otvor je na dnu suda,
a bo∙cni zidovi suda su dovoljno udaljeni od otvora da presek suda ne
uti∙ce na proticaj.

Ra∙cun sa CQ = const = 0;61, uz prihvatljivo odstupanje od §1%
obuhvata oblast Á > 3 £ 105. (To se zaklju∙cuje iz prikazanog na sli-
ci 107{11.) Vrednosti za kinemati∙cke koe¯cijente viskoznosti i povr∙sin-
skog napona (º; ±k) za vodu (uz uobi∙cajene temperature) napisani su

2 225 5 510 5

0,66

0,64

0,62

0,60

Φ

d H

106 107

We =    
2g

 
d H

δk
Re =    

2g
 

d H
ν

Φ = We   Re 1-( )d H/

CQ

Slika 107{11 Zavisnost koe¯cijenta isticanja CQ za kru∙zni otvor na dnu suda
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sa (106{70). Ra∙cun sa tim vrednostima, za d = 0;02m i H > 0;30m,
daje Á ve¶ce od 3 £ 105, ∙sto zna∙ci da za tako maleni otvor mo∙ze se za
visine isticanja ve¶ce od 30 cm ra∙cunati sa CQ = 0;61. Za ve¶ce otvore
visina H mo∙ze da bude ∙cak i manja.

U niz navrata (su∙zenje cevi ili kanala) navedeno je da koe¯cijent CA
skupljanja iznosi 0;62 za najizrazitije su∙zenje struje, a takvo se mo∙ze
shvatiti i u posmatranom slu∙caju isticanja. Uz to je koe¯cijent umanje-
nja brzine Cv blizak jedinici pa se za CACv = CQ mo∙ze uzeti 0;61, koliko
je malo pre navedeno. Ranije uz sliku 107{2a pomenuta je pribli∙zna
(i zaokru∙zena) vrednost CQ = 0;6.

¤ ¤ ¤

Za ravansko isticanje ispod ustave, uticaji Re- i We- broja su ne-
znatni pa je CQ = CQ(a=H), jer u bezdimenzionalni opis otvora ulazi
samo a=H (a = visina otvora, vidi sl. 107{3). Ako pravougaoni kanal
u koga je celom njegovom ∙sirinom sme∙stena ustava nije dovoljno ∙sirok
(da bi se strujanje moglo prou∙cavati kao ravansko), CQ zavisi ne samo
od a=H nego i od b=H, gde je b ∙sirina kanala. Za ravansko isticanje i
za o∙stroivi∙cni otvor re∙ceno je da se CQ kre¶ce od pribli∙zno 0;65 do 0;75
za a=H od veoma malene vrednosti do 0;50.
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108
IZMENA ENERGIJE IZMEDU FLUIDA I

∙CVRSTE POKRETNE GRANICE {
HIDRAULI∙CKE MA∙SINE

Dosada∙snja razmatranja, kroz sva prethodna poglavlja, odnosila su
se na struju °uida gde nema prenosa energije sa °uidne struje na njen
omota∙c, ili sa omota∙ca na struju, gde je omota∙c ∙cvrsta nepokretna
povr∙sina koja ne mo∙ze obaviti rad (jer se ne kre¶ce), pa ni preneti ener-
giju. Deo omota∙ca mo∙ze da bude i slobodna povr∙sina te∙cnosti (ona se
kre¶ce), pa voda predaje energiju vazduhu. Me¹dutim, ta predaja ener-
gije je zanemarljiva u odnosu na izgubljenu energiju u te∙cnosti, pa se
o toj predaji energije i ne vodi ra∙cuna. O tome je bilo re∙ci u nekoliko
navrata u ranijim razmatranjima.

Predmet narednih izlaganja bi¶ce primeri gde je njihova su∙stina ba∙s
u preno∙senju energije izme¹du °uida i ∙cvrste granice.

Pumpa ili crpka sme∙stena je izme¹du dva preseka struje { slika 108{1
{ predaje energiju °uidu, pa se energije u struji °uida pove¶cava. Po
jedinici te∙zine pove∙cava se za EII ¡ EI = H. Isto tako bi se pove¶cala
energija da se masa °uida podigne za visinu H. Stoga se H naziva ,,vi-
sina dizanja".

Energija u jedinici vremena je snaga. U jedinici vremena podigne
se te∙zina °Q (° = speci¯∙cna te∙zina, Q = proticaj) za visinu H, pa je
snaga koju koristi °uid:

S = °QH (108{1)

i ona je posledica delovanja pumpe koja tro∙si snagu Sp, ve¶cu od sna-
ge S, jer se jedan deo snage pumpe ne mo∙ze iskoristiti zbog unutra∙snjih
gubitaka energije u njoj, u mehanizmu pumpe, i spoljnih u °uidu od
preseka (I) do preseka (II), gde ulazi i gubitak u °uidu unutar pumpe.

Mo∙ze se, prema tome, napisati:

S = ´pSp (108{2)
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E I

ΠI

E II

ΠII

H

Q

Q

Slika 108{1 Pumpa podi∙ze kotu energije za visinu dizanja H

gde je ´p < 1 koe¯cijent iskoristivosti pumpe. Jasno je da je ´p > 1.
Pumpa prima snagu od motora koji je pokre¶ce, a on mora da tro∙si

snagu Sm koja je ve¶ci od snage pumpe Sp, jer se jedan deo energije
izgubi u motoru. Stoga se pi∙se:

Sp = ´mSm (108{3)

gde je ´m = koe¯cijent iskoristivosti motora (´m < 1).
Na osnovu (108{2) i (108{3) pi∙se se:

Sm =
1

´m

1

´p
S =

1

´
S (108{4)

Ovde je ´ = ´m´p koe¯cijent korisnog dejstva pumpnog postrojenja.
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Ako se u (108{4) uvrsti snaga S prema (108{1) dobija se:

S = 1
´°QH

Snaga pumpnog postrojenja
(108{5)

¤ ¤ ¤
Turbina je hidrauli∙cka ma∙sina sa preno∙senjem energije obrnutim

smerom od preno∙senja kod pumpe tj. prenos je sa °uida na turbinu.
Smanjenje energije, po jedinici te∙zine, u °uidu iznosi H = EI ¡ EII

(vidi sl. 108{2). Ovde se visinska razlika H naziva ,,spu∙stanje" ili ∙ce∙s¶ce
,,pad". Smanjenje energije u jedinici vremena izra∙zava snaga S = °QH.

E I

ΠI

Q

E II

ΠII

H

Q

Slika 108{2 Turbina dovodi do pada H kote energije

563

DRAFT verzija 2001.



Turbina predaje generatoru (koji proizvodi struju) snagu St, koja je
ne∙sto manja od snage S oduzete °uidu, pa je St = ´tS, gde je ´t < 1.
Iz generatora izlazi snaga Sg koja je ne∙sto manja od snage koju mu je
predala turbina, pa je Sg = ´gSt. Iz ovih navoda proizilazi:

Sg = ´gSt = ´g´tS = ´S (108{6)

Sa ´ = ´g´t ozna∙cen je koe¯cijent korisnog dejstva agregata.
Ako je u prethodnom izrazu S zamenjen sa °QH dobija se:

Sg = ´°QH

Snaga turbinskog postrojenja
(108{7)
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Prilog 1 Vrednosti Maningovog koe¯cijenta hrapavosti n [m¡1=3s]

Stanje povr∙sine

Opis povr∙sine
vrlo
dobro

dobro obi∙cno r¹davo

1 Mesingane i staklene cevi 0,009 0,013 0,014 0,015

2 Drvene cevi 0,010 0,011 0,012 0,013

3 ∙Celi∙cne cevi (bez ∙sava) 0,010 0,011 0,013 {

4 Livene cevi premazane katranom 0,011 0,012 0,013 {

5 Obi∙cne livene cevi 0,012 0,013 0,014 0,015

6 Crne gvozdene cevi 0,012 0,013 0,014 0,015

7 Pocinkovane gvozdene cevi 0,013 0,014 0,015 0,017

8 Obi∙cne kerami∙cke drena∙zne cevi 0,011 0,012 0,014 0,017

9 Kanalizacione cevi sa glazurom 0,010 0,013 0,015 0,017

10 Betonske cevi 0,012 0,013 0,015 0,016

11 Kovane ∙celi∙cne spiralne cevi 0,013 0,015 0,017 {

12 Povr∙sina od ∙cistog cementa 0,010 0,011 0,012 0,013

13 Opeke sa glazurom 0,011 0,012 0,013 0,015

14 Premaz cementnim malterom 0,011 0,012 0,013 0,015

15 Zid od opeke u cementnom malteru 0,012 0,013 0,015 0,017

16 Kanal u betonu 0,012 0,014 0,016 0,018

17 Obloga od tesanog kamena 0,013 0,014 0,015 0,017

18 Zid od lomljenog kamena u cementu 0,017 0,020 0,025 0,030

19 Suv zid od od lomljenog kamena 0,025 0,030 0,033 0,035

Drveni ∙zljebovi:

20 od rendisanih dasaka 0,010 0,012 0,013 0,014

21 od nerendisanih dasaka 0,011 0,013 0,014 0,015

22 od dasaka sa prikovanim dugama 0,012 0,015 0,016 {

Polukru∙zni metalni ∙zljebovi:

23 ∙cisti 0,011 0,012 0,013 0,015

24 zar¹dali 0,0225 0,025 0,0275 0,030

Kanali i re∙cni tokovi:

25 zemljani kanali pravilnog oblika 0,017 0,020 0,0225 0,025

26 krivudavi sa laganim tokom 0,0225 0,025 0,0275 0,030

27 zemljani iskopani bagerima 0,025 0,0275 0,030 0,033

28 ∙cisto use∙ceni u steni, pravilnog oblika 0,025 0,030 0,033 0,035

29 zemljano dno i kosine ozidane kamenom 0,028 0,030 0,033 0,035

30 grubo dno od kamena sa zaraslim
zemljanim kosinama 0,025 0,030 0,035 0,040

31 grubo use∙ceni u steni sa nepravilnim
presekom 0,035 0,040 0,045 {
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Primedbe:

1. Odnos izme¹du maksimalne i minimalne vrednosti koe¯cijenata hrapa-
vosti n za grani∙cne povr∙sine provodnika vode od istog materijala kre¶cu
se izme¹du 1,25 i 1,50 za prete∙zan broj navedenih povr∙sina (za 25 od
ukupno 31). Kako je isti odnos izme¹du maksimalnog i minimalnog pro-
ticaja koji se dobija ra∙cunom (za isti presek i isti nagib linije energije),
izbor koe¯cijenta hrapavosti ima presudan uticaj na valjanost rezul-
tata hidrauli∙ckog ra∙cunanja, a taj izbor ostavljen je proceni okolnosti
u kojima ¶ce se objekat graditi i odr∙zavati (da li ¶ce to biti ,,r¹davo",
,,dobro" ili ∙cak ,,vrlo dobro").

2. Prikazani spisak je jedan od starijih i kra¶cih koji prate Maningovu
formulu. Du∙zi, i noviji spiskovi sa vi∙se opisa materijala, i vi∙se razvr-
stavanja, ne doprinose pouzdanosti u izboru koe¯cijenata hrapavosti,
jer se svuda daje prili∙cno veliki raspon izme¹du minimalne i maksimalne
preporu∙cene vrednosti.

3. Vezu izme¹du Maningovog koe¯cijenta n i apsolutne hrapavosti k izra-
∙zava (91{35), sa n = k1=6

p
0;29=(2g). Ta veza mo∙ze da poslu∙zi za

slede¶ce zaklju∙cke:

(a) Vrednosti za n manje od 0,011m¡1=3s nisu preporu∙cljive, jer
toj vrednosti odgovara k = 0,5mm, a za istu vrednost, shodno
(91{40) brzina bi trebalo da bude ve¶ca od otprilike 2 m/s, da
bi u∙slo u kvadratnu zakonitost otpora u kojoj se mo∙ze primeniti
Maningova formula. (Napominje se da se ponegde navodi za neke
materijale ∙cak n = 0,008 m¡1=3s).

(b) Vrednosti n = 0,035m¡1=3s odgovara otprilike k = 0,6mm, pa
je za ve¶ce vrednosti za n veza izme¹du n i k neprikladna (za
n = 0,05m¡1=3s, dobija se k oko 5 m), pa se ne mo∙ze otpor
dobijen po Maningovoj formuli upore¹divati sa onim koji daje je-
dnolika hrapavost. Otpor daju prepreke druk∙cijih osobina. Na
primer, za obrasle povr∙sine daje se n od 0,035 do 0,060m¡1=3s
za retko d∙zbunje i drve¶ce, zimi, a od 0,040 do 0,080m¡1=3s leti,
dok se za gusto d∙zbunje navodi n od 0,045 do ∙cak 0,110m¡1=3s,
zimi, a leti od 0,070 do ∙cak 0,160 m¡1=3s.
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Prilog 2 Pregled rasporeda brzina i koe¯cijenata trenja

Logaritamske zakonitosti

glatke cevi hrapave cevi

a)
raspored
brzina

up
¿=½

= 2;5 ln
x2

p
¿=½

º
+ 5;5

(1) (94{25)

up
¿=½

= 2;5 ln
x2

k
+ 8;5

(2) (94{30)# #
b)
koe¯cijent
trenja

1p
¸

= 2 log
Re
p
¸

2;5

(3) (96{16)

1p
¸

= 2 log
3;7D

k

(4) (96{19)j j
#

1p
¸

= ¡2 log

µ
2;5

Re
p
¸

+
k

3;7D

¶

(5) (96{36)

Eksponencijalne zakonitosti

glatke cevi hrapave cevi

up
¿=½

= 8;5

µ
x2

p
¿=½

º

¶1=7

(6)

up
¿=½

= 10;9

µ
x2

k

¶1=8

(7)

up
¿=½

= 9;3

µ
x2

k

¶1=6

(8)# #
¸ =

0;32

Re1=4

(9) (97{12)

¸ = 0;115

µ
k

D

¶1=4

(10) (97{15)

¸ = 0;185

µ
k

D

¶1=3

(11) (97-16)j j
#

¸ = 0;115

µ
k

D
+

60

Re

¶1=4

(12) (97{20)
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Primedbe:

{ obrazac (9) daje pribli∙zno iste rezultate kao (3) za Re brojeve od 5¢103

do 105

{ obrazac (10) daje pribli∙zno iste rezultate kao (4) za relativne hrapa-
vosti od 1/100 do 1/10000, a obrazac (11) za k=D od 1/20 do 1/1000

{ obrazac (11) daje pribli∙zno iste rezultate kao Maningova formula ako
se koe¯cijent hrapavosti uzme n = k1=6

p
0;29=(2g)
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Prilog 3 Vrednosti veli∙cina koje odre¹duju ¯zi∙cke karakteristike vode

Tem- Speci- Modul Dinami∙cki Kinemati∙cki Koe¯cijent
pera- ¯∙cna elasti∙c- koe¯cijent koe¯cijent povr∙sinskog
tura te∙zina Gustina nosti viskoznosti viskoznosti napona

T ° ½ E=106 ¹£ 103 º £ 106 ±

[0C] [kN/m3] [kg/m3] [kPa] [Pa s] [m2/s] [N/m]

0 9,805 999,8 1,98 1,781 1,785 0,0756

5 9,807 1000,0 2,05 1,518 1,519 0,0749

10 9,804 999,7 2,10 1,307 1,306 0,0742

15 9,798 999,1 2,15 1,139 1,139 0,0735

20 9,789 998,2 2,17 1,002 1,003 0,0728

25 9,777 997,0 2,22 0,890 0,893 0,0720

30 9,764 995,7 2,25 0,798 0,800 0,0712

40 9,730 992,2 2,28 0,653 0,658 0,0696

50 9,689 988,0 2,29 0,547 0,553 0,0679

60 9,642 983,2 2,28 0,466 0,474 0,0662

70 9,589 977,8 2,25 0,404 0,413 0,0644

80 9,530 971,8 2,20 0,354 0,364 0,0626

90 9,466 965,3 2,14 0,315 0,326 0,0608

100 9,399 958,4 2,07 0,282 0,294 0,0589
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